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Résune :

Danscetarticle, la notion de modesnormauxnon-linéaires(MNL) estutilisee pour calculerla dependanceles
déefornmeesmodalesde sysemescontinussimplesenfonctiondel’amplitude devibration. LesMNL sontintroduits
apartir dela théoriedesformesnormalesgui définitun changementlevariablesnon-linéaire permettant’expri-
merla dynamiquedansun espacedesphasesiécoufk ensous-espacagvariants.Lescasd’'unepoutre encastée
auxdeuxextrémiésetd’une plaguecirculaire & bord libre sonttraitésa partir deséquationsde Von Karman.

Abstract :

Non-linearnormal modes(NNMs) are usedin order to computethe modeshapedependencen vibration am-
plitude, for basic continuoussystemsNNMs are introducedthrough normal form theory It permitsto definea
non-linearchange of co-orinateswhich expressthe dynamicsinto the phasespacespannedy invariant mani-
folds, insteadof the usuallinear eigenspacesThe casesof a clamped-clampedniform beamand of a circular
platewith freeedge are studied.

Mots-clefs :

modenon-linéaire; formesnormales

1 Intr oduction

Lesvibrationsdegrandeamplitudedestructuresnincesjncluantleseffetsdenon-linéariges
géonetriquessontici consicerées Unedescaracéristiquedondamentaledesoscillationsnon-
linéairesestla dependanceéela frequencevecl’amplitude, phénoneneapparaissargourdes
amplitudesde vibration petites.En effet, un deplacementrans\ersed’un, voire deux ordres
de grandeuiinférieursa I’ épaisseusufiit pour obserer significatvementcet effet (cf. parex.
Nayfehet al. (1979); Touz et al. (2002); Thomaset al. (2003)).Lorsquecetteamplitudeest
au moinsde 'ordre de grandeurde I’ épaisseyrune dépendancele la deformée modaleavec
I'amplitude devient manifeste.A notre connaissancdges premeresmesuresexpérimentales
montrantce phénomenesontdécritespourunepoutreencasteedansBennounaetal. (1984).

Au niveauthéorigue diversegentativesontéte mereespourrendrecomptedecephéenonene,
endéweloppantia notiondemodeson-linéaires L'id eeconsistea exploiter le fait quela dyna-
mique peutétredécritea l'aide d’'un seuloscillateur (puisquela connaissancdu mouvement
d’un seulpoint de la structurepermetd’en déduirele mouvementde tousles autres) tendant
parcebiaisla définition d’'un modeaurégimenon-linéaire.

Au niveaumathematique,la notion de variéte invariantebidimensionnelledansl’espace
desphasesestl’'outil adapé a cettedescription.On cherchealorsa decomposet’espacedes
phasesn sous-espacesgavariants,plutdt que selonles traditionnelsmodespropreslinéaires,
qui perdenteur sensdesquele régimeestnon-linéaire.

Dansunesérie d'articles,Shav et al. (1993,1994) utilisentle theoemede réductiona la
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variete centralepour calculerles modesnon-linéaires.Dansun cadreconseratif, la théorie
desformesnormalegpermetcependantle calculertousles MNL enuneseuleopération.Cette
approchea été utilisee dansJezequekt al. (1991), et plus recemmendansTouz (2003).
Danscettecontribution, les calculsthéoriquesgérérauxsontappliquesa deuxsysemesconti-
nussimples: une poutreencastee et une plaquecirculairea bord libre. Dansles deuxcas,la
variationdesdéeformeesmodalesavecl’amplitude seraclairemenimiseenévidence.

2 Rappelsthéoriques

Les vibrations non-amortiesde grandeamplitudede structuresmincessont gouverrées
par deséquationsaux dériveespartiellesnon-linéaires.Typiguementles exemplestraitesim-
pliquentdeséquationgdu type Von Karman (cf. parex. Nayfehetal. (1979); Thomas (2001);
Touz et al. (2002)).L'introduction desmodesnon-linéairessefait en deuxtemps.Pourplus
de détails, le lecteurpeutseréferera Touz2 (2003); Touz et al. (2002).Les EDP sonttout
d’abordproje€essurla basedesmodesnormauxlinéairesgnintroduisant

w(x,t) =) X,(1)8(x), ey

dansles EDP de départ.w rep®esentde déplacementrans\erse,et {®,} lesmodeslinéaires.
On aboutitainsia un sysemedynamiquedu second-ordrgourles { X, },>1. Lesmodesnon-
linéairessontintroduitsparun changementle variablesnon-lineairetangental'identité :

X, = R, + PO(R,;, S)), (2a)
Y, =5,+ Q®(R;,S;). (2b)

Y, = X, repesentda vitesseet estutiliseecommesecondeariableindépendanteP® et Q)
sontdespolyndmesdutroisiemedegréen(R;, S;). lls sontcalcuksparéliminationssuccessies
destermesnon-sonnantsles valeursde leurs coeficients sontdonréesexplicitementdans
Touz (2003).Insérant(2) dansle sysemed’EDO obtenuaps projection,on obtientune
approximatiorautroisiemeordredela dynamiqueexpriméeaveclesvariables R, S,), reliees
auxvariétesinvariantes.

Lesnouellesvariableg R,, S,) permettentedéfinir simplementdesmouvementsnodaux
non-linéairesenannulantcommeaustaddinéaire touteslescoordonieesautresquecellesdu
modeconsicré. Dansle casou il n'y a pasde résonancénterne,ou bien si cettedernire
n'implique que destermesrésonnantse brisantpasl’in variancedesvariétes,on obtientpour
décrirela dynamiqueun seuloscillateurexprimé en( Ry, Sy) pourle k®¢ mode.Revenantala
déeformée modalepar les équationq2) et (1), on trouve ainsiune forme spatialequi implique
plusieursmodedinéairesdontlesamplitudegelativesvarientau coursdu temps.

3 Casd’une poutre encastée

3.1 Equationsdu mouvement

L’ équationdesvibrationslibresnon-amortiepourun poutreencasteeenrégimedegrande
amplitudeestdonree,sousforme adimensionae,par(cf. parex Bennettetal. (1970)):

Pw  tw € L /ow\? 0*w
ﬁ*@‘i[/o (%) dm]w—“ 3



16 MeCcongrsFranais de Mécanique Nice 1-5 septembe 2003

Le déplacemenadimensionaw aéte choisitel quew = % ou h estl’ épaisseudela poutre
etw™ le déplacementesug,detelle sortequew = 1 dande moceleimpliqueundéplacement
réeldeh. Le parangetres vautalors: ¢ = AT’”, ou A et sontrespectrement’aire le moment
guadratiqualela sectiondela poutre.Lesconditionsauxlimites encaste-encas& s’écrivent :

w(0,t) = w(1,t) = w4(0,t) = w4(1,t) = 0. 4)
Lesmodespropredinéairesont pourexpression

sin [y, + sinh G
cos B — cosh [

Op(z) =K [cos Brx — cosh Brx + (sin Bgz — sinh Gyx)| (5)

1
ou K estchoisidetelle sorteque/ @, (x)%dz = 1. Les pulsationgpropressontdétermirees
0

enrésohantcos fy = ——, ol w;, = (7. La projections’écrit eninsérantle développement

cosh B!

w(z,t) =) X,(t)P,(x) dans(3), cequidonneyp > 1:

X, +wlX, +e¢ Z e X X; X, = 0. (6)

1,5,k=1

ijk

3.2 Etude desmodesnon-linéaires

Le changemendle variables(2) permetde décrirela dynamiqueavecles coordonmesnor-
males(R,, Sp), reliéesauxvariétesinvariantesEn particulie; on montrequelestermes'sour-
ces” presentgdansles équationg6), et produisantun couplagebien identifie dansBennettet
al. (1970),sontéliminésparcechangementle variableg Touze (2003)).Lestermes‘'sources”
sontceuxqui brisentl’in variancedessous-espacgwopreslinéaires,ce qui conduitnaturelle-
menta la définition desMNL utiliséedanscet article. Ainsi I @tudedu MNL p implique de
résoudrda dynamiquesuivante:

R +w2R +eh? R3=0, (7)

ppp~ P

cequi estfait soitnumériguementsoitanalytiquemené l’aide d’'une méthodeperturbatve. On
reporteensuitedans(2) puisdans(1) pourobtenirle déplacement

w(z,t) = )+ > [rEpRo(t)® + ub Ry(1)S,(1)?] @ (). (8)

k#p

Lescoeficientsr® etuf  proviennentdespolyndmesP® et Q®), leursvaleurssontdonrées
dansTouz (2003).0Onobtientdoncbien,équation8), unedéforméemodalequi varieaucours
dutemps.

3.3 Simulations numériques

z

Dessimulationsnumeériquesont été effectueespour déterminer’ @wlution desdéformees
modalesnfonctiondel’amplitude.Un nombreN = 20 demodedinéairesontéteretenugpour
I'analyse.La figure 1 montreles deformeeslorsquel’'on augmentd’amplitude de vibration,
pourles3 premieranodesLesfiguressontprisesaupointtournanidechaqueorbite,i.e. lorsque
R, estmaximumet S, = 0. Cesrésultatssonttout a fait conformesauxmesuresnontieesdans
Bennounaetal. (1984).
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FIG. 1 - Déformeesmodaleson-linéairespourla poutreencastee,pourles3 premiersmodes
devibration. Trait plein: MNL, pointillé: modelinéaire.

4 Casd'une plaquecirculaireabord libre

4.1 Equationsdu mouvement

L’analoguedynamiquedeséquationsde Von Karman est utilisé, avec desconditionsaux
limites detypebordlibre. L’ établissemente ceséquationssousforme intrinsequeestdonree
dansThomas (2001).Sousformeadimensiongae,elless’écrivent:

AAw + % = eL(w, F), (9a)
AAF = —%L(w,w), (9b)

ou L(w,w) estun opérateurspatial quadratique(cf. Thomas (2001); Touz et al. (2002)).
L'adimensionnementetenuest,de la mémemanire que pour les poutres tel quew = %
avech I' épaisseudela plaqueetw™ le déplacemeniesué. Ainsi : ¢ = 12(1 — v?).

La projectionsur les modeslinéairesn’est pasdétailleeici. Le lecteurpeutseréférera
Thomas (2001); Touz et al. (2002) pour plus de précisions.En particulier les valeursdes
frequencepropreset desmodeslinéairessontdonres.Le sysemed’EDO obtenuaprescette
opérationala mémeforme que(6).

4.2 Modesnormaux non-linéaires

Uneparticularie importanted’unestructurebidimensionnelleommela plaque parrapport
ala poutre estl’existencedeconfiguationspréferentielles(cf. Tobias (1957); Thomas(2001);
Touz etal. (2002)).Eneffet, pourchaguemodeasynétrique(i.e. préesentanaumoinsunrayon

4
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nodal),il existedeuxmodedinéairesayantla mémefréquencegropre,congquencalirectede
la degererescencéecesvaleurspropres Ceciimpliquela présencale nombreusegesonances
internesl :1 dansle syseme,pourchaguemodeasynetrique.

Cesrésonancemternesconduisent gardey lors dela réductiondela vibrationa un mode
asynetrigue,deux oscillateurs(cf. Tobias (1957); Touz et al. (2002)). Fort heureusement,
la dependancen cos et en sin desdéforméesmodaleslinéairesfait que les termesbrisant
I'in variancedesvarietesne sontpasprésentslansia dynamiqug Thomas (2001)).De plus,les
zonegecouplagepu unevibrationunimodaleestinstableauprofit d’'unesolutioncoupkEe,ont
été eétudieesendétail dansTouz etal. (2002).Ici on supposerajanslessimulationsguel’on
esten-dehorgleceszones la vibrationconsiceréeesttoujoursunimodalejl n'y apasd’ondes
progressiessurla plaque.

Une fois ceshypothesegpo€espour traiter les resonancegternes)|’ étudede I’ @wlution
desdéforméesmodalesavec I'amplitude estmeree de la mémemankre que pour le casdes
poutresOnretient31 modesdand’analyselinéaire(y comprischaqueconfiguratiompréférentiel-
le). Le coeficient de Poissondu magriaua ét pris égala 0.38, detelle sorteques = 10.27.

Mode linéaire MNL

Wiax = 1.7h Wy = 5h
(1,1) w___=2h _ _
max W = 2h Wy = 8h
Vi N\ P
G & W =
2,1 _
(2.1) W =2h w_ . =1.6h w_ =3h

FIG. 2 — Déformeesmodaleson-linéairesgpouruneplaquecirculaireabordlibre.

LesdéforméesmodalesobtenuesontmontéesFigure2. Trois modesont été retenugpour
larepesentationlesmodes(0, 1), (1, 1) et(2, 1) (laterminologieemployéeest(p, q), avecp le
nombredelignesnodalesetq le nombrede cerclesnodaux).La premerecolonnerepiesentde
modelinéaire.La secondeolonnemontrele MNL correspondardupointtournantdel’orbite.
Les amplitudesde vibration maximaleindiquéesont été calcueesen tenantcomptede l'or-
bite compkte,et ne correspondend’ailleurs pasa cellesobtenuesu point tournant.Les deux
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colonnessuivantesmontrentla positiondeszérosde vibration au point tournant Il corvient
ici de précisergue selonla définition utilisée pour les MNL, les “déformeesmodalesnon-
linéaires”,correspondana cesmouvementsparticuliersdansl’espacedesphasessonttelles
gueleurformevariecontinimentaucoursdumouvementlLa notiondeligne etdecerclenodal
perddoncde sonsensdansla mesureou ceux-cisedéplacentwucoursdu temps.

Notonsquele calculdu changemendle variables(2) reposesur un développemenasymp-
totique. Ainsi les variétes invariantessont-ellesapprociees par un polyndme d’ordre 3, si
bien que, pour de fortes amplitudes,'approximation d’ordre trois n’est plus valable. Ainsi
les deformeesmodalesmontiéesfigure 2 avec un déplacemenimaximumde 8 fois I épaisseur
doiventétre prisesavec quelquegprécautionsd’autantquele mocele de Von Karman suppose
desamplitudesdel’ordre degrandeurdel’ épaisseur

5 Conclusion

Danscet article, les calculsthéoriquesutilisant la notion de modesnon-linéairesafin de
calculerla déependancdesdéformeesmodalesavecl’amplitude sontappliquesauxcassimples
despoutresencasteeset desplaquescirculairesa bordlibre. Dansle casdespoutrescelaper
metderetrouer desmesuregxpérimentalesiéja existantesdansla litt érature ce qui a fortiori
renforcele cadrepropo® pourle calculdesMNL, reposansurla notiondevarietesinvariantes.
Dansle casdesplaques|esdéformeesmodalesnon-linéairesont éte prédites.L’avantageprin-
cipaldeconsicererlesMNL résidedansla réductiondela compleité permettanta description
de mouvementssimples.En particulier on peutattendrede cestechniquesiesaméliorations
substantielleslescodesdecalculdestructureenrégimenon-linéaire endéwveloppanta notion
d’analysemodalenon-linéaire.
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