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Résuḿe :

Danscet article, la notion de modesnormauxnon-linéaires(MNL) estutiliséepour calculer la dépendancedes
déforḿeesmodalesdesyst̀emescontinussimplesenfonctiondel’amplitudedevibration.LesMNL sontintroduits
à partir dela théoriedesformesnormales,qui définitunchangementdevariablesnon-linéairepermettantd’expri-
merla dynamiquedansun espacedesphasesdécouṕeensous-espacesinvariants.Lescasd’unepoutreencastŕee
auxdeuxextrémit́esetd’uneplaquecirculaire à bord libresonttraitésà partir deséquationsdeVonKármán.

Abstract :

Non-linearnormal modes(NNMs)are usedin order to computethe modeshapedependenceon vibration am-
plitude, for basiccontinuoussystems.NNMsare introducedthroughnormal form theory. It permitsto definea
non-linearchange of co-ordinateswhich expressthe dynamicsinto the phasespacespannedby invariant mani-
folds, insteadof the usual linear eigenspaces.Thecasesof a clamped-clampeduniform beamand of a circular
platewith freeedgeare studied.
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1 Intr oduction

Lesvibrationsdegrandeamplitudedestructuresminces,incluantleseffetsdenon-linéarit́es
géoḿetriques,sontici consid́eŕees.Unedescaract́eristiquesfondamentalesdesoscillationsnon-
linéairesestla dépendancedela fréquenceavecl’amplitude,phénom̀eneapparaissantpourdes
amplitudesde vibration petites.En effet, un déplacementtransversed’un, voire deux ordres
degrandeurinférieursà l’ épaisseursuffit pourobserver significativementceteffet (cf. parex.
Nayfehet al. (1979);Touźe et al. (2002);Thomaset al. (2003)).Lorsquecetteamplitudeest
au moinsde l’ordre de grandeurde l’ épaisseur, unedépendancede la déforméemodaleavec
l’amplitude devient manifeste.A notre connaissance,les premìeresmesuresexpérimentales
montrantcephénom̀enesontdécritespourunepoutreencastŕeedansBennounaet al. (1984).

Au niveauthéorique,diversestentativesontét́emeńeespourrendrecomptedecephénom̀ene,
endéveloppantla notiondemodesnon-linéaires. L’id éeconsistèaexploiter le fait quela dyna-
miquepeutêtredécriteà l’aide d’un seuloscillateur(puisquela connaissancedu mouvement
d’un seulpoint de la structurepermetd’en déduirele mouvementdetouslesautres),́etendant
parcebiaisla définitiond’un modeaurégimenon-linéaire.

Au niveaumath́ematique,la notion de variét́e invariantebidimensionnelledansl’espace
desphasesest l’outil adapt́e à cettedescription.On cherchealorsà décomposerl’espacedes
phasesen sous-espacesinvariants,plutôt queselonles traditionnelsmodespropreslinéaires,
qui perdentleur sensdèsquele régimeestnon-linéaire.

Dansunesérie d’articles,Shaw et al. (1993,1994)utilisent le théor̀emede réductionà la�
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variét́e centralepour calculerles modesnon-linéaires.Dansun cadreconservatif, la théorie
desformesnormalespermetcependantdecalculertouslesMNL enuneseuleopération.Cette
approchea ét́e utilisée dansJezequelet al. (1991), et plus récemmentdansTouźe (2003).
Danscettecontribution, lescalculsthéoriquesgéńerauxsontappliqúesà deuxsyst̀emesconti-
nussimples: unepoutreencastŕeeet uneplaquecirculaireà bord libre. Danslesdeuxcas,la
variationdesdéforméesmodalesavecl’amplitudeseraclairementmiseenévidence.

2 Rappelsthéoriques

Les vibrations non-amortiesde grandeamplitudede structuresmincessont gouverńees
par deséquationsaux dérivéespartiellesnon-linéaires.Typiquement,les exemplestraitésim-
pliquentdeséquationsdu typeVon Kármán(cf. parex. Nayfehet al. (1979);Thomas (2001);
Touźe et al. (2002)).L’introductiondesmodesnon-linéairessefait en deuxtemps.Pourplus
de détails,le lecteurpeutseréférer à Touźe (2003);Touźe et al. (2002).Les EDP sont tout
d’abordprojet́eessurla basedesmodesnormauxlinéaires,enintroduisant:�������	�	
������ ������� � ���	
	� � ����
�� (1)

danslesEDP de départ. � repŕesentele déplacementtransverse,et � � ��� lesmodeslinéaires.
On aboutitainsi à un syst̀emedynamiquedu second-ordrepour les � � ����� ��� . Lesmodesnon-
linéairessontintroduitsparunchangementdevariablesnon-linéairetangent̀a l’identité :� � �"! �$#&%('*),+ �-!/.0��132�
�� (2a)4 � �51 �$#76 '*),+ �8!9.:��132�
�; (2b)4 � � <� � repŕesentela vitesseetestutiliséecommesecondevariableindépendante.% '*),+ et 6 '=),+
sontdespolynômesdutroisièmedegréen �8!9.:��132�
 . Ils sontcalcuĺesparéliminationssuccessives
destermesnon-ŕesonnants; les valeursde leurscoefficientssontdonńeesexplicitementdans
Touźe (2003). Insérant(2) dansle syst̀emed’EDO obtenuapr̀es projection,on obtient une
approximationautroisièmeordredela dynamiqueexpriméeaveclesvariables�-! � ��1 � 
 , reliées
auxvariét́esinvariantes.

Lesnouvellesvariables�8! � ��1 � 
 permettentdedéfinir simplementdesmouvementsmodaux
non-linéairesenannulant,commeaustadelinéaire,touteslescoordonńeesautresquecellesdu
modeconsid́eŕe. Dansle casoù il n’y a pasde résonanceinterne,ou bien si cettedernìere
n’implique quedestermesrésonnantsnebrisantpasl’invariancedesvariét́es,on obtientpour
décrirela dynamiqueunseuloscillateur, expriméen �-!?>@��1A> 
 pourle k B8CDB mode.Revenant̀a la
déforméemodalepar les équations(2) et (1), on trouve ainsiuneformespatialequi implique
plusieursmodeslinéairesdontlesamplitudesrelativesvarientaucoursdu temps.

3 Casd’une poutre encastŕee

3.1 Équations du mouvement

L’ équationdesvibrationslibresnon-amortiespourunpoutreencastŕeeenrégimedegrande
amplitudeestdonńee,sousformeadimensionńee,par(cf. parex Bennettet al. (1970)):E�F �E � F # E�G �E3H GJI7KL M:N �OQP E �E3HSR F�T H3U E�F �E3H F �"VW; (3)

L
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Le déplacementadimensionńe � a ét́e choisi tel que �"�YXWZ[ , où \ estl’ épaisseurdela poutre
et � C le déplacementmesuŕe,detellesorteque �]� �

dansle mod̀eleimpliqueundéplacement
réelde \ . Le param̀etre K vautalors: K �_^ [�`a , où b et c sontrespectivementl’aire le moment
quadratiquedela sectiondela poutre.Lesconditionsauxlimitesencastŕe-encastŕes’écrivent :���-VW�d�	
��e�f� � �d�	
��]�?g hi�-VW�	�	
j�e�?g hk� � �d�	
l�mVW; (4)

Lesmodespropreslinéairesontpourexpression:�$>i� H 
l�mn o8prqts�u�> H I prqtsdv/u�> H # sdwyx/u�> # sdwyx3vzu�>prqts�u�> I prq�s	v/u�> �8sdwyx{u�> H I sdwyx3vzu�> H 
0|S� (5)

où n estchoiside telle sorteque

N �O �$>i� H 
 F T H � �
. Lespulsationspropressontdétermińees

en résolvant prqts�u�>}� �~��:���k��� , où � >}�u F> . La projections’écrit en insérantle développement�f� H �	�	
j�m� � � ���	
d� � � H 
 dans(3), cequi donne,����� �
:�� �$# � F� � �$# K ��.�g 2�g > ��� \ � .�2�> � . � 2 � >/�"VW; (6)

3.2 Étude desmodesnon-linéaires

Le changementdevariables(2) permetdedécrirela dynamiqueaveclescoordonńeesnor-
males �-! � ��1 � 
 , reliéesauxvariét́esinvariantes.En particulier, on montrequelestermes“sour-
ces” présentsdansles équations(6), et produisantun couplagebien identifié dansBennettet
al. (1970),sontéliminésparcechangementdevariables(Touźe (2003)).Lestermes“sources”
sontceuxqui brisentl’invariancedessous-espacespropreslinéaires,cequi conduitnaturelle-
ment à la définition desMNL utiliséedanscet article. Ainsi l’ étudedu MNL � implique de
résoudrela dynamiquesuivante: �! �$# � F� ! �$# K \ ��,�,� ! )� �"VW� (7)

cequi estfait soitnumériquement,soitanalytiquement̀a l’aide d’uneméthodeperturbative.On
reporteensuitedans(2) puisdans(1) pourobtenirle déplacement:�f� H �d�	
��m! � ���	
d� � � H 
 # � >�����f��� >���,� ! � ���	
 ) #&� >�,�,� ! � ���	
d1 � ���	
 F�� �$>i� H 
�; (8)

Lescoefficients � >�,�,� et � >�,�,� proviennentdespolynômes% '*),+ et 6 '*),+ , leursvaleurssontdonńees
dansTouźe (2003).Onobtientdoncbien,équation(8), unedéforméemodalequi varieaucours
du temps.

3.3 Simulations numériques

Dessimulationsnumériquesont ét́e effectúeespour déterminerl’ évolution desdéformées
modalesenfonctiondel’amplitude.Un nombre� � L V demodeslinéairesontét́eretenuspour
l’analyse.La figure 1 montreles déforméeslorsquel’on augmentel’amplitude de vibration,
pourles3 premiersmodes.Lesfiguressontprisesaupointtournantdechaqueorbite,i.e. lorsque! � estmaximumet 1 � �"V . Cesrésultatssonttout à fait conformesauxmesuresmontŕeesdans
Bennounaet al. (1984). �
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FIG. 1 – Déforméesmodalesnon-linéairespourla poutreencastŕee,pourles3 premiersmodes
devibration.Trait plein : MNL, pointillé : modelinéaire.

4 Casd’une plaquecirculaire à bord libr e

4.1 Équations du mouvement

L’analoguedynamiquedeséquationsde Von Kármán estutilisé, avec desconditionsaux
limites detypebordlibre. L’ établissementdeceséquationssousformeintrinsèqueestdonńee
dansThomas(2001).Sousformeadimensionńee,elless’écrivent:�(� � # ��]� K@� �8����� 
�� (9a)�(� �¡� I �L � ��� ���¢
�� (9b)

où � �8� �d�£
 est un opérateurspatialquadratique(cf. Thomas (2001); Touźe et al. (2002)).
L’adimensionnementretenuest,de la mêmemanìerequepour les poutres,tel que �¤� X3Z[ ,
avec \ l’ épaisseurdela plaqueet � C le déplacementmesuŕe.Ainsi : K � � L � � I¦¥ F 
 .

La projectionsur les modeslinéairesn’est pasdétaillée ici. Le lecteurpeut se référer à
Thomas (2001); Touźe et al. (2002) pour plus de précisions.En particulier les valeursdes
fréquencespropreset desmodeslinéairessontdonńes.Le syst̀emed’EDO obtenuapr̀escette
opérationa la mêmeformeque(6).

4.2 Modesnormaux non-linéaires

Uneparticularit́e importanted’unestructurebidimensionnellecommela plaque,parrapport
à la poutre,estl’existencedeconfigurationspréf́erentielles(cf. Tobias (1957);Thomas(2001);
Touźeetal. (2002)).Eneffet, pourchaquemodeasyḿetrique(i.e. présentantaumoinsunrayon§
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nodal),il existedeuxmodeslinéairesayantla mêmefréquencepropre,conśequencedirectede
la déǵeńerescencedecesvaleurspropres.Ceciimpliquela présencedenombreusesrésonances
internes1 :1 dansle syst̀eme,pourchaquemodeasyḿetrique.

Cesrésonancesinternesconduisent̀a garder, lors dela réductiondela vibrationà un mode
asyḿetrique,deux oscillateurs(cf. Tobias (1957); Touźe et al. (2002)).Fort heureusement,
la dépendanceen ¨ª©@« et en « ¬® desdéforméesmodaleslinéairesfait que les termesbrisant
l’invariancedesvariét́esnesontpasprésentsdansla dynamique(Thomas(2001)).Deplus,les
zonesdecouplage,où unevibrationunimodaleestinstableauprofit d’unesolutioncoupĺee,ont
ét́e étudíeesendétail dansTouźe et al. (2002).Ici on supposera,danslessimulations,quel’on
esten-dehorsdeceszones: la vibrationconsid́eŕeeesttoujoursunimodale,il n’y apasd’ondes
progressivessurla plaque.

Une fois ceshypoth̀esespośeespour traiter les résonancesinternes,l’ étudede l’ évolution
desdéforméesmodalesavec l’amplitude estmeńeede la mêmemanìerequepour le casdes
poutres.Onretient31modesdansl’analyselinéaire(y comprischaqueconfigurationpréférentiel-
le). Le coefficient de Poissondu mat́eriaua ét́e pris égalà VW; �t¯ , de telle sorteque K � � VW; L�° .

maxw       = 2h
maxw       = 3hmax

MNLMode linéaire

(0,1)

(2,1)

(1,1)

w       = 1.6h

w       = 5hmaxw       = 1.7hmaxw       = 3.3h
max

maxw       = 2h
maxw       = 2h maxw       = 8h

FIG. 2 – Déforméesmodalesnon-linéairespouruneplaquecirculaireàbordlibre.

LesdéforméesmodalesobtenuessontmontŕeesFigure2. Trois modesont ét́e retenuspour
la repŕesentation: lesmodes�-V±� � 
 , � � � � 
 et � L � � 
 (la terminologieemployéeest � � ��²t
 , avec � le
nombredelignesnodaleset ² le nombredecerclesnodaux).La premìerecolonnerepŕesentele
modelinéaire.La secondecolonnemontrele MNL correspondantaupoint tournantdel’orbite.
Les amplitudesde vibration maximaleindiquéesont ét́e calcuĺeesen tenantcomptede l’or-
bite compl̀ete,et necorrespondentd’ailleurspasà cellesobtenuesaupoint tournant.Lesdeux³
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colonnessuivantesmontrentla positiondeszérosde vibration au point tournant. Il convient
ici de préciserque selon la définition utilisée pour les MNL, les “déforméesmodalesnon-
linéaires”,correspondant̀a cesmouvementsparticuliersdansl’espacedesphases,sont telles
queleur formevariecontinûmentaucoursdumouvement.La notiondeligneetdecerclenodal
perddoncdesonsensdansla mesureoù ceux-cisedéplacentaucoursdu temps.

Notonsquele calculdu changementdevariables(2) reposesurun développementasymp-
totique. Ainsi les variét́es invariantessont-ellesapproch́eespar un polynôme d’ordre 3, si
bien que, pour de fortes amplitudes,l’approximationd’ordre trois n’est plus valable.Ainsi
lesdéforméesmodalesmontŕeesfigure2 avecun déplacementmaximumde8 fois l’ épaisseur
doiventêtreprisesavecquelquesprécautions,d’autantquele mod̀eledeVon Kármánsuppose
desamplitudesdel’ordre degrandeurdel’ épaisseur.

5 Conclusion

Danscet article, les calculsthéoriquesutilisant la notion de modesnon-linéairesafin de
calculerla dépendancedesdéforméesmodalesavecl’amplitudesontappliqúesauxcassimples
despoutresencastŕeeset desplaquescirculairesà bordlibre. Dansle casdespoutres,celaper-
metderetrouverdesmesuresexpérimentalesdéjàexistantesdansla litt érature,cequi a fortiori
renforcele cadrepropośepourle calculdesMNL, reposantsurla notiondevariét́esinvariantes.
Dansle casdesplaques,lesdéforméesmodalesnon-linéairesont ét́eprédites.L’avantageprin-
cipaldeconsid́ererlesMNL résidedansla réductiondela complexitépermettantla description
de mouvementssimples.En particulier, on peutattendrede cestechniquesdesaméliorations
substantiellesdescodesdecalculdestructuresenrégimenon-linéaire,endéveloppantla notion
d’analysemodalenon-linéaire.
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