Equilibrage Harmonique et convolution :
accélération des calculs, régimes quasi-périodiques
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Introduction : Equilibrage Harmonique, continuation

Un exemple : toy model de saxophone

Continuation des solutions périodiques de :

X1 =y
n=—ayn — Bxa + A + y2) [a2 — as(xa + x2) — au(x1 + x2)?]
X2 = Y2

y2 = —b1ys — Doxa + A(y1 + y2) [b2 — bs(x1 + x2) — ba(x1 + x2)?]

x = f(x,\)

4/18



Introduction : Equilibrage Harmonique, continuation

Un exemple : toy model de saxophone

Continuation des solutions périodiques de :

X1 =y
n=—ayn — Bxa + A + y2) [a2 — as(xa + x2) — au(x1 + x2)?]
X2 = Y2

y2 = —b1ys — Doxa + A(y1 + y2) [b2 — bs(x1 + x2) — ba(x1 + x2)?]

x = f(x,\)

Reformulation quadratique :

mud = ¢ + Acy + lou + Alyu + q(u, u)

4/18



Introduction : Equilibrage Harmonique, continuation

Un exemple : toy model de saxophone

Continuation des solutions périodiques de :

X1 =y
n=—ayn — Bxa + A + y2) [a2 — as(xa + x2) — au(x1 + x2)?]
X2 = Y2

y2 = —b1ys — Doxa + A(y1 + y2) [b2 — bs(x1 + x2) — ba(x1 + x2)?]

x = f(x,\)

Reformulation quadratique :

mud = ¢ + Acy + lou + Alyu + q(u, u)

Solution périodique cherchée sous la forme :

H
u(t) =uo + Z uc  cos(kwt) + us i sin(kwt)
k=1
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@ les coordonnées de JR sont les images de la base canonique (boucle for).
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Reformulation quadratique, continuation

co +Acy + lou+ Alju+ q(u,u) —ma =0
~  ———
C L Q

R()=C+L()+Q(,)

Ry =L+Q(Y,)+Q(.Y)

Méthode directe (Manlab 1, 2) :
@ opérateurs C, L, Q : définition explicite des combinaisons de coefficients

@ les coordonnées de JR sont les images de la base canonique (boucle for).

Méthode tensorielle (Manlab 3) : Q est une application bilinéaire donc elle admet
une représentation par un tenseur d'ordre 3

Q(Y.Y)=Y'QY
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Introduction : Equilibrage Harmonique, continuation

)-51 + 31).(1 + Q%Xl = )\(Xl =+ X2) [32 — 33(X1 =+ X2) — 34(X1 =+ X2)2]
Xo + bi1xo + Q%Xg = )\()'(1 + )'(2) [bg - b3(X1 + Xz) - b4(X1 + Xz)z]

Norme 2 de (x1+x2)
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Introduction : Equilibrage Harmonique, continuation

X1+ aixy + Q%Xl = )\(Xl + 5(2) [32 — 33(X1 + Xz) — 24(X1 + X2)2]
X2 + bixa + Qaxo = A(X1 + %) [b2 — b3(x1 + x2) — ba(xy + Xz)z]
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Parametre de continuation A

o Comment suivre la branche quasi-périodique 7
o Comment garder des temps de calcul raisonnables?

0.4
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Avec deux pulsations

© Avec deux pulsations
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Avec deux pulsations

Périodique vs quasi-périodique

Deux diagrammes de phase (x1, y1) :

0.5

Yy

-0.5

-1 -05 0 05 1
X1

Périodique Quasi-périodique
kw kiwy + kowo
ki, ko : entiers relatifs
w1, w> incommensurables
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Avec deux pulsations

mua = ¢g + Acy + lou + Alyu + q(u, u)

Solution quasi-périodique cherchée sous la forme :

H H
kiwi + kawa)t
E § uklkz (11 2w2)

ka=—H ko=

0/18



Avec deux pulsations

mua = ¢g + Acy + lou + Alyu + q(u, u)

Solution quasi-périodique cherchée sous la forme :

H H
kiwi + kawa)t
E § uklkz (11 2w2)

ka=—H ko=

o coefficients ug ~> Uy k,

0/18



Avec deux pulsations

mua = ¢g + Acy + lou + Alyu + q(u, u)

Solution quasi-périodique cherchée sous la forme :

H H
kiwi + kawa)t
E § uk1kz (11 2w2)

ka=—H ko=

o coefficients ug ~> Uy k,

@ dérivation : i(kiwi + kow2 U, i,

0/18



Avec deux pulsations

mua = ¢g + Acy + lou + Alyu + q(u, u)
Solution quasi-périodique cherchée sous la forme :

H H

i(kiwi + kawa)t
E § U(ky, k) € 1W1 2w2)

ki=—H ka=—H

o coefficients ug ~> Uy k,
@ dérivation : i(kiwi + kow2 U, i,

@ produits de variables q(u,u) : convolution 2d des matrices de coefficients (ex
Matlab : conv2)
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Avec deux pulsations
Calcul de la matrice Jacobienne

R()=C+L()+Q(,)

JRy =L+Q(Y,)+Q(,Y)
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Avec deux pulsations
Calcul de la matrice Jacobienne

R()=C+L()+Q(,)

JRy =L+Q(Y,)+Q(,Y)

@ méthode directe (base canonique) : lent.
@ meéthode tensorielle : difficulté ; calculs des tenseurs au démarrage.

© méthode rapide :

- Q utilise la convolution de matrices,

- donc Q(Y,-) utilise I'application convolution & une entrée fixée...
- dont la matrice est connue (ex Matlab : convmtx2),

- donc JRy s'obtient via des constructeurs matriciels.
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Avec deux pulsations

Temps de calcul d'un pas MAN

Selon la méthode de calcul de la Jacobienne
- par la base canonique (méthode directe, en bleu)
par la méthode rapide (en rouge)

®
S

T
—o— Calculs MAN sans Jacobienne
—e— Avec Jacobienne (méthode directe) 1 10
—&— Avec Jacobienne (méthode rapide)
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© Résultats
@ Bifurcation vers le quasi-périodique
@ Accrochages périodiques
@ Saxophone (suite)
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Résultats  Bifurcation vers le quasi-périodique

Systéme forcé

X — 11X + fioXX + 13x°% 4+ a1x = cos(At)
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Parametre de continuation A : forcage o,
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Résultats  Bifurcation vers le quasi-périodique

Systéme forcé

X — paX 4 paxx + pzx*x 4+ apx = cos(\t)
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Systéme forcé

X — piX 4 paxx + puzx*x 4+ apx = cos(At)
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Résultats = Accrochages périodiques

Accrochages périodiques
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Résultats  Saxophone (suite)

Systéme autonome : retour du saxophone

X1+ ai1xy + Q%Xl = 32/\(X1 + 5(2) — 33/\(X1 + ).<2)(X1 + X2) — 34)\()?1 + ).Q)(Xl + Xg)2
%o + bixo + Qx2 = byA(X1 + %) — bsA(X1 + %) (x1 + x2) — ba A (X1 + %2) (1 + x2)?
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Résultats  Saxophone (suite)

Un exemple de solution exigeante

[—— HBM quasi—périodique, H=4| —— HBM quasi—périodique, H=10)

-0.4r

-0.8r
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Résultats  Saxophone (suite)

Coefficients

4- I m°
E E : X1,k , k2

1=—H ka=—H 2
o -4
é 0
2 -6
2
-8
4
- : -10
4 0 2 4
Indices k1
0 0
-2 -2
<& 4 -4
%] 13
[ (3
2 L
2 6 2 6
-8 -8
-10 -10
0 -20 -10 0 10 20
Indices k1 Indices k1



Conclusion

Algorithme de continuation des solutions quasi-périodiques.
Accord avec l'intégration numérique.

Confirmation des solutions a posteriori par norme des coefficients de Fourier.
Robustesse de la méthode en situation d’accrochage périodique.
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Conclusion

Algorithme de continuation des solutions quasi-périodiques.

Accord avec l'intégration numérique.

Confirmation des solutions a posteriori par norme des coefficients de Fourier.
Robustesse de la méthode en situation d’accrochage périodique.

Applications possibles en acoustique musicale :
e multiphoniques systématiques : flites pré-hispaniques (sonido rajado)
@ multiphoniques recherchés : didgeridoo

@ notes « qui roulent » par couplage entre mode du résonateur et mode de
structure : note du loup des violoncelles et violons
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