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m Dynamique non linéaire
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~ 'emploi de méthode numérique standard conduit souvent a des
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m Dynamique non linéaire
m comportements numériquement raides (contacts)
m grand nombre de degrés de liberté (turbulence d’ondes)
~ 'emploi de méthode numérique standard conduit souvent a des
problémes (stabilité, convergence)

m Propriétés fondamentales des systéemes

m conservation de I'énergie
m symplecticité

m Conserver ses invariants au niveau discret permet d’aboutir a des
intégrateurs numeériques de meilleure qualité.
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NOTATIONS

= pas de temps : h, fréquence d'échantillonnage : fo = }
m incrément positif et négatif : et (U) = Unt1, €—(U) = Up—1
m opérateurs de dérivation :

Ot = %(ew -1)

S = }7(1 —e)

o = %(GH —6r-)

O = %(et+—2+ez,)

m opérateurs de moyennage
1
Htr = é(eH +1)
1
ft— = 5(1 +e-)

1
. = é(eH +e-)
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OSCILLATEUR HARMONIQUE

= Equation du mouvement :
U+wiu=0

avec conditions initiales u(0) = up, u(0) = vo.
m solution en temps

Vo
u(t) = Up coswot + — sinwot
wo

m Energie
H=T == =
+U 2u + 2wou
m conservation de I'énergie en temps continu

dH
=0 = HO=H
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UNE FAMILLE DE SCHEMAS

m Introduisons un 8-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la

forme :
Sl +wi(0+ (1 —0)ue)u=0 (1)

m Cas particuliers:
0=1 : Suu+wpu=0
6=0 : 5nU—|—wgupU:0
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UNE FAMILLE DE SCHEMAS

m Introduisons un 8-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la

forme :
Sl + wh (0 + (1 — O)ur)u=0

m Cas particuliers:
0=1 : 5;;U—|—UJ§U=O
6=0 : 5nU—|—wg,upU:0
» Energie discréte liée & ces schémas ?
On multiplie (1) par la vitesse 6;.u:

dpUdt. U + wé(@U + (1 — 0)/,Lt,u)6t_u =0
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m Introduisons un 6-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la

forme :

UNE FAMILLE DE SCHEMAS

St +wh(0 + (1 — O)ue)u =0

m Cas particuliers:

0=1 : 5;;U—|—UJ§U=O

0=0 - 6nu+w§mu:0

= Energie discréte liée & ces schémas ?
On multiplie (1) par la vitesse 6;.u:

SuUd U+ wi(0u + (1 — O)peu)dru=0

m |dentités remarquables:

1
Oy Udr. U = 3

1
(Uny1 —2Un + Un—1) >h (Unp1 — Un—1)
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m Introduisons un 6-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la

1 oscillateur fo rme :

- St +wi(0+ (1 — ) )u=0

e m Cas particuliers:

an 0=1 : onUu+ w(z,u =0
0=0 : Spu+wppuu=0

= Energie discréte liée & ces schémas ?
On multiplie (1) par la vitesse 6;.u:

SuUd U+ wi(0u + (1 — O)peu)dru=0

m |dentités remarquables:

2 2
Splds. U = (u,,ﬂ — Up_1 — 2UpUn+1 + 2u,,u,,_1)

1
2h
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UNE FAMILLE DE SCHEMAS

m Introduisons un 6-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la

forme :
S+ wi(0 4+ (1 —Ou)u=0

m Cas particuliers:
0=1 : SuUu+wju=0
0=0 : SpU+wipu=0

= Energie discréte liée & ces schémas ?
On multiplie (1) par la vitesse 6;.u:

dpUdt. U + wé(@U + (1 — 0)/,Lt,u)6t_u =0

m |dentités remarquables:

_1 Cu? — (U — U Y
Suudt.u = {th [(un+1 Un)” — (Un — Un—1) H
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m Introduisons un 6-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la

1 oscillateur fo rme :

Eovatondo St +wh(0 + (1 — O)ue)u =0

s = Cas particuliers:

i 0=1 : Spu+wiu=0
0=0 : OuUu+wiuru=0

= Energie discréte liée & ces schémas ?
On multiplie (1) par la vitesse 6;.u:

dpUdt. U + wé(@U + (1 — 0)/,Lt,u)6t_u =0

m |dentités remarquables:

SuUdt. U = Oty (Un — Un—1)2

1
2h?



Intégration
temporelle —
schémas
conservatifs
C. Touzé

1 oscillateur
linéaire
Equation de
Duffing
Oscillateur a
impact

UNE FAMILLE DE SCHEMAS

m Introduisons un 6-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la

forme :
Sl +wd(0+ (1 —0)ue)u=0

m Cas particuliers:
=1 : Spu+wiu=0
0=0 : SpUu+wipu=0

» Energie discréte liée & ces schémas ?
On multiplie (1) par la vitesse 6;.u:

SuUdt U+ wi(0u + (1 — 0)pru)dru=0

m Identités remarquables:

1
SUd. U = Sty <§(5t— U)2>
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UNE FAMILLE DE SCHEMAS

m Introduisons un 6-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la
forme :
Sl +wd(0+ (1 —0)u)u=0
m Cas particuliers:
=1 : Spu+wiu=0
=0 : OpU+wipu=0
» Energie discréte liée & ces schémas ?
On multiplie (1) par la vitesse 6;.u:
SeUd U+ wi(0u + (1 — 0)peu)dr.u =0

m |dentités remarquables:
1
01tUdt. U = r+ (5(617 U)z)

ude U = Oy (%ue,_ u)
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m Introduisons un 6-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la
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Wt Udt U = Oty (5“" Uz)
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UNE FAMILLE DE SCHEMAS

m Introduisons un 6-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la
forme :
S+ wi(0 4+ (1 —Ou)u=0
m Cas particuliers:
0=1 : Spu+wju=0
=0 : OpU+wipu=0

» Energie discréte liée & ces schémas ?
On multiplie (1) par la vitesse 6;.u:

1 1 1
6t+ (5(6{-[1)2 +LU§ (05U91-U+ (1 — Q)EILL;_UZ)) =0
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UNE FAMILLE DE SCHEMAS

m Introduisons un 6-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la

forme :
S+ wi(0 4+ (1 —Ou)u=0
m Cas particuliers:
=1 : Spu+wiu=0
=0 : OpU+wipu=0

» Energie discréte liée & ces schémas ?
On multiplie (1) par la vitesse 6;.u:

Syh=0 avec h=t+u= %(&_ U+ (Qéuet_u +

m |dentités remarquables:
1
(51{U51,U = (51+ <§(5t7 U)2>
1
uét.U = O¢r Eue,,u

1
[t Ut U = Opy (E/Ltf U2)

(1-0)]

2

ot~ v

)
/



Intégration
temporelle —
schémas
conservatifs
C. Touzé

1 oscillateur
linéaire
Equation de
Duffing
Oscillateur a
impact

UNE FAMILLE DE SCHEMAS

m Introduisons un 8-schéma pour I'oscillateur harmonique sous la
forme :
Sl + wh (0 + (1 — O)ur)u=0

m Cas particuliers:
0=1 : 5;;U—|—UJ§U=O
0=0 - 6nu—|—w3mu:0

» Energie discréte liée & ces schémas ?
On multiplie (1) par la vitesse 6;.u:

N =

6tyh=0 avec h=t4+u=

m Conclusion

m famille de schéma conservatifs, pour tout 6 € [0, 1]
m énergie discréte associée conservée a chaque pas de temps

(61— u)*+wp (Géuet,u +(1— 0)1

2

ot~ v

)
/
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m Stabilité

CAS PARTICULIER 6 = 1
Uit = (2 — FPwl)Un — Un_y

: on calcule la transformée en z: u, = 2", avec z = e :

224 (s —2)z+1=0
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2 2
Uni1 = (2 — A wy)Un — Un—1
1 oscillateur
linéaire
Equation de
Duffin, gy s 7
. m Stabilité : on calcule la transformée en z: u, = 2", avec z = e :

Oscillateur a
impact

2+ (HPuw§—2)z+1=0

Discriminant : A = hPw(hPw? — 4)

Cas A < 0, alors deux racines z+ complexes conjuguées telles que
|z4| = 1.

z4 = elwdh oy wy # wo

solution discréte : up = Acos(wgnh) + Bsin(wgnh).
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2 2
Uni1 = (2 — A wy)Un — Un—1
1 oscillateur
linéaire
Equation de
Duffin . ,
. m Stabilité : on calcule la transformée en z: u, = 2", avec z = e :

Oscillateur a
impact

2+ (HPuw§—2)z+1=0

m Discriminant : A = hPwZ(h?w? — 4)
m Cas A < 0, alors deux racines z+ complexes conjuguées telles que
|z4| = 1.
m 7z =ewdh on wy 7# wo
m solution discréte : up = Acos(wgnh) + Bsin(wgnh).
m Conclusions
m Schéma stable ssi A < 0, soit hwg < 2, ou encore fe > 7fy.
m fréquence numérique wy différente de wy:

1 hzwg
wyg = EArccos -
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CAS PARTICULIER 6 = 1

m Fréquence numérique :

1 hzwg
Wy = EArccos <1 - )
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C. Touzé
m Frégquence numérique :
1 oscillateur 1 h2 (4.)2
ineae wq = —Arccos <1 — 0
Dgﬂmg h 2
Oscillateur a
impact
1.06
1.04f
° 1.02F ]
1 ,
0.98 : : .
107 107 107 107 10°

m Conclusion sur ce schéma:
conditionnellement stable : hwy < 2
conservatif

ordre 2, explicite, a deux pas

u
u
u
m surestime la fréquence naturelle du probléme continu
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» Energie discréte:

1 oscillateur

I||oés<:lllatenr 1 5 5 1

inéaire

Equation de h= *(51‘— U) +wpy | zUt—_U
Duffing 2 2
Oscillateur a
impact

N degrés de
liberté

Applications
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1 oscillateur
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linéaire
Equation de hn -
Duffing

Oscillateur a

impact e el 2
m Positivité ?

N degrés de

liberté

Un— Un1\2 wi
(nTM) +?0UnUn71

N =

Applications
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m Energie discréte:

2
Un— Up—1\2 w
(nin) + 90 ot

1 oscillateur

linéaire

Equation de hn -
Duffing 2

Oscillateur a

et m Positivité ?
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m Energie discréte:

2

Up— Up—1\2  w
(nTM) +?0UnUn71

1 oscillateur

linéaire
Equation de hn -

Duffing
Oscillateur &

et m Positivité ?

N —

2 2 2 wg 1
hp=up+up_1 +2h D TR UnUn—1
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m Energie discréte:

2

Up— Up—1\2  w
(nTM) +?0UnUn71

1 oscillateur

linéaire

Equation de hn -
Duffing

N —

Oscillateur a

et = Positivité ?

2 2 2 wg 1
hn=un+ up_y +2h D TR UnUn—1

~~ Forme quadratique en (x, y) = (Un, Un_1): X2 + y? + 2axy,
2
avec a = P (% - #)
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CAS PARTICULIER 6 = 1 : ENERGIES

m Energie discréte:

o 1 Un — Up—1 2 wg
b= (5 )+ et
m Positivité ?
21
hy, = U127 + Urz-;—1 + 2K (% - ﬁ) UnUn—1

~~ Forme quadratique en (x, y) = (Un, Un_1): X2 + y? + 2axy,
2
avec a = P (% — #)

m Résultat : pour |a| < 1 : équation d’'un paraboloide, défini positif.
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CAS PARTICULIER 6 = 1 : ENERGIES

m Energie discréte:

o 1 Un — Up—1 2 wg
=5 (p"") + i

m Positivité ?

2 2 2 wg 1
hn=un+ up_y +2h D TR UnUn—1

~~ Forme quadratique en (x, y) = (Un, Un_1): X2 + y? + 2axy,
avec a = P (%S — #)
m Résultat : pour |a| < 1 : équation d’'un paraboloide, défini positif.
m Condition de positivité de I'énergie discréte:

laj<1 = hw<2

~ équivalent a la condition de stabilité trouvée précédemment.



CAS PARTICULIER 0 =0

onl + wgm,u =0

«O>» «Fr «

it
v
i

DA



CAS PARTICULIER 0 =0

2
Wo
Unt1 — 2Up + Up—1 + hZ? (Uny1 + Up—1) =0
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n+1 = n — Un—1
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Equation de
Duffing
o m Stabilité. Polynéme caractéristique:
2
7z - sz+1=0
[
1+ 52

. . . _ 1 _
m Discriminant : A =4 (7(1”72%2)/2)2 1
m V h, A < 0:schéma inconditionnellement stable.
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e CAS PARTICULIER 6 = 0
C. Touzé
u 2 _ -y
incare e 147 :S no
Equation de
Duffing
o m Stabilité. Polynéme caractéristique:
2
z2 - ~Z2+1=0
[
1+ 52

. . . _ 1 _
m Discriminant : A =4 (7(1”72%2)/2)2 1
m V h, A < 0:schéma inconditionnellement stable.

m Analyse énergétique:
h= 1(&_ u)? + wh 1;“_ s
2 2

~» énergie toujours positive!



Intégration

temporelle —
o
s CAS PARTICULIER § = 0
C. Touzé
m Fréquence numérique danslecas§ =0:
1 oscillateur 1 1
neate wg = —Arccos
Dutting. h 1+ w2 /2 2/2
Oscillateur a
impact
1.05f =1
1
S 0.5/
0.97 0=l
0.85[ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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C. Touzé

m Fréquence numérique danslecas§ =0:

1 oscillateur 1 ( 1 )
linéaire —
L wg = —Arccos
uation de 2
Duting. h 1+ hw/2

Oscillateur &
impact

1.05¢

0=1

g 0.95¢

0.9f

0.85¢

-4 -3 -2

10 10 10
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conservatits CAS PARTICULIER § = 0
C. Touzé
m Fréquence numérique danslecas§ =0:
I1I e'scllllateur 1 A 1
neatre wg = —Arccos | —————
Dutting. h 1+ hPwi /2
Oscillateur a
impact
1.05¢
0=1
1
2° 0.95-
0.9r
0.85r ) )
107 107° 107
h

m Conclusion sur ce schéma (0 = 0):

inconditionnellement stable

conservatif

ordre 2, explicite, a deux pas

sous-estime la fréquence naturelle du probléeme continu
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FAMILLE DE SCHEMA

m Pour la famille de schéma: dxu + w2(0 + (1 — )t )u =0

m Condition de stabilité :

Si

Si

6>

0 <

Nl = N =

2
hwy < ———
s a1

inconditionnellement stable
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FAMILLE DE SCHEMA

m Pour la famille de schéma: dxu + w2(0 + (1 — )t )u =0

m Condition de stabilité :

1 2
si 0> - hw < ———
=2 M B
si 6 <% . inconditionnellement stable

= Fréquence numérique : wg = 1 Arccos (

1-0hPwd /2
1+(1—9)h2w§/2)

0=1/|

16=0.9

6=0.8

6=0.7
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FAMILLE DE SCHEMA

Pour la famille de schéma: dyu + w2(0 + (1 — )t )u =0

Condition de stabilité :

Fréquence numérique : wq = +Arccos (

Si

Si

6>

0 <

Nl = N =

2
hwy < ———
s a1

inconditionnellement stable

)

Déviation en cents : 1200log, (:—g)
100 cents : intervalle musical d’'un demi-ton

deviation en cents

1—0HPw3 /2
1+(1—-0)rPw3 /2

600
400
200
0
-200
—-400
-600
-800

6=1

-1
000}

0.5

6=0.9

6=0.8
6=0.7
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m cas 0=1, wo=1, up=1 et v=0; h =0.125 (50 points/période).
Aux temps courts (solution analytique en rouge, numérique en noir)

1 oscillateur
- 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ]
Duffing :
o 05

. f
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ILLUSTRATIONS, 6=1

m cas 0=1, wo=1, up=1 et v=0; h =0.125 (50 points/période).

Conservation de I'énergie:
représentation de H(t) et (H(t) — Ho)/Ho
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cochemas ILLUSTRATIONS, =0
C. Touzé
m cas 0=0, wo=1, up=1 et v=0; h =0.125 (50 points/période).
Aux temps courts (solution analytique en rouge, numérique en noir)
n::;lrlla'em ‘ ‘ ‘ ‘
Equation de 1 &
Duffing
Io:pc;ll;‘\leuré 05 ‘
g o
-0.51
-1t ‘ ‘ j v 1
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t
Aux temps longs (aprées 50 périodes) :
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ILLUSTRATIONS, 6=0

m cas 0=0, wo=1, up=1 et v=0; h =0.125 (50 points/période).

Conservation de I'énergie:
représentation de H(t) et (H(t) — Ho)/Ho
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C. Touzé

m wo=1, Up=1 et v=0; h =0.125 (50 points/période).
. Comparaisons de I'erreur sur I'estimation de la fréquence aprés 200
tinéaire périodes.

Equation de
Duffing
Oscillateur a
impact
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N degrés de
liberté

Applications

UN SCHEMA EXACT

m Soit le schéma suivant:

Upt1 — 2c0s(woh)un + Up—1 =0

Ce schéma est exact.
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UN SCHEMA EXACT

m Soit le schéma suivant:
Upt1 — 2c0s(woh)un + Up—1 =0

Ce schéma est exact.

m Discriminant du polynéme caractéristique :
A = 4cos?(woh) — 4 = —4sin?(woh).

m racines : zy = cos(woh) £ jsin(woh) = 0"

- [Es =]
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conservatits UN SCHEMA EXACT

C. Touzé

m Soit le schéma suivant:

e Unyt — 260S(woh)Up + Up_1 =0
Equation de
Duffing
Oscillteur a Ce schéma est exact.

impact

m Discriminant du polynéme caractéristique :
A = 4cos?(woh) — 4 = —4sin?(woh).

m racines : zx = cos(woh) + jsin(wph) = &/<o"

- [Es = o]

m lllustrations, wo=1, Up=1.

h=0.31, 20 points par périodes
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UN SCHEMA EXACT

m Soit le schéma suivant:
Upt1 — 2c0s(woh)un + Up—1 =0

Ce schéma est exact.

m Discriminant du polynéme caractéristique :
A = 4cos?(woh) — 4 = —4sin?(woh).

m racines : zy = cos(woh) £ jsin(woh) = 0"
- [0 =0}

m lllustrations, wo=1, Up=1.

h=1.25, 5 points par périodes
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conservatifs UN SCHEMA EXACT
C. Touzé

Soit le schéma suivant:

ill;
e Unyt — 260S(woh)Up + Up_1 =0
Equation de
Duffing

Oucllstours Ce schéma est exact.
m Discriminant du polynéme caractéristique :
A = 4cos?(woh) — 4 = —4sin?(woh).
m racines : zx = cos(woh) + jsin(wph) = &/<o"
- [0 =0}

m lllustrations, wo=1, Up=1.
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SCHEMA EXACT - CAS AMORTI

m Pour I'oscillateur linéaire amorti : & + 26wl + wiu =0

m schéma exact:

Un+1 -

— 2_ — 2_ —
e Ewoh ehwox/s 1_"_e hwoy/ €% —1 Un+e 2¢ hwg Up_1 -0
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SCHEMA EXACT - CAS AMORTI

m Pour I'oscillateur linéaire amorti : & + 26wl + wiu =0
m schéma exact:

_ 2_ _ 2_ —
Uni1 — € Ewoh ehwm/g 1_"_e hwoy/ €% —1 Un+e 2¢ hwg Up_1 -0

m lllustrations, wo=1, Up=1, h=2.

£€=0.01
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SCHEMA EXACT - CAS AMORTI

m Pour I'oscillateur linéaire amorti : & + 26wl + wiu =0
m schéma exact:

_ 2_ _ 2_ —
Uni1 — € Ewoh ehwm/g 1_"_e hwoy/ €% —1 Un+e 2¢ hwg Up_1 -0

m lllustrations, wo=1, Up=1, h=2.

€=0.05
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SCHEMA EXACT - CAS AMORTI

m Pour I'oscillateur linéaire amorti : & + 26wl + wiu =0
m schéma exact:

_ 2_ _ 2_ —
Uni1 — € Ewoh ehwm/g 1_"_e hwoy/ €% —1 Un+e 2¢ hwg Up_1 -0

m lllustrations, wo=1, Up=1, h=2.

¢=0.1

0 10 20 30 40 50 60 70



PLAN DE LA PRESENTATION
1 OSCILLATEUR

m 1 oscillateur linéaire
m Equation de Duffing
m Oscillateur a impact

N DEGRES DE LIBERTE

m Systemes Hamiltoniens, transformations symplectiques
m Schéma de Stérmer-Verlet

m Méthodes de Runge-Kutta

m Symplecticité et conservation de I'énergie

APPLICATIONS

m Plaque mince : synthése sonore de gong
m Corde avec contact unilatéral
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= Equation de Duffing :

1 oscillateur
1 oscillateur . 2 3

linéaire U+wou+~u =0
Equation de

Duffing

io':::gteura u Energie

Nd d H= 1 U2 + 1 U + L U
egrés de n

Iiberlgé 2 2‘”0 4’7

Applications
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EQUATION DE DUFFING

m Equation de Duffing :
U4 wiu+yu® =0

= Energie
1.0 1 55 1 4
H=-u —wou —Uu
pU tpwl gy
m schéma le plus simple:
m cas =1 pour la partie linéaire
m terme non linéaire a l'instant courant

Sl + wau+vu® =0
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EQUATION DE DUFFING

m Equation de Duffing :
U4 wiu+yu® =0

= Energie

1.2 4

1 5,5 1
H= U+ jwou™ + -yu
ot T et Ty
m schéma le plus simple:
m cas =1 pour la partie linéaire
m terme non linéaire a l'instant courant

Sl + wau+vu® =0

Unit — 2Un + Un—1 + WPwitn + WPyud =0
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EQUATION DE DUFFING

m Equation de Duffing :
U4 wiu+yu® =0

= Energie
1.0 1 55 1 4
H=-u —wou —Uu
pU tpwl gy
m schéma le plus simple:
m cas =1 pour la partie linéaire
m terme non linéaire a l'instant courant

Sl + wau+vu® =0

Upt1 — 2Un + Up—1 + hZUJgUn + hz’Yug =0

~» schéma de Stérmer-Verlet.
ce schéma n’est pas conservatif.
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EQUATION DE DUFFING

m Famille de schémas conservatifs pour I'équation de Duffing:

Suts+ (01 + (1= 0)pe)u+ (626 + (1 = 02)pe. (V)) pr.u = O
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EQUATION DE DUFFING
m Famille de schémas conservatifs pour I'équation de Duffing:
St + wB(01 + (1 — O1)pe)u + (92u2 (- eg)m(uz)) =0
= Energie discréte associée:

® cas 0,=1 : identité remarquable : U3t (Un)dt. (Un) = Oty 5 (UBLZ_,)
m cas 0=0 : pur. (U2)pr. (Un)Ot. (Un) = Oty §pre— U
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EQUATION DE DUFFING
m Famille de schémas conservatifs pour I'équation de Duffing:
Sl + wi (61 + (1 — 01 )u + (92U2 +(1- 92)#1.(U2)) ueu=0
= Energie discréte associée:

® cas 0,=1 : identité remarquable : U3t (Un)dt. (Un) = Oty 5 (UBLZ_,)
m cas 0p=0 : pur. (U3)pt. (Un)t. (Un) = Oty 3 pre— U

h=3(6—u)? +wd (015uer—u+ (1 — 61) Fpu—u?)
+2 (0202 (er—u)? + (1 — O2)pe—u?*)

~ terme NL de I'énergie discréte positif
~~ propriétés de stabilité héritée du choix de 6.



Intégration
temporelle —

oohémas EQUATION DE DUFFING
C. Touzé
m Famille de schémas conservatifs pour I'équation de Duffing:
'E"::L:i’liz ol + w§(91 + (1 — 04 )m,)u +y ((92U2 + (1 — 92)[14,(U2)> pe. U = 0
Duffing
ot m Energie discréte associée:

® cas 0,=1 : identité remarquable : U3t (Un)dt. (Un) = s 5 (UBLZ_,)
m cas 0=0 : pur (U3)r. (Un)St. (Un) = Sty 5 par— U

h= %(5t7U)2+wg (91%U6[7U+(1 —01)%[1,[7U2)
+7 (02U (er—u)® + (1 — O2)pu—u*)

~ terme NL de I'énergie discréte positif
~ propriétés de stabilité héritée du choix de 6.

m Cas 0,=0 (et 61=1) :
onu + wSu + ’Wr.(Uz)/M.U =0
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B e EQUATION DE DUFFING
C. Touzé

m Famille de schémas conservatifs pour I'équation de Duffing:

i~ St + wB(01 + (1 — 61)ue)u + (02u2 (1- eg)m(uz)) U =0
Duffing
o m Energie discréte associée:

m cas 0p=1 : identité remarquable : u2uy. (Un)dt. (Un) = 6¢4 3 (URUZ_,)
m cas 6p=0: ur. (U3)pur. (Un)Sr. (Un) = Oty e U

h= %(&,U)z—&—wg (91%U6[7U+(1 —01)%#17U2)
+7 (0207 (er—u)® + (1 — O2)pi—u*)

~» terme NL de I'énergie discréte positif
~ propriétés de stabilité héritée du choix de 6.

m Cas 0,=0 (et 61=1) :

Unit — 2Un + Un_1 + WPwhun + hz%(un-ﬂ + Un1)(Unpt + U5_1) =0
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e EQUATION DE DUFFING
C. Touzé

m Famille de schémas conservatifs pour I'équation de Duffing:

I‘Equaﬂ”ur:de S+ wi (01 + (1 = 01 ) )u + (92U2 +(1 - 92)#1.(112)) uru=0
Duffing

Oscillateur a Z . . by .z
e m Energie discréte associée:
m cas 0p=1 : identité remarquable : u2uy. (Un)dt. (Un) = 6¢4 3 (URUZ_,)
m cas 02=0 : pur. (U2)pe. (Un)r. (Un) = Str  pu— U

h= 1(6-u)? +w? (61 1ueru+ (1 —61) b u?)
+7 (0207 (er—u)® + (1 — O2)pi—u*)

~» terme NL de I'énergie discréte positif
~ propriétés de stabilité héritée du choix de 6;.

m Cas 0,=0 (et 61=1) :
Unit — 2Un + Un_1 + WPwhun + hz%(un-ﬂ + Un1)(Unpt + U5_1) =0

m schéma implicite (équation cubique en up, 1 a résoudre a chaque pas de

temps)
m difficulté supplémentaire dans la mise en ceuvre
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Applications

EQUATION DE DUFFING - SCHEMA
EXPLICITE CONSERVATIF

m Le cas 0;=1 donne lieu a une récursion a deux pas explicite

Suu + wh (61 + (1 — 01)pe)u + v u =0



Intégration

tempqrelle— .
Pl EQUATION DE DUFFING - SCHEMA
& fouze EXPLICITE CONSERVATIF

m Le cas #,=1 donne lieu a une récursion a deux pas explicite

1 oscillateur
1 oscillateur
linéaire
Eq;lfiiltlon de u 2 — hzwg (91 u

uffing el = n —
Oscillateur & _ 2,2 2112
i'::a;teua 1 —|—(1 91)’7 w0/2+’yh Un/2

Un—1

N degrés de
liberté

Applications



Intégration
temporelle —
schémas
conservatifs
C. Touzé

1 oscillateur
linéaire
Equation de
Duffing
Oscillateur a
impact

EQUATION DE DUFFING - SCHEMA
EXPLICITE CONSERVATIF

m Le cas #,=1 donne lieu a une récursion a deux pas explicite

TAT (A on)reRj2 A2
m lllustration : we=1, v=5, #;=0.8, h=0.0628.

1
50
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mi oscillateur linéaire
m Equation de Duffing
m Oscillateur a impact

N DEGRES DE LIBERTE

m Systemes Hamiltoniens, transformations symplectiques
m Schéma de Stérmer-Verlet

m Méthodes de Runge-Kutta

m Symplecticité et conservation de I'énergie

APPLICATIONS

m Plaque mince : synthése sonore de gong
m Corde avec contact unilatéral
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m Masse m, raideur k, mur rigide a distance d

OSCILLATEUR A IMPACT - CONTACT

mu+ ku = —f

m Force de contact régularisée :

f(u) = K [u—d]”

K, o : paramétres de pénalisation
[]+ : partie positive

siu<d, f=0

siu>d, f(u) = K(u—d)~

UNILATERAL
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c:::eérn\::t?fs OSCILLATEUR A IMPACT - CONTACT
C. Touzé UNILATERAL

m Masse m, raideur k, mur rigide a distance d

1 oscillateur
linéaire

Equation de

Dutting mu+ ku = —f
Oscillateur a
impact

m Force de contact régularisée :

f(u) = Klu— d]

K, o : paramétres de pénalisation
[]+ : partie positive

siu<d, f=0

siu>d, f(u) = K(u—d)~

m Force de contact dérive d’un potentiel

_@ _ 1 a+1
f_du’ avec ¢(u)_a+1[u das
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c:::eérn\::t?fs OSCILLATEUR A IMPACT - CONTACT
C. Touzé UNILATERAL

m Masse m, raideur k, mur rigide a distance d

1 oscillateur
linéaire

Equation de

Dutting mu+ ku = —f
Oscillateur a
impact

m Force de contact régularisée :

f(u) = Klu— d]

K, o : paramétres de pénalisation
[]+ : partie positive

siu<d, f=0

siu>d, f(u) = K(u—d)~

m Force de contact dérive d’un potentiel

—@ — 1 _ a+1
f_d’ avec ¢(u)_a+1[u da

= Energies
.. . do .
muu+ kutu = ——u
du
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c:::eérn\::t?fs OSCILLATEUR A IMPACT - CONTACT
C. Touzé UNILATERAL

m Masse m, raideur k, mur rigide a distance d

1 oscillateur
linéaire

Equation de

Duffing mU + kU = *f

Oscillateur a
impact

m Force de contact régularisée :

f(u) = Klu— d]

K, o : paramétres de pénalisation
[]+ : partie positive

siu<d, f=0

siu>d, f(u) = K(u—d)~

m Force de contact dérive d’un potentiel

= [u—d™

do
— \Y [} =
e vee )=

m Energies

d /1 .o 1, 5\ _ d
d—t(imu +§ku>— dt(¢(u))
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C. Touzé UNILATERAL

m Masse m, raideur k, mur rigide a distance d

1 oscillateur
linéaire

Equation de

Duffing mU + kU = *f

Oscillateur a
impact

m Force de contact régularisée :

f(u) = Klu— d]

K, o : paramétres de pénalisation
[]+ : partie positive

siu<d, f=0

msiu>d, f(u)y=Ku—-d)>

m Force de contact dérive d’un potentiel

—@ _ 1 _ a+1
f_du’ avec ¢(u)—a+1[u dg

» Energies

dH LT R
d—t_o, avec H_Emu +§ku + o (u)
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m schéma conservatif

OSCILLATEUR A IMPACT

mogu + k(0 + (1 — )t )u = —fn,

avec fp,=

soit

fr=

0t—Ppi1)2
(St,U
P (Uns1) — ®(Un-1)

, et

Unt1 — Upn—q

Dpy1/2 = pes S(Un)



Intégration
temporelle —
schémas
conservatifs
C. Touzé

1 oscillateur
linéaire
Equation de
Duffing
Oscillateur a
impact

OSCILLATEUR A IMPACT

m schéma conservatif

mépu 4+ k(0 + (1 — ) )u = —fy,

Sri1y2 = pe+ ®(Un)

0P
avec f,= M2 o
(St,U
soit 1, = $Uni1) = P(Un-1)

Unt1 — Upn—q

m Conservation de I'énergie discrete : terme de collision:

dt—Pny1/2

5;, u

ot u
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OSCILLATEUR A IMPACT

m schéma conservatif

mépu 4+ k(0 + (1 — ) )u = —fy,

, et bi1/2 = pey P(Un)

0P
avec f,— =12
(St,U
soit 1, = $Uni1) = P(Un-1)

Unt1 — Upn—q

m Conservation de I'énergie discr

0t—Pny1/2

St

ete : terme de collision:

M =6 ¢n+1 /2
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m schéma conservatif

L mbuu + k(9 + (1~ O)ue Ju = o,
Equation de
Duffing 6[_(1) 1/2
e avec fp= 7&”; 4 , et Pni1/2 = pie+ P(Un)
. d(u — & (Un—
soit f, = Dne1) = @(Unr)
Unt1 — Upn—q

m Conservation de I'énergie discrete : §;—h = 0, avec

1 1 1
h= Em((S,_u)2 +k (9§ue,_u+ 1- 0)§u,_u2) +Ppi/2
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m schéma conservatif

L méeu + k(0 + (1 — 0)ue)u = —fo,
Equation de 6 (I)
Duffing — 1/2
Ic:'?;:gneura avec fn,= ﬁ’ et ¢,7+1/2 = ut+d>(u,,)
. ® — ®(up—
soit f, = (Un1) = ®(Un-1)
Unt1 — Up—1

m Conservation de I'énergie discrete : §;—h = 0, avec

1 1 1
h= Em(&_u)z + k (QEUG[_U—‘r (1 — G)E;M_uz) + ¢,7+1/2

m Résolution pratique :

ki Un+1 + Up—
Un1 — 2Up + Up—1 + m (gun + (1 — 9)%)

7h72 S (Upy1) — P(Un—1)
m Uny1 — Up—1

~» Newton-Raphson...
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m lllustration : m = k=1, K=10"°, a=1.3, d=0.8, h=0.01

1 oscillateur
linéaire

Equation de
Duffing
Oscillateur a
impact
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m 1 oscillateur linéaire
m Equation de Duffing
m Oscillateur a impact
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m Systemes Hamiltoniens, transformations symplectiques
m Schéma de Stérmer-Verlet

m Méthodes de Runge-Kutta

m Symplecticité et conservation de I'énergie
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Systemes
Hamiltoniens,
transformations
symplectiques
Schéma de
Stormer-Verlet
Méthodes de
Runge-Kutta
Symplecticité et
conservation de
I'énergie

Applications

PLAN DE LA PRESENTATION

N DEGRES DE LIBERTE
m Systéemes Hamiltoniens, transformations symplectiques
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schémas DEFINITIONS

conservatifs
C. Touzé

m Systemes dynamiques :
y=1y,t), ye R’

Hemitoniens, = Systéme Hamiltonien :

S coordonnées généralisées (p,q), p = [p1, ..., Pd]’, espace des
Stormervere phases de dimension 2d, Hamiltonien H(p, q).
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DEFINITIONS

m Systemes dynamiques :
y=1y,t), ye R’

m Systeme Hamiltonien :
coordonnées généralisées (p,q), p = [p1, ..., Pd]’, espace des
phases de dimension 2d, Hamiltonien H(p, q).
Equations du mouvement:
, = _oH
p/ - 3(7,"
G- M
i — 8pi7

m Ecriture sous forme plus compacte:
y =J7'VH(y),

avecy = (p, q) et J la matrice définie par:

=(% %)
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DEFINITIONS

m Intégrale premiere du mouvement
(invariants, constantes du mouvement, quantité conservée...)
Pour un systeme dynamique autonome : y = f(y),
intégrale premiére /(y) fonction non-constante vérifiant :

I'(y)f(y) =0 pour tout y.
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e m Intégrale premiere du mouvement

Hamiltoniens,
transformations

symplectiques (invariants, constantes du mouvement, quantité conservée...)
e Pour un systeme dynamique autonome : y = f(y),

Stormer-Verlet

Méthodes de intégrale premiére /(y) fonction non-constante vérifiant :

Runge-Kutta
Symplecticité et

T I'(y)f(y) =0 pour tout y.

m En particulier:
Soit y(t) une orbite du systéme, alors:

v t, I(y(1)) = /(yo)
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e m Intégrale premiere du mouvement

Hamiltoniens,
transformations

symplectiques (invariants, constantes du mouvement, quantité conservée...)
e Pour un systeme dynamique autonome : y = f(y),

Stormer-Verlet

Méthodes de intégrale premiére /(y) fonction non-constante vérifiant :

Runge-Kutta
Symplecticité et

T I'(y)f(y) =0 pour tout y.

m En particulier:
Soit y(t) une orbite du systéme, alors:

v t, I(y(1)) = /(yo)

~ le Hamiltonien (énergie totale) est une intégrale premiére
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Applications

m Symplecticité

TRANSFORMATIONS SYMPLECTIQUES

: conservation de la somme des aires orientées
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TRANSFORMATIONS SYMPLECTIQUES

m Symplecticité : conservation de la somme des aires orientées
= Soient & = [¢P ¢9) et n = [n° n9]' deux vecteurs de R,
et P le parallélogramme bidim de R? engendré par ¢ et n:

P ={t¢+sn,te[0,1],s € [0,1]}.
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C. Touzé
m Symplecticité : conservation de la somme des aires orientées
= Soient & = [¢P ¢9) et n = [n° n9]' deux vecteurs de R,
et P le parallélogramme bidim de R? engendré par ¢ et n:
Systémes
Hamiltoniens,
rnstrmatns P ={t¢+sn,te[0,1],s €[0,1]}.
Schéma de
Stérmer-Verlet m Soit w(&,m) la somme des aires orientées des projections de P sur
Runge-Kutta les plans de coordonnées (pi, qi),

Symplecticité et
conservation de
I'énergie

d é_p P d
w(g,m) = Zdet( & Zq ) = &nf — &,
i=1 i=1
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TRANSFORMATIONS SYMPLECTIQUES

m Symplecticité : conservation de la somme des aires orientées
= Soient & = [¢P ¢9) et n = [n° n9]' deux vecteurs de R,
et P le parallélogramme bidim de R? engendré par ¢ et n:

P = {t€ + sn,t € [0,1],s € [0, 1]}.

m Soit w(&,m) la somme des aires orientées des projections de P sur
les plans de coordonnées (p;, qi),

d é_p P d
w(g,m) = Zdet( & Zq ) = &nf — &,
i=1 i=1

m Définition:
Une application différentiable g : U ¢ R?? — R?“ est symplectique
si la matrice jacobienne g’'(p, q) est partout symplectique, soit:

g(p,a)Jdg'(p.a)=J, ou w(g(P.q)¢ 9 (p,a)n) = w(& n).
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TRANSFORMATIONS SYMPLECTIQUES

m Symplecticité : conservation de la somme des aires orientées
= Soient & = [¢P ¢9) et n = [n° n9]' deux vecteurs de R,
et P le parallélogramme bidim de R? engendré par ¢ et n:

P = {t€ + sn,t € [0,1],s € [0, 1]}.

m Soit w(&,m) la somme des aires orientées des projections de P sur
les plans de coordonnées (p;, qi),

d é_p P d
w(g,m) = Zdet( & Zq ) = &nf — &,
i=1 i=1

m Définition:
Une application différentiable g : U ¢ R?? — R?“ est symplectique
si la matrice jacobienne g’'(p, q) est partout symplectique, soit:

g(p,a)Jdg'(p.a)=J, ou w(g(P.q)¢ 9 (p,a)n) = w(& n).

m Théoréme (Poincaré, 1899) :
Soit H(p, q) un Hamiltonien contindment différentiable deux fois sur
un sous-ensemble U c R2?. Alors, pour tout temps ¢, le flot ¢;
associé est une transformation symplectique.
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SCHEMA DE STORMER-VERLET

m Pour les systemes du second ordre :
q="1(q),
m schéma de Stérmer-Verlet (ou leap-frog ou saute-mouton) :
Anit — 200 + Qo1 = HPH(Qn).
m Propriétés :
m ordre 2
m symétrique

= symplectique
m condition de stabilité : hw < 2
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METHODES DE RUNGE-KUTTA

= Définition : Soient {b;, a;}/j-1.s € R, et ¢ =37, aj.
Méthode de Runge-Kutta a s étapes :

s
ki=1(yn+h>_ ajkit,+ch), pour i=1,..s
j=1

S
Yoyt =Yn + hZ biki
i=1

m Représentation sous forme de tableau :

G |an - as
Cs | 81 -+ Qss
by - bs

m Remarque : lorsque a; = 0, pour i < j, la méthode de Runge-Kutta
est explicite. Sinon elle est implicite.
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m Runge-Kutta d’ordre 2 (méthodes explicites) :

1 oscillateur

N degrés de 0 ‘ 0 0

liberté 1 1 0 1/2
S 172 1/

Hamiltoniens,

transformations z ..

symplectiaues m Méthodes explicites d’ordre 4 :

Schéma de

Stormer-Verlet

0 0

. 0
Méthodes de 1/3 1/3 0

0

12 |12 0 0

Ri -Ku

DpLEis 12| 0 172 0

Symplecticité et 1
/

conservation de 1 0 1 1 —1

~|oococo

0
I'énergie [1/6  2/6

™|

0
0

2/3 | =173 1 0

1

6 1 7

6 [1/8 3/8 3/8 1
Applications
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METHODES DE RUNGE-KUTTA : EXEMPLES

m Runge-Kutta d’ordre 2 (méthodes explicites) :

0 ‘ 0 0 0 ‘ 0 0

1 1 0 1/2 | 1/2 0

[Tz 172 [0 1

m Méthodes explicites d’ordre 4 :
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0 1/3 1/3 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0 2/3 | —1/3 1 0 0
1 0 0 1 0 1 1 —1 1 0
\ 1/6 2/6 2/6 1/6 \ 1/8 3/8 3/8 1/8

m Ordre d’'un schéma de Runge-Kutta (conditions cumulatives) :

ordre 1:) b =1
ordre2:» " bic;=1/2

ordre3:Y b2 =1/3 et Y bajc=1/6.
i

i
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METHODES DE RUNGE-KUTTA :
PROPRIETES

m Conservation des invariants quadratiques

m invariant quadratique : /(y) = y'Cy
exemple : énergie

m Théoréme : Une méthode de Runge-Kutta conserve les invariants
quadratiques si ses coefficients vérifient les relations :

biaj + bjaj = bib;,  V(i,j) € [1,s]?.
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METHODES DE RUNGE-KUTTA :
PROPRIETES

m Conservation des invariants quadratiques

m invariant quadratique : /(y) = y'Cy
exemple : énergie

m Théoréme : Une méthode de Runge-Kutta conserve les invariants
quadratiques si ses coefficients vérifient les relations :

biaj + bjaj = bib;,  V(i,j) € [1,s]?.

m En pratique trés peu de cas... Méthodes de Gauss
m Méthode de Gauss a une étape = point milieu implicite (ordre 2)

Y1 :YnJrhf(w%)-
m Méthode de Gauss d’ordre 4:
A
b | 3ef g
\ 2 2
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METHODES DE RUNGE-KUTTA :
PROPRIETES

m Conservation des invariants quadratiques

m invariant quadratique : /(y) = y'Cy
exemple : énergie

m Théoréme : Une méthode de Runge-Kutta conserve les invariants
quadratiques si ses coefficients vérifient les relations :

biaj + bja; = bibj, v(i,j) € [1, s]?.

m En pratique trés peu de cas... Méthodes de Gauss
m Méthode de Gauss a une étape = point milieu implicite (ordre 2)

Y1 :YnJrhf(w%)-
m Méthode de Gauss d’ordre 4:
A
b | 3ef g
\ 2 2

m Toutes les méthodes de Runge-Kutta préservant les intégrales
premieres quadratiques sont symplectiques.
~ les méthodes de Gauss sont symplectiques.



Intégration
temporelle —
schémas
conservatifs
C. Touzé

1 oscillateur

N degrés de
liberté
Systemes
Hamiltoniens,
transformations
symplectiques
Schéma de
Stormer-Verlet
Méthodes de
Runge-Kutta
Symplecticité et
conservation de
I'énergie

Applications

PLAN DE LA PRESENTATION

N DEGRES DE LIBERTE

m Symplecticité et conservation de I'énergie



Intégration
temporelle —

c:::::,‘:,sifs SYMPLECTICITE ET CONSERVATION DE
& fouze L’ENERGIE
Systémes
e m Dans la plupart des cas, les schémas numériques ne peuvent pas
Sympeetaues conserver simultanément I'énergie et étre symplectique.
;ZT;:L:E::E' [Z. Ge and J.E. Marsden : Lie-Poisson Hamilton-Jacobi theory and Lie-Poisson integrators, Physics Letters A, 1988.]
Runge-Kutta
Symplecllf:llé et , . ,
conservation de ~ 2 catégories de schémas:

I'énergie
m energy-momentum scheme
m symplectic-momentum scheme

m quelques exceptions:
m lorsque le systéme hamiltonien est complétement intégrable
m algorithme a pas de temps variable
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m Systemes Hamiltoniens, transformations symplectiques
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m Symplecticité et conservation de I'énergie
APPLICATIONS
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1 oscillateur

N degrés de
liberté

Applications
Plaque mince :
synthése sonore
de gong
Corde avec
contact unilatéral

APPLICATIONS
m Plague mince

PLAN DE LA PRESENTATION

: synthése sonore de gong
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EQUATIONS DE VON KARMAN POUR LES
PLAQUES MINCES

m inconnues:
w(x,t) : déplacement transverse,
F(x, t) : fonction d'Airy.

phw + DAAw = L(w, F) + p(x,t) — R(x, t),

AAF = f%L(W, w).

m Parameétre matériau : masse volumique p, module d’Young E, coefficient
de Poisson v.

= Géometrie : épaisseur h, rigidité en flexion D = ER®/12(1 — 1?).

m R(x,t) représente les pertes
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EQUATIONS DE VON KARMAN POUR LES
PLAQUES MINCES

m inconnues:
w(x,t) : déplacement transverse,
F(x, t) : fonction d'Airy.

phw + DAAw = L(w, F) + p(x,t) — R(x, t),

AAF = f%L(W, w).

m Parameétre matériau : masse volumique p, module d’Young E, coefficient
de Poisson v.

= Géometrie : épaisseur h, rigidité en flexion D = ER®/12(1 — 1?).

m R(x,t) représente les pertes

m L opérateur bilinéaire :

L(F,w) = FuW,y + FyWx — 2F 4w,y
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EQUATIONS DE VON KARMAN POUR LES
PLAQUES MINCES

m inconnues:
w(x,t) : déplacement transverse,
F(x, t) : fonction d'Airy.

phw + DAAw = L(w, F) + p(x,t) — R(x, t),

AAF = f%L(W, w).

m Parameétre matériau : masse volumique p, module d’Young E, coefficient
de Poisson v.

= Géometrie : épaisseur h, rigidité en flexion D = ER®/12(1 — 1?).

m R(x,t) représente les pertes

m L opérateur bilinéaire :
L(F,w) = FuW,y + FyWx — 2F 4w,y

m Géométrie et conditions aux limites, code existant pour:

m plaque circulaire, bord libre et encastré
m plaque rectangulaire, bords libres, simplement supportés, distribution
linéique de ressorts.
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APPROCHE MODALE

m Discrétisation des deux inconnues :

No
w(x, 1) = > ak(t)dx(X),
k=1

Fou = me()vi(x),

k=1
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APPROCHE MODALE

m Discrétisation des deux inconnues :
Ne
1) =" gu(t)dx(x)
k=1

) ="> m(HVk(x),

k=1

m EDP projetées, systeme d’EDO en temps :

No Ny
Js + W§QS + 26swsQs = h kz; ’Z: Ek 1k + ps(t),
Eh /
n = 2C ZHm nGmQn.

avec
HE, = / Wy L(®;, 5,)dS
S

£ = / L (7, W;)dS.
S
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m Energies cinétiques et potentielles :

E. cinétique:

E. potentielle (transverse):

E. potentielle (longi.):

ENERGIES
r= [ Blitas,
s 2
vz/ D awpas,
s 2
]
U= | — (AF)?dS.
/32 - (AF)



Intégration
temporelle —
schémas
conservatifs
C. Touzé

Plaque mince :
synthése sonore
de gong

Corde avec
contact unilatéral

m Energies cinétiques et potentielles :

E. cinétique:
E. potentielle (transverse):

E. potentielle (longi.):

ENERGIES
T:/ U TS
s 2
vz/ D awpas
s 2
]
U= | == (AF)?dS
/32 - (AF)

m Equivalents discrétisées (projection modale) :

ph & 22
T= ?ZQk(t)
k=1

ph & 2 2
V= ?Zwk%(t)

U= 2EhZCk77k
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m Energies cinétiques et potentielles :

E. cinétique:
E. potentielle (transverse):

E. potentielle (longi.):

ENERGIES

m Equivalents discrétisées (projection modale) :

h o
7=
k=1
h o
V= %Zwiqi(t)

U= 2EhZCk77k

m Lénergie totale E = T + V + U est conservée:

d
S(T+V+U)=0
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C. Touzé
m schéma conservant I'énergie pour le pb discrétisé :
0 ‘U
51qs(n) + wias(n o Z > Eia(m) e m(n)];
k=1 I=1
Plaque mince :
sznt:‘:s: sonore /
o pe—my(n Z H, jqi(n)[er—gi()].

contact unilatéral
ij=1
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C. Touzé
m schéma conservant I'énergie pour le pb discrétisé :
0 ‘U
us(n) + wias(n) = Z 2 ER ()
Plaque mince :
:znt:‘:se sonore /
e pe—mi(n Z H! jqi(n)[ec—gi(n)].
contact unilatéral I j 1

= Equivalent discret de I'énergie :

Ne oh No

t=3"m(n) = 5 3 (0-as(n)?,
s=1 s=1
No

b= Z vs(n) = ZUJSQS ) (61— as(n)),
s=1

Ny

Ny
W= 30 = g 3 - o),

1=1

’5t+(f+v+u):0‘
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SCHEMA CONSERVATIF

m schéma conservant I'énergie pour le pb discrétisé :

0 ‘U
51qs(n) + wias(n oh Z Z ER yaw(n) e (n)];
k=1 I=1
pe—m(n Z Hijqi(n)ler-g(n)].
ij=1
= Equivalent discret de I'énergie :
Ney oh No
t=2"ms(n) = 5 3 (0r-as(n)?,
s=1 s=1
No
b= ws(n) = Zwsqs ) (er—gs(n))
s=1
Ny 1 M .
u= ; vi(n) = 555 ; ¢ (= (m(mmi(n))),

m schéma conditionnellement stable : th¢ <2 &

[i(t+0+uw)=0]

fe >7TfN¢
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m Cas d'une plaque rectangulaire, Ly=0.4 m, L,=0.6 m, h=1 mm
m paramétres matériau : E=200 GPa, v=0.3, p=7860 kg.m—3
m excitation : impulsion Dirac localisée en temps et en espace, pas
R TED d’amortissement.
synthése sonore
degond = No = 100, Ny = 200.

contact unilatéral

m fy, = 1400 Hz, f = 10 kHz.

1 0.3
£ 05 =

g 0 5 0.2
ES [

-0.5 S o1

-1
ok
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8
t[s] t[s]

noir : énergie discrete totale h = t + v + u
bleu : énergie cinétique t
magenta : énergie potentielle transverse v

rouge : énergie potentielle longitudinale u




Intégration
temporelle —
schémas
conservatifs
C. Touzé

Plaque mince :
synthése sonore
de gong

Corde avec
contact unilatéral

PLAQUE CIRCULAIRE, CAS D’UN GONG

m Matériau: E=2.10"" Pa, »=0.3 and p=7860 kg.m~*
m Géométrie : rayon a=0.4 m, épaisseur h=1 mm.
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PLAQUE CIRCULAIRE, CAS D’UN GONG

m Matériau: E=2.10"" Pa, »=0.3 and p=7860 kg.m~*
m Géométrie : rayon a=0.4 m, épaisseur h=1 mm.

m Simulation : 1000 modes transverses
Condition de stabilité : fs > wfigoo = fs > 18055 Hz.

m fs=40 kHz.

m Excitation : force localisée en temps et en espace, proche du bord
(r =0.92a).
Sortie : déplacement en r = 0.8964a, angle arbitraire 0.519 radians.
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PLAQUE CIRCULAIRE, CAS D’UN GONG

m Matériau: E=2.10"" Pa, »=0.3 and p=7860 kg.m~*
m Géométrie : rayon a=0.4 m, épaisseur h=1 mm.

m Simulation : 1000 modes transverses
Condition de stabilité : fs > wfigoo = fs > 18055 Hz.

m fs=40 kHz.

m Excitation : force localisée en temps et en espace, proche du bord
(r =0.92a).
Sortie : déplacement en r = 0.8964a, angle arbitraire 0.519 radians.

= Amortissement : ¢,@p, Cp = 0.005wp©.
m 2 amplitudes de force : p»=40 N and 80 N.
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PLAQUE RECTANGULAIRE

m taille de la plaque : Ly=0.6m, L,=0.8m, épaisseur h=1mm.
m bords simplement supportés.

= Amortissement: ¢, = 0.005w9°

m No=800 modes (fy, = 5295 Hz)

m fs=40 kHz
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PLAQUE RECTANGULAIRE

m taille de la plaque : Ly=0.6m, L,=0.8m, épaisseur h=1mm.
m bords simplement supportés.

= Amortissement: ¢, = 0.005w9°

m No=800 modes (fy, = 5295 Hz)

m fs=40 kHz

m influence de la forme ?
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CORDE VIBRANTE - CONTACT UNILATERAL

m corde raide, déplacement transverse u(x, t), obstacle g(x)

z

Tyk u(x,t)
0 X

g(x)

= Equations du mouvement:

62 2u du
81‘2 TW + E/a— f,

conditions aux limites : u(0,t) = u(L, t) = ux(0, t) = ux(L,t) =

m Force de contact régularisée
f(x,t) = Kn(x, 07, avec n(x,t)=g(x) - u(x,1)

m Energie

= [

E(uxx)2+w dx, ou f=

(ux)2 + 5

l\)\"‘;

0

dyp

dn



Intégration
temporelle —
schémas
conservatifs
C. Touzé

Plaque mince
synthése sonore
de gong

Corde avec
contact unilatéral

APPROCHE MODALE

m projection sur la base modale:
Al 2 jmx
u(x,t) =>_q(t)¢;(x), avec ¢(x)= 7 sin < i )
j=1

m Systéme dynamique:

wd+R%q+271q) =F

® Q; = w;dj, avec w; = 27j 2 +/1 + B2, et ¢ = \/> B= TZLE’
= T : matrice diagonale des amortissements modaux, T = o;
m F vecteur de force modale, F; = fOL f(x, )¢j(x)dx.

m Traitement de la force de contact dans le domaine spatial:
grille spatiale x; = iAx, avec Ax = ﬁ pas d'espace et i € {0, ..., N}.
En choisissant : Ny = N — 1

N—-1 N—-1
u(x;, t) = ui(t) = Z qi()d;(x:) Z qi(t \/73|n (jIT\rII) )
j=1

Soit u = Sq.
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m Pour la partie vibratoire linéaire (sans contact):
Utilisation du schéma exact

% <qn+1 _ cqn + 6qn71) -0,

synthése sonore avec:

de gong
Corde avec

ilatéral . /o2 2 — /o2 —u2
contact unilatéral CI-I' _ efhg-l (e Uiiwth’» e of —ws h)’

~ —2ho;
Cii=e .
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DISCRETISATION TEMPORELLE

m Pour la partie vibratoire linéaire (sans contact):
Utilisation du schéma exact

% <qn+1 _ an + éqn71) -0,

avec:
Ci,i — efhcr,- (e\/o'l.szizh+ ef\/o'l.szl?h) ,

é,‘,' = e‘z”"".

m Pour le contact : résolution en u

% (un+1 _ Du” + 6Un_1) _ fn7
avecD =SCS~'etD =SE6s.
Force de contact:

0 5[7,¢,n+%

=" __  avec ¥""
S P

=
Il

(™" + ")

N =
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SCHEMA NUMERIQUE - PROPRIETES

ordre deux

Sans dissipation (V i, o; = 0), le schéma est conservatif.

S H™2% =0
avec

Hn+1§ _ g (<5Hu”’ b16,+u"> + <u"+1 , bzu">) + <

inconditionnellement stable
en pratique : itération Newton-Raphson

1

6

).
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CORDE AVEC CONTACT - EXEMPLES

m corde tendue (guitare), parameétres physiques:
L=1m, d=0.43 mm, T=180.5 N, x=1.17.1073 kg.m~".
Fréquence fondamentale 196 Hz.
facteur d’inharmonicité : B=2.10"°

m condition initiale : déplacement (triangle : corde pincée).

m parameétres de pénalisation pour la force de contact:
K=10", a=1.5.

m modele d’amortissement combinant pertes viscoélastiques,
thermoélastiques et friction avec I'air ambiant.

m fréquence d’échantillonnage : 2 MHz.
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CORDE AVEC CONTACT - EXEMPLES

m corde tendue (guitare), parameétres physiques:
L=1m, d=0.43 mm, T=180.5 N, x=1.17.1073 kg.m~".
Fréquence fondamentale 196 Hz.
facteur d’inharmonicité : B=2.10"°

m condition initiale : déplacement (triangle : corde pincée).

m parameétres de pénalisation pour la force de contact:
K=10", a=1.5.

m modele d’amortissement combinant pertes viscoélastiques,
thermoélastiques et friction avec I'air ambiant.

m fréquence d’échantillonnage : 2 MHz.

m 2 cas différents:

m cas du sitar : chevalet courbe de la forme
g(x) = ax?.

m cas de la tampoura : chevalet a deux points
modélisé par un contact ponctuel a 6mm du
bord.
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m la raideur (dispersion) est fondamentale pour comprendre le son de
CEAEnCE ces instruments !

. . . 2
frflt m Simulation sans raideur : B = Z£ = 0,

Plaque mince :

syrihése sonore cas de la tampoura

de gong
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