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Dynamique de I'Univers homogene isotrope



Espacetemps

et
Gravitation



C®® GCravitation



e®W® Gravitation

T Isaac Newton (fin XVIIéme) : La gravitation est une force mystérieuse,
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e®W® Gravitation

T Isaac Newton (fin XVIIéme) : La gravitation est une force mystérieuse,

& Lagrange aurait pu voir 'aspect geométrique,

- p. 4/59



e®W® Gravitation

T Isaac Newton (fin XVIIéme) : La gravitation est une force mystérieuse,
& Lagrange aurait pu voir 'aspect geométrique,

{ Albert Einstein, 1915 : Théorie de la relativité générale,
= Principe d’équivalence

= Espacetemps = combinaison 4D de I'espace et du temps qui permet de décrire
I'Univers et ses composants;

= Matiere et énergie faconnent I'espacetemps;

Vd
[l

= Lespacetemps peut lui-méme étre courbé;

= Mouvements géodesiques
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La matiere deforme I'espacetemps

plus il y a de masse plus celui-ci est déformé
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¢®® Le principe d’équivalence

Albert est dans

une cabine d’ascenseur Il peut mettre
au repos % en évidence
) Eﬁ” un champ gravitationnel
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¢®® Le principe d’équivalence
|

Albert est dans

une cabine d’ascenseur Il peut mettre
au repos }% en évidence
A un champ gravitationnel

Tl

&

Le démon de Maxwell coupe le cable ...
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¢®® Le principe d’équivalence
|

Albert est dans

une cabine d’ascenseur Il peut mettre
au repos }% en évidence
& un champ gravitationnel

“’\\;*

i

Le démon de Maxwell coupe le cable ...

Aucune expeérience ne permet
plus de savoir gu’il est
toujours dans
un champ gravitationnel

mi;a =1mgg
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®®® Le principe d’équivalence

Tout ceci n'est que local ...
Si 'ascenseur L était tres grand !
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¢®® Le principe d’équivalence

Tout ceci n'est que local ...
Si 'ascenseur L était tres grand !

r Un champ de gravitation peut étre
3] ,
O O localement compensé par une
acceélération absolue
; ou
2
— ® D’un point de vue local, il N’y a pas

de différence entre une accélération
absolue et un champ de gravitation

Principe d’equivalence faible

Source
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CO® Les relativités

Un repere galiléen global associé a une variéte plate dim = 4.
— PRR : Les équations de la physique sont les mémes dans tous les référentiels
galileens

ds® = c2dt? — (d:l:2 + dy? + dz2) = Zi,uzo Ny dztdx”

= Ny drtdx”

T
xH = [xo,xl,x2,:1:3] — [ct,w,y,z]T

no=1,1=1,2,3n; =—1
Sip#v n, =0
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CO® Les relativités

Un repere galiléen global associé a une variéte plate dim = 4.
— PRR : Les équations de la physique sont les mémes dans tous les référentiels
galileens

ds® = c2dt? — (d:l:2 + dy? + dz2) = Zi,l/:O Ny dztdx”

= Ny drtdx”

T
xH = [560,51:1,51:2,:133] — [ct,.r,y,z]T

Moo =1,1=1,2,3n;; = —1

Sip#v n, =0
Principe d’equivalence : A cause des effets gravitationnels on ne peut pas trouver un

référentiel galiléen global
— PRG : Les equations de la physigue sont les mémes dans tous les réferentiels

ds® = Gy dztdz” Guv = Guv (")

Espacetemps = variété riemannienne dim = 4
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¢e®® Ccquations d’Einstein

Physique classique : Equation de Poisson Ay = 47Gp
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¢e®® Ccquations d’Einstein

Physique classique : Equation de Poisson Ay = 47Gp

Relativité générale : Equations d’Einstein

. 87 T
py o T 4 Thy
C
Tenseur d’Einstein Tenseur énergie-impulsion

Géomeétrie de I'espacetemps Contenu de I'espacetemps
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¢e®® Ccquations d’Einstein

Physique classique : Equation de Poisson Ay = 47Gp

Relativité générale : Equations d’Einstein

. 87 -
py o T 4 Thy
C
Tenseur d’Einstein Tenseur énergie-impulsion
Géomeétrie de I'espacetemps Contenu de I'espacetemps

Gu = Ry — %QWR

ﬂfE""T'ﬂ"“h Peut—a4r e,

— T A ocTA _ To TA
Ry =T, +T2 \ +T79, I3, —T9, T2, a
R = Ruygﬂy _ - ' 2 . Farbre de Friedma
1 g o2
K,u — 3 (guV,A + 9rv,n — g,u)\,y) g”" 2 Tini &

I
0e Cacher fa
o

forét de Bapels

Principe d’équivalence : ¢ < g,,,
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¢ @ ﬁ Solution de Friedmann-Lemalitre

Univers homogene et isotrope

d 2
ds® = —dt?> + R? (t) [1 Tk 5+ 77 (?d6” + sin? dp?)
— kr

R (t) : Facteur d’échelle
k : constante de courbure
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¢ @ ‘ Solution de Friedmann-Lemaitre

Univers homogene et isotrope

2
ds® = —dt?> + R? (t) [ ar +r? (*d6? + sin” Odp?)

1 — kr2

R (t) : Facteur d’échelle
k : constante de courbure

2 paralléles peuvent
diverger

- p. 10/59



¢ @ ‘ Solution de Friedmann-Lemaitre

Univers homogene et isotrope

2
ds® = —dt?> + R? (t) [1 Tk 5 + r? (*d6* + sin” 0dp?)
— kr

R (t) : Facteur d’échelle
k : constante de courbure

2 paralléles peuvent
diverger

2 paralleles peuv
se couper

La somme des angles
des triangles
est supérieure a «t
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¢ @ ‘ Solution de Friedmann-Lemaitre

Univers homogene et isotrope

d 2
ds? = —dt* + R? (t) [1 Tk 5 + r? (*d6” + sin” Odyp
— kr

La distance minimale
entre 2 points
est la ligne droite

R (t) : Facteur d’échelle
k : constante de courbure

2 paralléles peuvent
diverger 2 paralléles peuv:

Se couper

La somme des angles
des triangles

est supérieure a «t
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O@®

Equations d’Einstein —

Equations de Friedmann

1dR\"  k _ 8rGe A (F)
R dt R2~ 3 3 !

1d’R ArG A
caz ~ 3 Py )

sdP d (e + P)R?]
o = dt (£3)

conservation de I'énergie impulsion
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¢e®® Ccquations de Friedmann

1dR\"  k _ 8rGe A ()
R dt R2 3 3 !
1d°R e A
Equations d’Einstein — G a2 - 3 (e+3P)+ 3 (£2)
dP d (e + P)R?]
R — = F3
dt dt (F'3)
conservation de I'énergie impulsion

dR d’R :
® F)+A=0):(R>0, ,—->0,—= <0) = R concave = Big-Bang
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¢e®® Ccquations de Friedmann

1@2+k_8wGe+é (F)
R dt R2~ 3 3 !
1d°R e A
Equations d’Einstein — o = g (e3P + o (£2)
dP d (e + P)R?]
RP— = F3
dt dt (F3)
conservation de I'énergie impulsion
dR d°R :
® )+ A=0): (R > 0, S 0, s < O) = R concave = Big-Bang

T (F}) + (A =0) : Constante de Hubble : H = R/R

3H? cH 1°
Densité critique : ¢, = —— = 1,1 x 10~ %° /cm®
e =g = [75 km/s/Mpc] J

Mesurer k ?

- p. 11/59
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Quelques solutions pour A =0

Fluide parfait barotropique P = (I' — 1) ¢
Temps conforme : dr = dt/R

k
0 1 —1
r
1 2/3
x t x (1 — cosT) x (1 — cosh )
Poussieres
4/3
/ x t1/2 X sin T o sinh 7
Rayonnement
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Quelques solutions pour A =0

Fluide parfait barotropique P = (I' — 1) ¢
Temps conforme : dr = dt/R

k
0 1 —1
r
1 2/3
x t x (1 — cosT) x (1 — cosh )
Poussieres
4/3
/ x t1/2 X sin T o sinh 7
Rayonnement

Quand ¢t — 0, les solutions dégénerent ~ k£ = 0
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¢e®® Ouelques solutions pour A =0

Fluide parfait barotropique P = (I' — 1) ¢
Temps conforme : dr = dt/R

k
0 1 —1
r
1 2/3
x t x (1 — cosT) x (1 — cosh )
Poussieres
4/3
/ x t1/2 X sin T o sinh 7
Rayonnement

Quand ¢t — 0, les solutions dégénerent ~ k£ = 0

SiT' =0 (Champ scalaire, vide ...) R (t) < €t avec xk = 40 : Inflation !!!
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O@®

Quel est le destin des univers de
Friedmann ?




C®® Mise enforme
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C®® Mise enforme

. 2
( 5 _87TG6_ k é
R) 3 R2 3
\ B 4nG A ’
R pP) L=
N 3 (e+4+3 )+3
| €= —3H (P +¢)

on pose
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C®® Mise enforme

417G A ’

et on obtient

¢ =—3H (P +¢)
\

on pose
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¢e®® Cquation détat

Barotropique : P =we=(I' — 1) e =




¢®® Cquation détat

: w— 1
Barotropique : P=we=(I'—1)e = ( 5 )e
W —1 0 1/3 2/3 1
Vide gaz de poussieres gaz parfait gaz parfait matiéere
Etat
quantique incohérentes de photons monoatomique raide

wel|-1,1, T'el0,2], we[-2,4]
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¢®® Cquation détat

: w— 1
Barotropique : P=we=(I'—1)e = ( 5 )e
W —1 0 1/3 2/3 1
Vide gaz de poussieres gaz parfait gaz parfait matiéere
Etat
quantique incohérentes de photons monoatomique raide

wel|-1,1, T'el0,2], we[-2,4]

Equations de Friedmann barotropiques

2

Q=1 —Q,, — Qp

Q,, (1 + 3w
q= (2 )—QA

/ d
(Ine) = -3(1+w) :

T dlnR
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®®® OQuelgues manipulations ...

@ Premiére équation :
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®®® OQuelgues manipulations ...

@ Premiére équation :

/

gi: = [InQ,,]) = [ln (2%(;) +1n(€) —2In (H)
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¢®® OQuelgues manipulations ...

® Premiére équation :

/

g: = InQ,,) = lln (?}ﬁ) +In(e) = 21n (H)

mais [In (¢)]' = =3 (1 + w)
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¢®® OQuelgues manipulations ...

® Premiére équation :

g/: — [InQ,,) = lln (2;2) +In(e) = 21n (H)

mais [In (¢)] = =3 (1 + w) et

/ : " _ dmR dldntR RR
In H] :{lnR—lnR] =g — 1= dlnR—lzﬁ—lz—q—l
dt
:(1+3w)Qm_QA_1

2
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¢®® OQuelgues manipulations ...

® Premiére équation :

Q. 8rGG

Q. In Q) = lln(sm) +1In(e) — 21n (H)
mais [In (¢)] = =3 (1 + w) et

. / . dln R RR
mH) = mR-mR| =Mt 1= A —l= 1=
dt
_UH3) g g
2
on a donc
Q/

Qm = (1+3w) (2, — 1) — 2Q4
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¢®® OQuelgues manipulations ...

® Premiére équation :

Q. 8rGG
Q. In Q) = lln(sm) +1In(e) — 21n (H)
mais [In (¢)] = =3 (1 + w) et
. / . dln R »
) = [ -wE] = e 1= gt =T
dt
_ (1+3w)ﬂm_QA_1
2
on a donc
Q/
S = (1+8w) (R — 1) = 20

® Deuxiéme équation :
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¢®® OQuelgues manipulations ...

® Premiére équation :

Q. 8rGG
Q. In Q) = lln(sm) +1In(e) — 21n (H)
mais [In (¢)] = =3 (1 + w) et
. / . dln R »
) = [ -wE] = e 1= gt =T
dt
1
:( +3w)Qm_QA_1
2
on a donc
Q/
S = (1+8w) (R — 1) = 20

® Deuxiéme équation :

Q) '
A~ I Q
QA [ n A] - p. 16/59



¢®® OQuelgues manipulations ...

® Premiére équation :

Q. 8rGG
Q. In Q) = lln(sm) +1In(e) — 21n (H)
mais [In (¢)] = =3 (1 + w) et
| , | din R :
) = [ -wE] = e 1= gt =T
dt
_ (1+3w)ﬂm_QA_1
2
on a donc
Q/
S = (1+8w) (R — 1) = 20

® Deuxiéme équation :

A /
3) —21nH] = QO (14 3w) — 2Qp + 2

=)
=
1
=3
)
.
Il
[ —
=
|
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¢®® Lec systeme dynamique

(=1 — Qp — O

¢ Q= [(1+43w) (2 — 1) — 2Q4]

[ Q) = Q0 [, (14 3w) +2(1 —Qp)]



¢®® Le systeme dynamique

(=1 — Qp — O

QL = [(1+3w) (Q — 1) — 204

m

L) = Q4 (2 (14 3w) +2(1 — Q4)]
en posant w = 1 + 3w variant dans l'intervalle [—2, 4]

R2 N R2
(ZE,y) — (fl (ZE,y) ) f2 (:va))

ou I'on a posé pour plus de concision dans I'écriture

{ fi (2,y) =z [w(z — 1) — 2y]

X' =F,(X) avec X = [Q,,,Qx]' et F,:

fo(z,y) = ylwr +2(1 —y)]

-p. 17/59
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [Qm, Q4] tels que F,, (X*) = 0 soit

{x[ w (z — 1) — 2y]

") =
0
ylwr+2(1—y)] =0



¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [Qm, Q4] tels que F,, (X*) = 0 soit
=0
=0

z|w(r—1)—2y]
ylwz +2(1 - y)]
Il existe 3 solutions :
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [Qm, Q4] tels que F,, (X*) = 0 soit
=0
=0

z|w(r—1)—2y]
ylwz +2(1 - y)]
Il existe 3 solutions :

@ sSiz=0,alors 2y (1 — y) = 0 ce qui laisse 2 possibilités
r=0ety=0 oubien x=0ety=1
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] " = [Qm, 2]’ tels que F,, (X*) = 0 soit

zlw(z—1) -2y =0
ylwr+2(1—y)] =0

Il existe 3 solutions :
@ sSiz=0,alors 2y (1 — y) = 0 ce qui laisse 2 possibilités
r=0ety=0 oubien x=0ety=1
TSiz#0,aorsy = Jwlx—1) et
1

5w(a:—l)(w—z) =0 soitx =1etdoncy = 0.
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [Qm, Q] tels que F,, (X*) soit

z|w(z—1) -2y =0
ylwr+2(1—y)] =0
Il existe 3 solutions :

@ sSiz=0,alors 2y (1 — y) = 0 ce qui laisse 2 possibilités
r=0ety=0 oubien x=0ety=1
TSiz#0,aorsy = Jwlx—1) et

1 :
5w(a:—l)(w—z) =0 soitx =1etdoncy = 0.

Les equilibre de la dynamique des univers de Friedmann sont :
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [Qm, Q] tels que F,, (X*) soit

z|w(z—1) -2y =0
ylwr+2(1—y)] =0
Il existe 3 solutions :

@ sSiz=0,alors 2y (1 — y) = 0 ce qui laisse 2 possibilités
r=0ety=0 oubien x=0ety=1

TSiz#0,aorsy = Jwlx—1) et

1 :
5w(a:—l)(w—z) =0 soitx =1etdoncy = 0.

Les equilibre de la dynamique des univers de Friedmann sont :

O Lunivers de de Sitter : X = [0, 1]T et Qr =0,
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [Qm, Q] tels que F,, (X*) soit

z|w(z—1) -2y =0
ylwr+2(1—y)] =0
Il existe 3 solutions :

@ sSiz=0,alors 2y (1 — y) = 0 ce qui laisse 2 possibilités
r=0ety=0 oubien x=0ety=1
TSiz#0,aorsy = Jwlx—1) et
1

5w(:z: —1)(w—2)=0 soitx=1etdoncy = 0.
Les equilibre de la dynamique des univers de Friedmann sont :

O Lunivers de de Sitter : X = [0, 1]T et Qr =0,
® Lunivers d’Einstein-de Sitter : X3 = [1,0]' et Q, = 0,
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] " = [Qm, 2]’ tels que F,, (X*) = 0 soit

z|w(z—1) -2y =0
ylwr+2(1—y)] =0
Il existe 3 solutions :

@ sSiz=0,alors 2y (1 — y) = 0 ce qui laisse 2 possibilités
r=0ety=0 oubien x=0ety=1
TSiz#0,aorsy = Jwlx—1) et

1 :
5w(a:—l)(w—z) =0 soitx =1etdoncy = 0.

Les equilibre de la dynamique des univers de Friedmann sont :
O Lunivers de de Sitter : X = [0, 1]T et Qr =0,

® Lunivers d’Einstein-de Sitter : X3 = [1,0]' et Q, = 0,
@ Lunivers de Milne : X3 = 0,0]" ety =1.
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¢ ®® Lunivers de de Sitter : X7 =10, 1]T

i 817G .
Q,, = 7T;:O = e=0etdonc P =0 : Pas de matiere
3¢
Oy = — =1 A =3H?
A 3H2k = 3
_Qk:—R2H2:0 = k=0 : Univers plat
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¢e®® Lunivers de de Sitter : s=10,1]"

i 8tGG .
Q,, = WZG:O = e=0etdonc P =0 : Pas de matiere
W
Op=—==1 A =3H?
A 3H2k — SH
_Qk _R2H2:O = k=0 : Univers plat
Equations de Friedmann :
4 2
(R) 8m(Ge k -I-A
D — T P92 9 .. . 2 . . .
< R s F 3 k(R _R_R_dmRk_dnR
) R \R R R . dt
E__47TGUJ _|_é
R~ 3 73
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¢e®® Lunivers de de Sitter : s=10,1]"

i 8tGG .
Q,, = WZG:O = e=0etdonc P =0 : Pas de matiere
W
Oy = —— =1 A =3H?
A 3H2k — 3
] Q ~ R =0 = k=0 : Univers plat
Equations de Friedmann
4 2
(R) 8m(Ge k -I-A
D — T P92 9 .. . 2 . . .
< R s F 3 k(R _R_R_dmRk_dnR
) R \R R R . dt
E  ArGuw _|_é
R~ 3 73
soit InR =In(aR) aveca = REO% c Ry

= R=aR et R(t)=R(0)e™

- p. 19/59



¢e®® Lunivers de de Sitter : s=10,1]"

Q,, = 8?;;[(;; =0 = e=0etdonc P =0 : Pas de matiere
Oy = — =1 A =3H?
A 3H2k — 3
] Q ~hrpz 0 = k=0 : Univers plat
Equations de Friedmann
4 2
(R) 8m(Ge k N A
D — T P92 9 .. . 2 . . .
< R 3 R2 3 :5_5 j@_@jdln}%_
) R \R R R dt
R 47 Gw N A
g L
\ R 3 3
soit InR =In(aR) aveca = REO% c Ry

= R=aR et R(t)=R(0)e™

univers incrée en perpétuelle inflation exponentielle !

dln R
dt

- p. 19/59
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c®® Luniversd Elnsteln de Sitter : s =11,0]"

Q SWGG =1 = constamment critique
m — — € —
3 e q
Qp = Y:ehm = A =0 :Pas de constante cosmologigue
k .
] Qp R = 0 = k=0 : Univers plat
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¢ ®® Lunivers d’Einstein-de Sitter : s =11,0]"

_ Q) S 1 = 3H constamment critique
m p— p— €E —
32 e q
Qp = 37 = 0 = A =0 :Pas de constante cosmologique
k .
] Q) R = 0 = k=0 : Univers plat
Equations de Friedmann :
( . 2
(R) _8nGe kA
< R 5083 R wh _dnR_dnR%
) R 2R dt dt
R AnG A
B ————WE +
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¢ ®® Lunivers d’Einstein-de Sitter : s =11,0]"

_ Q) S 1 = 3H constamment critique
m p— p— €E —
32 e q
Qp = 37 = 0 = A =0 :Pas de constante cosmologique
k .
] Q) R = 0 = k=0 : Univers plat
Equations de Friedmann :
4 . 2
(R) _8nGe kA
< R 5083 R wh _dnR_dnR%
) R 2R dt dt
R AnG A
R~ 3 T3

soit R = aR~% c'est-a-dire R%dR = adt. Deux familles de solutions sont possibles
en fonction de w:
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¢ ®® Lunivers d’Einstein-de Sitter : s =11,0]"

_ Q) S 1 = 3H constamment critique
m p— p— €E —
32 e q
Qp = 37 = 0 = A =0 :Pas de constante cosmologique
k .
] Qp R = 0 = k=0 : Univers plat
Equations de Friedmann :
4 . 2
(R) _8nGe kA
< R 5083 R wh _dnR_dnR%
) R 2R dt dt
R AnG A
R~ 3 T3

soit R = aR~% c'est-a-dire R%dR = adt. Deux familles de solutions sont possibles
en fonction de w:

( R(t)=R(0)e*®  siw=-1 = de Sitter

R (t) x $ 504 59) Ssiw > —1 Big-Bang puis expansion décelerée

- p. 20/59
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¢®® Luniversde Milne: X;=10,0]"

i 8t . N
Oy = " ; =0 = e=0etdonc P =0 : Pas de matiere (equilibre?)
W
Qp = Ve ks 0 = A =0 :Pas de constante cosmologigue
k . .
| Q= ~FaEE 1 = k=-—R?H? <0 : Univers hyperbolique
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¢®® Luniversde Milne: X;=10,0]"

i 8t . N
Oy = " 26 =0 = e=0etdonc P =0 : Pas de matiere (equilibre?)
W
Qp = Ve ks 0 = A =0 :Pas de constante cosmologigue
k . .
| Q= ~FaEE 1 = k=-—R?H? <0 : Univers hyperbolique

Equations de Friedmann

-\ 2
(R _snGe kA
R 3 R 3 J& |
\ :E:OsoitR(t):R(O)tJrR(O)
A G A
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¢®® Luniversde Milne: X;=10,0]"

i 8t . N
Oy = " 26 =0 = e=0etdonc P =0 : Pas de matiere (equilibre?)
W
Qp = Ve ks 0 = A =0 :Pas de constante cosmologigue
k . .
| Q= ~FaEE 1 = k=-—R?H? <0 : Univers hyperbolique

Equations de Friedmann

-\ 2
(R _snGe kA
R 3 R 3 J& |
< — > =00t R(t) = R (0)t + R (0)
R__4nG A
RT3 T3

depuis le Big-Bang , expansion lineaire (tres lente au début ...) , modeles exotiques ?
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¢®® Luniversde Milne: X;=10,0]"

i 8t . N
Oy = " 26 =0 = e=0etdonc P =0 : Pas de matiere (equilibre?)
W
Qp = Ve ks 0 = A =0 :Pas de constante cosmologigue
k . .
| Q= ~FaEE 1 = k=-—R?H? <0 : Univers hyperbolique

Equations de Friedmann

-\ 2
(R _snGe kA
R 3 R 3 J& |
< — > =00t R(t) = R (0)t + R (0)
R__4nG A
RT3 T3

depuis le Big-Bang , expansion lineaire (tres lente au début ...) , modeles exotiques ?
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X' = F, (X)



©®W® Le destin des univers de Friedmann

X' = F, (X) : Dynamique linéarisée

Y'=DF(X)(X*) Y+o(|X —X*||) avecY =X — X~
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©®® Le destin des univers de Friedmann

X' = F, (X) : Dynamique linéarisee

Y =DF(X)(X*) Y +0o(|X - X*|) avecY = X — X*

matrice jacobienne

9fr

DF(X)(X") = [ 5
ox

%J;l ] B ! —w — 2y + 2wz —2x
Of2 o _
5y | x_x wy wx + 2 — 4y e
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©®® Le destin des univers de Friedmann

X' = F, (X) : Dynamique linéarisee
Y'=DF(X)(X*) Y +0o(]|X — X*|) avecY = X — X*
matrice jacobienne

ofr 9fi

DF(X)(x*) = | 22 2 _ | we2yt2er 2
Ofr  Of2 wy wx + 2 — 4y
Oz  dy | x=Xx* X=X*
[ —3(1+w) et —2 pour X7 : (dS)

valeurs propresde DF (X) (X™) : | 3(14+w) et — (1+3w) pour X5 : (EAS)
(14 3w) et2 pour X3 : (M)
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©®W® Le destin des univers de Friedmann

avec de la matiére exotique : w €] — 1,—1/3]

QA
%K

dS\

A—

M EdS 2.



©®W® Le destin des univers de Friedmann

avec de la matiére ordinaire : w €] — 1/3, 1]

QA
%K

dS




CO@®

Dynamique de I'Univers homogene anisotrope



e®® ntroduction



e®® Introduction

ﬁ 1915 A. Einstein : Théorie du champ de gravitation
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e®® Introduction

ﬁ 1915 A. Einstein : Théorie du champ de gravitation

‘% 1922-27 A. Friedmann et G. Lemaitre : Solution homogene & isotrope (Big
Bang ~ 1960)
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e®® Introduction

ﬁ 1915 A. Einstein : Théorie du champ de gravitation

‘% 1922-27 A. Friedmann et G. Lemaitre : Solution homogene & isotrope (Big
Bang ~ 1960)

O 1965-66 R. Penrose et S. Hawking : Toutes les solutions sont singulieres !
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e®® Introduction

ﬁ 1915 A. Einstein : Théorie du champ de gravitation

‘% 1922-27 A. Friedmann et G. Lemaitre : Solution homogene & isotrope (Big
Bang ~ 1960)

@ 1965-66 R. Penrose et S. Hawking : Toutes les solutions sont singulieres !

t 1969 v. Belinski, L. Khalatnikov et E. Lifchitz : La singularité pourrait étre
chaotique si I’'Univers est anisotrope !

- p. 26/59
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Variété homogene 3+1

E Homogene : V(z,y) e EXE, 37,y =7(x)
L'ensemble des Z forme un groupe G.

7 est unique et G agit sur tout [ : action transitive simple.
Exception : Kantowski-Sachs

G caractérise £

- p. 27/59



Variété homogene 3+1

Réf. SynChrone - ds® = gij dz' dx? — dt2, E =>4, gij = gij (t)
Formes de base invariantes par G : e’ dx’
b = (0ie5—0;€f) el ey (Constantes de structure)
o, = e'0; vérifie [o,,05] = C.S o

Les C, caracterisent G.
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C®® \aricté homogene 3+1

Réf. SynChrone - ds® = gij dz' dx? — dt2, E =>4, gij = gz'j (t)
Formes de base invariantes par G : e’ dx’
b = (0ie5—0;€f) el ey (Constantes de structure)
o, = e'0; vérifie [o,,05] = C.S o

Les C, caracterisent G.
Décomposition C & = g,pq N9 + 65 Ay — 6¢ Ay = N symétrique

Classes d’équivalence | Classes d’équivalence
d’Univers Homogénes | | de N et A, tels que N*°4, = 0
np 00 ]

N® =10 ny 0 Ap = [a,0,0]
0 0 ns
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©e®® Classification de Bianchi

Classe A:a=0,Classe B:a # 0

Ky

S
N

0 est valeur propre triple de N

0 est valeur propre double de N

0 est valeur propre simple de N

—_ == OO O

S C O O Ofl <

NN
—_

0 n'est pas valeur propre de N

_ = O O = O IO RO O

—_ = = =

o O

- p. 28/59
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¢®® Ccquations d’Einstein

Elément de longueur dans I'Univers
ds* = §i;da'dr? — dt* = v (1) w'w! — L* (1) dr?
v (7) = diag (eAi(T)) dt = L(1)dr
Formes de base [Mc Callum,79]:
wi = w;(dz;, €% cos (x;) ,n;)

= Etat de courbure de I'Univers (Tenseur d’Einstein G,,,)
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¢®® Ccquations d’Einstein

Elément de longueur dans I'Univers

ds® = §ijdxid:vj —dt? =~ (7) w'w! — L? (1) dr?

v (1) = diag (eAi(T)) dt = L(7)dr

Formes de base [Mc Callum,79]:

w; = wi(dx;, e*, cos (x;),n;)

= Etat de courbure de I'Univers (Tenseur d’Einstein G,,,)

Contenu matériel
Fluide barotropique : P =(I' — 1) €
= Tenseur Energie-Impulsion 7},

Gu =XTw X =

(G
4

C

- p. 29/59



e®® rFormalisme BKL

e.g. [Belinski, Khalatnikov et Lifchitz, 69]

' 0 = E.+B,+E,=H

x(2-T) V=t A + (me)” — (noes —nget?)
x(2-T)Vver AY + (nge2)” — (ngeds —nyet)
| X@- VT = AL (nge)” — (et — o)’

2

L? = €A1+A2—|—A3’ dt = Ldr

3 3 3
=1

2. A4 2
i7#j=1 i#j=1

_d
o dr

Ep = —4xe V? /
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Solutions analytiques

AWV
’@‘ - Lunivers de Kasner : B
D | /N | >

@’ "+ La transition Kasnerienne : B
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide



¢e®® Solution fondamentale : B, vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina; ,V = (aqasas)'/?, y = W= dbdy g
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina; ,V = (aqasas)'/?, y = W= dbdy g
(0 = E.+E,+4E, /(T —2) B, = —xeV? (' - 2)
E, = A!+n%2a? — (noag — n3a3)2 E.= AJA, + ATAL + AL A

E A 2.2 . avec 3 3
m = Ay +n3a5 — (nzaz —niag) _ A+ A 2 2A,

17 2 92 2 Ep o Z n'iln’je T Z n;e
E., = A +nza; — (niay —noas) it j=1 i=1
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina; ,V = (aqasas)'/?, y = by = dLdy )
(0 = E.+E,+4E, /(T —2) B, = —xeV? (' - 2)
< E, = A!+n%2a? — (noag — n3a3)2 Avec E.= AJA, + ATAL + AL A
En = Aj+n3a;— (nzaz —nio) E, - 23: nan;editAs 23: 2 2A;
| E. = A5+ niai — (njog — n2a2)2 itj=1 =

B|Vide:n1:n2:n3:e:()

A Al + A Al + AL AL =0
Al =AY = AL =0
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina, ,V = (aqagas)™?, ¢/ = @ = dLdy _ /7 )
(0 = E.+E,+4E, /(T —2) B, = —xeV? (' - 2)
< E, = A!+n%2a? — (noag — n3a3)2 Avec E.= AJA, + ATAL + AL A
_ " 2.2 . 3 3
B = A,Q, +n§a§ (13023 n1a1)2 E,= Y nmnjetitAi — S p2e2d
B = A +nza5 — (niog — naaa) itj=1 i—1

B|Vide:n1:n2:n3:e:()

A Al + A Al + AL AL =0
Al =AY = AL =0

Les solutions sont immeédiates, attendu que V # 0

d dA;

k;
Al =0=V— (V
dt

=0 =3 eR, A=~
)b mem 4ok

dt
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide

On se souvientque V = (a1a2a3)1/2, ainsiln (V) = £ (4; + Ax + A3) et

dan_l
dt 2

k14 k2 + k3
2V

(A1 + Ay + A3> =
soit

: Q) . ()
V:k1+];2+k3 :§ER soit V:§t+ﬂo
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide

On se souvientque V = (a1a2a3)1/2, ainsiln (V) = £ (4; + Ax + A3) et

dlnV 1
dt 2

k14 k2 + k3
2V

(A1 + Ay + A3> —
soit

. Q - )
V:k'1+];2+k3 :§ER SOIt V:§t+QO

:Q‘ Hypothése : V (t =0) = 0 = 2, = 0 donc
Q - 2k;

V=5t = 01

= A, =1In (Ait%i) avec \; € R
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide

On se souvientque V = (a1a2a3)1/2, ainsiln (V) = £ (4; + Ax + A3) et

dan_l
dt 2

k14 k2 + k3
2V

(A1 + Ay + A3> =
soit

kA katks O | Q
= 1+22+ =T eRsoit V=_t+0,

:Q‘ Hypothése : V (t =0) = 0 = 2, = 0 donc
Q - 2k;

V=5t = 01

et comme A; = In «;, il vient finalement

= A, =1In (Ait%i) avec \; € R

2k;

7] (t) = )\z‘t o8
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide

On se souvientque V = (a1a2a3)1/2, ainsiln (V) = £ (4; + Ax + A3) et

dan_l
dt 2

k14 k2 + k3
2V

(A1 + Ay + A3> =
soit

kA katks O | Q
= 1+22+ =T eRsoit V=_t+0,

:Q‘ Hypothése : V (t =0) = 0 = 2, = 0 donc
Q - 2k;

V=5t = 01

et comme A; = In «;, il vient finalement

= A, =1In (Ait%i) avec \; € R

2k;

7] (t) = )\z‘t o8

les \; sont liés par

() 2(kjtkotks 1/2
575 =V = (Ckl()ég()ég)l/z = [)\1)\2)\375 . +?2 = )}

= Q2 — 4)\1 )\2)\3 - p. 33/59



¢e®® Solution fondamentale : B, vide

Reste la relation : A} AL, + A1 AL + ALAL = 0.
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide

Reste la relation : A} AL, + A1 AL + ALAL = 0.

2 Ot

ki1ko + koks + k1ks =0

ainsi
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide

Reste la relation : A} AL, + A1 AL + ALAL = 0.

- Y/ 2k;
/.: AZ: — L = K;
A=V <2t><ﬂt) k

kiks + koks + k1ks =0
par définition Q2 = ky + k2 + k3, on a donc en plus

ainsi

O = k7 + k3 + k3

- p. 34/59



¢e®® Solution fondamentale : B, vide

Reste la relation : A} AL, + A1 AL + ALAL = 0.

’ 2 Ot

kiks + koks + k1ks =0
par définition Q2 = ky + k2 + k3, on a donc en plus

ainsi

O = k7 + k3 + k3

On utilise alors p; := % qui vérifie
p1+p2+p3=1
pi+p3+p5=1

- p. 34/59



¢e®® Solution fondamentale : B, vide

Reste la relation : A} A, + AJ AL + A5AL = 0.

- Y/ 2k;
v () (o) =

kiko + koks + k1ks =0
par définition Q2 = ky + k2 + k3, on a donc en plus

ainsi

O = k7 + k3 + k3

On utilise alors p; := % qui vérifie
p1+p2+p3=1
pi+p3+p5=1

que I'on peut exprimer en fonction d’'un seul parameétre u € |1, 00|
—1
p1 = —u(1—|—u—|—u2)

pr=(1+u) (1+u+u?)”
p3i=u(l+u) <1+u+u2)_1
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< .
®® Solution fondamentale : B, vide

pP1=—u (1+u+u2)_1
p2 = (1 +u) (1—|—u—|—u2)_1
p3i=u (1l +u) (1—|—u—|—u2)_1




¢e®® Solution fondamentale : B, vide

p2 = (1 +u) (1—|—u—|—u2)_1
p3i=u (1l +u) (1—|—u—|—u2)_1

(plu(1+u+u2)1

On remarque que

1 2
Vu € [1,+oo[ , —§§p1<0<p2§§§p3<1
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide

P :—u(1+u+u2)_1
p2 = (1 +u) (1—|—u—|—u2)_1
p3i=u (1l +u) (1—|—u—|—u2)_1

On remarque que

1 2
Vue[ldool, —o<p<0<pp<g<py<l

La métrique de l'univers B, vide s’écrit donc

ds® = M\ t?Pidxy] + Mot?P2dxs 4+ A\3t?Podws — dt?
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¢e®® Solution fondamentale : B, vide

P :—u(1+u+u2)_1
p2 = (1 + u) (1—|—u—|—u2)_1
p3i=u (1l +u) (1+u+u2)_1

On remarque que

1 2
Vue[ldool, —o<p<0<pp<g<py<l

La métrique de l'univers B, vide s’écrit donc

ds® = M\ t?Pidxy] + Mot?P2dxs 4+ A\3t?Podws — dt?

o . Expansion exponentielle
Sit— 0 (Big-Bang) e o : Contraction exponentielle
-V . Contraction linéaire

Cet état représente une ere de Kasner définie par u et 2

- p. 35/59
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e®® SolutionB | vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina, ,V = (aqagas)™?, ¢/ = @ = dLdy _ /7 )
(0 = E.+E,+4E, /(T —2) B, = —xeV? (' - 2)
E, = A!+n%2a? — (noag — n3a3)2 E.= AJA, + ATAL + AL A

E _ A// 2.2 o avec 3 3
m = Ay +n3a5 — (nzaz —niag) _ A+ A 2 2A,

17 2 92 2 Ep o Z ni/n’je T Z n;e
E., = A +nza; — (niay —noas) it j=1 i=1
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e®® SolutionB | vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina, ,V = (aqagas)™?, ¢/ = @ = dLdy _ /7 )
(0 = E.+E,+4E, /(T —2) B, = —xeV? (' - 2)
. E, = A!+n%2a? — (noag — n3a3)2 vec E. = AjAL + AV AL + ALA,
_ " 2.2 . 3 3
B = A,Q, +n§a§ (13023 n1a1)2 E,= Y nmnjetitAi — S p2e2d
B = A +nza5 — (niog — naaa) itj=1 i—1

B||Vide:n1:1,n2:n3:€:()
[ ALAL 4+ AL AL+ AL AL = 24
< Alll — —€2A1

| A5 = A3 = e2 41
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e®® SolutionB | vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina, ,V = (aqagas)™?, ¢/ = @ = dLdy _ /7 )
(0 = E.+E,+4E, /(T —2) B, = —xeV? (' - 2)
) Em = A{+4niad = (npo —mgas)” o B.= A Ay AL AL + AGA
_ " 2.2 . 3 3
B = A,Q, " niai (13023 n1a1)2 E,= Y nmnjetitAi — S p2e2d
B = A +nza5 — (niog — naaa) itj=1 i—1

B||Vide:n1:1,n2:n3:€:()
[ ALAL 4+ AL AL+ AL AL = 24
< Alll — —€2A1

| A5 = A3 = e2 41

Résolution de I'équation du milieu ...
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e®® SolutionB | vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina; ,V = (aqasas)'/?, y = by = dLdy )

(0 = E.+E,+4E, /(T —2) B, = —xeV? (' - 2)
] Em = A +mniaf—(n20; - nsas)’ o Ee= A{AY + AL AL+ AL A
_ " 2.2 . 3 3
R S (RS R ST ETE
B = A +nza5 — (niog — naaa) itj=1 i—1

B||Vide:n1:1,n2:n3:€:()

( Y, ! Al I Al _ 2A
AJ Ay + A1 A3 + A5AS = e ™
< /1/:_€2A1
y = Ay = e

Résolution de I'équation du milieu ...

1/
24
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e®® SolutionB | vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina; ,V = (aqasas)'/?, y = by = dLdy )

(0 = E.+E,+4E, /(T —2) B, = —xeV? (' - 2)
] Em = A +mniaf—(n20; - nsas)’ o Ee= A{AY + AL AL+ AL A
_ " 2.2 . 3 3
R S (RS R ST ETE
B = A +nza5 — (niog — naaa) itj=1 i—1

B||Vide:n1:1,n2:n3:€:()

( Y, ! Al I Al _ 2A
AJ Ay + A1 A3 + A5AS = e ™
< /1/:_€2A1
y = Ay = e

Résolution de I'équation du milieu ...

/1/ — _62A1 = A/l /1/ — —A,1€2A1
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e®® SolutionB | vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina; ,V = (aqasas)'/?, y = by = dLdy )

(0 = E.+E,+4E, /(T —2) B, = —xeV? (' - 2)
] Em = A +mniaf—(n20; - nsas)’ o Ee= A{AY + AL AL+ AL A
_ " 2.2 . 3 3
R S (RS R ST ETE
B = A +nza5 — (niog — naaa) itj=1 i—1

B||Vide:n1:1,n2:n3:€:()

( Y, ! Al I Al _ 2A
AJ Ay + A1 A3 + A5AS = e ™
< /1/:_€2A1
y = Ay = e

Résolution de I'équation du milieu ...

1 ’ 1 '
/1/ — _62A1 = A/l /1/ — —A,1€2A1 = (_A/12) — <__62A1>
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e®® SolutionB | vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina, ,V = (aqagas)™?, ¢/ = @ = dLdy _ /7 )
(0 = E.+E,+4E, /(T —2) B, = —xeV? (' - 2)
) Em = A{+4niad = (npo —mgas)” o B.= A Ay AL AL + AGA
_ " 2.2 . 3 3
B = A,Q, " niai (13023 n1a1)2 E,= Y nmnjetitAi — S p2e2d
B = A +nza5 — (niog — naaa) itj=1 i—1

B||Vide:n1:1,n2:n3:€:()
[ ALAL 4+ AL AL+ AL AL = 24
< Alll — —€2A1

| A5 = A3 = e2 41

Résolution de I'équation du milieu ...

/ /
e e e Y R

= I eR, A =)\ —e2h
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e®® SolutionB | vide

Dynamique Bianchi ( 4; = Ina, ,V = (aqagas)™?, ¢/ = @ = dLdy _ /7 )
(0 = E.+E,+4E, /(T —2) B, = —xeV? (' - 2)
) Em = A{+4niad = (npo —mgas)” o B.= A Ay AL AL + AGA
_ " 2.2 . 3 3
B = A,Q, " niai (13023 n1a1)2 E,= Y nmnjetitAi — S p2e2d
B = A +nza5 — (niog — naaa) itj=1 i—1

B||Vide:n1:1,n2:n3:€:()
[ ALAL 4+ AL AL+ AL AL = 24
< Alll — —€2A1

| A5 = A3 = e2 41

Résolution de I'équation du milieu ...
1 ’ 1 ’
Al = —e?M = AL AV = Al = (—A’lz) = (——62A1>

dA,
\/)\1 L €2A1 - p. 36/59

= I\ eR, A =)\ — 241 soit




e®® SolutionB | vide

i A, le calcul de cet intégrale est simple :

\ A1 —e241 ,
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e®® SolutionB | vide

i A, le calcul de cet intégrale est simple :

\ A1 —e241 ,

y2 _ )\1 . €2A1
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e®® SolutionB | vide

i A, le calcul de cet intégrale est simple :

\ A1 —e241 ,

y? =\ — 2N = ydy = —e?M1dA,
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e®® SolutionB | vide

i A, le calcul de cet intégrale est simple :

\ A1 —e241 ,

d
y? =\ — 2N = ydy = —e*MdA; = dA, = y2y y)\
— A1
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e®® SolutionB | vide

i A, le calcul de cet intégrale est simple :

\ A1 —e241 ,

d
y? =\ — 2 = ydy = —e*MdA; = dA; = i

Y =M
\/)\1 — g2/ y2 — A1

ainsi
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e®® SolutionB | vide

| \/AdA—lel’ le calcul de cet intégrale est simple :
1—€
d
y? =M — 2N = ydy = —e*MdA, = dA, = i
¥ — M\

ainsi

/ d 1 _/ dy
\/)\1_€2A1 y —)\1 \/ x2_1
avec r = y/v/ A1,
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e®® SolutionB | vide

[ —=441__ le calcul de cet intégrale est simple :
A —e241 ! .
d
y? =\ — 2 = ydy = —e*MdA; = dA, = e
Y — A\

ainsi

/ dAy _/ dy
\/)\1—62A1 y? —)\1 \/ x2—1

avec x = y/+/\1, on reconnait — arg th - --
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e®® SolutionB | vide

[ —=441__ le calcul de cet intégrale est simple :
A —e241 ! .
d
y? =\ — 2 = ydy = —e*MdA; = dA, = e
Y — A\

ainsi

/ dAy _/ dy
\/)\1—62A1 y? —)\1 \/ x2—1

avec x = y/+/\1, on reconnait — arg th - --

arg th () = /A1 (u —7)

- p. 37/59



e®® SolutionB | vide

[ —=441__ le calcul de cet intégrale est simple :
A —e241 ! .
d
y2 — )\1 _€2A1 iydyz —€2A1dA1 :>dA1 _ 2y y)\
y" —

ainsi

| =l w
\/)\1—62’41 y — A1 5132—1

avec x = y/+/\1, on reconnait — arg th - --

arg th (z) = /A1 (n—7)

en revenant aux variables officielles

y = VAth (VA (g —1)) = % = A [1—th® (VA (n—7))]
= A = %ln{l—th2 (\/)\71(#—7'))}4—%111)\1
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e®® SolutionB | vide

[ —=441__ le calcul de cet intégrale est simple :
A —e241 ! .
d
y? =\ — 2 = ydy = —e*MdA; = dA, = e
Y — A\

ainsi

| =l w
\/)\1—62A1 y — A1 5132—1

avec x = y/+/\1, on reconnait — arg th - --

arg th (z) = /A1 (n—7)

en revenant aux variables officielles

y = VAth (VA (g —1)) = % = A [1—th® (VA (n—7))]
= A = %ln{l—th2 (\/)\71(#—7'))}4—%111)\1

finalement V
_1 n 1 1Il = In >\1
Al_Ql {Chz(\/Tl(MT»}JrQI S {Ch(°>\1(ﬂ_7))}
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e®® SolutionB | vide

pour le premier facteur d’échelle on trouve donc (ch étant paire...)

= el = VA1
ch [VA1 (T — )]
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e®® SolutionB | vide

pour le premier facteur d’échelle on trouve donc (ch étant paire...)

A _ VA
ch [vVA1 (T — )]

Q@ 1 = 0 : on choisit I'instant du Big-Bang ...

1 — €
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e®® SolutionB | vide

pour le premier facteur d’échelle on trouve donc (ch étant paire...)

A _ VAL
ch [VA1 (T — )]

Q@ 1= 0: on choaisit I'instant du Big-Bang ...« (1) = v/A1/ch (VA7)

1 — €
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e®® SolutionB | vide

pour le premier facteur d’échelle on trouve donc (ch étant paire...)
A _ VAL
ch [\/ )\1 (’7' — ,u)]

Q@ 1= 0: on choaisit I'instant du Big-Bang ...« (1) = v/A1/ch (VA7)
pour les 2 autres

1 — €

A1
ch? (\/)TlT)

A = AY = =

gui donnent ...
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e®® SolutionB | vide

pour le premier facteur d’échelle on trouve donc (ch étant paire...)
A _ VAL
ch [\/ )\1 (’7' — ,u)]

Q@ 1= 0: on choaisit I'instant du Big-Bang ...« (1) = v/A1/ch (VA7)
pour les 2 autres

1 — €

A1
ch? (\/)TlT)

A’2’3 = \/)\Tth (\/)\717'> + )\2,3

AY = Af =M =

gui donnent ...
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e®® SolutionB | vide

pour le premier facteur d’échelle on trouve donc (ch étant paire...)
A _ VAL
ch [\/ )\1 (’7' — ,u)]

Q@ 1= 0: on choaisit I'instant du Big-Bang ...« (1) = v/A1/ch (VA7)
pour les 2 autres

1 — €

A1
ch? (\/)TlT)

A’2’3 = \/)\Tth (\/)\717'> + )\2,3

Ay 3 =1In [Ch <\/)\717')] + Ao 37+ (0 = p23)

A = AY = =

gui donnent ...
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e®® SolutionB | vide

pour le premier facteur d’échelle on trouve donc (ch étant paire...)
A _ VAL
ch [\/ )\1 (’7' — ,u)]

Q@ 1= 0: on choaisit I'instant du Big-Bang ...« (1) = v/A1/ch (VA7)
pour les 2 autres

1 — €

A
A — A — 62A1 _ 1
’ ’ ch? (\/)TlT)
gui donnent ...
A’2’3 = v\ )\1th (\/ )\17’) —+ )\2,3
Ag,g — In [Ch (\/ )\17’)] + )\2,3’7' + (0 = ,u273)
finalement

ar (1) = VAr/ch (VAiT) , az(7) = e**ch (VA7)
et az (1) =e*7ch (VA7)
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e®® SolutionB | vide

pour le premier facteur d’échelle on trouve donc (ch étant paire...)
A _ VAL
ch [\/ )\1 (’7' — ,LL)]

Q@ 1= 0: on choaisit I'instant du Big-Bang ...« (1) = v/A1/ch (VA7)
pour les 2 autres

1 — €

A1
ch? (\/)TlT)

gui donnent ...
A’2’3 = vV )\1th (\/ )\17’) -+ )\2,3

Ay 3 =1In [Ch <\/)\717')] + Ao 37+ (0 = p23)

A = AY = =

finalement

ar (1) = VAr/ch (VAiT) , az(7) = e**ch (VA7)
et az (1) =e*7ch (VA7)

la contrainte A} A; + A7 A3 + A3A5 = Aj 5 se résume magiquement a A\; = A3
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e®® SolutionB | vide
Le volume peut maintenant s’écrire

1/2
V = (a1a203) 1/2 {\/ AghgeM2T23)7 ch (\/ >\3>\27')] ~ exp ()
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e®® SolutionB | vide

Le volume peut maintenant s’écrire
1/2

V = (arasas)'/? = {me(AQJFA?’)TCh (\/@T)] ~ exp (7)

et le temps peut apparaitre

dt In (¢
V=— = dt~exp(r)dr = [Z < In(t)

dr x exp (t)
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e®® SolutionB | vide

Le volume peut maintenant s’écrire

1/2
V = (a1a2()43)1/2 = {\/ )\3)\26(>\2+>\3)TCh (\/ >\3)\2T)] — exXp (T)

et le temps peut apparaitre

dt T o In(t
V=— = dt~exp(r)dr = (t)
dr t o expl(t)
les limites temporelles sont donc claires :
sit— 0 alors 77— —o0

SIt — 4+ alors 7 — +o00
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e®® SolutionB | vide

Le volume peut maintenant s’écrire

1/2
V = (a1a2a3)1/2 = {\/ )\3)\26(>\2+>\3)TCh (\/ >\3)\2T)] — exXp (T)

et le temps peut apparaitre

dt T o In(t
V=— = dt~exp(r)dr = (t)
dr t o expl(t)
les limites temporelles sont donc claires :
sit— 0 alors 77— —o0

SIt — 4+ alors 7 — +o00

= Comportement asymtotique des «; de By, vide

- p. 39/59



¢e®® SolutionB | vide



e®® SolutionB | vide

ﬁ Sit — 0 (1 — —o), ch (VA7) = e VT

(o (1) = eV AT ( o () ~ VAL
B” vide—>< a9 (7') i~ e(AQ_m)T :>< o (t) ~ tkz—\/x
Ca (1) 2 ePsVA)T Cas(t) m VR
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e®® SolutionB | vide

ﬁ Sit —0(r— —o), ch (VA7) = eV

[ ay (1) evMT (
B” vide — < %) (T) o G(AQ_\/X)T = 9
L o3 (T) e(Na VA7 \
% Sit — +oo (T — 400), ch (VA7) = e QMT
(a1 (1) = e VN7 (
By, vide — ¢ a3 (1) e(P2 V)T o g
| as (1) o(As+VAT)T \

Q

Q

Q

Q

Q

Q

1~V
t>\2+\/x
t>\3+\/x
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e®® SolutionB | vide

Posons

k= —vVA
k2 =X+ VA =
i ks = A3 + VA1

k1+k2+k3:)\2—|—)\3—|—\/)\1 :Qz
kP +k3+ k3= =Q?
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e®® SolutionB | vide

Posons
3
1= VA ky+ ko 4+ ks = Xa + Az + VA= O
]6'2:>\2+\/)‘1 = k2—|—]€2—|—]€2::QQ
_]~€3:)\3—|—\/)\1 ' ’ ’ Z
\ L4

’ - ) , .
‘ Q B vide en t — +oo est kasnerien
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e®® SolutionB | vide

Posons
3
1= VA ky+ ko 4+ ks = Xa + Az + VA= O
k’2:>\2+\/)‘1 = k2—|—]€2—|—]€2::QQ
_]~€3:)\3—|—\/)\1 ' ’ ’ Z
\ L4

’ - ) , .
‘ Q B vide en t — +oo est kasnerien

avec

ﬁﬂz Z:)\2+)\3+\/)\1

- p. 41/59



e®® SolutionB | vide

Posons
ey
1 VA1 ki +ko+ ks =X+ A3+ VA =
=Mt VAL S s s e
- PR z
vz

’ - ) , .
‘ Q B vide en t — +oo est kasnerien

avec
ﬁﬂi::)\g—i—)\g—i—\/x
ﬁ u; solution unique de
—\/7 Qu,(l—i—uz—l—u) !
Ao+ VA= Q (T4 u;) (1+u; +uf)
L A+ VA= Qg (14 u,) (1+ui+u?)_1

—1

/\
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e®® SolutionB | vide

De la méme facon, en posant

ki =V
ky =2 — VA
ks = A3 — VA1

]’%1—1—];2—1—];3:)\2—1—)\3—\/)\1 IIQf
K +k3+k= =03

- p. 42/59



e®® SolutionB | vide

De la méme facon, en posant

kL= VA L

- ' k1 +Fka+ ks =X+ A3 — VA =0y
]f2 :>\2_\/)\1 ]2%+];§+]%§::QQ

By = s — VA f

B, vide en ¢ — 0 est kasnerien avec Qf := A2 + A3 — /A1 et uy solution unique de

y

—1
VAL = —Qfo (1 +ur —I—U?)
1
Ao — VA = Qf (1—|—Uf) (1—|—’LLZ —I—U?c)
1
A3 — VAL = Qfo (1 —|—Uf) (1 + ur —|—u?c)

I\

\
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e®® SolutionB | vide

De la méme facon, en posant

k= L

- ' k1 +Fka+ ks =X+ A3 — VA =0y
]f2 :>\2_\/)\1 ]2%+]%%+];§::QQ

ks =3 — VA /

B, vide en ¢ — 0 est kasnerien avec Qf := A2 + A3 — /A1 et uy solution unique de

’

—1
VAL = —Qfo (1 +ur —I—U?)
—1
Ao — VA = Qf (1—|—Uf) (1—|—’LLZ —I—U?c)
—1
A3 — VAL = Qfo (1 —I—Uf) (1 + ur —I—U?c)

I\

\

On remarque finalement que

T la relation Qr = Q; —2y/\; permet de prouver que vy = u; — 1;

® dans un état kasnérien p; (u) = p; (1/u).
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¢e®® Solution B i vide : conclusion

La dynamique B, est une transition entre 2 états de Kasner

- p. 43/59



¢®® Solution B i vide : conclusion

La dynamique B, est une transition entre 2 états de Kasner

Quand t — 40 Quandt — 0
[u, ] u—1,9(1 —2p1)]| (eee) Siu > 2
(p1 < p2 < p3)
(eo0) [(u — 1)_1 Q1 — Qpl)] (e@e) Siu <2
Kasner 1 Kasner 2

Les bianchi’s c’est fantastique !
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e®® Formalisme hamiltonien

L4
e.g. [Misner '70] @ Diagonaliser E. ...
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e®® Formalisme hamiltonien

L4
e.g. [Misner '70] @ Diagonaliser E. ...

q:=[q1 ¢ Q3]T =M A A, Ag]T
p = [p1 P2 ps]T =M [A/1 A’2 Aé]T

S-S-S-
SI-S-SIL
S-Sl =

- p. 44/59



e®® Formalisme hamiltonien

L4
e.g. [Misner '70] @ Diagonaliser E. ...

I
L V6 V6 V6 -

Les équations d’Einstein deviennent

(T,y) == —21y1 — T2Y2 + T3Y3
kl = 277,177,2 kg = 272177,3 kg = 271277,3
ky == —n? ks := —n3 ke :== —n3

kr = —4deox

q:=[q1 ¢ Q3]T =M A A, As]T
p = [p1 P2 pB]T =M [A/1 Al2 Aé]T

7

avec H = } (p,p) + » k@9

ay,
(x,y) == +x1Y1 + T2Y2 + T3Y3
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©e®® Les billards de Bianchi

e.g. [Jantzen,82] , [Uggla,97]
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©e®® Les billards de Bianchi

e.g. [Jantzen,82] , [Uggla,97]

en posant dt = V1/3dt et m = V*/3 la dynamique devient
(dqi2  p12  OF

2 2 2
S pi +p3 _ (aV/di)
dt m 8(]1,2 b= 2, — f (Q1a QQ) — V2/3
$ avec E — 400
dp172 - 85 o OF Pourt — O s 0
. dt dq12  Opio

7
E(qr,q2) = Z kie(m(@).@) g e R? 7 : Projecteur sur (e, es)
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©e®® Les billards de Bianchi

e.g. [Jantzen,82] , [Uggla,97]

en posant dt = V1/3dt et m = V*/3 la dynamique devient
(dqi2  p12  OF

2 2 2
= = = _ P1 D3 _ (dV/dt)
. dt m 86]1,2 e FE = o — f (ql, qQ) — V2/3
E
dp1 .2 o0& OF Pourt — O e
- = — = m — 0
| dt dq12  Opio

7
E(qr,q2) = Z kie(m(@).@) g e R? 7 : Projecteur sur (e, es)

Dynamique 2D d’'une bille de masse *\,
& avec une énergie
dans un potentiel exponentiel &

Univers
de Bianchi

- p. 45/59



®®® Le billard cosmologique



¢®® Le billard cosmologique

: . d2y dy
Dynamique "isolée" : —Z = —Ek?eY avec y (0) =0 = -2

x=0

_ a2 (RN kx\| _ £V2kzr+2In2
y(z) =In [1 th <\@)]— 21n [Ch(\/ﬁ>]N Quand = — toc
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¢®® Le billard cosmologique

: . d2y dy
Dynamique "isolée" : —Z = —Ek?eY avec y (0) =0 = -2

x=0

o=t (5] < o[ (K2)] o V22

V2

Quand z — +oo
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¢®® Le billard cosmologique

: . d2y dy
Dynamique "isolée" : —Z = —Ek?eY avec y (0) =0 = -2

x=0

B a2 k| kx \ | _ +v/2kz + 21n 2
y(z) = In [1 th <ﬂ)]_ 2n [Ch(\E)]N o 22

Plusieurs bandes ...
y(x) % oy

/\Bande positive

0 Qi X X
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¢®® Laformedesbandes: B |

ni=1,ns =n3=0:E&(q1,q) = B+ V20

Isovaleurs £ = FE

- p. 47/59



¢®® Laforme desbandes:B

/6 /6 V8
ny=1,n,=-1,n3=0:&(q1,q2) = e T TV _ o5 a2 V20 _ 9075

BVIO

Isovaleurs £ = E
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¢®® Laformedesbandes: B

/6 /6 /6
ni=1ne=1n3=0:&q,q)= e T 2TV20 _ o2 V20 | 9075 2

0

M Bvira

7 '/ /
{f{r , ;’I
v N\ E|
-4 -

4 |

\"\_' \ 1
4 / // | —\\2\\;~» \

Isovaleurs £ = E



¢®® Laforme desbandes:B v

niy = 1,?12 = 1,77,3 = —1: f(q17q2) = ...

4 By

Isovaleurs £ = FE



©®W® Laforme desbandes: B |y

ny = 1,712 = 1,%3 =1: f(ql,(h) = ...

Isovaleurs £ = FE

- p. 51/59



¢®® Un peude numérique ...

La dynamique dans les billards By
pas simple !



©e®® Sections de Poincaré



Sections de Poincaré

Bvin- EF=1 Bvir— E=10 Bvir— E=15

SSELL IS LA DL ANLE B BNLENL L B B B R B L B 10 Fr—rrrrrrr e 10 T T T T

D, ]

D

e

o b b b v b b I, S T T T

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

— vers la singularité —
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©e®® Sections de Poincaré

Bvin- EF=1 Bvir— E=10 Bvir— E=15

B e e e L B s e e e e B e 10

e 10 ]

e

2 PN T TS N T T T T [T T ST AT T T I T S Y S S B I, S T T T 2 P T Y S T Y NN S N Y SN SO SN TN S SO SR R

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -5 0 5

— vers la singularité —
Bix—- E=-28 Bix - E=-2.1

06 ——r

0.5
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¢®® Dynamique BKLB |y vide

HHH e

A} A A}

7 0.5
era axis U

1 0 I eoe 2.51
I XX 1.272

117 eee 3.714502573

d.05 IV | eee 2.714620352

|%4 ceee | 1.714827418

VI | eee 1.39996151/

{1 -1 VII eee | 2.497215986

1-1.5

C.l. "aléatoires".
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Dynamique BKL B |x w =1/3

0-4 T LI IIIIII T LI IIIIII T LI IIIIII T LI IIIIII T T T IIIIII T LI
v VII ]
/—7' VI |
1A%

era axis U __
I 132 2.2672 |

7 1321 1.84541
IIT |21 3| 1.189221501 T
IV |1 392 5.285257339 7
V 1312 4.285258293 T
VI |1392 8285259724 1
VII |31 2] 2.285261869 -
VIII |1 32| 1.285266161 -
i T
_0'8 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 1 IIIIIII 1 L1 L 111l

0.1 1 10 100 1000 10¢ 10°

C.l. "aléatoires".
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Dynamique BKLB |y w =1

0.4 L R | LY |

i /\ m 1.597793341 1
0 / \ .
X ;
i 2.0799

2.025
0.2 _
I 1.42
0.4 _
-0.6 _— 2.9 —
L L1 llllll L L1 llllll L 11 llllll L 11 llllll lll
0.1 1 10 102 103 104

C.l. "aléatoires".

10°
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CO® Attracteurs

e.g. [Cornish&Lewin,97]
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CO® Attracteurs

e.g. [Cornish&Lewin,97]

Ci: (0,,w,)

Stop : u > u, =8
® D1 — X1
® D1 — X2

D1 — X3
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CO® Attracteurs

e.g. [Cornish&Lewin,97]

Stop:u>u. =38

® D1 — X1

® D — X2

® D1 — T3
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CO® Attracteurs

97]

in

e.g. [Cornish&Lew

(907000)

(

C

8

U > Ue
P1

Stop

P1 — T2

— I3

P1



e®® Lefractal B ¢

1.48 1.458

1.46 1.456

1.44 1.454

1.42 1.452

1.42 1.44 1.46 1.48 1450 1454
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e®® Conclusion

E’.En'i’ﬁt Peut—etre ;

.u larbre de Fn‘edma
aura fin

L
i

de CaCher fa
o2k ¥
""IEI'IHE‘]" dE‘ B:EH'! ..

www heteamasj com
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