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Un peu d’histoire



¢e®® Ladynamique antique

Cosmologie de Platon (Timée) : Dichotomie des mondes

’EB Le monde sublunaire

Compose des 4 elements pythagoriciens (Terre, eau, air, feu empilés). Monde
humain corruptible.

Q Le cosmos

Englobe le monde sublunaire a partir de la lune. Monde des idées formé de
guintescence. Il contient tous les astres (planetes et étoiles). De caractere divin,
Immuable et parfait. Le seul mouvement possible dans ce monde est le
mouvement parfait : circulaire uniforme.
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¢e®® Ladynamique antique

La cosmologie de Platon!—428:—346] est |e cadre de la physique d’Aristotel—384,—322]

Platon avait fondé I'académiel 288! Aristote fonde le lycéel 335] .
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¢e®® Ladynamique antique

Principe fondamental de la dynamique d’Aristote : le mouvement est cause, en
I'absence de cause il s’éteind.

Aristote postule donc I'existence d’un lieu de repos naturel pour chacun des 5
éléments. La terre est au centre de l'univers, I'eau est au dessus de la terre, I'air
englobe la terre et I'eau, le feu surmonte I'air, enfin la quintescence est au dela de la
lune.

La cinématique est décomposée en trois type de mouvements :

‘% le mouvement naturel mene un objet, selon sa composition, vers son lieu naturel
de repos;

@' le mouvement forcé (ou violent) eloigne un objet de son lieu naturel de repos;

ﬁ le mouvement divin qui est circulaire, uniforme et éternel.

La dynamigue est une consequence logique de cette cinematique.
Lexistence d’'un lieu naturel de repos conduit les objets a vouloir y rester. Pour qu’un
objet soit en mouvement il faut I'y contraindre. Le mouvement est proportionnel a la
contrainte .

Interprétation moderne : kv = F
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¢®® Ladynamique pre-newtonienne.

DE
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SIMON STEVIN
van Brugghe.

i Statique, equilibre,
notion de force et composition

Simon Stevin!1548,1620]
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¢®® Ladynamique pre-newtonienne.

Approche expérimentale, principes
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La dynamique newtonienne.

La force est la quantité physique qui mesure

la variation de la vitesse par unité de masse.

La vitesse est vectorielle, i1l en est donc de méme de la force.

Comment en déduit-on la gravitation ?
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®®® Chute d'une pomme

K

Temps de chute ?

A

5m
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¢®® Chute d'une pomme

Temps de chute ?

1 seconde
5m

Faite I'expérience vous-méme !
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e®® Chute delalune



e®® Chute delalune

T ~ 27,371 jours
C ~ 27w x 384 000 km

Soit

T~ 2364 854s
C~ 2412672 km

Vitesse ~ 1 km/s
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e®® Chute delalune

Si la Lune n’était pas attirée par
la Terre elle irait tout droit!
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e®® Chute delalune

En fait elle tombe un peu ...
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e®® Chute delalune

Théoreme de Pythagore
d?> + L? = (d + h)?
Soit h ~ L?/2d

pour 1 seconde, L =1km
= h =1,35 mm

-p. 11/51



O@®

En une seconde ...
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® La pomme tombe de 5 m,
elle est située a 6380 km du centre de la Terre ...
En une seconde ...

® La Lune tombe de 1,35 mm,
elle est située a 380 000 km, du centre de la Terre ...
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En une seconde ...

® La pomme tombe de 5 m,

elle est située a 6380 km du centre de la Terre ...

® La Lune tombe de 1,35 mm,

elle est située a 380 000 km, du centre de la Terre ...

D

Pomme

D... 380000

6 330

60

et

hLune . 5
Rowne  0,00135

~ 60 x 60
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® La pomme tombe de 5 m,
elle est située a 6380 km du centre de la Terre ...

® La Lune tombe de 1,35 mm,
elle est située a 380 000 km, du centre de la Terre ...

En une seconde ...

D.. _ 380000 _ col et B D
D.. . 6380 Bewe  0,00135

~ 60 x 60

La Lune est 60 fois plus loin que la pomme, elle est 60 x 60 fois moins attirée !

La gravitation est inversement proportionnelle au carré de la distance
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O@®

En une seconde ...

® La pomme tombe de 5 m,
elle est située a 6380 km du centre de la Terre ...

® La Lune tombe de 1,35 mm,
elle est située a 380 000 km, du centre de la Terre ...
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La Lune est 60 fois plus loin que la pomme, elle est 60 x 60 fois moins attirée !
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® La pomme tombe de 5 m,
elle est située a 6380 km du centre de la Terre ...

® La Lune tombe de 1,35 mm,
elle est située a 380 000 km, du centre de la Terre ...

En une seconde ...

D,,. 380 000 h.. 5)
= ~ 60| et

2%~ 60 x 60
D. 6380 oo 0.00135 8

La Lune est 60 fois plus loin que la pomme, elle est 60 x 60 fois moins attirée !

La gravitation est inversement proportionnelle au carré de la distance

. o Force de gravitation : attractive
m BA

—
A B — BA
e Fig o ——

3
i [24]

-p. 12/51



O@®

En une seconde ...

® La pomme tombe de 5 m,
elle est située a 6380 km du centre de la Terre ...

® La Lune tombe de 1,35 mm,
elle est située a 380 000 km, du centre de la Terre ...

D

Pomme

D... 380000

6 330

60

et

hLune 5

he o 0,00135

~ 60 x 60

La Lune est 60 fois plus loin que la pomme, elle est 60 x 60 fois moins attirée !
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® La pomme tombe de 5 m,
elle est située a 6380 km du centre de la Terre ...

® La Lune tombe de 1,35 mm,
elle est située a 380 000 km, du centre de la Terre ...

En une seconde ...

D.. _ 380000 _ col et B D
D.. . 6380 Bewe  0,00135

~ 60 x 60

La Lune est 60 fois plus loin que la pomme, elle est 60 x 60 fois moins attirée !

La gravitation est inversement proportionnelle au carré de la distance

- © m, Force de gravitation : est une force!
m BA

A B — — =3
e/ FBA } - —mamapg BA/‘BAH
Ll M L]
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® La pomme tombe de 5 m,
elle est située a 6380 km du centre de la Terre ...

® La Lune tombe de 1,35 mm,
elle est située a 380 000 km, du centre de la Terre ...

En une seconde ...

D,,. 380 000 h.. 5)
= ~ 60| et

2%~ 60 x 60
D. 6380 oo 0.00135 8

La Lune est 60 fois plus loin que la pomme, elle est 60 x 60 fois moins attirée !

La gravitation est inversement proportionnelle au carré de la distance

—> mB
. L, » Constante de Newton

A B
G/ G = 6,64 x 107 mg.kg_l.s_2

A
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En une seconde ...
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¢®® Les principia, 16871



¢®® Lesprincipia, 1687

B Livre 1 : Mouvements sans frottements
T Probléme a 2 corps

® Théoréme de Gauss gravitationnel
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C®® Lecsprincipia, 16371

® Livre 1 : Mouvements sans frottements
T Probléme a 2 corps

® Théoréme de Gauss gravitationnel
® Livre 2 : Mouvements dans un milieu résistant
J Forces proportionnelles a la vitesse
® Forces proportionnelles au carré de la vitesse
& Hydrostatique, fluides incompressibles

O Effet de la résistance de I'air sur un pendule
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C®® Lecsprincipia, 16371

® Livre 1 : Mouvements sans frottements |

e —]
T Probléme a 2 corps PHIL.OSOPHIA |
® Théoréme de Gauss gravitationnel | NATURALIS
I w
® Livre 2 : Mouvements dans un milieu résistant HPRINCIPIA
@ Forces proportionnelles & la vitesse | - MATHEMATICA ||

Autiee TE NEW TN, Tee C&f Camal Sv. Wathmes
Prodvilaie Pmaliaws, % Socmtati Il,--!_h. Sl

® Forces proportionnelles au carré de la vitesse | — ‘

® Hydrostatique, fluides incompressibles |

- . IMPRIMATUR
O Effet de la résistance de I'air sur un pendule | SR EEL Mot £R RAEN

® Livre 3 ; Systeme du monde LT
Lo NDIND

T Lune, satellites, cométes | SR S,

I_!IIJI. ll-ll-u!u-l.qh._ ‘:H' ":” it -I-:":-:"l-:".-lll L]

® Théorie des marées |

® Oscillateur harmonique

O Précession des équinoxes

- p. 13/51



¢®® 2cops:AetB

2
C = ‘A—B>| ﬁ = cste
dt

périastre

H p
45| -
1+ ecos f
a
p:\/CG(mA—I-mB)_l_eQ y
20%¢ NK noeud
e=1/1 G2(ma +mp)? ascendant

® Inclinaison du plan orbital : i : comptée de 0 & 180°. Si 0° < i < 90° : mouvement
direct, si 90° < ¢ < 180° : mouvement rétrograde.

® Longitude du noeud ascendant : 2 : angle (Az, AN) entre les directions du point
vernal et du noeud ascendant mesuré dans le plan A,,,

® Argument du périastre : w : angle (AN, AP) entre la ligne des noeuds et la
direction du périastre mesureé dans le plan de 'orbite p. 14551



¢®® Lcquation de Kepler

a(l —ecos F)

‘ ‘

2
E —esinFE = %(t—T)
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¢®® Lart de perturber

2—> —
Le probleme non perturbé : Tz = M - - fait apparaitre 6 constantes
r
k= [a,e,i,ﬂ,w,T]T, T =T (?)
2 -
Si le probleme pertubé s’écrit = — V- R,

— —
Lagrange montre que £ — k (t) avec

(AT =—A  det(A)#£0

A% —V— R avec | Aij = <]€Z, ]CJ> < , > : Algébre de Lie
dt ; 0A;;

— Equations planétaires de Lagrange ...
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XX Equations planétaires A Fegrad (R)

()2 ’
o 1 |-
dt n2a b =%/ _ BIxcosi
B=-./1-¢2na/2 _
B = B xcost
de (1—6) <\/1—€2> OR B = naZe/V1— &2
dt nlale n2ae Ow
B — na?siniy/1 — e2
dr [ 2 8R+ 1 —e*\ OR a
dt  \n2a) Oa n2a%e | Oe €
Pl pak
dQ 1 OR 6] =0
- = < . ) . W
dt na2v/1 — e2sini /) 01 6] ;
dw vV1—e2\ OR cot i OR d€t<A)=22 A = n8aVsin% ¢?
dat nale | de ( CL2\/1—62> i 0
di cot 1 OR 1 OR -1 L
— = _ A =L . |
dt na?vy'1 — e? ow na2v/1 — e2sini /) 0Q [ ] nul !
i [] [ ]
L0
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e®® Généralisation (Lagrange aussi!)

22—

Probleme de mécanique possédant ¢ degrés de liberté s

1
= ——V5 U onpose
m

¥ =7 (q (t)) avec ¢ € R*

- p. 18/51



e®® Généralisation (Lagrange aussi!)

22—

dt?

Probleme de mécanique possédant ¢ degres de liberté = ——V—= U onpose
m

¥ =7 (q (t)) avec ¢ € R*
@ Formalisme du second ordre

d (0L oL 1 a7\ °
) p— 1 e o o —_— _— p— — —
V1 : 4 7 (5’@@-) 94, 0 avec L 2m ( 7 ) U
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e®® Généralisation (Lagrange aussi!)

22—

dt?

Probleme de mécanique possédant ¢ degres de liberté = ——V—= U onpose
m

¥ =7 (q (t)) avec ¢ € R*
@ Formalisme du second ordre

d (0L oL 1 a7\ °
) p— 1 e o o —_— _— p— — —
V1 : 4 7 (5’%) 94, 0 avec L 2m ( 7 ) U

® Formalisme du premier ordre

On introduit p;—1.... ¢ = gé et k = 7, 7] € R etl'on obtient
— ( 0 I
dk J = Cl=-JT
E — J V? H avec < —Ig 0
R
\ H=H(q,P)=7.¢4 - L
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e®® Généralisation (Lagrange aussi!)

22—

dt?

Probleme de mécanique possédant ¢ degres de liberté = ——V—= U onpose
m

¥ =7 (q (t)) avec ¢ € R*
@ Formalisme du second ordre

d (0L oL 1 a7\ °
) p— 1 e o o —_— _— p— — —
V1 : 4 7 (5’%) 94, 0 avec L 2m ( 7 ) U

® Formalisme du premier ordre

On introduit p;—1.... ¢ = g(f et k = 7, 7] € R etl'on obtient

— ( 0 1
d k J = El=—JT
%:J V?H aveC< —Ig 0
-
\ H=H(q,P)=DP.¢ - L

Dynamique — analytique, geéomeétrique, algébrique, canonique, symplectique, ...
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Quelgues ouvertures dynamigues « modernes »
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¢®® Systemes intégrables

Le mouvement s’interprete comme la trajectoire qui minimise 'action dans I'espace
des phases (Euler-Lagrange).

t —
“L(q, q)dt
. d (OL\ OL Ji ( -
Vi=1,---,f — — | — =0 = S=<¢ ou minimum
dt (‘9qi @qi ty [— — N
I, [p q—H(q,p)}dt
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¢®® Systemes intégrables

Le mouvement s’interprete comme la trajectoire qui minimise 'action dans I'espace
des phases (Euler-Lagrange).

to —
L|q,q)dt
. d (9L\ 8L Ju ( .
Vi=1,---,f — — | — =0 = S=<¢ ou minimum
dt agz 8Q’L ty | — — — —
s [p q —H(q,p)}dt
Le jeu de coordonnées k= 7, 7] nest pas imposeé.

Al
@ Quelles sont les transformations les plus générales

—

N
k=1[q,7]

~K=[3.7]

% . . A Ve .
telles que K soit solution des mémes équations du mouvement avec un nouvel
hamiltonien M

k — dt K - p. 20/51



¢®® Systemes intégrables

Les transformations canoniques associées a des fonctions génératrices F

Fl (?7

( pa:?1pa:
G
)4
OF}
| M=HA
( 8F3
o=—2-2, P,
1 Opa
1)<
F
\K:H+%§

O
0Qq

 OF,
- 0Qa

F2 (77

( paz%,%
v O
qa——%,%—
K=n+ 2t

_ OF,
0P,




¢®® Systemes intégrables

Si on montre I'existence d’'une transformation canonigue telle que
— = — =
H(G,7)—M(Q R) ou M(&,P)

la dynamique correspondante s’écrit par exemple

=@ -0
N P
dd—[t(:J Ve M <4 di}
|G =~V [M(Q)] = Pl = este

—N—
0

= =
|
Q|
o
|
O
0))]
—
(¢)]
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¢®® Systemes intégrables

2
. . 1
Le fameux exemple : Oscillateur harmonique ¢ =1 : H = —2p + §mw8q2
m

F(q,Q) = %quQ cot Q induit H (¢,p) — M (Q, P) = wP ainsi

0= = [ QU =t +
P(t) = po

'espace des phases de ce systéme peut se représenter par ¢ = 1 tore.
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¢®® Systemes intégrables

2
. . 1
Le fameux exemple : Oscillateur harmonique ¢ =1 : H = —2p + §mw8q2
m

F(q,Q) = %quQ cot Q induit H (¢,p) — M (Q, P) = wP ainsi

(9-%om . {Q0-wn

espace des phases de ce systéme peut se représenter par ¢ = 1 tore.
Q A
Lo Wwot + Y0
< >
t
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¢®® Systemes intégrables

2
. . 1
Le fameux exemple : Oscillateur harmonique ¢ =1 : H = —2p + §mw§q2
m

F(q,Q) = %quQ cot Q induit H (¢,p) — M (Q, P) = wP ainsi

30 =0 P (t) = po

— oM
'espace des phases de ce systéme peut se représenter par ¢ = 1 tore.

(9-%om . {Q0-wn
P =

v

f(po,wo,9) € N

_/

f(vawoang) €N
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¢®® Systeme intégrable

‘% Au sens de Liouville

Le systeme possede ¢ degrés de liberté et son hamiltonien ne dépend que de /¢
variables indépendantes.

Ces variables sont des intégrales premieres du mouvement qui isolent I'espace
des phases en / tores indépendants.

Le théoréme KAMU954=63] indique que si M = M (P) +eM; (Q, P) avec |e| < 1
la plupart des tores de M, persistent, mais sont déformes.

- p. 24/51



¢®® Systeme intégrable

‘% Au sens de Liouville

Le systeme possede ¢ degrés de liberté et son hamiltonien ne dépend que de /¢
variables indépendantes.

Ces variables sont des intégrales premieres du mouvement qui isolent I'espace
des phases en / tores indépendants.

Le théoréme KAMU954=63] indique que si M = M (P) +eM; (Q, P) avec |e| < 1
la plupart des tores de M, persistent, mais sont déformes.

@ Au sens de Painlevé
Les solutions des equations du mouvement sont des fonctions méromorphes.

C’est-a-dire que ces solutions sont analytiques sauf sur un ensemble de points
isolés : elles sont indéfiniment dérivables et sont égales au voisinage de tout point
a la somme de leur série de Taylor.
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¢®® Systeme intégrable

‘% Au sens de Liouville

Le systeme possede ¢ degrés de liberté et son hamiltonien ne dépend que de /¢
variables indépendantes.

Ces variables sont des intégrales premieres du mouvement qui isolent I'espace
des phases en / tores indépendants.

Le théoréme KAMU954=63] indique que si M = M (P) +eM; (Q, P) avec |e| < 1
la plupart des tores de M, persistent, mais sont déformes.

@ Au sens de Painlevé
Les solutions des equations du mouvement sont des fonctions méromorphes.

C’est-a-dire que ces solutions sont analytiques sauf sur un ensemble de points
isolés : elles sont indéfiniment dérivables et sont égales au voisinage de tout point
a la somme de leur série de Taylor.

Physiquement, un systeme intégrable n’est pas chaotique ?
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e®® Theoreme de Noether

Application sur I'espace de configuration et sur I'espace des phases

T~ 9o(D) =02 (T)sdt (D)
7.7 = 0@ D) = e D]

Proprieté de groupe go—o = Id et 9o, © Goy = 9oy +0
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e®® Theoreme de Noether

Application sur I'espace de configuration et sur I'espace des phases

7 = ga(?):[gé(?)w"agg(?)

— =" . [ —
[q : q} — 9,(q,
Propriété de groupe g,—o = Id et g, © o, = Go,+05

Si un systeme possede un groupe de symétrie g, : L (?, ?) =L (g;;(?, E))) alors
la quantité

est une constante du mouvement.
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e®® Théoreme de Noether

Exemples classiques
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e®® Theoreme de Noether

Exemples classiques

‘% Invariance par translation spatiale : g, : (q1,.--,qs) — (g1 + on1,....,qs + oNy)

s
Zmi q;n; = cste
1=1
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e®® Theoreme de Noether

Exemples classiques
‘% Invariance par translation spatiale : g, : (q1,.--,qs) — (g1 + on1,....,qs + oNy)

s
Zmi q;n; = cste
1=1

® Invariance par rotation (autour de Oz par exemple)

r :
2'P = 2P coso + yPsino
/ / /
go 1 (2P yP, 2P) — (xp,yp,zp> avec ¢ yP = —aPsino + yPcoso

N
SN mpiy. (pAE) = e (mpg A @)) — —L, = cste
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e®® Theoreme de Noether

Exemples classiques
‘% Invariance par translation spatiale : g, : (q1,.--,qs) — (g1 + on1,....,qs + oNy)

s
Zmi q;n; = cste
1=1

® Invariance par rotation (autour de Oz par exemple)

r :
2'P = 2P coso + yPsino
gaz(xp,yp,zp)ﬁ(xp,yp,zq avec ¢ yP = —aPsino + yPcoso
D — D
| 2P =z
N — N —
S ompty. (7 AEL) = S (myry ATy ) = ~L. = cste
p=1 p=1

1=1 - p. 26/51



e®® Theoreme de Noether

Exemples moins classiques

‘% Invariance de jauge dans Maxwell +—— Conservation de la charge

@ Invariance Y — go (1) = 1Pe*® en MQ «—— Conservation du courant de probabilité

O ete...
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XX Dynamique non dissipative compacte

Mécanique classique
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XX Dynamique non dissipative compacte

Mécanique classique

dk
2 J V-
o Vo H

- p. 28/51



XX Dynamique non dissipative compacte

Mécanique classique

(-
dr " Opa
— =J V>H =<
dt ) IH

LT g
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XX Dynamique non dissipative compacte

Mécanique classique

) 2 dqn OH

] —8_7—( qa:Zaq O
t : __a_H D __ZﬁpaaH
T 0 T S s 0u
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XX Dynamique non dissipative compacte

Mécanique classique

.
ax
dt

, | aH fqazzaqaaH
Go = g 5 945 9pg
= J V?H = < = <
. __a_H . __ZﬁpaaH
\ Po = 0qa \ Pa = 3 (9]95 0q,
¥ _Z(é‘Qa@H_%a_H)
o 5 \045 9ps  Ips Oqp
=

. Opo, OH  Op, OH
pazz<p o )
€]

3(16 apa B apﬁ 8(104
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XX Dynamique non dissipative compacte

Mécanique classique

(Lo
dk o Opo
—=J V="H =« = <
dt ¢ OH
\ Pa :—@
(. (8(1@ OH  Oqo OH
o dqp Ops  Opg Oqg
=

(ﬁpa OH  Ops OH
0qg Opa  Opg 0qa

\

)
)

( .
q

dqp Opg

a_zﬁ:(?qa(‘??—[

a__;@pa OH

6pﬁ aqOé
( q.oz — {qOHH}
= 4
L poz — {pomH}
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Mécanique classique

(o
d? “ apa
—=J V=>"H =« = <
dt k OH
| P~ ",
( ; _Z<8QQ8H_8QQ8H
N 7 \043 9ps  Ipg Igg
=
. Opo OH  Opo OH
\ Pa ;(3% Opo  Opg Oqq

de O
dt Ot

+{p, H}

Equation fondamentale de la mécanique classique

avec {a,b} =Vza-V3b—-V5a -V b

plus généralement pour toute fonction ¢ (¢, ', t)

\

)
)

=

XX Dynamique non dissipative compacte

4 %ZZaqaaH
g

dqp Opg

Ips 0qq

__;8]9@ oOH

v

q.oz — {QOH H}

L poz — {paaH}

q
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XX Dynamique non dissipative compacte



XX Dynamique non dissipative compacte

‘% Mécanique classique

dp _ 0

o =5 oMy avec {a,b} =Vga-Vyb-Vya Vgb

p p q

- p. 29/51



XX Dynamique non dissipative compacte

‘% Mécanique classique

dp _ 0

=t {eH}  avec {a.b} =V a Vyb-Vya Vgb

Q Mécanique quantique
Pour toute observable A et en moyenne

AN AN

1A _0X (57 avec [4.5] =1 (iB- 2A)

dt ot
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XX Dynamique non dissipative compacte

‘% Mécanique classique

dp _ 0p

=t {eH}  avec {a.b} =V a Vyb-Vya Vgb

Q Mécanique quantique
Pour toute observable A et en moyenne

dA  0A [~ - ~ S i (~5 B4
_ AJﬂ::——(AB—i%Q
o= o tAH| avee | h
& Theéories de champ moyen ( ¢ statistique, milieux continus,- - -)

Fonction de distribution f ('¢’, 7', t) : densité de probabilité de présence
Pour toute fonctionnelle F' |f]

dFF  OF

dF' dG
= A + (F,H) avec (F,G):/f{

af ’ df

}dpdq
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XX Dynamique non dissipative compacte

‘% Mécanique classique

dp _ 0p

=t {eH}  avec {a.b} =V a Vyb-Vya Vgb

Q Meécanique quantique
Pour toute observable A et en moyenne

1A_ 0% 137 avec [4.B] = - (4B - BA)

& Theéories de champ moyen ( ¢ statistique, milieux continus,- - -)
Fonction de distribution f ('¢’, 7', t) : densité de probabilité de présence
Pour toute fonctionnelle F' |f]

dF OF dF dG
— F p—
Dans tous les cas {-,-}, [-,-] ou (-,-) ont les mémes propriétés (Algébre de Lie) :

toutes les dynamiques se ressemblent et utilisent les mémes outils!
Traitement unifié des problemes

- p. 29/51



©®® Idée générale

On se sait généralement pas résoudre explicitement un probleme de
dynamique.

Les méthodes modernes permettent de décrire les propriétes de la
dynamigue d’'un systeme sans l'expliciter.

- p. 30/51



La dynamique de I’Univers



©®® Leccadre général



C®® Lccadre général

Lunivers est un systeme physique!

Ses propriétés dynamiques et geométriques dépendent de son contenu
énergie-impulsion (Relativité générale).

L'univers que I'on observe est homogene et isotrope depuis tres longtemps.
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C®® Lccadre général

Lunivers est un systeme physique!

Ses propriétés dynamiques et geométriques dépendent de son contenu
énergie-impulsion (Relativité générale).

L'univers que I'on observe est homogene et isotrope depuis tres longtemps.

Questions

® Peut-on prévoir le destin d’un univers homogeéne et isotrope
(t — 4+00)?

T Quelles sont les caractéristiques de la singularité (t — 0) dans un
univers simplement homogene ?

- p. 32/51



¢ ®® LUnivers homogene et isotrope




¢ @ ‘ Solution de Friedmann-Lemaitre



¢ @ ﬁ Solution de Friedmann-Lemaitre

Univers homogene et isotrope

d 2
ds? = —dt* + a? (t) [1 Tk 5 + r? (*d6* + sin® 0dp?)
— kr

a (t) : Facteur d’échelle
k : constante de courbure
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¢ @ ‘ Solution de Friedmann-Lemaitre

Univers homogene et isotrope

2
ds? = —dt* + a? (t) [ + 12 (*d6” + sin” 0dp?)

.
1 — kr2

a (t) : Facteur d’échelle
k : constante de courbure

2 paralléles peuvent
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¢ @ ‘ Solution de Friedmann-Lemaitre

Univers homogene et isotrope

ds? = —dt® + a2 (¢) -
1 — kr?

+ 72 (2d92 + sin? 9d902)

a (t) : Facteur d’échelle
k : constante de courbure

2 paralléles peuvent
diverger 2 paralléles peu

Se couper

La somme des angles
des triangles
est supérieure a «t

- p. 34/51



¢ @ ‘ Solution de Friedmann-Lemaitre

Univers homogene et isotrope

2
2 (2 702 | oiin2 2
ds? = —dt* + a? (t) [1——kr2+r (d9 + sin” Ody

La distance minimale
entre 2 points
est la ligne droite

a (t) : Facteur d’échelle
k : constante de courbure

=

2 paralléles peuvent
diverger

2 paralleles peu
se couper

La somme des angles
des triangles

est supérieure a «t

- p. 34/51



e®® CEquations de Friedmann



¢®® CEquations de Friedmann

Equations d’Einstein —

Lda\" k _8rGe A
a dt N

a? 3 3
1 d%a 4G A
eI P) 4+ =
o di? 3 (e3P +3

3d_P B d[(e—l—P)a?’]
“ar T dt

conservation de I'énergie impulsion

(F1)

(F2)

(F3)
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¢®® CEquations de Friedmann

Equations d’Einstein —

O(F2)+(A=0):(

Lda\", k _8rGe A
a dt a2 3 3

1 d?%a 4G A
i 3P) L =
o di2 3 (e+3P)+ 3

agd—P _ d |(e + P) a’]

dt dt

conservation de I'énergie impulsion

(F1)

(F2)

(F3)

da
>0, — >0,
¢ dt

d?a

dt?

— < O) =- a concave = Big-Bang
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¢®® CEquations de Friedmann

1 da k 8rGe A
R . I
(a dt> T 3 i 3 (£1)
1 d?a 4G A
Equations d’Einstein — =g (e3P + o (£2)
sdP d (e + P) a?]
— = F3
S dt (£3)
conservation de I'énergie impulsion
da d?a .
® )+ A=0): a>0,—>0,—5 <0) = aconcave = Big-Bang

T (F}) + (A = 0) : Constante de Hubble : H = a/a

3H? cH 17
Densité critiqgue : ¢, = —— = 1,1 x 107%° /cm®
we-=gag = [75 km/s/Mpc] J

Mesurer &k ?
3k = 87TGCL2 (E _ 60) - p. 35/51



C®® Mise enforme
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¢e®® Miseenforme

A :
3

on pose

d(lna
H(t)=-= (dt)
a aa
Q(t)z—aﬁz_ﬁ
8r(e k
O, (1) = 3H27Qk(t)__a2[_[2
A
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C®® Mise enforme

- d(lna
Hty =2 = Zt)
( (d)2_ 8m(Ge A
a) 3 3 a aa
()= =g
4 §:_47TG(€+3P>+é , 0on pose
a 3 3 8r(e
| é=—3H(P+e)
A
i et QA( ) = 3?
et on obtient
Qo+ Qe+ Q=1 (F1.1)
ArG
37];2 (e +3P) =q+ Qx (F2.1)
| é=-3H(P+e) (F3.1)
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¢e®® Cquation détat

Barotropique : P =we = (I' — 1) e =




¢®® Cquation détat

: w— 1
Barotropique : P =we = (I' — 1) e = ( 5 )e
W —1 0 1/3 2/3 1
Vide gaz de poussieres gaz parfait gaz parfait matiéere
Etat
quantique incohérentes de photons monoatomique raide

wel|-1,1, T'el0,2], we[-2,4]
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¢®® Cquation détat

: w— 1
Barotropique : P =we = (I' — 1) e = ( 5 )e
W —1 0 1/3 2/3 1
Vide gaz de poussieres gaz parfait gaz parfait matiéere
Etat
quantique incohérentes de photons monoatomique raide

we|[-1,1, T'el0,2], we[-2,4]
Equations de Friedmann barotropiques
(=1 —Q — O

Qp, (1 4 3w)
2

_ e
< q A

\ B dlna

- p. 37/51



¢®® Lec systeme dynamique



¢®® Lec systeme dynamique

( Q=1 —Q,, — Qnp

¢ Q= [(1+43w) (2 — 1) — 2Q4]

L Q) =OA 2 (14 3w) +2(1 —Qp)]



¢®® Le systeme dynamique
([ Q=1 —Q,, — Qa

Q= Q0 [(1+3w) (n — 1) — 2Q4]

m

L QL =0 Q) (14 3w) +2(1 —Qp)]

en posant w = 1 + 3w variant dans l'intervalle [—2, 4]

RQ N RQ
($,y) = (fl (ZIZ,y) ) f2 (ZE,y))

ou I'on a posé pour plus de concision dans I'écriture

{ fi (2,y) =z [w(z — 1) — 2y]

JW—F@M)ammX—mWQﬂTetﬂﬁ|

fo(z,y) = ylwr +2(1 —y)]

Equation de type Lotka-Volterra non periodique
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [, Q4] tels que F,, (X*) = 0 soit

rlw(x—1)—2y] =0
ylwr+2(1—y)] =0



¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] = [, Q4] tels que F,, (X*) = 0 soit
{ rlw(x—1)—2y] =0

_ ylwr+2(1—y)] =0
I| existe 3 solutions :
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [, Q4] tels que F,, (X*) = 0 soit

{ rlw(x—1)—2y] =0

_ _ ylwr+2(1—y)] =0
I| existe 3 solutions :

@ Siz =0, alors 2y (1 —y) = 0 ce qui laisse 2 possibilités
r=0ety=0 oubien x=0ety=1
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [, Q4] tels que F,, (X*) = 0 soit

{ rlw(x—1)—2y] =0

_ _ ylwr+2(1—y)] =0
I| existe 3 solutions :

@ Siz =0, alors 2y (1 —y) = 0 ce qui laisse 2 possibilités
r=0ety=0 oubien x=0ety=1

TSiz+0,alors y = tw(z—1) et

1 .
§w(a:—1)(w—2) =0 soitx=1etdoncy = 0.
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [, Q4] tels que F,, (X*) = 0 soit

{ rlw(x—1)—2y] =0

_ _ ylwr+2(1—y)] =0
I| existe 3 solutions :

@ Si z =0, alors 2y (1 —y) = 0 ce qui laisse 2 possibilites
r=0ety=0 oubien x=0ety=1

TSixz£0,alors y =

1 .
iw(a:—l)(w—Q) =0 soitx=1etdoncy = 0.

tw(z—1) et

Les equilibre de la dynamique des univers de Friedmann sont :
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [, Q4] tels que F,, (X*) = 0 soit

{ rlw(x—1)—2y] =0

_ _ ylwr+2(1—y)] =0
I| existe 3 solutions :

@ Si z =0, alors 2y (1 —y) = 0 ce qui laisse 2 possibilites
r=0ety=0 oubien x=0ety=1

TSixz£0,alors y =

1 .
iw(a:—l)(w—Q) =0 soitx=1etdoncy = 0.

tw(z—1) et

Les equilibre de la dynamique des univers de Friedmann sont :

O Lunivers de de Sitter : X7 = [0,1] ' et Q;, =0,
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [, Q4] tels que F,, (X*) = 0 soit

{ rlw(x—1)—2y] =0

_ _ ylwr+2(1—y)] =0
I| existe 3 solutions :

@ Siz =0, alors 2y (1 —y) = 0 ce qui laisse 2 possibilités
r=0ety=0 oubien x=0ety=1

TSixz£0,alors y =

1 .
iw(a:—l)(w—Q) =0 soitx=1etdoncy = 0.

tw(z—1) et

Les equilibre de la dynamique des univers de Friedmann sont :
O Lunivers de de Sitter : X7 = [0,1] ' et Q;, =0,
® Lunivers d’Einstein-de Sitter : X3 = [1,0]' et ;, = 0,
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¢®® Lecscquilibres

Equilibre : X* = [z,y] ' = [, Q4] tels que F,, (X*) = 0 soit

{ rlw(x—1)—2y] =0

_ _ ylwr+2(1—y)] =0
I| existe 3 solutions :

@ Siz =0, alors 2y (1 —y) = 0 ce qui laisse 2 possibilités
r=0ety=0 oubien x=0ety=1

TSiz#0alorsy = Lw(z —1) et

1
2

1 .
iw(a:—l)(w—Q) =0 soitx=1etdoncy = 0.

Les equilibre de la dynamique des univers de Friedmann sont :
O Lunivers de de Sitter : X7 = [0,1] ' et Q;, =0,

® Lunivers d’Einstein-de Sitter : X3 = [1,0] ' et Q, = 0,

@ Lunivers de Milne : X% = [0,0] ' et Q, = 1.
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©®W® Le destin des univers de Friedmann

avec de la matiere exotique : w €] — 1, —1/3]

QA
%K

dS\

A—

M EdS 2.



©®W® Le destin des univers de Friedmann

avec de la matiére ordinaire : w €] — 1/3, 1]

QA
%K

dS




¢e®® Lunivers de de Sitter : X:=10,1]"



O =

L'univers de de Sitter : X7 = [0,1]

i 87G .
Q,, = 3}126 —0 = e=0etdonc P =0 :Pas de matiere
Q= ——= =1 A =3H?

A 3H2k = 3
=0 = k=0 : Univers plat

a? H?
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@ ﬁ L'univers de de Sitter : =10, 1]T

i 87G .
Q,, = :%[26 —0 = e=0etdonc P =0 :Pas de matiere
A 3H?

_Qk:—QQszO = k=0 : Univers plat

Equations de Friedmann :

( (d>2 St(Ge k —I—A
a 3 a3 i a\° 4 a dlna dlna
a Q a dt dt
a A Gw A
. 3 3
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@ ﬁ L'univers de de Sitter : =10, 1]T

i 87G .
Q,, = :%I; —0 = e=0etdonc P =0 :Pas de matiere
A 3H?

_Qk:—QZszO = k=0 : Univers plat

Equations de Friedmann :

( (a>287TG6 E A
a 3 a’? 3 a a\ a a dlna dlna
X — — = | — - - = - = -
a a a dt dt
a 47 Gw _|_A
— = € —
. a 3 3
soit Ina =In(aa) aveCozz%EI&L

=a=aa et a(t)=a(0)e™
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¢e®® Lunivers de de Sitter : s =10,1]"

i 87G .
Q,, = 5%126 —0 = e=0etdonc P =0 :Pas de matiere
A 3H?

_Qk:—QZszO = k=0 : Univers plat

Equations de Friedmann :

( (a>287TG6 E A
a 3 a’? 3 a a\ a a dlna dlna
$ — — = | — - - = - = -
a a a dt dt
a 47 Gw _|_A
— = € —
. a 3 3
soit Ina =In(aa) aveCozz%EI&L

=a=aa et a(t)=a(0)e™

univers incréeé en perpétuelle inflation exponentielle !
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¢e®® LUnivers homogene et anisotrope

L.LANDAU
E.LIFCHITZ

Physique théorique
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e®® rFormalisme BKL

e.g. [Belinski, Khalatnikov et Lifchitz, 69]

( 0 = E.+E,+FE,
< x2-TI)v=t = A} + (nie? ) (nge 2 — nged )z
x2-T)V=l = A+ (noe? ) (nzes — njed )2
L x2-D)VvEh = A+ (n36A3) — (nie®t — noe?)

V2 = eAitAatAs gy — Vr

3 3
I Al . L AFHAS 2 _2A
Z AiA; Epy= ) ninge 1= ) nje
%75.7 1 i#j=1 i=1
d

E,, = —4xe V? )= —
X€ dr
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e®® Formalisme hamiltonien

vz
e.g. [Misner '70] ’@‘ Diagonaliser E, ...
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e®® Formalisme hamiltonien

\ L4
e.g. [Misner '70] 'Q\ Diagonaliser E.. ...

q:=|q1 ¢ Q3]T =M [A; A A3]T
p:=[p1 p2ps] =M [A] Ay AL]"

SI=Sk-S-
SI-S-SIL
S-Sl =
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e®® Formalisme hamiltonien

e.g. [Misner’70] “~¥% Diagonaliser E., ...

1 —1
— —= 0
Vo f f _2 q:=[q1 g2 q3]" =M [A; Ay Ag]"
ve e e p:=[p1paps] =M [A] Ay AL]"
L V6 V6 V6 A
Les equations d’Einstein deviennent
7
Qi V H pll 2 — le 2H 1 (ai,q)
’ avec H = 5 (p, ket
= Vs py ==V, H 2 (P p>+; 6

a4 a5
(z,y) == +z1y1 + T2y2 + T3Y3

(7,y) == —T1y1 — T2y2 + T3Y3
kQ = 2721713 kg = 27’&27@3

kl = 2711?”1,2

e 2

7 = —4e,X a

/R
m\/

2 2
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¢®® Iniegrabilité

Systeme differentiel intégrable : Solutions regulieres (Réciproque ?)

Deux méthodes utilisées :

ﬁ Montrer que la solution est analytique (serie entiere)
Théorie de Kovalewski-Poincaré

% Montrer que le systeme admet suffisament de quantités conservées
Théorie de Lax
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©e®® Théorie de Kovalewski-Poincaré

. d . o
Si d—}t( = f (x) avec x € R™ admet une solution autosimilaire (SAS)

T
% — [cl (t—t,) e (f— to)‘gn] ecZ' ceR"
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©e®® Théorie de Kovalewski-Poincaré

. d . o
Si d—}t( = f (x) avec x € R™ admet une solution autosimilaire (SAS)

T
X = [cl (t—to) 7", ... 0 (t—to)_g“] geZ" ceR"
alors le linéarisé au voisinage de x aussi
B B T
7 = {kl (t—to)" 7 ok, (E—t,)"" 9”} peC”

Exposants de Kovalewski : {p} = Sp [Df (x) (c) + diag (g)]
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©e®® Théorie de Kovalewski-Poincaré

. d . o
Si d—}t( = f (x) avec x € R™ admet une solution autosimilaire (SAS)

T
X = [61 (t—to) 7", ., (t—to)_g”] gelZ" ceR”

alors le linéarisé au voisinage de x aussi
B B T
7 = {kl (t—t)" 79k, (T —t,)F" 9”} peC”
Exposants de Kovalewski : {p} = Sp [Df (x) (c¢) + diag (g)]

Poincaré montre alors que

2 (1) oc (b —to) 9 S[(t—to)"" . (t —t0)""]

p € Qm, suffit pour 'analycité de x(t)
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oe®® Kovalewski & Bianchi

e.g. [Gavrilov et al.,94] ,[Pavlov,96], et [Szydlowksi & Besiada,02]

- p. 48/51



oe®® Kovalewski & Bianchi

e.g. [Gavrilov et al.,94] ,[Pavlov,96], et [Szydlowksi & Besiada,02]
Un nouveau changement de variables

uc R7, Uj=1,...,7 +— <ai7p>

pl {u,v} avec
{q p} { } VvV € R7, Vi=1,...,7 -— €XP (aiv q)
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oe®® Kovalewski & Bianchi

e.g. [Gavrilov et al.,94] ,[Pavlov,96], et [Szydlowksi & Besiada,02]
Un nouveau changement de variables

{q,p} — {u,v} avec

La dynamigque devient

Vi=1,..

.7

u c R7, Uj=1,...,7 +— <ai7p>
v eRT, v, 7:=exp(a;,q)

avec Wij = —]Cj <ai,aj>

et admet une SAS x = [\t 1, ut—Q]T pour chaque [\, u] € R” x R7 solution du

systeme

[ 7
2, Wij iy = =X
j=1

A i = =24
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¢e®® Unpassage délicat!



¢®® Un passage délicat!

La matrice W = [—k; (a;,a,)] estsimple ... (y=2-1T)

i 0 —2nin3  —2ns3ns 0 0 2n3 26, XY
—2n1N9 0 —2n3ns9 0 2n3 0 2e0 X7
—2n1N2 —277,1713 0 277,% 0 0 2¢, X
W = 0 0 dnsny  —2n%  2n3 2n§ 2€0 XY
0 4dnins 0 Qn% —277/3 2”% 2¢, X7
—4n1no 0 0 Qn% Qn% —277% 2€, XY

| —ymny  —yming  —ynans  3ynd  §ynd  iynd  25X47

et de rang 3, mais le systeme

7
Wiipi = =N\
(\p) R xR tg. | = M

] i b = =214

admet 45 solutions non triviales ... !
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¢®® Un passage délicat!

Pour chague solution, on construit la matrice de Kovalewski

1 0 o . 0 Wi oo ee e Wy
0 . . .
Id~ |44
o 0 0O 1 Wiy Wor
ol 0 e e 0 X420 e e 0
0 ' 0
; : .0 ; . : 0
0 e e 0 0 e e 0 A2

dont il ne reste plus qu’a trouver le spectre ...
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® ®® Integrabilité des Bianchi

[JP & Larena,07]
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¢ ®® Integrabilité des Bianchi

[JP & Larena,07]

Univers de Bianchi : 4 classes d’équivalence pour Kovalewski

Classe I : B,

Classe I1 : B, et B,y

By, Bwo,a
et BV”o,a

Classe I11 :

Classe IV : By, et Bx
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¢ ®® Integrabilité des Bianchi

[JP & Larena,07]

Univers de Bianchi : 4 classes d’équivalence pour Kovalewski

Classe I : B,

Classe I1 : B, et B,y

By, Bwo,a
et BV”o,a

Classe I11 :

Classe IV : By, et Bx
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¢ ®® Integrabilité des Bianchi

[JP & Larena,07]

Univers de Bianchi : 4 classes d’équivalence pour Kovalewski

Classe I : B,

Classe I1 : B, et B,y

By, Bwo,a
et BV”o,a

Classe I11 :

Classe IV : By, et Bx

® Vvide etpourtoutI’' e Q: K; CcQ
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Univers de Bianchi : 4 classes d’équivalence pour Kovalewski
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NI

[' =1 : Poussiere
I'=>5/3 : GP Classique

[' = 2 : Matiere raide

La singularité pourrait étre chaotique...
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e®® Enconclusion...

L'univers est peut-étre né dans le chaos,

et va sans doute se terminer par une fuite en avant!
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