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Le problème des deux corps

mA
d2−→OA
dt2

= −mAmB

−→
AB∣∣∣−→AB∣∣∣3

mB
d2−→OB
dt2

= −mAmB

−→
BA∣∣∣−→BA∣∣∣3


d2~r

dt2
= −µ

~r

|~r |3
avec

[
µ = mA + mB

~r =
−→
AB

On étudie ainsi le mouvement de B dans le référentiel centré sur
A, repérée par ~r .
Le vecteur ~Λ = ~r ∧ ~v est constant, le mouvement s’effectue dans le
plan P ⊥ ~Λ.
Newton montre en 1666 et publie en 1687 que la trajectoire dans
ce plan est une conique de paramètre focal p et d’excentricité e

p =
Λ2

µ
, e =

√
1 +

2Λ2ξ

µ2
, E = mBξ
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Le mouvement de B autour de A est fixé par la connaissance de 6
constantes du mouvement.
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Formellement, on peut écrire ~r = ~r (~c , t) avec ~c = [a, e, i , ω,Ω, τ ]>
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...
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Pb 2 corps EDO Pb 2 corps perturbé M. Analytique Preuves Trésor Legs
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...
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En fait c’est Mac-Laurin qui explique ce qu’il faut faire en 1742.

Les équations de Newton sont des équations différentielles !
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Et c’est un jeune mathématicien qui va proposer la méthode 7 ans
plus tard...

Joseph-Louis Lagrange, alors professeur à l’École d’Artillerie de Turin
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Les équations différentielles linéaires

Jusque là on résolvait des équations algébriques !

Ordre 1 non perturbé

L’équation différentielle linéaire du premier ordre la plus simple
s’écrit

y ′0 = ay0

où a est une fonction paramètre connue et y0 la fonction cherchée.
Pour la résoudre, Lagrange sépare les variables

y ′0
y0

= a soit ln y0 = K + A avec A′ = a

ainsi y0 = k expA

La fonction R = expA est appelée solution fondamentale de
l’équation. Elle deviendra la résolvante en math ou le propagateur
en physique...



Pb 2 corps EDO Pb 2 corps perturbé M. Analytique Preuves Trésor Legs

Ordre 1 perturbé
Si l’on perturbe l’équation y ′1 = ay1 + b, la solution devient

y1 = y0 + Py0

où P est une fonction telle que sa dérivée p = b exp (−A).
La solution de l’équation perturbée est donc obtenue par un calcul
de primitive.
Pour obtenir cette expression, Lagrange fait varier la fonction
constante k dans la solution non perturbée...

Méthode de variation de la constante

y0 = constante× R → y1 = fonction× R

Lorsque l’équation est du second ordre c’est la même chose...
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Ordre 2 non perturbé
La solution de l’équation

y ′′0 = ay ′0 + by0

s’écrit comme une combinaison linéaire de deux solutions
fondamentales y01 et y02

y0 = k1y01 + k2y02

Le problème majeur est que l’on ne peut plus séparer les variables
pour trouver l’expression des deux solutions fondamentales.

Lorsque l’on perturbe une équation du second ordre, on applique la
même méthode de variation des constantes. Lagrange propose une
ruse fondamentale.
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Pour résoudre
y ′′1 = ay ′1 + by1 + c (E)

On suppose connues y01 et y02 et on écrit

y1 = k1y01 + k2y02

y ′1 = k ′1y01 + k ′2y02+k1y
′
01 + k2y

′
02

y ′′1 = k ′′1 y01 + k ′′2 y02 + k1y
′′
01 + k2y

′′
02 + 2k ′1y

′
01 + 2k ′2y

′
02

On remplace ces expressions dans l’équation (E) à résoudre... qui
devient un système de deux équations différentielles d’ordre 2 en k1

et k2

⇒ Fin de l’algorithme

Solution légale inventée par Lagrange : la jauge

k ′1y01 + k ′2y02 = 0

Le système se simplifie. Il se réduit à un calcul de deux primitives...
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Problème à deux corps perturbé

d2~r

dt2
= −µ

~r

|~r |3
+ ~Fp

Sans perturbation, ~r = ~r (~c , t) où ~c ∈ R6 est un vecteur constant.
Lagrange applique la méthode de la variation des constantes à ce
problème... en toute connaissance de cause !
Les composantes de ~c deviennent donc des fonctions du temps et
les inconnues du problème. On écrit alors

~̇r =
∂~r

∂t
+

6∑
i=1

∂~r

∂ci
ċi en notant ˙ =

d

dt

Jauge de Lagrange

6∑
i=1

∂~r

∂ci
ċi = 0 et donc ~̇r =

∂~r

∂t
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Dans cette jauge, on a donc
6∑

i=1

∂~r

∂ci
ċi = 0 ⇒ ~̈r =

∂2~r

∂t2
+

6∑
i=1

∂~̇r

∂ci
ċi

En remplaçant cette relation dans l’équation du mouvement on
identifie

∂2~r

∂t2
= −µ

~r

|~r |3
et

6∑
i=1

∂~̇r

∂ci
ċi = ~Fp

Le système à résoudre est donc

6∑
i=1

∂~r

∂ci
ċi = 0

6∑
i=1

∂~̇r

∂ci
ċi = ~Fp

soit ∀j = 1, · · · , 6



6∑
i=1

∂~̇r

∂cj

∂~r

∂ci
ċi = 0

6∑
i=1

∂~r

∂cj

∂~̇r

∂ci
ċi =

∂~r

∂cj
~Fp

En faisant la différence de ces deux relations on obtient
6∑

i=1

[
∂~r

∂cj

∂~̇r

∂ci
− ∂~̇r

∂cj

∂~r

∂ci

]
ċi =

∂~r

∂cj
~Fp



Pb 2 corps EDO Pb 2 corps perturbé M. Analytique Preuves Trésor Legs

6∑
i=1

[
∂~r

∂cj

∂~̇r

∂ci
− ∂~̇r

∂cj

∂~r

∂ci

]
ċi =

∂~r

∂cj
~Fp

Hyp ∃R (~r ) , ~Fp =
∂R

∂~r
= grad~r (R) ⇒ ∂~r

∂cj
~Fp =

∂R

∂~c

∣∣∣∣
j

Ce potentiel perturbateur est l’ancêtre de l’énergie potentielle...
En utilisant une écriture algébrique moderne on a donc

A~̇c = grad~c (R) avec Aji =
∂~r

∂cj

∂~̇r

∂ci
− ∂~̇r

∂cj

∂~r

∂ci
= (cj , ci )

Cette matrice A est antisymétrique et ses composantes sont les
parenthèses de Lagrange. C’est une matrice inversible et
relativement creuse si l’on choisit les élements elliptiques
~c = [a, e, τ,Ω, ω, i ]>. On obtient alors les équations planétaires de
Lagrange.
L’application de cette théorie à la Lune fournit des résultats
inespérés...
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Equations planétaires de Lagrange
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Equations planétaires de Lagrange

2

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

6

4

da

dt
= ¡

µ

2

n2a

¶

@R

@¿

de

dt
= ¡

µ

1¡e 2

n2a2e

¶

@R

@¿
¡

Ãp
2

n2ae

!

@R

@!�

di

dt
=

µ

cot�i

na 2
p

1¡e 2

¶

@R

@!�
¡

µ

1

na2
p

1¡e 2 sini

¶

@R

@

d

dt
=

µ

1

na 2
p

1¡e 2 sini

¶

@R

@i

d!

dt
=

Ãp

1¡e 2

na 2e

!

@R

@e
¡

µ ¶

@R

@i

d¿

dt
=

µ

2

n2a

¶

@R

@a
+

µ

1¡e
2

n2a2e

¶

@R

@e

A=

a

e

¿

!

i

c =

A =

det( )=A

1 2 3

4 5

6

1

2

3

4

5

6

1 5 6
2 2 2

-1

nul !

n8a sin i e210 2=

1 = n2a/2

3 = na/2
p

1¡e
2

p
2

p

1¡e
2

cosi

-
2 = 3 x

5 = na 2e/
pp

1¡e 2
cosi4 = 5 x

6 = na 2
pp

1¡e 2sini

Ac R= ( )grad
c

R

cot�i

na 2
p

1¡e 2

R = ¢ ¢ ¢ '
1

4
n
2
¯a

2

0

@1 +
3

2
e
2
¡
3

2
i
2

1

A
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Application au mouvement de la lune

Rétrogadation de la ligne des noeuds

z

( )t
x

y

A

A

( )t!

Précession du périgée dans le
plan orbital

Théorie Observation

n

n
!

17 ans 287 jours 17 ans 293 jours

8 ans 339 jours exactement
le double

Grand prix de l’académie des sciences de Paris en 1763 et 1764
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La méchanique analitique

Financée par Louis xvi pour attirer Lagrange à Paris en 1788.
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En fait, la méthode de la variation des constantes ne devrait même
pas s’appliquer :

L’équation différentielle n’est pas linéaire ;

La perturbation n’est pas petite.

Lagrange retient les deux bonnes idées de cette méthode :

Utiliser des coordonnées généralisées adaptées ;

Faire apparâıtre un potentiel duquel dérivent les forces.

Il applique sa méthode à un problème quelconque...
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Pour un système de N particules repérées par des vecteurs ~rk ∈ R3

~rk = ~rk (~q) avec


~q ∈ R` et ` ≤ 3N [degrés de liberté ]

∂qi
∂qj

= δij [coordonnées généralisées]

Le potentiel perturbateur est homogène à une force vive

T =
N∑

k=1

1

2
m

(
d~rk
dt

)2 [
vis viva m~v 2 chez Huygens...

]
Lagrange cherche à établir une équation faisant intervenir

∂T

∂qi
et/ou

∂T

∂q̇i
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Il écrit
∂T

∂qi
=

N∑
k=1

m
d~rk
dt

∂

∂qi

(
d~rk
dt

)
=

N∑
k=1

m
d~rk
dt

d

dt

(
∂~rk
∂qi

)
puis

∂T

∂q̇i
=

N∑
k=1

m
d~rk
dt

∂

∂q̇i

(
d~rk
dt

)
=

N∑
k=1

m
d~rk
dt

∂

∂q̇i

∑̀
j=1

∂~rk
∂qj

q̇j


=

N∑
k=1

m
d~rk
dt

∂~rk
∂qi

On remarque alors immédiatement que

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
− ∂T

∂qi
=

N∑
k=1

m
d2~rk
dt2

∂~rk
∂qi

Newton resurgit pour nous rappeler que

m
d2~rk
dt2

= ~Fk
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Comme plus haut, on suppose que

∃U (~r1, · · · , ~rN) , ~Fk = −∂U
∂~rk

= −grad~rk (U)

on a donc

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
− ∂T

∂qi
= −

N∑
k=1

∂U

∂~rk

∂~rk
∂qi

= −∂U
∂qi

En ramenant tout du même coté, Lagrange obtient

d

dt

(
∂T

∂q̇i

)
− ∂ (T − U)

∂qi
= 0

comme U = U (~r1, · · · , ~rN) cette fonction ne dépend pas des q̇i

∀i = 1, · · · , ` d

dt

(
∂Z
∂q̇i

)
− ∂Z
∂qi

= 0 avec Z = T − U

Postérité : Z → L, lagrangien ;
Résultat inatendu : nombre et ordre des équations ;
Euler : il y a un principe variationnel caché !



Pb 2 corps EDO Pb 2 corps perturbé M. Analytique Preuves Trésor Legs

Pour obtenir des équations de la même forme que les équations
planétaires, il faut écrire des équations du premier ordre.
Lagrange introduit donc des impulsions

∀i = 1, · · · , ` pi =
∂L
∂q̇i

Puis il se livre à un petit calcul variationnel (il invente ce qui, 20
ans plus tard, deviendra la transformation de Legendre...)

Attendu que L = L
(
~q, ~̇q
)

on a

dL =
∂L
∂~q
· d~q +

∂L
∂~̇q
· d~̇q

= ~̇p · d~q + ~p · d~̇q

= ~̇p · d~q + d
(
~p · ~̇q

)
− ~̇q · d~p

soit
d
(
L−~p · ~̇q

)
= ~̇p · d~q − ~̇q · d~p
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d
(
~p · ~̇q − L

)
= ~̇q · d~p − ~̇p · d~q

On lit sur cette relation que la fonction H = ~p · q̇ − L = H (~q, ~p ).
De plus elle vérifie

∀i = 1, · · · , `


ṗi = −∂H

∂qi
⇒ ~̇p = −grad~q (H)

q̇i = +
∂H
∂pi
⇒ ~̇q = +grad~p (H)

Equations dites

de Hamilton

Cette équation plâıt à Lagrange car en introduisant le vecteur
~z = [~q, ~p ] ∈ R2` on écrit de façon encore plus compacte

~̇z = J grad~z (H) avec J =

[
0 I`
−I` 0

]
antisymétrique...

Rappel : ~̇c = A−1grad~c (R)
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Sous l’impulsion de son meilleur étudiant, S. Poisson, le vieux
Lagrange écrira ses équations en faisant apparâıtre la
généralisation de ses parenthèses de jeunesse

ṗi = −∂H
∂qi

∑̀
j=1

=
∑̀
j=1

− ∂H
∂qj

δij =
∑̀
j=1

− ∂H
∂qj

∂pi
∂pj

=
∑̀
j=1

(
−∂H
∂qj

∂pi
∂pj

+
∂H
∂pj

∂pi
∂qj

)
= {pi ,H}

∑̀
j=1

q̇i = +
∂H
∂pi

∑̀
j=1

=
∑̀
j=1

+
∂H
∂pj

δij =
∑̀
j=1

+
∂H
∂pj

∂qi
∂qj

=
∑̀
j=1

(
+
∂H
∂pj

∂qi
∂qj
− ∂H
∂qj

∂qi
∂pj

)
= {qi ,H}

∑̀
j=1

{f , g} = ∇~qf · ∇~pg −∇~pf · ∇~qg

Ces équations deviennent parfaitement symétriques, elles
permettent d’écrire l’évolution temporelle d’une fonction
quelconque.

Équation fondamentale des observables classiques

Pour toute observable ϕ (~q, ~p, t) , on a
dϕ

dt
=
∂ϕ

∂t
+ {ϕ,H}
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Une bio impressionante !

Naissance à Turin (25/01/1736)

Mort à Paris (10/04/1813)

1755 : Professeur Ecole d’Artillerie de Turin

1758 : Fonde l’académie de Turin

1763 et 4

Prix de l’académie
des sciences

de Paris

Equations différentielles

Premières applications à la mécanique céleste

Mécanique Analytique

MA 2     éditionème

1789 ...

1766 : Remplace Euler à l’académie
des sciences de Berlin

1788 : Paris, Membre de l’académie des sciences

T
U

R
IN

B
E
R
L
IN

P
A

R
IS

1799 Napoléon Bonaparte
Professeur à l’X 1794

Professeur à l’ENS 1795

Mort d’Euler 1783

Premiers travaux de Gauss 1796

Laplace est à Paris 1770
1772

1774

1778

MA 1    éditionère

Fondation, promotion et
élaboration du système

métrique

1796

Fondation et promotion
du système des grandes écoles

Frédéric II
de Prusse

Victor Emmanuel I
de Savoie

Marie Antoinette & Louis XVI
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Quelques preuves de mes affirmations !
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Quelques preuves de mes affirmations !
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Quelques preuves de mes affirmations !
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Lagrange fait toujours
des rappels historiques
dans ses introductions

Contrairement à Laplace
qui ne cite pas ses pairs...

Lagrange a 73 ans lors
de cette lecture...
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(page 774)

Variation des constantes
pour les EDO linéaires

Equations planétaires

Mécanique Analytique
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(page 792)

Equations planétaires

Parenthèses

Le coup de l’énergie potentielle...
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(page 797)

La définition des parenthèses

Il a parfaitement conscience
de ses  hypothèses...

Je fais de l’algèbre...
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Un an plus tard,
à 74 ans le vieux lion est

toujours là !

(page 809)

Il travaille avec un de ses
étudiants, Siméon Poisson

X : 1798-1802

Prof X : 1802-1806

Astronome BdL : 1808

etc...
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Poisson a fait un
<< calcul assez long et délicat

... inverse du mien...

voici notre analyse... >>

(page 812)
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(page 814)

Les équations de
Hamilton

~r = [¸; ¹ ; º]
>

~p = [®;¯ ; °]
>

» HW

et on peut aller
plus loin...
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(page 815)

Les crochets
de Poisson !
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(page 816)

C’est toujours
de l’algèbre

et c’est très
simple...!
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L’imposture de la lettre H !

Hamilton avait été devancé de
3 ans par Cauchy...

mais signale que le travail est de Lagrange

1834

1831
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C’est Dirac le Fautif !
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Une dernière question ?

Les comptes-rendus des
séances de 1809 et 1810
de l’académie n’ont été
publiés qu’en 1870...

La seconde édition de la
mécanique analytique a
été publiée en 1815, deux
ans après la mort de
Lagrange.
Elle a été terminée par
J.M. Binet...

A-t-on la preuve que Lagrange a bien écrit ce H ?
Pourquoi cette lettre ?
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Le trésor de l’ENSTA
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À la mort de Lagrange, le 10 avril 1813, tout part à vau l’eau !

Napoléon est en Allemagne !

Il perd la bataille de Leipzig en
octobre 1813

Il perd la campagne de France en
mars 1814

Il abdique en avril.

Le 20 mars 1815, il reprend le
pouvoir : les cent-jours !

Le 22 juin 1815, Waterloo...

Louis xviii débarque à Calais le
24 avril 1814, il accède au trone.
Première restauration !

8 juillet 1815, il reprend son
trone !
Seconde restauration !



Pb 2 corps EDO Pb 2 corps perturbé M. Analytique Preuves Trésor Legs

Louis xviii nomme Jacques Marie Bi-
net, directeur de l’École Royale Poly-
technique le 5 septembre 1816.
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La veille, il avait réorganisé cette Ecole !

L’Ecole du Génie Maritime est de retour
en grâce !
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Binet venait de terminer la seconde
édition de la mécanique analytique

Il en fait réaliser un exemplaire unique
exceptionnel contenant un manuscrit
du Mâıtre...
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...qu’il offre au Directeur de l’Ecole du Génie Maritime.
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Le feuillet du manuscrit qu’il contient est de la main de l’auteur
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Le legs de Joseph-Louis Lagrange
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Depuis Lagrange on sait écrire la physique...

Ecrire des Lagrangiens à partir de considérations de symétries :

Mécanique classique : Lc = T
(
~̇q
)
− U

(
~̇q
)

Relativité restreinte : Lm = mc − AµJ
µ − 1

4µ0
FµνF

µν

Relativité générale : Lr = Lm − χRµνgµν

Mécanique quantique

Lq = − ~2

2m
∇ψ · ∇ψ∗ +

i~
2

(
ψ∗ψ̇ − ψ̇∗ψ

)
− Vψψ∗

QED : Lqed = ψ∗ [iγµ (∂µ − iqAµ)−mc]ψ − 1

4µ0
FµνF

µν

QCD : Lqcd = ψ∗ [iγµ (∂µ − iqAµ)−mc]ψ − 1

2
Tr (GµνG

µν)

· · ·
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Les équations de la physique ont une forme particulière...

Définir des impulsions, puis des Huygensiens pour écrire comme il
faut les équations de la physique :

Mécanique classique :
dϕ

dt
= {ϕ,H}

Mécanique quantique : i~
dÂ

dt
=
[
Â, Ĥ

]
Mécanique statistique :

Γ = (~p, ~q),
dF [f ]

dt
=

∫
f (Γ, t)

{
δF [f ]

δf
,
δH[f ]

δf

}
dΓ := 〈F ,H〉

+ Versions relativistes ...

Equation fondamentale de la physique :

dΦ

dλ
= bΦ,Λc avec

 Φ quelconque
(λ,Λ) couple de Noether
b , c crochet de Lie
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Merci Lagrange...

...et merci pour votre attention !
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