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Le probleme des deux corps

_dOA_ AB
A=gp T T MmAme 3
dt ‘/ﬁ‘
d?r r vec Bw=mp+ mpg
—5 = —Hh—3 av _
4208 7 B = AB
MB= iz = ~MAMB 3
dt ‘EZ‘

On étudie ainsi le mouvement de B dans le référentiel centré sur
A, repérée par .

Le vecteur A = FA V est constant, le mouvement s'effectue dans le
plan P L A.

Newton montre en 1666 et publie en 1687 que la trajectoire dans
ce plan est une conique de parameétre focal p et d'excentricité e
2N%¢
2

/\2
p=—, €= ]-+
[ I

; E:mBé
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Le mouvement de B autour de A est fixé par la connaissance de 6
constantes du mouvement.

/Périastre
B P
ae
Point
vernal
N
[ y
~.Ligne des
Noeud “noeuds

X ascendant
(o s - . T
Formellement, on peut écrire r'=r'(C, t) avec € = [a, e, i,w, 2, 7]
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...

av B
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dt 2"
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...
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A =rv sin (F, \7) =cste
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...

S—te 1

’ "7 T
A =rv sin (7/,\\7) =cste .. dav _ ﬁd_ge
o dt A dt

2@
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...

dv N —
w__pg R
de 2 & = —=—

dv._ pdey
dt ~ Adt
v
B
i="te
A 0
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...

%:7%5, ~ 1de,
er = ———-
' 0 dt
A =rv sin (?,A\?):cste s av :ﬁde(Q
dt A dt
%
B
7="5
A 0
d - — e - -
—(V—id)=0 = h=V—10=cste
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...

av m e
— = —=¢ N 1de
dt 2 = 0

0 dt
dv _ pdey
dt ~ Adt
7="5
/\9
d(* H)=0 = h=V—0=cst
— = 1 = — =
dtv u v u cste
I [N
V=h+—¢
/\9

Hodographe
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...

T Le . _ 1de
i £ T T odt
A =rv sin (r:,\V)f e ﬂ :ﬁd_ge

. N
= h+4+=
/v 7+/\e9

A =)
——u:hcos(hu)
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Newton ne fait pas du tout comme on pense...

T Le . _ 1de
i £ T T odt
A =rv sin (r:,\V)f e ﬂ :ﬁd_ge

AX

vy
- AP

=h+te
/V TTA%e

A =)
——u:hcos(hu)




Pb 2 corps
0000000000000

Newton ne fait pas du tout comme on pense...

G—be 14
0 t r r = 0 dt

AX

‘ _
vy
Lo
= h+=—¢
/V n /\ ]
A Hodographe
——u:hcos(fu[f)
B
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En fait c'est Mac-Laurin qui explique ce qu'il faut faire en 1742.

A
‘TREATISE

FLUXIOUWS.

IN TWO VOLUMES.

Les équations de Newton sont des équations différentielles !



0000000000000 e
Et c'est un jeune mathématicien qui va proposer la méthode 7 ans
plus tard...

SUR L'INTEGRATION

EQUATION DIFFERENTIELLE
A DIFFERENCES FINIES,
QUI CONTIENT LA THEORIE DES SUITES RECURRENTES

(Misvettanea Torinensia, 1. 1, 1359.)

1. Suit proposée I'équation différentielle
dy + yXdx =2dz,

oit X et Z expriment dos fonctions quolconques de l varisble x: Yon sait
que pour intégrer vette équation il sullit de faire

r=
ce qui donne
uds + 3du + usXdzx =Zdx,

oit 'on pent. faire évanouir deux termes par une valeur convenable de «
ou de =. Supposons donc
sdu+uzXdr =o,
ot divisant par =, on aura
du+ uXdz=o,

el par conséquent
du

L Xde @ msz.\'dx‘

savoir
w=em X,

Joseph-Louis Lagrange, alors professeur a I'Ecole d’Artillerie de Turin
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Les équations différentielles linéaires

Jusque 13 on résolvait des équations algébriques!
Ordre 1 non perturbé

L'équation différentielle linéaire du premier ordre la plus simple
s'écrit
/
Yo = a0
ol a est une fonction parameétre connue et yp la fonction cherchée.
Pour la résoudre, Lagrange sépare les variables

%

=a soit Inyg=K+ Aavec A =a
Yo

ainsi yp = kexp A
La fonction R = exp A est appelée solution fondamentale de

I'’équation. Elle deviendra la résolvante en math ou le propagateur
en physique...
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Ordre 1 perturbé
Si I'on perturbe I'équation y; = ay; + b, la solution devient

y1=yo+ Pyo

ou P est une fonction telle que sa dérivée p = bexp (—A).

La solution de I'équation perturbée est donc obtenue par un calcul
de primitive.

Pour obtenir cette expression, Lagrange fait varier la fonction
constante k dans la solution non perturbée...

Méthode de variation de la constante

Yo = constante X R — y; = fonction x R

Lorsque I'équation est du second ordre c'est la méme chose...
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Ordre 2 non perturbé
La solution de I'équation

Yo = ayp + byo

s'écrit comme une combinaison linéaire de deux solutions
fondamentales yp1 et ypo

Yo = kiyor + kayo2

Le probléme majeur est que I'on ne peut plus séparer les variables
pour trouver |'expression des deux solutions fondamentales.

Lorsque I'on perturbe une équation du second ordre, on applique la
méme méthode de variation des constantes. Lagrange propose une
ruse fondamentale.



Pour résoudre
i =ayi+byi+c (E)

On suppose connues yp1 et ypo et on écrit

yi = kiyor + kayo2
i = Ko+ kiyortkiyg + keyoo
yi = kivor+ Kyoo 4 kiygr + keygs + 2kiyor + 2kayoo

On remplace ces expressions dans |'équation (E) a résoudre... qui
devient un systeme de deux équations différentielles d'ordre 2 en k;
et ko

= Fin de I'algorithme

Solution légale inventée par Lagrange : la jauge

kiyo1 + kayo2 =0

Le systeme se simplifie. Il se réduit a un calcul de deux primitives...
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Probleme a deux corps perturbé

d?r r =

o —MW +Fp
Sans perturbation, 7= F(C,t) ol ¢ € R® est un vecteur constant.
Lagrange applique la méthode de la variation des constantes a ce
probleme... en toute connaissance de cause!
Les composantes de ¢ deviennent donc des fonctions du temps et
les inconnues du probleme. On écrit alors

6 or

. d
r= 8r ZE) ¢ en notant ’ =

Jauge de Lagrange

r . r
—¢ =0etdonc = —
7 oc¢; ! ot
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Dans cette jauge, on a donc
Oy o O ° a?,

2 5c, 7 TTor T2 agc
En remplacant cette relation dans I'équation du mouvement on
identifie 82F_ 7 6 PPy -

ﬁ = _MW et 2 %Cf =Frp

Le systeme a résoudre est donc

o, or 5. o7 oF
2 =0 S E=0
,; 8C;C i1 O¢ 8c,-c
_ soitVj=1,---,6
6 A7 6 A7 97 7o
£ g oroF, g
i=1 (9 i=1 (3'Cj aC,' aCj
En faisant la différence de ces deux relations on obtient
| oror o or], or g
dcjdoci ¢ oci | O P

i=
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~ oo _oror|, o
— | Jcj dc;  Ocj O¢j C'_é?cj i
=1

1

- OR or = oR

H JR(r), F,=— =gradz(R) = —F, = —

( )a P ar g r( ) 8q P ac i

Ce potentiel perturbateur est I'ancétre de I'énergie potentielle...
En utilisant une écriture algébrique moderne on a donc

or or  Or oF

Aé:gradg(R) avecAji:%%—%%:(cjvci)
j OCi j OCi

Cette matrice A est antisymétrique et ses composantes sont les
parentheses de Lagrange. C'est une matrice inversible et
relativement creuse si I'on choisit les élements elliptiques
c=la,e,1,Quw, i]T. On obtient alors les équations planétaires de
Lagrange.

L'application de cette théorie a la Lune fournit des résultats
inespérés...
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Equations planétaires de Lagrange

A?:gradE(R)
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Equations planétaires de Lagrange
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Equations planétaires de Lagrange

Ac—grad,(R)  R=- ~zn2a? (1 $28 - g,-z)

= n2a/2
=-y1—e? na/2
= na’e/v 1—e2

@A = na’siniy/1—e?

— Excosi
= B xcosi

(][]

det(A):zZ @ = n8a¥sin%i e?
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Equations planétaires de Lagrange

A?:gradE(R) R=--- 2%n(2332 (1 +;e2—gi2)

= n2a/2
=-V1-e? na2
= na’e/v/1—e?

@A = na’siniy/1—e?

= Excosi
= HExcosi

(][]
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Equations planétaires de Lagrange

b _ (2R )
dr n’a) Ot = n%a/2 = EIxcosi
=-y1-e2 na/2 .
o A = B xcosi
de _ _(1-e’\or _(ViZeT\or B e/ e
dr n2a2e ) Ot n2ae | Ow o
A = na’siniy/1—e?

g _ (2R (1-¢'\0R o
dt ~ \n%a) da n?a’e ) Oe

dQ

(][]

)=
na2y/1—e2sini ) Oi

do Vi—e? IR cot i i
dt na’e | e na%y/1—e? i

di

cot i > IR < | > JoR
nazy/1—e? ) dw na2y/1—e Zsini / 0Q
> -1
c=Agrad.(R)
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Application au mouvement de la lune

Rétrogadation de la ligne des noeuds

Y
R
N Q(t)
Précession du périgée dans le l
plan orbital
Théorie Observation
ng, 17 ans 287 jours | 17 ans 293 jours
i exactement
n, 8 ans 339 jours le double

Grand prix de I'académie des sciences de Paris en 1763 et 1764
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La méchanique analitique

MECHANIQUE
ANALITIQUE:

Par M. 0E £4 GRANCE, de 1o

A PARIS,

Chez wa Vrvws DESAINT, Libice;
rue du Foin 5, Jacques,
—_————

M DCC LXXXVIIL
Arse Arrzoparion v Pairisecs pu Rou

L

Financée par Louis XVI pour attirer Lagrange a Paris en 1788.
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En fait, la méthode de la variation des constantes ne devrait méme
pas s'appliquer :

@ L'équation différentielle n'est pas linéaire;

@ La perturbation n'est pas petite.
Lagrange retient les deux bonnes idées de cette méthode :

o Utiliser des coordonnées généralisées adaptées;

@ Faire apparaitre un potentiel duquel dérivent les forces.

Il applique sa méthode a un probleme quelconque...



Pour un systeme de N particules repérées par des vecteurs 7, € R3
Ge Rl et £ <3N [degrés de liberté]
fie = 1 (§) avec
k % () dq;

—— =0jj [coordonnées généralisées]

Le potentiel perturbateur est homogene a une force vive

2 dt

N1 odnN? s .
T = Z -m| — [v:s viva mv“ chez Huygens...]
k=1

Lagrange cherche a établir une équation faisant intervenir
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[eIeTeY Tolelele]

Il écrit z/v: dFk 9 drk _ZN:de 7
aq, et dt dq; 7k:1 dt dt \ Og;
pUIS
i D (9 - i 0 (0,
8q, dt aq; 1 dt 0gq; = 8qj J
N dr oR

- ;mdtaq,'

On remarque alors immédiatement que
N

d (0T Z d?rj, Orj
dt \ 9g; 8q, — dt? 0q;
Newton resurgit pour nous rappeler que

d?r, -
m—s 92 = Fy
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Comme plus haut, on suppose que
ou

3UR,- ), Fi= “oR —grad; (V)

on a donc

d (9T\ OT _ Zauark_ ou
ag; oq; < Oric 0g; 0q;

En ramenant tout du méme coté, Lagrange obtient

(ar> oT-U) _,

8ql aqi
comme U = U(n,---,ry) cette fonction ne dépend pas des g;
Vi=1,---,¢ i 8_2 —82:0avecZ:T—U
9q; 0qi

@ Postérité : Z — L, lagrangien;
@ Résultat inatendu : nombre et ordre des équations;
@ Euler : il y a un principe variationnel caché!
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Pour obtenir des équations de la méme forme que les équations
planétaires, il faut écrire des équations du premier ordre.
Lagrange introduit donc des impulsions
oL
oq;
Puis il se livre a un petit calcul variationnel (il invente ce qui, 20

ans plus tard, deviendra la transformation de Legendre...)
Attendu que £L =L (J, ?j) on a

Vi=1,--- 0 p

a—é'déi

soit



d(p-d-L)=G-dp—p dq

On lit sur cette relation que la fonction H=p-¢— L =H(q,p).
De plus elle vérifie

OH R
pi=—pg T P= —gradz (M)
. qi Equations dites
Vi=1,---,¢ .
de Hamilton
. oH -
4i = +5— = G = +gradz (H)
Opi

Cette équation plait a Lagrange car en introduisant le vecteur
7 =[q, ] € R?" on écrit de fagon encore plus compacte

0

7= Jgrad;(H) avec J =
-l 0

] antisymétrique...

Rappel : ¢ = A~ !grad;(R)
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Sous I'impulsion de son meilleur étudiant, S. Poisson, le vieux

Lagrange écrira ses équations en faisant apparaitre la

généralisation de ses parenthéses de jeunesse
.

;= O
pi = 9q
ST —+8j
qi = R

Ces équations deviennent parfaitement symétriques, elles
permettent d'écrire |'évolution temporelle d'une fonction
quelconque.

Equation fondamentale des observables classiques

Pour toute observable ¢ (q, p,
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Une bio impressionante !

Naissance & Turin (25/01/1736)

=2
1755 : Professeur Ecole d'Artillerie de Turin Equations différentielles o
1758 : Fonde I'académie de Turin )
Victor Emopnagl | Premiéres applications a la mécanique céleste =
Prix de kagadémie de Savoie Il
1766 : Remplace Euler a I'académie
des sciences de Berlin
=2
Frédeéric Il :
de Prus: . .
P e Mécanique Analytique o
1778/ L
Mort d'Euler 1783 m

1788 : Paris, Membre de I'académie des sciences —————

1789 ...

Fondation et promotion
du systeme des grandes écoles
x' Professeur a I'X 1794
Professeur a 'ENS 1795
Fondation, promotion et

élaboration du systéme
métrique

Marie Antoinette & Louis XVI

Premiers travaux de Gauss 1796 1799 Napoléon Bonaparte

MA 2¢me édition Mort a Paris (10/04/1813
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Quelques preuves de mes affirmations !

Table des matieres des ceuvres complétes de Joseph-Louis Lagrange
fiées pr les sois de Joseph-Afred Serre e Gaston Dorbou de 1867 3 1852
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Quelques preuves de mes affirmations !

Table des matieres des ceuvres complétes de Joseph-Louis Lagrange
pubices par e oins de loseph-Alfred Seret et Gaston Darbou de 1867 & 1352

Tome 6 : Mémoires extraits des recueils de 'académie des sciences de Paris (316 pages)

Recherches sur la libration de la Lune, dans lesquelles on tiche de résoudre a question
proposée par I'Académie Royale des Sciences pour le prix de 'année 1764
Recherches sur les inégalités des satellites de Jupiter causées par leur attraction mutuelle.

- Il Essai sur le probléme des trois corps
== 7 IV, Sur lquation séculaire de la Lune
V. Recherches sur la théorie des perturbations que les cométes peuvent éprouver par

= - I'action des planétes

VI, Recherches sur la mani des tables d daprésles seules
observations

Vil Lettre 3 lative 3 1a théorie des inégali laires des pl:

VIl Recherches sur les & des nceuds et des inclinaisons

des orbites des planétes
IX. Mémoire sur la théorie des variations des éléments des planétes, et en particulier des
variations des grands axes de leurs orbites
Mémoire sur la thé é variation d bi dans tous les
problemes de la mécanique
Second mémoire sur la théorie de la variation des constantes arbitraires dans les

, dans lequel on simplifie I formul e

Cresddacaues o

ces problémes.
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Quelques preuves de mes affirmations !
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Second mémoire sur la théorie de la variation des constantes arbitraires dans les

, dans lequel on simplifie I formul e

Cresddacaues B

ces problémes

Particulierement intéressant
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(EUVRES
DE LAGRANGE,

2B M. 1-A. SERRET,

a7, A—
L DE SON EXCELLENCE
LE MINISTRE DE L'INSTRUCTION PUBLIQUE.

TOME SIXIEME.

PARIS,
GAUTHIER-VILLARS, IMPRIMEUR-LIBRAIRE

DE LU'ECOLE POLYTECHNIQUE, DU BULEAU DES LONGITUDES
SUCCESSEUR DE MALLET-BACHELIER,
Quai des Augustins, 55,

M DCCC LXXIT
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MEMOIRE SUR LA THEORIE GENERALE

VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES

DANS TOUS LES PROBLEMES DE LA MRCANIQUE (*

Mémoires do la prewiore Classe de I'lastitd do France, anmée 180 Lagra nge falt tOU_]OUI’S
— des rappels historiques
dans ses introductions

L'application de I'"Algébre & la Théoric des courbes, qu'on doit &
Descartes, avait fait naitre la distinction des quantités en constantos o

en variables, et la découverte du Calenl difiérentiel o appris b soumettre

o SR 0 o i quesiu. SN Contrairement a Laplace
on a beaucoup étendu la considération de la variabilité, et on peut dire q Ui ne Cite pas ses pa | rs. ..

que tous les artifices d"Analyse qu'on a inventés se réduisent

arier de dillérentes maniéres, soit evsemble ou séparément, tant

les quantités qui sont par lear nature variables, quo celles que I'état de

la question suppose constantes ri consiste & choisir parmi toutes les

ations possibles celles qui, dans chaque eas, peuvent conduire aux

vésultats les plus simples ot les plus avantageux.

On sait que |in; on introduit toujours dans le caleul dos quan

ent aux viriables les équations, et dont la va- Lagrange a 73 ans |OrS

< Un peul done dussi laire varier ces conslantes; ces

lités constanies

ative

leur est arbitrai

variations, envisagées sous diflérents points de voe, ont produit des de Cette |eCture. B

a7



el SUR LA THEOMIE GE

ALE DE LA VARIATION

0ns, soient rep

entés par les o

nes formules, en ayant égand

aux forces perturbatrices, que lorsquon fait abstraction de ces forces,

lien pour les planite

considérant sous ce point de vue la variation des constantes arbi-
traires, j"ai trouvé que lu fonction qui représente Uintégrale de toutes
les forces perturbatrices, multipliées chucune par I'élément de la dis-

tance dont elle dépend, jouit aussi de la mime propriété, que ses dif-
farences partielles relatives & chacune des constantes arbitraires sont
exprimées uniquement par des fonctions différentielles de ces mémes

constantes sans lo temps; de sorte que 'on a, pour les variations de ces
il

s des éq «qui ne renferment que ces con-
stanles avee les dilférences partielles de la fonction dent il s'agit, rels-
tives & chacune delles, comme dans le cas des pertarbations des pla-

wns des

aites, forme extrémement avan 1se pour le caleal des variat

nination de leurs variations sécu-

constantes, el surtout pour la déter

laires. Ainsi ceite Jue j'ai reconnue & I'égard du mouvement

Jes planites, & lieu, en général, pour tous les Problemes sur le mouve

ment ol peut étre regar yime un rosultat géndral des
nis fond i Méeanigue. Elle fournit en mé lemps ue
nouvel instrument pour faciliter | i dle plusienrs Problemes im
ortants

Le Systime du monde, outre les perturhations des planetes, auquel ia

Théorie de la variation des éléme

(& s'appligue naturellement, en offre

encore un autre plas diflic et susceptible également de la méme

Théorie : c'est celui de la rotation des planites autour de leur eentre

rd @ leur figure non sphérique et a attraction
. En

do gravitd, en ayant é

que les autres planetes exercont sur chacune de leurs moléeul

faisant abstraction de ces forees d'atraction, qu’on peut re
comme des forces perturbatrices, le Probleme consiste i déterminer le
autour

son centre

mouvement d'un corps solide de ligure quelcongu

de gravité, lorsqu'il n'est sollicité par uueure force et qu'il a seulement

regu une impulsion initinle quelcongue: et I'on sait que ce Probleme,

pour lequel d'Alembert avait donné le premier les équations différen-

Preuves
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(page 774)

Variation des constantes

pour les EDO linéaires

Equations planétaires

Mécanique Analytique




e SUR LA THEORIE GENERALE DE LA VARIATION

et de la, par I'analogie qui régne dans nos formules, on pourra déduire

n—— . 0
immédiatoment les expressions de %% dr, 92 &1, ..., en changeant
& &

simplement @ en &, c,.... On aura ainsi, en observant que la valeur
de (a, b) ne fait que changer de signe parle changement de @ en b et
bena, et quil cn est de méme des valeurs de tous les sutres symboles
(a,e), (bye)s...

)
%Jt* —~ (@, b) da + (b, c)de + (b, £)df - (b, g) dg = (b, K) dh,

L.

> — (b, €)db —(a, c)da + (e, f) df + (¢, g) dg + (<, k) di,

an < A
= dt v — (b, g) db — (¢, g) de — (f, g) df — (@, g) da + (g, k) dA,

a0

G 9¢=— (b, k) db— (e, k) de— (f, h)df — (g, h) dg — (a, K) da,

Preuves
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(page 792)

Equations planétaires
"%;./,,A ~ (b, ) db —{c, f)de — (a, ) da -+ [, g) dig = Lf, k) b, /

formules entitrement semblables & celles que nous avons trouvées nlnm\ Pare ases

le Mémoire sur la variation des éléments des planétes (6), et qui n'en dif-
ferent que par la valeur des symboles (a, &), (a, ¢), (B, ¢)....

21. A V'égard de ces valeurs, il est bor d'observer qu'elles ne dé-

pendent pos de la fonction R elle-méme, mais seulement de ses diffé-

rences partielles relatives & /, ¢, &/} de sorte que, comme on a supposé

R=T~YV (5), et que V n'est fonction que de r, 5, « (2), on aura sir
dR _dT AR _ dT 4R _ dT
dr o i) iy du du

par q , dans les expressions des valeurs dont il s'agit, on

pourra mettre partout T & la place de R.

Le coup de I'énergie potentielle...
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équation intégrable relativement a ¢, et dont Iintégrale sera

- Auﬂg‘%—&:-A-{]!}»—dxAg‘!} - au;\"l'::, =K, (page 797)

dr

qui est Ia méme que celle que nous avons déja trouvée.

Mais, quoique cette Analyse soil bien plus simple que celle du Mé-

maoire, parce que les différentiations n'y sont qu'indiquées, elle peut 5 3
néanmoins laisser quelques doutes dans esprit, i cause de la supposi Ila pa rfaitement conscience
tion que nous y svons faite de I'indépendance des variations de r, 5, u, de ses hypothéses...
', &, o relatives aux deux caractéristiques 8 et A, tandis qu'il 'y a &
“la rigueur d'indépendantes que les variations da, 38, de,... et da, b,
ae,. .. Cest pourquoi I'entikre Analyse, quoique beaucoup plus longue,
ne doit pas étre regardée comme inutile, puisqu’clle peut servir i mettre
notre Théorie & I'abri de toute objection.

26. Au reste, d'apres la forme que nous venons de donner i I'équa-
tion intégrale, on peut simplifier les expressions des symholes (a, &),
(@, ¢)y-... En effet il est facile de voir qu'en regardant directement R
comme fonction de a, b, c,..., et substituant T & la place de R, comme
nous I"avons fait (21}, si l'on suppose, pour abréger,

La définition des parenthéses

T A, ar
a =T ="

on aura, par I'algorithme des dilférences partielles, / .o or ﬁ _ ﬁ ﬁ
* (ij Ci )

dcj dc;  Oc dc;

o by B AT ds AT du dTt dr T ds AT dudT0
0= 4a a0 " da db ¥ da A6 T da T db da a6 da’

et ainsi des autres symboles, en changeant seulement les lettres a, &
en ¢, f, g h, ou 'on rejettera aprés les substitutions Lous les termes
qui contiendront le temps ¢, ou bien on y fera

Je fais de I'algebre...

¢ =0, pour que les va-

leurs de ces symboles ne dépendent que des constantes arbitraires a, b,

o fs g b

On voit aussi, par ccite forme que nons venons de donner aux ex-



SECOND MEMOIRE SUR LA THEORIE

o LA

VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES

DANS LES PRODLEMES DE MECANIQUE,
DAXS LEQUEL ON SIMFLIFIE L'AMFLICATION BES FORNELES €£SERALES A €5 FROMAMES (*).

(Mémoires ce la premiére Classe de Institat do France, annde 180p.)

La variation des constantes arbitraires est une Méthode nouvelle dont
IAnalyse s'est enrichie dans ces derniers temps, et dont on a déja fait
des applications importantes. Dans la Méeanique, elle sert & étendre la
solution d'un Probleme & des cas ot de nouvelles forces, dont on navait
pas tenu comple, seraienl supposées agir sur les mobiles. Ainsi lors-

que, apris avoir résoln le Probleme dn monvement d’une planite sutour
du Soleil en vertu de la seule attraction de cel astre, on veut avoir égard
aussi & attraction des autres planites, on peut, en conservant la forme
de Ia premidre solation, satisfaire & cette nouvelle condition par la va-
viation des constautes arbitraires qui sont les éléments de la Théorie de
la planite.

Les observations avaicnt depuis longiemps indiqué les variations de
ces éléments; mais Buler est le premier quiait cherché i les déterminer
par I"Analysc. Ses formules étant de peu d'usage par leur complication,
el n'ayant pas méme toute I'étendue que la question peut comporter,

{*) Lo Io 19 février 1810,
VL 102

Preuves

Un an plus tard,
a 74 ans le vieux lion est
toujours 1a !

Il travaille avec un de ses

étudiants, Siméon Poisson
X : 1798-1802
Prof X : 1802-1806
Astronome BdL : 1808
etc...
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de celles qu'on avait adoptées, ot I'on en déduira facilement, par les opé-
rations connues, les valeurs de leurs dilférentielles exprimées en d'fTé-
rences partielles de la méme fonction, mais rapportées i ces nouvelles

constantes arbitraires. Tout cela ne dépend plus que d"un caleul connu,

sultent. Ce sera le

et nous donncrons les formules générales qui en r
complément de notre Théorie de la variation des constantes.

M. 1’ isson a lu, le 16 octobre dernier, A cette Classe, un Memmu.sul
la v, ion des bitraires dan: les questions de Mee
lequel est imprimé dans le volume qui vient de paraitre du Journal de

I'Ecole Polytechnique (*). Ce Mémoire contient une savante analyse qui
est comme Uinverse de la mienne, et dont Pobjet est d'éviter les ¢limi-
nations que celle-ci exigeait. L’Aute
assez long et délical, & des formules qui donnent directement les valeurs

r parvient en effet, par un caleul

des diflérenticlles des constantes arbitraires devenues variables. Ces
formules ne coincident pas immédiatement avee celles que je donue
dans ce Mémoire, parce qu'elles renferment les constantes arbitraires
en fonetion des variables du Probleme et de leurs dilérentielles, au lieu
que les nolres ne renferment ces constantes qu’en fonction d'autres con-
stantes; mais il est facile de se convainere @ priori qu'elles conduisent
ésultats.

Voici maintenant notre analyse, d'apres les principes que no;

aux mémes

vernons

daxposer.

1. En conservant les noms donnés dans le premier Mémoire, cn a
cette formule générale trouvée dans le Supplément (™)

a9, dr s dT dx..ql’l‘ du dT

da ©'7 @ " dr & T da L

a
da

oit la caractéristique & indique des différenc s uniquement aux

des variablee 7,

arbitraires dans los
5, u.

(*) 15 Cabier, page 266.
{**) Poir page 05 de ca volume.

Preuves
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(page 812)

Poisson a fait un
calcul assez long et délicat

inverse du mien...
voici notre analyse...
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la place de ces trais dernibres constantos, on prend les trois constantes
%y gy v, qui sont données on =, §, y ol &, ', o/, on pourra représenter
les six constantes arbitraires du Probleme par les six quantités «, @3, 7,
P )

» on substituant suceessivement, dans la formule préeédente,
chacune de ces quantités i la place de @ qui représente une des con-
stantes arbitraires, et changeant la caractéristique & en d, puisque les

intenant. au

variations des conslantes arbitraires se rapportent w
temps £, on aura tout de suite les six équations

Q.

do
@ =

- dyy

qui sont, comme "on voit, sous la forme la plus simple qu’il soit pos-
sible.

3. Mais, quelles que soient les constantes arbitraives qu'on: veuille
employer dans les expressions des variables 7, s, w, elles ne peavent ére
«que des fonetions des constantes ¢, 8, 9, &, @, 7', qu’on trouvera faci-
lement en faisant £ = o dans les équations qui donnent les valeurs de
ry 8, 1, ct dans leurs dillérentielles, et changeant r, s, u, »', &', ' en

oy s By -
Ainsi, comme los quanlités 3, px, » sont données aussi en o, 8, 7, o,
{3',74'» on aura les nouvelles constantes, quenous désignerons maintenant
para, b, c, f, g, &k, en fonction des constantes «, B, 3, A, 1, v.
Done, en différentiant les valeurs de a, b, ¢, ..., et substituant les va-
leurs de da, dg, dy, d}, dix, dv qu'on vient de trouver, on aura, en divi-
sant par dt,

da _ da d0 da dQ da dQ  dedQ | da dD | da 42
de ” dx di  df dp dy dv ' di de ' de dp ' dv dY
db ___db b db AR db dQ  db dQ dQ

dt " da da

d dy & T dl dx

Preuves
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équations de

5 o= da, %x/i~ s, / Hamilton

heli

et on peut aller

plus loin...
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Or, en regardant @ comme fonction de a, b, ¢, /, g, ky et ces quar-
tités comme fonetions de «, 3, 7, X, (2, v, on a par les formules connues
B (page 815)

dg d0@ _dk dQ

dQ  da dQ}  db dQ 5 de AQ  df

e “daxda T dx @b T dade Vs O Tda dy T dx @
dQ _da d  db dQ de do df aQ dg dQ dh dQ

S T dpda a3 dE T dB 5 g dg

4B R’

& nt toutes ces substitutions dans les expressions précidentas
da_db . ey 1
de gm 7 et ordonnant les termes suivant les différences partielles

de @, on voit d"abord que le coellicient de ;l’Q_ est nul dans la valenr
s Les crochets

da s dQ db
de 57 que celui de ;% est nul dans la valeur de 77 et ainsi des autres;

qu'cnsuite, en employant des symboles [a, 8], [a, <], [b,¢].... analogue:
4 ceux du premier Mémoire, tels que I'on ait /
. da db da db da db da db da db da db Y4
b= B B HE DG GBTHH dp O Jp O
4 do da de  dade dade  dade da do {p, 0} = E -

T LN e Lt i 0q; dp;  Ip; dg

a Al d3 de dyds T dlda T dp d3 ' dv dy

de Poisson !

j=1

(0,0 = — bt dbde _dbdo  db db de . db de

dear dfdp dydv " didz dud3 " dv dy’

on aura ces formules

de de 0 dQ

N L R o K +|,,,”,df. ) g + [ A1 50
dd dy

o =—[a B1  [h AL 1015 b Tf SE S

.'Ir did

¢ = lnc) 3 — (b G [ f14 [ 6] G [0 KT



Preuves
0000000000000 e000

816 SUR LA THEORIE DE LA VARIATION, ETC.

dans lesquelles la loi de la i ion es:t évidente, en v quant

que les symboles changent de signe quand on change ordre des deux (page 816)
lettres renfermées entre les crochets, mais sans changer de valcur.

Ainsi

[b,a) = —[a, b), [e,b]= —[b,c],....

Ces formules donnent, comme I'on voit, 1z solution la plus divecte 2t
la plus simple du Probleme de Ia.varietion des constantes arbitraires, ot
elles s’étendent a autant de cpfistantes quon voudra.

(= -',’] y

C'est toujours

de I'algébre

et c'est trés

FIN DU TOME SIXIENE. S|mp|e...!
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L'imposture de la lettre H !

56 raoHEsOR MAMILTON OX A GEVERAL NETHOD I DTRAMK
)
) e g et ot el
- an
i . 3 a
ombe f el Snfc St e Gt Bl nd i P O, 1
et P of Ayt Uity of Dbl and ol as)
e f . ot by Coptin s, B3, P
i o . 4 Sy .10, SR o)
i e bt bl ey
ity B
F U el eI SOl . . an
'HE former Essay® contained & general methin for reducing all the most mportant R ’ Sk G
pmhlumll(d\nn .;\mw-wmyul one characteristic function, one centeal or ra- we are “"”"H"‘ to this new manner of presenting the. d'“”m“"‘ equstios i
dia lion. T was ekt (e close of i Ever, sy s e Mw'kum-. k) = vame S
oy e a1 ek sme it e vl 9 el i
o, it i T .1 G il «
et Sty i B o 1 >
il Pt o pepr ol ot o i 5 s i “ @)
e ity o e ey, v v s Bl s ot
s g of ettt v | o i iy i il 1831
T bl i e ) e o 1t o, ey o G, S o epismt & Yl (8
K s e (1) f 1 e’y B bt o s bk o1
tween the 6 varibles 1, =, and the tnd the solution of the problem O Memsive
b i s P of Ve i o ae il : RN > S
e e i e rdinte! RN i it 40T
to determine them, may be expressed, wih perfect generality and. rigour, by the z
{eviod fthe me B s 3 i o S o nbre O #13)
i o ths Buaions o Moo, by e o . Prisipe i ¥4

4 10w take thevariation ofth defiit tegral
)t a8)
without vaesiog ¢or 46, we i, by the Calslus of Varitions,

38 de, o

o, @)

oo

e aion. bt

1834

Hamilton avait été devancé de
3 ans par Cauchy...
mais signale que le travail est de Lagrange
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C'est Dirac le Fautif !
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$28 HEISENBERG'S FORM FOR THE EQUATIONS OF MOTION 113

Equation (11) or (13) shows how any dynamical variable varies
with time in the Heisenberg picture and gives us Heisenberg’s form
for the equutions of motion. These equations of motion are determined
by the one linear Operator H, which is just the transform of the linear
Operator H occurring in Schrédinger’s form for the equations of
motion and corresponds to the energy in the Heisenberg picture. We
shall call the dynamical variables in the Heisenberg picture, where
they vary with the time, Heisenberg dynamical variables, to distinguish
them from the fixed dynamical variables of the Schrodinger picture,
which we shall call Schrdinger dynamical variables. Each Heisenberg
dynamical variable is connected with the corresponding Schrodinger
dynamical variable by equation ( 10). Since this connexion is a unitary
transformation, all algebraic and fi ional relationships are the
same for both kinds of dynamical variable. We have T' = 1 for
=ty 5o that v, = v and any Heisenberg dynamical variable at time
ty equals the cor 1

Equation (13) can be compared with classical mechanics, where we
also have dynamical variables ying with the time. The equations
of motion of classical mechanics can be written in the Hamiltonian

form dq, oH dg, oH
dat epy  dt aq,”

variable.

(14)

where the g’s and p's are a set of canonical coordinates and momenta
and H is the energy expressed as a funotion of them and possibly also
of {. The energy expressed in this way is called the Hamiltonian.
Equations (14) give, for v any function of the g's and p’s that does
not contain the time ¢ explicitly,

=2l ara
Z{av oH_ & 61:(}
%, p, op, o4,
= (v, H], (15)
with the classical definition of a P.B., equation (1) of § 21. This is

of the same form as equation (13) in the quantum theory. We thus
get an analogy between the classical equations of motion in the

Hamiltonian form and the quantum equations of motion in Heisen-
bergs form. This analogy provides a justification for the assumption
567
1
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Une derniere question ?

@ Les comptes-rendus des
séances de 1809 et 1810
de I'académie n'ont été
publiés qu'en 1870...

@ La seconde édition de la
mécanique analytique a
été publiée en 1815, deux
ans apres la mort de
Lagrange.

Elle a été terminée par
J.M. Binet...

A-t-on la preuve que Lagrange a bien écrit ce H ?
Pourquoi cette lettre ?

1. ¥ v
pénible. On & profité
\r(\w>u|‘f\\\m\v\.\\n'\\r

do t
M. Lagrang

poles margin:
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A la mort de Lagrange, le 10 avril 1813, tout part a vau l'eau’!

@ Louis xvIiI débarque a Calais le

@ Napolé st en Allema !
apoieon €st en Allemagne 24 avril 1814, il accéde au trone.

@ |l perd la bataille de Leipzig en Premicre restauration !
octobre 1813 . .
@ 8 juillet 1815, il reprend son
@ |l perd la campagne de France en trone !
mars 1814 Seconde restauration !

@ Il abdique en avril.

@ Le 20 mars 1815, il reprend le
pouvoir : les cent-jours!

@ Le 22 juin 1815, Waterloo...
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Louis XVIII nomme Jacques Marie Bi- - L
net, directeur de I'Ecole Royale Poly- b
technique le 5 septembre 1816.

O,
fao fe Roi ~
Le Ministre Secrétaire d'éat au départ! de Uint
Sigue Ve
Do s
Le Seerérgire général du Ministire de r
el il Chs st diaABepeés, €
de Saint- Louis ¢ de la Ligion d




La veille, il avait réorganisé cette Ecole !

L'Ecole du Génie Maritime est de retour
en grace!

SECTION X V.

Ecole royale Polytechnigue ; Ecoles royales mili-
taires de Saint-Cyr, etc.

ECOLE ROYALE POLYTECHNIQUE.

Yne ordonnance du Roi , da 4 septembre 1816,, a réorganisé I'Ecole royale
Polytechnique.

Cette Ecole est placée sous la protection de S. A. R. Ms~. le Duc d'Angou=
1éme. Son institation a deux bats :

_ L'uu général; de répandre Vinstruction des sciences mathématiques , phy=
siques, chimiques , et des arts graphiques;

Liautre spéciol ; de former des éléves pour les Ecoles royales do génie mili~
taire ct de Vartillerie de terre et de mer , des ponts-et-chaussées , des mines , du
génie maritime , des ingénicurs~géographes , des poudres ct salpélres , et pourles.
autres seivices publics exigeant des conmaissances analogucs.

Des examens déterminent I'admission des éléves dans I'Ecole Polytechnique ;.
lear classement et leur entrée, s'il y a licu . dans les services publics.

Les candidats pour ladite Ecole doivent &tre Agés de 16 ans au moins , et de.
20 ans au plus.

a durée du cours complet d'instruction est d'ordinaire de deux sunées, et
peut, dans certains cas , s'étendre 2 trois années , mais poin{ au-dela.

Chaque éléve paye une pension annuelle de 1,000 fr. , ct sybvient aux frais de
;ondhahiﬂemnt uniforme , ainsi que des livres et autres objets nécessaires & s¢s

tudes.

Vingt-quatre bourses institades par le Roi sont affectées 3 24 éleves que S, M.
se réserve de nommer , sur la proposition des Ministres de IIntéricur . de I
Guerre et de la Marine. De ces 24 bourses , 8 sont attribuées au département de
Vlntérieur , 12 i celui de Ia Guerre , et 4 3 celui de la Marine.

11 y. 2 poun Ia surveillance de kEcole deux Couseils supérieurs, I'on de pet=
fectionnement et Pautre d'inspection.

Le Conseil de_perfectionnement , au nombre de 15 membres, cst composé,,.

1°. De trois Pairs dc France nommés par le Roi ;

2°. De trois membres de ' Académie des Scicnces , d'un Tnspecteur général des
Ponts-et-Chaussées , et d'un Inspecteur général des Mines, tous désignés annucl-
lement por le Ministre de PIntéricur ; .

3°, D'un officicr général d'artillerie , d'un-officier général du génie militaire, .
d'un officier général du corps des ingénieurs-géographes désignds par le Minisire
de laGuerre ; :

4°. D'un inspecteur général des constructions navales, ct-d'an inspecteur gé
néral du corps de Partilleriede la marine , désignés par le Ministre de 12 Marine;

50, Et de deux examinateurs de mathématiques de I'Ecole. -

Le Conscil dlnspection est compnsé de cing membres du Conseil dc perfec—
tionnement , savoir : e trois Pairs de France, et de deux des officiers généraux.
ou supéricurs des services publics. ..

Cous les ans , au 1°%. aodt, il est ouvort , tant & Paris , que daus le sprinciy
pales villes du royaume, un cxamen public pour 'admission des éléves & ‘Ecol.
Polytechnique. )
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MECANIQUE

} ANALYTIQUE,

Puar J. L. Laonaxce, de PInstitut des S
Longitudes ; Grand-0)

et Arts, du Bureai

Légion- &’ Honneur , etc. et

Binet venait de terminer la seconde
édition de la mécanique analytique NOUVELLE EDITION,

REVUE ET AUGMENTEE PAR AUTEUR.

H Zali . . TOME SECOND.
Il en fait réaliser un exemplaire unique

exceptionnel contenant un manuscrit
du Mattre...

PARIS,

AAIRE POUR LES MATRENATIQUES,

M=V COURCIER, upmaszon:

1815.
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...qu’il offre au Directeur de I'Ecole du Génie Maritime.
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Le feuillet du manuscrit qu'il contient est de la main de I'auteur




Le legs de Joseph-Louis Lagrange




Depuis Lagrange on sait écrire la physique...

Ecrire des Lagrangiens a partir de considérations de symétries :
@ Mécanique classique : Lo =T (Ei) -U <Ei>
@ Relativité restreinte : L, = mc — A, JV — TFWFW
Ho

o Relativité générale : L, = L, — xRug"”
@ Mécanique quantique

La=—2ovpvur + 2 (50— i) - v

1
 QED : Lous = ° [ (0% — A") = mel = o =

© QCD : Lgcd = " [ivy (0" — igA*) — mc] 4 — %Tr(GWG’“’)



Les équations de la physique ont une forme particuliere...

Définir des impulsions, puis des Huygensiens pour écrire comme il
faut les équations de la physique :

d
@ Mécanique classique : d—f ={p,H}

dA PN
Mécanique quantique : ihm = [A,’H}

@ Mécanique statistique :

R R R

@ + Versions relativistes ...
@ Equation fondamentale de la physique :
do ® quelconque
I = |®,A| avec | (A,A) couple de Noether

| , | crochet de Lie



Merci Lagrange...

...et merci pour votre attention !
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