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Un amas d'étoiles : w—Centauri (exemple...)

106 étoiles
R =80 Al
d = 86 kAl

Taille d'une étoile : 107 Al

19 Al . 1016 .
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Région centrale
homogéne
4rGp, = cste
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Des propriétés en commun...

Conservation de m& = %m?z 4+ may et mA = mr A 7.
Mouvement plan.
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Orbites périodiques dans un potentiel central

La distance radiale r(t) vérifie une EDO

1 /dr\? A2
2<dt> =€—w(r)—ﬁ

On se place dar;s le potentiel effectif
Ye(r) = 1/1(7")4—2/\?. Sir(t) est périodique ¢
sa période est définie par la relation

ta Ta
T = 2/ dt = 2/ ﬂdr
. s dr
p

P

r‘(!f‘r,/’?) =r,

_ fa dr
. V2E—v - %

2

En général : 7. = 7,.(¢, A).
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Les potentiels isochrones

Un potentiel est isochrone si toutes ses orbites bornées non
radiales sont telles que 7, = 7,-(§).

On passe en variables de Hénon o = 212 et f(z) = z¢(x), on a

i :1/“ dz :1/"3‘1 dz
"2y, V&N —f(2) 2J., /D)
5

La fonction D(x) est une dis-
tance verticale entre f(x) et une
droite définie par I'orbite (£, A).

Idée : utiliser I'orbite circulaire
d’énergie &.




La propriété d'isochronie
00O®00000000

Avec | orbite circulaire
on a

et la période devient

~Nes—u<0 u>0
©

; ‘ T
| T, T x T

X
Ty = — _—
o 2/1% V)‘Q_uz(x)

On pose alors u (x) = Asin ¢ et I'on obtient

1 /‘pa dx 1 /”/2 )
T, =~ —dp = = F(Xsing)dp
2J,, du 2 Jin)2 -

z'(u) est analytique, on écrit Fl(u) =, apu™ soit

1 [*2
Tr:2/ (a0+a1)\sing0+a2)\2sin2<p+--')dap

INE]

_. 7 2T 437
a02—|—0+a2)\ + 0+ agA 16+

N =A%~ A% = D(z) + v?(z)
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T = an + Zagn(Ag — AQ)"W% avec W,, = /2 sin pdy
2 0

n>1
On a 7, = 7-(&,\), ssi as, = 0 pour tout n > 1.
Ainsi p 5
_ ﬁ _ l 2n+1
F(u) = i +Za2n+1u

n>1

On obtient donc

2
x = /F(u)du =Tt G(u) + cte ou G est une fonction paire
T
On a donc
27, (ug — up) A1)\ T Ty — Tp
g = ) )Gy = A [ T e
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Propriété isochrone

i.e.

Y o X2
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Un peu de géométrie...
Y4\ flo) R

L'aire du triangle inscrit sous la
corde est

TZ%BCXAF:%BEXAD

—1 Calculons I'aire totale sous la
corde.

On utilise une intégrale de Le-
besgue

z=AF
A= / B,C.dz
2=0

pr .I’[’” T, Z, Z,

) o .
L'isochronie impose que B,C, = m\/g on calcule alors que

4 £
A= 37' < Le graphe de f est une parabole %4
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Containtes physiques sur les paraboles isochrones

@ La parabole doit posséder au moins une partie de son graphe
% dans le demi-plan z = 2r2 > 0;

@ La parabole doit couper I'axe Oy au moins une fois afin de
pouvoir définir le potentiel ¢(r) = f(x)/x dans un région
autour de I'origine;

@ On doit pouvoir définir des orbites périodiques (£, A) dans le
potentiel défini par la parabole : La ligne .2 : y = &x — A?
doit couper la parabole en deux (orbite périodique) ou un
point(orbite circulaire) ;

@ L’'équation du mouvement s'écrit

2
0< 55 () —e- 21w

elle traduit le fait que la trajectoire concerne la portion de ¥
située au dessous de .Z.
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116<CZ>2=53:—A2—J‘($)- (M)
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Changer £ ou A




La propriété d'isochronie
00000000080

Changer £ ou A
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Classification des isochrones

@kﬂ(ﬁ’/ﬁj (é;}/({/l{%(.’/

2r249(r A

W

’_b)» 27"2 = :\ 262 6

7
T=+2b2 bo (T o+ —=+—F—
A i\ wo() 7“2 b+‘/b2—'f'2
+0 by
P +2b2

Q

o~

_______________ J*"ﬁ

@/[ﬂ(ﬁ”f(ﬂ/ a dredte
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De I'harmonique au Keplerien...

Mouvement harmoznique (€ha, Apa) repéré par r(@)a.

_ 1 (dr 1,22 _ 1 do\2 w212
Sha = 3 (I;) Wt =3 [(dt) (CT) }

1[dr\2 | AR 1,22 .
= )+ W] (=)
2 2
d a d Ajia
G = 4 (5%) ] bt [ (%) + 2] + 1o
4£ha — L @)2+2A121a _|_w2 {l i’i—li}
P  2p2 t 02 dr r2dt = pdt

I'on écrit
que l'on écri , 1 @ 2 4A1%1a
dr
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De I'harmonique au Keplerien...

. 4£ha
p

2
7w2 — 1 @ 4 4A}21a
2 | \dr P>

On pose & = —w? < 0, 11 = 4&h, > 0 mais aussi

d (20)

dt

d
Mie = P75 = 204, =17

Il vient alors

e L[\ LA L4\
k=9 |\dr P> p 2 \dr p

Mouvement keplerien (£ie, Axe) repéré par p = p(p = 20)e,,.
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De I'harmonique au Keplerien...

avec un dessin c'est plus simple

M

ke

Orbite

1 .
Keplerienne

Harmonique
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De I'harmonique au Keplerien...

Bilan des opérations

fo = —w? =2 (1) /7
—PYke (/)) - 1% = 45}1&
d _ 1d
dr = r2dt
Ake = 2Aha
Lorsque I'on passe en variable de Hénon, on comprend mieux...
2 A2
Y = e hr -
1 (dz\? A2 z =2
— (22 — 5 r — x) —
o (@) = e =y =N ) = g (Va72)
2
Tltﬁ (%d%) - gha‘r - y<x) - A%a
, v’ =2p% = 2rt = 22/2
= (di) = e’ — y’(x/) — A} 1o /
16\ dr | Y@ = ahe (VIT2)

On remarque que ¢/ (2') = =&z et Ee' = —y(z)...
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De I'harmonique au Keplerien...

C'est la transformation de Bohlin (proposée en 1911 mais pas dans

ce formalisme)
gkexl _ 0 -1 éhax
y | [-1 0 y

La transformation inverse (Hooke—Kepler) avait été mise en
évidence par Levi-Civita en 1906 pour régulariser le probleme a 2
corps.

Il s'agit d'un échange complet entre £x et y dans I'équation du
mouvement

1 [dz\?

avec une adaptation de t et de A.
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Idée : échange partiel £ <> y(x) qui préserve I'isochronie.

1 [dz\? 1 [/da'\? 9

== A2: P o - M = — o (2
16 <dt> AT =Ee—y(2) & ¢ (dt/> +(A)” =&’ =y (2f)

L'éChange entre 61’ et y est |Inéall’e I (pour préserver la < parabolitude >>)

fr—y = /w/_y/7
=L
y/ - .o Y
[ gg/jl } — [ _01 _01 ] [ 5;’ ] une Bohlin...
[5/3,5/}:[ « B ][55] un < Bolst > |

a—1 pg+1

Bnuﬁ
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Théoreme

SiaBE #0, le Bolst d’'une orbite keplerienne () d'énergie £ < 0
est une orbite isochrone r'(¢") d'énergie &' telle que

gr'? = a&r® —ppr "
(e}
xarctan{ e tan(g)} X = ”Tﬁl
90/ ((,0) _ %go%— T p,e : Ellipse Kep.
X) —¢€

Isochrone Bolsted
Orbit

Kepler Primary
Orbit
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2Bolst

On peut se restreindre aux Bolsts symétriques (iBolst)

1 (dz)? 1 (da"\?
() v =erve. () + =y @)

Echange symétrique entre {x et y :

(5 )=3005 ()
vy ) 2| v-1 v+1 y )’

By

ol B, est inversible <& v = a + 38 # 0.
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Le groupe des 2 Bolst kepleriens

Théoreme

Tout potentiel isochrone est dans l'orbite du potentiel keplerien
sous I'action du groupe des iBolst : B = {B.,,y € R*}.
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2 Bolsts

Le parameétre v donne la représentation multiplicative du groupe

des 2Bolst
1l v+1 -1 X
B=<—- R
{2[7—1 v+1%€ }

On vérifie immédiatement que By = Id et B,B, = B,

La représentation additive de B s'écrit :

x | cosh(x) sinh(x) :

© [ sinh(x) cosh(x) } sty >0,

e‘X[ 0 -1 ] [ cosh(x) sinh(x)
-1 0 sinh(x) cosh(x)

B, =
] si vy <0,

avec x = 1sign(7)In|v/.
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L'action d'un zBolst
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Référentiels propres

Définition
Le référentiel propre d’'une parabole P est (O,ﬂ ﬁ) ou

To (P) = Ri est la tangente 3 P en |'origine O et S (P) = Rii son
axe de symétrie.
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Etre ou ne pas étre isochrone...

Théoreme

Une orbite est isochrone ssi elle est I'image d’une orbite keplerienne
bornée par un Bolst.
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2Bolst . ..

Considérons k = & <f—j‘ etl= % (7?—1— j) les deux vecteurs
n

B, (F) =Fet B, (1) =1

Dans le systeme de coordonnées affine (w1 = {x,wy = y) et en
posant W' = B, (&), on en déduit

{ o' —y =Ca—y

1o \2 2 2
§’x’+y':’y(§m+y) = ( $) _92—7[(51') _yﬂ-
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Relativité isochrone vs Relativité restreinte

@ Principe de relativité restreinte d'Einstein : les lois de la
physique sont les mémes dans tous les référentiels galiléens;;

o La longueur de I'intervalle d'espacetemps c?dt? — 22 est
conservée dans un changement de référentiel galiléen.

@ Principe de relativité isochrone : les équations du mouvement
sont les mémes dans tous les référentiels propres;

@ La longueur de <« l'intervalle isochrone >, £x — y, est
conservée dans tout changement de référentiel.

Principe de relativité isochrone

Dans le référentiel canonique R o, avec le temps propre dr = £dt,
une orbite keplerienne (£, A?) décrite par les coordonnées affines
(Ex,y) vérifie

L1 (oA (e o (50




Applications
©000000000

Sommaire

e Applications



Applications
0@00000000

La 3°"¢ loi de Kepler

Harmonicrs Lin V 189
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Demi grand axe isochrone

@ Dans un Kepler ¢.(r) = —£, le demi-grand axe est
_ Tg+Tp
2

@ Dans un Hénon 9y,.(r) = —W%, on définit

b2+ 712+ /b2 + 12
2
@ Dans le potentiel borné ¢y, (r) = W%, on pose

V=124 0?12
B 2
@ A l'intérieur d’une boule homogene de rayon R et de masse

M, le potentiel est 1% (r) = 155172 on pose

1\ 2/3

a =

a
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La 3¢ loi de Kepler des isochrones

Théoreme

Pour toute orbite périodique dans un potentiel isochrone , le carré
de la période radiale est proportionnel au cube du demi grand axe
isochrone : )

47

7;2 =—a
7

ou [ est le paramétre de masse dans Ve, Vhe, Ybo OU 1 = w2 R3
dans zpffa.
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Le théoréeme de Bertrand

Théoreme

Dans I'espace R? il n'existe que deux potentiels pour lesquels
toutes les orbites bornées sont fermées : le keplerien et
I’harmonique.

Preuve

La période 7, et le déphasage
A sont issus de |'action radiale

A, =2 / " VR4~ A

/,' o aAT et A _ aAT
/ ~ o LT



Applications
000000e000

Le théoréeme de Bertrand

Théoreme

Dans I'espace R? il n'existe que deux potentiels pour lesquels
toutes les orbites bornées sont fermées : le keplerien et
I'harmonique.

Preuve

Les fonctions 7, et Ay dépendent de £ et A, elles sont continues
de R x R — R.

Pour une orbite fermée Ay € 27Q, or une fonction continue sur
un intervalle et prenant des valeurs dans 27(QQ est constante.
Ainsi pour une orbite fermée 0 = % = gzg‘[{ = %T[(

Conclusion : si dans un potentiel toutes les orbites sont fermées
alors il est isochrone.

Parmi les 4 isochrones 2 seulement ont Ay € 27Q : le képlerien

(Ap = 27) et I'harmonique (Ap = 7). O
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Conclusion

o Caractérisation géométrique de I'ensemble des potentiels
isochrones ;

@ Généralisation de la transformation de Bohlin :

(fisoa wiso) <B_W> (gkev 1/}1«3)

@ Relativité isochrone : Tout isochrone est képlerien dans son
référentiel propre.

@ Applications :

e Généralisation de la 3°*¢ loi de Kepler;
e Compréhension fine du théoréme de Bertrand.
e Dynamique des galaxies



Applications
0000000080

Références

[§ Alicia Simon-Petit, Jérome Perez, Guillaume Duval. Isochrony
in 3D radial potentials, Communication in Mathematical
Physics, 2018. (arxiv.org/abs/1804.11282).

[3 Alicia Simon-Petit, Jérdme Perez, Guillaume Plum. The status
of isochrony in the formation and evolution of self-gravitating
systems, The Monthly Notices of the Royal Astronomical
Society, 2019. (arxiv.org/abs/1902.01095)

[ Site web de Jérdme Perez :
http://perso.ensta-paristech.fr/ perez/



Applications
000000000e

Merci pour votre attention !
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