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Un amas d’étoiles : ω−Centauri (exemple...)
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106 étoiles

R = 80 Al

d = 86 kAl

Taille d’une étoile : 10−7 Al

1 Al ∼ 1016 m

∼100 amas/galaxie
d~ri
dt

= ~vi

d~vi
dt

= −∇~ri ψi

ψi =
∑
j 6=i

mj

|~ri − ~rj |

Epot = miψi

Champ moyen


d2~r

dt2
= −∇~r ψ

∆ψ = 4πGρ

Comment trouver ψ ?
Champ moyen


d2~r

dt2
= −∇~r ψ

∆ψ = 4πGρ

Comment trouver ψ ?

Mouvement d’une étoile particulière
Mouvement d’une étoile test
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Des propriétés en commun...

Conservation de mξ = 1
2m~̇r

2 +mψ et mΛ = m~r ∧ ~̇r.
Mouvement plan.

Potentiel Harmonique

d2~r

dt2
= −ω2~r · ~r

Ellipse de centre O, τ2
r = 4π2

ω2

Potentiel képlerien

d2~r

dt2
= −µ ~r

|~r|3

Ellipse de foyer O, τ2
r = 4π2µ

|2ξ|3

O

O

Orbite harmonique

O

Orbite harmonique

Orbite képlerienne

O
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Orbites périodiques dans un potentiel central

La distance radiale r(t) vérifie une edo

1

2

(
dr

dt

)2

= ξ − ψ(r)− Λ2

2r2

On se place dans le potentiel effectif
ψe(r) = ψ(r)+ Λ2

2r2
. Si r(t) est périodique

sa période est définie par la relation

τr = 2

∫ ta

tp

dt = 2

∫ ra

rp

dt

dr
dr

= 2

∫ ra

rp

dr√
2 [ξ − ψ (r)]− Λ2

r2

En général : τr = τr(ξ,Λ).

»

»

¢'

r =( =0)t rp

r ¿r =( = /2)t ra

r ¿r =( = )t rp
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4 Applications
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Les potentiels isochrones

Un potentiel est isochrone si toutes ses orbites bornées non
radiales sont telles que τr = τr(ξ).

On passe en variables de Hénon x = 2r2 et f(x) = xψ(x), on a

τr =
1

2

∫ xa

xp

dx√
ξx− Λ2 − f (x)

=
1

2

∫ xa

xp

dx√
D(x)

La fonction D(x) est une dis-
tance verticale entre f(x) et une
droite définie par l’orbite (ξ,Λ).

Idée : utiliser l’orbite circulaire
d’énergie ξ.

x

f x( )
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¤
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xaxp
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»x
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2

-

xc

Pc

Pp
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x

f x( )

c
2

»x
¤
-

2

xc xaxp

Pc

Pp

Pa

x

¸
2

¸
2

u2

D x( )

u<0

y

u ¸=Cau ¸=Kp

-

»x
¤

( )x

u>0

Avec l’orbite circulaire (ξ,Λc),
on a

λ2 = Λ2
c − Λ2 = D(x) + u2(x)

et la période devient

τr =
1

2

∫ xa

xp

dx√
λ2 − u2 (x)

On pose alors u (x) = λ sinϕ et l’on obtient

τr =
1

2

∫ ϕa

ϕp

dx

du
dϕ =

1

2

∫ −π/2
+π/2

F (λ sinϕ)dϕ

F (u) = x′(u) est analytique, on écrit F (u) =
∑

n anu
n soit

τr =
1

2

∫ +π
2

−π
2

(
a0 + a1λ sinϕ+ a2λ

2 sin2 ϕ+ · · ·
)
dϕ

= a0
π

2
+ 0 + a2λ

2π

4
+ 0 + a4λ

4 3π

16
+ · · ·
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τr =
π

2
a0 +

∑
n≥1

a2n(Λ2
c − Λ2)nW2n avec Wn =

∫ π
2

0
sinϕdϕ

On a τr = τr(ξ,@Λ), ssi a2n = 0 pour tout n ≥ 1.
Ainsi

F (u) =
dx

du
=

2τr
π

+
∑
n≥1

a2n+1u
2n+1

On obtient donc

x =

∫
F (u)du =

2τr
π
u+G(u) + cte où G est une fonction paire

On a donc

xa−xp =
2τr (ua − up)

π
+G(ua)−G(up) =

4τrλ

π
⇒ τr =

π

4

xa − xp√
Λ2
c − Λ2
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Propriété isochrone

x

f x( )

»x
¤
-

c
2

»x
¤
-

2

xaxp

Y

y

X

Λ2
c − Λ2 =

π2

16τ2
r

(xa − xp)2 i.e. Y ∝ X2
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Un peu de géométrie...
y f x( )

»x
¤
-

c
2

»x
¤
-

2

xc xaxp

A

B

C

D
F

Eµ
µ

L’aire du triangle inscrit sous la
corde est

T =
1

2
BC ×AF =

1

2
BE×AD

Calculons l’aire totale sous la
corde.

On utilise une intégrale de Le-
besgue

A =

∫ z=AF

z=0
BzCzdz

y f x( )

»x
¤
-

c
2

»x
¤
-

2

xc xaxp

A

µ µ

z

»x
¤
-

z
2

Fz
z

zC

Bz

xp xpxp z, xa z,

zE

D

F

L’isochronie impose que BzCz = 4τr
π cos3/2 θ

√
z, on calcule alors que

A =
4

3
T ⇔ Le graphe de f est une parabole !
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Containtes physiques sur les paraboles isochrones

La parabole doit posséder au moins une partie de son graphe
C dans le demi-plan x = 2r2 > 0 ;

La parabole doit couper l’axe Oy au moins une fois afin de
pouvoir définir le potentiel ψ(r) = f(x)/x dans un région
autour de l’origine ;

On doit pouvoir définir des orbites périodiques (ξ,Λ) dans le
potentiel défini par la parabole : La ligne L : y = ξx− Λ2

doit couper la parabole en deux (orbite périodique) ou un
point(orbite circulaire) ;

L’équation du mouvement s’écrit

0 ≤ 1

16

(
dx

dt

)2

= ξx− Λ2 − f(x)

elle traduit le fait que la trajectoire concerne la portion de C
située au dessous de L .
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1

16

(
dx

dt

)2

= ξx− Λ2 − f (x) . (M)
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Changer ξ ou Λ

1

16

(
dx

dt

)2

= ξx− Λ2 − f (x) .

f(x) = xψ(x)

Modifier l’énergie : ξ → ξ + α

peut être absorbé par ψ → ψ + α

i.e. appliquer une transvection à la parabole(
x′

y′

)
=

(
1 0
α 1

)(
x
y

)
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Changer ξ ou Λ

1

16

(
dx

dt

)2

= ξx− Λ2 − f (x) .

f(x) = xψ(x)

Modifier le moment cinétique :

Λ2 → Λ2 + β

peut être absorbé par f → f − β

i.e. appliquer une translation verticale

à la parabole
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Classification des isochrones

ψbo(r) = α+
β

r2
+

µ

b+
√
b2 − r2

ψhe(r) = α+
β

r2
− µ

b+
√
b2 + r2

ψke = α+
β

r2
− µ

r

ψha = α+
β

r2
+

1

2
ω2r2

Théorème

Il existe 4 familles de potentiels isochrones ψke, ψha, ψhe et ψbo.
Tout potentiel isochrone est dans l’orbite de l’un de ces potentiels
sous l’action du groupe A = {α− transvections, β − translations}.

Théorème

Il existe 4 familles de potentiels isochrones ψke, ψha, ψhe et ψbo.
Tout potentiel isochrone est dans l’orbite de l’un de ces potentiels
sous l’action du groupe A = {α− transvections, β − translations}.

bo

¹

Ã

0 r

2b
¡

¹
2b

¹
b

heÃ

b

¹

(1+  2 )b¡d
¡

Ã

0

1

½ha

he½

bo½

ke½

log(½=½0)

log (r=b)

½0 =
3¹

16¼Gb3

1

2

¡

2¡

2¡ 1¡ 0 1

Potentiel et masse volumique du Hénon et du borné.
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De l’harmonique au Keplerien...

Mouvement harmonique (ξha,Λha) repéré par ~r = r(θ)êr.

ξha = 1
2

(
d~r
dt

)2
+ 1

2ω
2r2 = 1

2

[(
dr
dt

)2
+ r2

(
dθ
dt

)2]
+ 1

2ω
2r2

= 1
2

[(
dr
dt

)2
+

Λ2
ha
r2

]
+ 1

2ω
2r2

{
r =
√
ρ
}

ξha = 1
2

[(
dr
dρ

dρ
dt

)2
+

Λ2
ha
ρ

]
+ 1

2ω
2ρ = 1

2

[
1
4ρ

(
dρ
dt

)2
+

Λ2
ha
ρ

]
+ 1

2ω
2ρ

4ξha
ρ = 1

2ρ2

(
dρ
dt

)2
+

2Λ2
ha
ρ2

+ ω2
{
d
dτ = 1

r2
d
dt = 1

ρ
d
dt

}

= 1
2

(
dρ
dτ

)2
+

2Λ2
ha
ρ2

+ ω2 = 1
2

[(
dρ
dτ

)2
+

4Λ2
ha
ρ2

]
+ ω2

que l’on écrit
−ω2 =

1

2

[(
dρ

dτ

)2

+
4Λ2

ha

ρ2

]
− 4ξha

ρ
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De l’harmonique au Keplerien...

−ω2 =
1

2

[(
dρ

dτ

)2

+
4Λ2

ha

ρ2

]
− 4ξha

ρ

On pose ξke = −ω2 < 0, µ = 4ξha > 0 mais aussi

Λke = ρ2dϕ

dτ
= 2Λha = r2d (2θ)

dt

Il vient alors

ξke =
1

2

[(
dρ

dτ

)2

+
Λ2

ke

ρ2

]
− µ

ρ
=

1

2

(
d~ρ

dτ

)2

− µ

ρ

Mouvement keplerien (ξke,Λke) repéré par ~ρ = ρ(ϕ = 2θ)êρ.
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De l’harmonique au Keplerien...

avec un dessin c’est plus simple

F

Harmonique
Orbite

Keplerienne

Orbite

ha
M

ke
M

'=

2

'

r

½
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De l’harmonique au Keplerien...

Bilan des opérations
ξke = −ω2 = −2ψha (r) /r2

−ρψke (ρ) = µ = 4ξha
d
dτ = 1

r2
d
dt

Λke = 2Λha

Lorsque l’on passe en variable de Hénon, on comprend mieux...
1
2

(
dr
dt

)2
= ξha − 1

2ω
2r2 − Λ2

ha
2r2

1
16

(
dx
dt

)2
= ξhax− y(x)− Λ2

ha

[
x = 2r2

y(x) = xψha

(√
x/2
)

1
16

(
2
x
dx
dτ

)2
= ξhax− y(x)− Λ2

ha

1
16

(
dx′

dτ

)2
= ξkex

′ − y′(x′)− Λ2
ke

[
x′ = 2ρ2 = 2r4 = x2/2

y′(x′) = x′ψke

(√
x′/2

)
On remarque que y′(x′) = −ξhax et ξkex

′ = −y(x)...
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De l’harmonique au Keplerien...

C’est la transformation de Bohlin (proposée en 1911 mais pas dans
ce formalisme) [

ξkex
′

y′

]
=

[
0 −1
−1 0

] [
ξhax
y

]
La transformation inverse (Hooke→Kepler) avait été mise en
évidence par Levi-Civita en 1906 pour régulariser le problème à 2
corps.
Il s’agit d’un échange complet entre ξx et y dans l’équation du
mouvement

1

16

(
dx

dt

)2

= ξhax− y(x)− Λ2

avec une adaptation de t et de Λ.
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Bolst

Idée : échange partiel ξx↔ y(x) qui préserve l’isochronie.

1

16

(
dx

dt

)2

+Λ2 = ξx− y (x) ↔ 1

16

(
dx′

dt′

)2

+
(
Λ′
)2

= ξ′x′ − y′
(
x′
)

L’échange entre ξx et y est linéaire ! (pour préserver la � parabolitude �)

ξx− y = ξ′x′ − y′,

[
ξ′x′

y′

]
=

[
· ·
· ·

] [
ξx
y

]
[
ξ′x′

y′

]
=

[
0 −1
−1 0

] [
ξx
y

]
une Bohlin...[

ξ′x′

y′

]
=

[
α β

α− 1 β + 1

]
︸ ︷︷ ︸

Bα,β

[
ξx
y

]
un � Bolst � !
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Bolst

Théorème

Si αβξ′ 6= 0, le Bolst d’une orbite keplerienne r(ϕ) d’énergie ξ < 0
est une orbite isochrone r′(ϕ′) d’énergie ξ′ telle que

ξ′r′ 2 = αξr2 − µβr [
χ = pα|ξ|

µβ

p, e : Ellipse Kep.ϕ′ (ϕ) = 1
2ϕ+

χ arctan

[√
1+χ−e
1+χ+e tan(ϕ2 )

]
√

(1+χ)2−e2

r

F

r

Kepler Primary

Orbit

Isochrone Bolsted

Orbit

'

'

0

0
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iBolst

On peut se restreindre aux Bolsts symétriques (iBolst)

1

16

(
dx

dt

)2

+ Λ2 = ξx− y (x) ,
1

16

(
dx′

dt′

)2

+
(
Λ′
)2

= ξ′x′−y′
(
x′
)

Echange symétrique entre ξx et y :(
ξ′x′

y′

)
=

1

2

[
γ + 1 γ − 1
γ − 1 γ + 1

]
︸ ︷︷ ︸

Bγ

(
ξx
y

)
,

où Bγ est inversible ⇔ γ = α+ β 6= 0.
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Le groupe des iBolst kepleriens

Théorème

Tout potentiel isochrone est dans l’orbite du potentiel keplerien
sous l’action du groupe des iBolst : B = {Bγ , γ ∈ R∗}.
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iBolsts

Le paramètre γ donne la représentation multiplicative du groupe
des iBolst

B =

{
1

2

[
γ + 1 γ − 1
γ − 1 γ + 1

]
γ ∈ R∗

}
On vérifie immédiatement que B1 = Id et BγBγ′ = Bγγ′

La représentation additive de B s’écrit :

Bχ =


eχ
[

cosh(χ) sinh(χ)
sinh(χ) cosh(χ)

]
si γ > 0,

e−χ
[

0 −1
−1 0

] [
cosh(χ) sinh(χ)
sinh(χ) cosh(χ)

]
si γ < 0,

avec χ = 1
2sign(γ) ln |γ|.
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L’action d’un iBolst
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Référentiels propres

Définition

Le référentiel propre d’une parabole P est
(
O,~t, ~n

)
où

TO (P) = R~t est la tangente à P en l’origine O et S (P) = R~n son
axe de symétrie.

»
0
x

0

y
0

±

±�
»x

y

n

t

P

O

T ( )P
O

S( )P
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Etre ou ne pas être isochrone...

Théorème

Une orbite est isochrone ssi elle est l’image d’une orbite keplerienne
bornée par un Bolst.

t
¶

º

±

± OOOO

A

TO(P 0)

TO(P)

P
0

P

S(P 0)

(P )S

TO(P )00

S(P 0 )0
TA (P )00

*

P
00

P
00

*

S(P 0 )0
*

B°>1A²,0A0,¸

B® ¯,

n

u

v

i

j
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iBolst . . .

Considérons ~k = 1√
2

(
~i−~j

)
et ~l = 1√

2

(
~i+~j

)
les deux vecteurs

propres de l’iBolst Bγ . On a

Bγ

(
~k
)

= ~k et Bγ
(
~l
)

= γ~l.

Dans le système de coordonnées affine (w1 = ξx, w2 = y) et en
posant ~w ′ = Bγ (~w), on en déduit

{
ξ′x′ − y′ = ξx− y

ξ′x′ + y′ = γ (ξx+ y)
=⇒

(
ξ′x′
)2 − y′2 = γ

[
(ξx)2 − y2

]
.
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Relativité isochrone vs Relativité restreinte

Principe de relativité restreinte d’Einstein : les lois de la
physique sont les mêmes dans tous les référentiels galiléens ;

La longueur de l’intervalle d’espacetemps c2dt2 − x2 est
conservée dans un changement de référentiel galiléen.

Principe de relativité isochrone : les équations du mouvement
sont les mêmes dans tous les référentiels propres ;

La longueur de � l’intervalle isochrone �, ξx− y, est
conservée dans tout changement de référentiel.

Principe de relativité isochrone

Dans le référentiel canonique R O, avec le temps propre dτ = ξdt,
une orbite keplerienne (ξ,Λ2) décrite par les coordonnées affines
(ξx, y) vérifie

1

16

[
d

dτ

(
~w|~i
)]2

=
(
~w|~i−~j

)
+
(
~wΛ|~j

)
avec ~wΛ = −Λ2~j.
Dans le référentiel bolsté R′O avec les coordonnées affines
(ξ′x′, y′) et le temps propre dτ ′ = ξ′dt′, l’orbite bolstée vérifie

1

16

[
d

dτ ′
(
~w ′|~u

)]2

=
(
~w ′|~u− ~v

)
+
(
~wΛ
′|~v
)

avec ~wΛ
′ = −Λ2~v.
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La 3eme loi de Kepler

... et si tu me demandes le moment précis de cette découverte je te dirais que l’inspiration m’est venue le 8 mars de

l’année 1618, mais infructueusement réduite aux calculs et en conséquence rejetée pour fausse ; enfin revenue le 15

mai, une nouvelle inspiration emporta les ténèbres de ma Pensée et courona les 17 années de mon travail sur les

observations de Tycho. Je crus d’abord réver mais la chose est maintenant très sure et très exacte : la proportion

qui existe entre les temps périodiques et la distance moyenne entre deux planètes est positivement de une fois et

demie...

J. Kepler, Harmonices Mundi, 1619
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La 3eme loi de Kepler
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Demi grand axe isochrone

Dans un Kepler ψke(r) = −µ
r , le demi-grand axe est

a =
ra + rp

2

Dans un Hénon ψhe(r) = − µ

b+
√
b2+r2

, on définit

a =

√
b2 + r2

a +
√
b2 + r2

p

2

Dans le potentiel borné ψbo(r) = µ

b+
√
b2−r2 , on pose

a =

√
b2 − r2

a +
√
b2 − r2

p

2
A l’intérieur d’une boule homogène de rayon R et de masse
M , le potentiel est ψRha(r) = 1

2
GM
R2 r

2 on pose

a =

(
1

2

)2/3

R
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La 3eme loi de Kepler des isochrones

Théorème

Pour toute orbite périodique dans un potentiel isochrone , le carré
de la période radiale est proportionnel au cube du demi grand axe
isochrone :

τ2
r =

4π2

µ
a3

où µ est le paramètre de masse dans ψke, ψhe, ψbo ou µ = ω2R3

dans ψRha.
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Le théorème de Bertrand

Théorème

Dans l’espace R3 il n’existe que deux potentiels pour lesquels
toutes les orbites bornées sont fermées : le keplerien et
l’harmonique.

Preuve

¢'

r =( =0)t rp

r ¿r =( = /2)t ra

r ¿r =( = )t rp

La période τr et le déphasage
∆ϕ sont issus de l’action radiale

Ar = 2

∫ ra

rp

√
2 [ξ − ψ(r)]− Λ/r2

τr =
∂Ar
∂ξ

et ∆ϕ = −∂Ar
∂Λ
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Le théorème de Bertrand

Théorème

Dans l’espace R3 il n’existe que deux potentiels pour lesquels
toutes les orbites bornées sont fermées : le keplerien et
l’harmonique.

Preuve
Les fonctions τr et ∆ϕ dépendent de ξ et Λ, elles sont continues
de R× R→ R.
Pour une orbite fermée ∆ϕ ∈ 2πQ, or une fonction continue sur
un intervalle et prenant des valeurs dans 2πQ est constante.
Ainsi pour une orbite fermée 0 = ∂∆ϕ

∂ξ = ∂2Ar
∂ξ∂Λ = ∂τr

∂Λ
Conclusion : si dans un potentiel toutes les orbites sont fermées
alors il est isochrone.
Parmi les 4 isochrones 2 seulement ont ∆ϕ ∈ 2πQ : le képlerien
(∆ϕ = 2π) et l’harmonique (∆ϕ = π).
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Conclusion

Caractérisation géométrique de l’ensemble des potentiels
isochrones ;

Généralisation de la transformation de Bohlin :

(ξiso, ψiso)
Bγ↔ (ξke, ψke)

Relativité isochrone : Tout isochrone est képlerien dans son
référentiel propre.

Applications :

Généralisation de la 3eme loi de Kepler ;
Compréhension fine du théorème de Bertrand.
Dynamique des galaxies
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Références
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Merci pour votre attention !
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