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©e®® Linstabilité de Jeans

= 2L 0

o Tmoar Morop

of p of v df
Ay = 4nGm [ fdp

H | équilibre homogene f, = f, (p) et ¥, (r) solution de VP

f(r,p,t) = fo(pP)+ecfi(r,p,t)+o0(e)
{ Y (08) = Yo (1) + et (6,3, 1) o(e) oo I
Arnaque de Jeans
_m({)?’bo afl B 0(6)
o p
Linéarisation :
r (9f1+ p ofi O (9]00_0

ot m Or m@r'ﬁp_

| AY1=47Gm [ fidp
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Décomposition sur des modes normaux

O@® | |
ﬁ fl (I‘, D, t) _ fa (p) ez(k.r—wt) et ¢1 (I‘,t) _ ¢a (I‘) ez(k.r—wt)
qui revient a faire une transformation de Fourier sans le dire... On obtient alors

dfo

(?p:O

~wfa (P) + =k fu(p) —maba (x) k.
_k2¢a (I‘) :47TGmf Ja (p) dp

2

__p
2m2o02

H | : Equilibre isotherme f, (p) = (%m’;;Q)B/Q exp ( ) 1y<r, ON oObtient une

relation de dispersion (k = ké,,)

w2

o\2 1 [T
1:(w) / e 5 du  pourr < Retw? =4rGmu,
ko \/ 27 — 00 ’LL——O_

Pour w =0

k2 = k2 = (&)2 _ 47T(§72”V0 (1)

on a donc

1 o 2F() 0 avec ~ et F (z2) ! /+OO ue_%d
— | — Z) = Z = — 2) = —— U
ko \/% o U — 2 -p. 3124
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un peu de calcul ...
= SiIm (w) = 0, les solutions linéaires sont oscillantes et donc stables . On a de plus

k=522 >k, siw#0

= Silm (w) < 0, les solutions linéaires sont des oscillations d’amplitude croissante et
donc instables , cette situation correspond a k < k.

= SiIm(w) > 0, les solutions linéaires sont des oscillations d’amplitude croissante et
donc stables , cette situation correspond a k > k,.

Systeme homogene instable si k < k, soit

27T 2TOo

A> )N\, = — =
ko Giﬂ(?ﬂzyo)l/Q

Un systeme homogene plus grand que sa longueur de Jeans s’effondre ...
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O@®

Instabilité de Jeans = coeur-halo r—2.

Tl T 1 [

7T T 1T 170 I I IT!IFTI
0

10

: :
10° #
K10t [o p262144 =
< = PI131072
e P65536
+  P32768
« 16384
% « 8192
10 — 1/(1+(1/0.37)4)
Bl o930l L L 1 A | | |
10
10" 10" 10’

o

-p.5/24



¢ @ ﬁ Structure hamiltonienne de Vlasov

L'équation de Vlasov s’écrit

of p Of fﬁb of of

ot i m or | or Op Ot L EF=0 @)
Pas hamiltonien...
2]... o 0o
_ ar ¥
Fifl= [eumyar = o= [ St €
Viasov ... 5
dF F
= [{En S @
Energie totale
2
H[f]::/—fI‘tdI‘—Gm /f / dI‘dI" (5)
lq - ql
telle que
OH _ ©)

Sf
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on obtient la structure hamiltonienne de I'égquation de Vlasov
X1
dF _(FH) = / OF 6H fdr .
ot 5F5F (7)
Application fondamentale a la stabilité

(H,t) . paire de Noether. Pour une paire quelconque (A, \) on a

dF

N = (F,A)

et sa solution

F[f] :exp[— ()‘_)\o) <A7>]F[fo]

= Ffo) = B3 (A F) oy + B (A (A )y o

Probleme de la stabilité

Jo — Jot+eh avecflz{fo,g}

On definit G telle que
0G

ﬁzg
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et I'on obtient

Ffl=Ffo) = 5(G.F);_; e+ 5 (GG, F)),_, *+ -

O@®

En prenant F' = H

H(f]=H,+eH +&°Hy + o (%)
— H[f()] _€<G7H>f:fo + %82 <G7 <G7H>>f:fo +0(€2)

® Ordre 1
0G 0H
H, =— H = —
1 <G7 >f:fo /{5f 5f} Jodl' = /{E g} JodI'
_ [ 9
_/{fO,E} ng‘-/ Yy g dI’
= Si f, est un equilibre, H; =0
® Ordre 2

H(Q) — % <G7 <G7 H>>f fo

1 [{g f} g, EydT — Gm® f p Lol o} greg

la—q’]

= Signe de H? : stabilité du systéme

(8)

(9)

(10)
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o ﬁ ﬁ Systéme Sphérique : f() — fO (Ea LQ)

dfo 0fo

{gafo}_ 912 {gaLQ}:: fO,E{ng}+fo,L2 {g’LQ}

Perturbations préservantes{g, fo} = foe{9, E}
Pour ce type de perturbation on a donc

o 9B+

2) _ {9, 1.}’ Gm? {9, fo} 19" [0}
TR e /) a—al 0
H fo,E<O
o L[ e f) m{g, fi}
=) / SR e

en posant

p1 = m/{g,fo}dp et ;= —G/ dq & Ay = 47Gpq

lq—dq|
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ﬁﬁﬁ {9, 1o}

a® _+
|f0 E‘

dl' + — /ﬂl%dr

Cauchy-Schwarz ...

1
H® > / d / d
f|foE\dP "y p1¢1 g

Premiere loi d’Antonov (généralisee): si I'étoile est stable, ce qui correspond a

W) > 0, alors le systéme d’étoile possédant la méme répartition de masse I'est
aussi !
On montre que

w® >0

@ fo = fo(E) : Stabilité contre tout type de perturbation si fpz < 0
T f, = f,(E, L?) : Stabilité contre les perturbations radiales si fz < 0

Reste a étudier : Stabilité des systemes sphériques contre les perturbations non
préservantes, systemes non sphériques et systemes non monotones.

- p. 10/24



o ®® Linstabilité d'orbites radiales

Une tres longue et controversée histoire ...[?]
fo (E,L*) = (E)d (L?)

ldee :
fo (E,L*) =¢(E) d, (L*) avec limd, (L*) — ¢ (L?)

a—0

avec d,, (L?) — ¢ (L?) lorsque a — 0. Dans cette limite, la variation d’énergie
engendrée par le génerateur g s’écrit a I'ordre le plus bas en a sous la forme

(2) _ ~ Gm? {g: o} 49, 15}
HEY =0 - 5= [ f a—q] T

o [ lerad () dr

Mode d’énergie négative
= Théeoreme de d’instabilité induite par la dissipation

Un systeme hamiltonien possédant un mode d’énergie negative devient instable en
présence de dissipation.

Linstabilité d’orbite radiale serait donc induite par la dissipation ...
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e®® Mécanisme

.
i

~

: Perturbation
non radiale

- = -

-

.
.
.

]

-

Equilibre
Stable

-- ==
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¢®® Lasphereisotherme en boite

Sphere isotherme : Masse infinie si R — 400
On cherche donc un extremum de

:—k/flnde‘
avec f élément de
. / tel supp (f) C Bg,M =m [ f dI' < o0
— elle que ) /
e e ) ar - mG [ [ L) rvar < o

La solution a ce probleme est toujours la sphere isotherme,

~3/2
=5 E) = (2“;;7”) e x 1p,
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© ﬁ ﬁ et donc

oL

p=p(@) = [ rdp = Temime

Bien sar, hors de la sphere il n’y a plus rien nous avons donc les conditions

p(r)=0
et > Sl r>R
o) =~
A I'intérieur de la boule, on pose
o 2 O smp(0) i h
x—g avec ri = 47TGm266 puis h = Bm (¢vp — ¢ (0))

et 'équation de Poisson correspondante a ce systeme S’écrit

x2 dx . dz

L4 ( th) —e " avec h(0)=h"(0)=0 (11)
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©e®® \Variables de Milne ("=1)

v(z) =xh = zv=2a?N

et ., Poisson: (2v)' =uy (12)

u(x) = = U=

un petit calcul donne un systeme différentiel du premier ordre

{ v =v(u—1)

zu' =u (3 —u—w)

siv=uv(u) (TFLTIL)
v do v (1 —u)

JZ@ZU(U—F’U—S) (13

Conditions limites

(u,v) = (0,3) quand z — O
et p=“Mquandz — £

(u,v) = (% — )\,u,,u) avec \ = GM2 -
(u,v) — (1,2) quand R — +o¢ . 15024




Pour une valeur de H, M et R

Longueur de la courbe
Y * déterminée par
la valeur de R

0 | 1 u 2 | 3
Padmanabhan : la relation permettant d’exprimer u,, et v,, en fonction de X\ et u peut
s’inverser et permet d’obtenir

i (0,0) = () = (5 o) = 2= 27

x—R/r, 2 Um

Contrainte supplémentaire
1 ( 3) GM? 3G M?
Um = v | Um — 3

A\ 5) = " HR YT SHER

La droite et la spirale doivent avoir une intersection ...
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On ne peut pas mettre n'importe quelle sphere isotherme ...
dans n’importe quelle boite ...

Ae A Ao
2+ .
i \ Entropie :
, A + ’

§ A= -2 <)\, pas d’extremum
1 | A= —AL > ). 1 extremum local
0 | 1 U 2 | 3

Nature de I'extremum : Parametre de longueur de la spirale

o PO

p(R)
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e ®® Instabilité d’Antonov

TsiR > RH =709 : Extremum = col = instable;

TsiR < RE =709 : Extremum = maximum local !

Analyse de Katz
Régime de stabilité d’'une sphere isotherme < existence de tangentes verticales ou
horizontales sur la courbe 5 (H) dans le plan (H, () :

& Sphere est isolée et confinée : H = cste qui fixe
Ensemble microcanonique de Gibbs, instabilité si 5 (H) présente une tangente
verticale.

R > RY ~ 709

© Sphere confinée et en contact avec un bain thermique : 3 qui fixe H = cste
Ensemble canonique de Gibbs, instabilité si 5 (H) présente une tangente
horizontale.

R >RV ~321
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O@®

RY =32,1
RE =700
I : Stable ] I . Stable |
: Instable
5 . Instable p
: : Canonique
Microcanonique
0 H 0 H

Ensembles statistiques non équivalents en thermodynamique gravitationnelle !
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e®® Un scénario trés simple ...

0 Effondrement homogene
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e®® Un scénario trés simple ...

0 Effondrement homogene
. p(r)

Vﬁ
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¢®® Un scénario trés simple ...

0 Effondrement homogene

/

_p(r)

Vﬁ

Jeans

v 3
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e®® Un scénario trés simple ...

9 Effondrement faiblement inhomogene
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e®® Un scénario trés simple ...

9 Effondrement faiblement inhomogene
. p(7)

Ay
p
R

m<M*= 0.15M
[

Vﬁ
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e®® Un scénario trés simple ...

9 Effondrement faiblement inhomogene

Ay
p
R

L p(r)

m<M*= 0.15M
[

Vﬁ

L p(r)

\/\3
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e®® Un scénario trés simple ...

9 Effondrement faiblement inhomogene
. p(7)

m<M*= 0.15M
[

Vﬁ

L p(r)

\/\3

\/\3
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e®® Un scénario trés simple ...

0 and 9 a plus long terme (= T}.¢;)
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e®® Un scénario trés simple ...

0 and 9 a plus long terme (= T}.¢;)
()

King : co

Vﬁ
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e®® Un scénario trés simple ...

0 and 9 a plus long terme (= T}.¢;)
()

King : co

Evaporation
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e®® Un scénario trés simple ...

L p(7)

and

King : co

a plus long terme (~ T.;)

Evaporation

/

_p(r)

King : ci>co
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e®® Un scénario trés simple ...

L p(7)

and

King : co

a plus long terme (~ T.;)

Evaporation

/

_p(r)

King : ci>co

R

Core Collapse
by Antonov

v 3
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e®® Un scénario trés simple ...

L p(7)

and

King : co

a plus long terme (~ T.;)

Evaporation

L p(r)

King : ci>co

v 3

R

Core Collapse
by Antonov

L p(r)

v 3
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) ﬁ © Erondrement inhomogeéne
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& ‘ Q 6 Effondrement inhomogéne
P

m>M*= 0.15M
A

%

Vﬁ
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& ‘ Q 6 Effondrement inhomogéne
P

m>M*= 0.15M
A

%

r ’

R Jeans 1
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) w © Erondrement inhomogeéne

p(r)

p(r) A A
m>M*=015M R - K >4p
A
o)
/% 0
T * T
R s Jeans 1 R :
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) w © Erondrement inhomogeéne

p(r)

p(r)

o)
2
m>M*=015M R . Rk ip
A
p f
T * T
R s Jeans 1 R :

* Antonov
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) ﬁ © Erondrement inhomogeéne

p(r)

p(r)

o)
2
m>M*=015M WA . K >4n
P
p f
T * T
R s Jeans 1 R :
* Antonov
p(r)
G Ve
R
.
b >
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) ﬁ © Erondrement inhomogeéne

p(r)

p(r)

o)
2
m>M*=015M R . K >4n
P
p f
T * T
R s Jeans 1 R :
* Antonov
p(r)
G Ve
R
Jeans 2 7;
+ Roi R
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) ﬁ © Erondrement inhomogeéne

p(r)

p(r)

Jo)
2
m>M*=015M R . Rk ip
A
n R
r * T
R s Jeans 1 R s
* Antonov
/\'2&0 p(T‘)
p2 ......... % M.
Einasto
pO ................................... %
" Jeans 2 "
R + Roi R
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) ﬁ © Erondrement inhomogeéne

p(r)

p(r)

o)
2
m>M*—o015M 00000 .. , h >4p
A
n f
r * T
R s Jeans 1 R s
* Antonov
/\’2&0 p(?“)
p2 ......... % M °
Einasto
pO ................................... %
" Jeans 2 "
R + Roi R

Un calcul grossier donne M, ~ 107° x M ...!
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e®® Conclusion



e®® Conclusion

ﬁ Effondrement homogene (= petites échelles)

produit un profil de King ;

ne peut pas développer ROI ;

évolution longue : effondrement du cceur ;

ne contient pas habituellement d’objet massif compact.

ek ek ek et
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ﬁ Effondrement hieérarchique (= moyennes et grandes échelles)
T produit un profil a plusieurs pentes ;
T possiblement affecté par ROI;
® contient habituellement un objet massif compact.
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produit un profil de King ;
ne peut pas développer ROI ;
évolution longue : effondrement du cceur ;
ne contient pas habituellement d’objet massif compact.
Un bon scénario pour la formation et I'évolution des amas globulaires

ek ek ek et

ﬁ Effondrement hieérarchique (= moyennes et grandes échelles)
T produit un profil a plusieurs pentes ;
T possiblement affecté par ROI;

® contient habituellement un objet massif compact.
Un bon scénario pour la formation et I'évolution des galaxies
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