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Le trou noir
des

spheres isothermes

Ce sujet a été congu spécialement pour cette occasion par le professeur de ce cours J. Perez
Vous pouvez en obtenir une correction en lui écrivant



Examen donné au Master 2 d’Astronomie & Astrophysique d’Ile-de-France en Janvier 2011

Un amas globulaire est un systeme d’étoiles dont la configuration, souvent sphérique, est bien
représentée par une sphere isotherme de densité volumique de masse centrale finie py. La fonction de
distribution d’équilibre d’un tel systeme s’écrit

f(B)= (%%27") o

ou E = p?/2m + ma (1) est I'énergie d’'une particule test de masse m d’impulsion p’ & la position
7, 1 (7) est le potentiel gravitationnel du systéme en 7. Les deux parametres o et 3 ont les dimen-
sions respectives d’une longueur et d'une énergie, ils caractérisent le systeme. Un certain nombre
d’intégrales sont fournies en fin d’énoncé. Si r est la coordonnée radiale et t le temps, on utilisera la
notation f’ pour désigner df /dr et f pour désigner df /dt.

1. La sphere isotherme

(a) Calculer la densité volumique de masse p en chaque point du systeme. En déduire que le
systeme est bien sphérique. Déterminer py en fonction de m,a, S et de la valeur vy du
potentiel gravitationnel en 7= 0.

(b) Pourquoi un tel systeme est-il qualifié d’isotherme? On rappelle que la valeur moyenne
dans 'espace des impulsions (i) ; () d'une grandeur ¢ (p,7) est ici donnée par la relation

(p,7) f(E)dp
J I (E)dp
(c) Montrer que si 'on néglige I'influence des collisions, le mouvement d’une particule test

dans une sphere isotherme s’effectue dans un plan. Ce résultat est-il spécifique aux spheres
isothermes ?

()7 = 12

(d) Montrer que le potentiel gravitationnel régnant dans la région centrale d’une sphere ho-
mogene s’écrit sous la forme harmonique suivante

1
Un (r) = o + §w2r2 + 0 (r?)
On pourra effectuer un développement limité a 'ordre 2 du potentiel gravitationnel, et
'on exprimera w? en fonction de G et py.

2. Pres du centre...
On considere le mouvement d’une étoile confinée dans la région centrale d’'un amas globulaire.
On considere donc que le potentiel gravitationnel auquel elle est soumise est celui de la question
précédente.

(a) Soit (z,y) les coordonnées cartésiennes de 1'étoile dans le plan orbital. En écrivant et en
résolvant les équations de Lagrange du mouvement en coordonnées cartésiennes dans le
plan orbital, montrer que

x (t) = ucos(wt + @) et y(t) = vcos(wt + ¢,)

ol le vecteur C' = [u, v, ., )" est constant et fixé par les conditions initiales. Quelle est
la nature du mouvement, ?



On souhaite a présent étudier I'influence sur cette orbite de la présence d’'un hypothétique
trou noir de masse M, situé en 7 = 0. De maniere formelle, on écrira la densité de cet
objet

pe (1) = M, 6 (1)
ou J (r) est la distribution de Dirac centrée sur 0.

Montrer que le potentiel gravitationnel créé par le trou noir s’écrit

oM
Ve (7,y) = _\/932:+y?

Nous allons a présent appliquer la théorie de la variation des constantes de Lagrange au
probléeme du mouvement de 1’étoile confinée dans la région centrale d’'un amas globulaire
perturbé par un hypothétique trou noir de M,.

Montrer que les équations du mouvement du probleme perturbé s’écrivent sous la forme

i =—w’r+ on
N ox
P +3_R

ou R (z,y) est une fonction perturbatrice dépendant des parametres G et M,. Sous quelles
hypotheses R (z,y) est-elle une perturbation du terme principal harmonique ?

On fait 'hypothese que la perturbation introduite par le trou noir va faire varier les
constantes du probléme non perturbé en des termes osculateurs : la solution du systeme
non perturbé

u
x(t)y=a(C,t . .
) , O = Ul = cste
y(t) =y (Ct e
Py
devient avec la perturbation
. u(t)
(1) =2 (C ).t G | v
y(t)=y(Cloe) 20
ey (1)

On se place en jauge de Lagrange, c¢’est-a-dire que 1’on impose

4 4
or . oy -
— C; = — ;=0
= 9Ci ; oC;
En appliquant la théorie planétaire de Lagrange, montrer que les équations du mouvement
perturbé s’écrivent sous la forme
dC

A— =V (R) avec A= [

K 0

0 —K
dt

ou K est une matrice carrée d’ordre 2 diagonale ne dépendant que de w,u et v.



(e) On se place dans le cas de la perturbation d’une orbite circulaire pour laquelle on suppose
que 'on peut écrire a chaque instant

™

u(t)=wv(t) , we(t)=0 ety (t)=

2
Déterminer puis résoudre 1’équation différentielle vérifiée par u ().

(f) Comment peut-on détecter la présence d'un trou noir au centre d’'un amas globulaire ?

A toutes fins utiles on rappelle que
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