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Dans tout ce problème, tous les systèmes considérés possèdent la symétrie sphérique. On notera
r la distance radiale, ρ la densité volumique de masse, ψ le potentiel gravitationnel et P la pression.

Question 1

a)Une équation d’état polytropique d’indice 1, est une relation de la forme

P (r) = λρ (r) avec λ = cste

Déterminer la relation différentielle existant à l’équilibre entre ρ (r) et ψ (r) pour un tel système.
b)Une sphère isotherme est définie par la relation

ρ (r) = A e−mβψ(r) avec A ∈ R∗+

Montrer qu’une sphère isotherme vérifie une équation d’état polytropique d’indice 1. On exprimera
λ en fonction de β et m.

On souhaite dans ce problème étudier une sphère isotherme de masse totale M et définie dans
une boule de rayon R. On modélise la densité de la sphère isotherme par la relation

ρ (r) =


ρo Si r ≤ ro

ρo
1

x2

(
R

r

)2

Si ro ≤ r ≤ R

avec x =
R

ro
≥ 1 (1)

On supposera que ce modèle vérifie une équation d’état polytropique d’indice 1.

Question 2

a) Expliquer pourquoi le modèle défini par la relation (1) est une approximation de la sphère
isotherme.

b) Montrer que

ρo =
3M

4πR3

x3

(3x− 2)
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Question 3

Sur chacun des intervalles [0, ro] et [ro, R] déterminer la masse µ (r) contenue dans la sphère de
rayon r. On exprimera µ uniquement en fonction de M , R, x et r.

Question 4

a) Démontrer que l’énergie potentielle totale contenue dans un système sphérique de rayon R est
donnée par la relation

W = −4πG

∫ R

0

s ρ (s) µ (s) ds

b) Calculer l’énergie potentielle totale Wi contenue dans une sphère isotherme contenue dans une
bôıte de rayon R en utilisant le modèle (1). On mettra le résultat final sous la forme

Wi = −3

5

GM2

R
ϕ (x)

où ϕ (x) est une fonction que l’on déterminera. Commenter la limite de ϕ lorsque x→ 1+.

Question 5
L’énergie cinétique totale Ki contenue dans une sphère isotherme de masse M , de température

θ = (kβ)−1 constituée de N particules de masse m est donnée par la relation

Ki =
3

2

N

β
=

3

2

M

mβ

Pour un système défini sur une boule de rayon R à l’équilibre, le théorème du viriel s’écrit

2K +W = 4πR3P (R) (2)

a) Démontrer, ou à défaut commenter, la relation (2).
b) En utilisant la relation (2) dans le cas du modèle (1) de la sphère isotherme dans une boule,
démontrer que

τ :=
βmGM

R
=

10 (x− 1) (3x− 2)

x (15x− 14− 10 ln (x))

Question 6

On note Ei l’énergie mécanique totale contenue dans le modèle (1) de la sphère isotherme de
rayon R. Déterminer le paramètre

ε :=
EiR

GM2

en fonction de la seule variable x.

Question 7

Pour chaque valeur de x ∈ D = ]1,+∞[ on considère le point ζ de coordonnées (ε (x) , τ (x)) dans
le plan (ε, τ) . On peut démontrer que sur D

— la fonction
dτ

dx
ne s’annule qu’une fois en x = xc ≈ 3, 41 et qu’elle change de signe en xc ;

— la fonction
dε

dx
est strictement négative.
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a) Déterminer les positions limites

ζ1 = lim
x→1+

ζ et ζ∞ = lim
x→+∞

ζ

b) Tracer le lieu des points ζ pour x ∈ D dans le plan (ε, τ).

Question 8

Le modèle (1) de la sphère isotherme dans une boule permet-il de retrouver les résultats de
stabilité que l’on peut obtenir à partir du modèle complet ?
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