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Rappel du probleme

Le probleme a résoudre durant la premiére partie du TP est :

min %<q(°) +Bqc,re(q% + Bgc) o [¢” + ch|> + <pr A(q? + ch)> :

qc€R"Md

F(ac)

Pour écrire les oracles associés a cette fonction F, il faut d'abord
calculer le gradient et le Hessien. Pour cela, on fait appel aux
regles du calcul différentiel multivarié.

De maniere générale, pour une fonction ¢ : R — RA on notera

e ¢'(x) la matrice de taille S x « représentant |'application
différentielle de ¢ au point x,

@ Vi(x) la matrice de taille & x 3 transposée de ¢'(x).

Dans le cas f =1, Vip(x) est le gradient de la fonction ¢ en x.
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Calcul du gradient de F I

1
F(qc) = §<q(°)+ch7r-(q(°)+ch)-Iq(°)+ch}> + <pr,Ar(q(°’+ch)> |

On écrit la fonction F comme une fonction composée f o g, avec :

g : Rn_md — Rn 9 g(qC) = q(O) + BqC I

1
fiR" SR, f(q):§<q,roqo]ql>+<pr,A,q>.
————
f(q) f2(q)

La regle de la chaine s'applique et on a :

(Fog)(ac) = f'(glac)) - &'(qc) »
et donc, puisque f = f1 + f,

VF(qc) = Ve(ac) - Vi(g(ae)) + Velae) - Ve (g(ac)) - J
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Calcul du gradient de F

o La fonction g est affine, et donc Vg(gc) = B'.
o La fonction £ est linéaire, et donc V(gc) = A/ p.

@ La fonction f; est le produit scalaire de deux vecteurs : son
gradient peut étre obtenu par la régle du produit :

V((g,reqelql)) =V(q)-(reqelql) +V(reqeldl) q.

o V(q) est le gradient de la fonction g — g :
c'est donc la matrice identité de R".

° V(r ege \q|) est le gradient de la fonction g — re ge|q| :
c'est une matrice diagonale (a calculer) que I'on note R(q).

Regroupant tous les termes, on obtient le gradient de F :
1

VF(qc) = 3BT (r eqelgl+ R(q) q) +B"Alp, .
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Calcul du Hessien

On montre facilement que la matrice diagonale R(q) obtenue lors
du calcul du gradient de la fonction F est telle que :

R(q)g=2reqe|q|.
L'expression compléete du gradient de la fonction F est alors :

VF(qc)=B'(reqelql)+B Alp,.

L'expression du Hessien est donnée par le gradient du gradient. ..
Le terme BTAerr étant constant, il suffit donc de différentier :

gec — q:q(0)+BqC = z=reqgel|q — B'z.

Le gradient de la fonction g — z est R(q) (obtenu lors du calcul
du gradient), et les 2 autres fonctions dans |'expression ci-dessus
sont affines. La régle de la chaine fournit alors le résultat voulu.
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