1 Recherche linéaire par la regle de Wolfe

1.1 Principes généraux

Soit f une fonction & minimiser. On note :
— 2" le point courant,

— ¢ le gradient de f en z(®,
— d® la direction de descente,
— a® 1e pas de descente.

La régle de Wolfe a pour but de déterminer un pas o¥) vérifiant les deux conditions suivantes :

1. la fonction f doit décroitre de maniere significative :
F@® 4+ a®g®y < rz®)) 4 wla(k)g(k)T d®)
2. le pas a®) doit étre suffisamment grand :
(VF@@® +a®d®)) T q®) > wag® T g®)
avec 0 < w; < wg < 1 (typiquement, wy = 0.1 et we = 0.9).

1.2 Algorithme de résolution

La procédure itérative suivante, inspirée d’une mise en ceuvre due a Fletcher & Lemaréchal, permet de

maniére particulierement simple de calculer un pas a(*) vérifiant les deux conditions de Wolfe.

L’initialisation consiste & poser & = 0 et @ = 400 et & se donner un pas a*Y €]a, al. A chaque itération ¢
de I'algorithme de Fletcher-Lemaréchal, on effectue le test suivant afin de modifier la valeur de a9 jusqu’a

obtenir un pas vérifiant les deux conditions de Wolfe :

e si a#) ne vérifie pas la condition (1a) :
- on diminue la borne supérieure : @ = ok,
- on choisit un nouveau pas : «*1) = 1(a + @),
e sinon,
* si a®® ne vérifie pas la condition (1b) :
- on augmente la borne inférieure : a = aF9),
- on choisit un nouveau pas :
Cakttl) = 2a si a = 400,

oD = 1o +@)  sinon,

* sinon, le pas a(F9 vérifie la regle de Wolfe

et servira a se déplacer dans la direction d®) :

On notera que les conditions (1a) et (1b) ne sont pas traitées de maniere symétrique dans cette procédure.
En effet, la seconde condition de Wolfe n’est testée que si la premiere condition est satisfaite. Par contre, la
modification de la borne inférieure o dans le cas ou la seconde condition n’est pas vérifiée oblige a refaire le

test de la premiere condition.



1.3 Mise en ceuvre
1.3.1 Terminaison de ’algorithme

D’un point de vue pratique, et bien que 'on puisse montrer, sous des conditions raisonnables, que
I'algorithme de Fletcher-Lemaréchal fournit un pas a9 satisfaisant les deux conditions de Wolfe en un
nombre fini d’étapes, il peut arriver que cet algorithme nécessite un tres grand nombre d’étapes pour obtenir
une valeur correcte du pas. C’est pourquoi il est souhaitable, lors de sa programmation, de controler le nombre
maximal d’essais de pas de l'algorithme a ’aide d’un test d’arrét. Cependant, ce test ne doit pas porter sur
la longueur de l'intervalle de recherche en «, mais plutot sur le déplacement en x correspondant. Ceci
revient donc a se donner une résolution en x, car cette derniere grandeur a une interprétation physique qui
devrait permettre & 'utilisateur du code de connaitre 'ordre de grandeur de ses variations. Notant 2%+ =
z®) 4+ oFDJk) le point proposé & la f-eme étape de I’algorithme de Fletcher-Lemaréchal, le test d’arrét
portera donc sur la quantité :

”x(k,Z—H) - x(k,Z)H _ |a(k,€+1) - a(k,@)‘ ||d(k)|| )

1.3.2 Pas initial de ’algorithme

Il faut aussi déterminer la valeur initiale (%9 avec laquelle on initialise cette procédure. Dans le cas

d’une utilisation dans le cadre d’un algorithme de type Newton ou quasi-Newton, le pas unité permet
d’obtenir une bonne vitesse de convergence pres de la solution. Pour d’autres méthodes comme le gradient
ou le gradient conjugué, il n’existe pas de pas naturel < évident >.

— Une premiere possibilité est d’essayer différentes valeurs de ce pas initial pour se faire une idée d’une
valeur initiale « raisonnable >. C’est I’approche la plus couramment utilisée.

— Une autre possibilité consiste & déterminer ce pas en se donnant la décroissance attendue A®) de la
fonction f. Si 'on considére une approximation quadratique de la fonction a — f(z®) + ad®), a
savoir :

¥ (o) = a(()k) + agk)a + %aék)az ,

les deux premiers coefficients de cette approximation sont facilement disponibles :
k
aff) = £z,
oF) = g0 T g

Plutot que d’obtenir le dernier coefficient agk) a l'aide de la matrice hessienne de f, on le détermine

en imposant que la décroissance maximale de ¢®) soit égale & la décroissance attendue A®) de f :

AW = o (0) — min oM (a)

a>0
d’olt
(k)2
JB_ @
2 2AK) -

On en déduit alors le pas initial a(*0), qui est celui donnant la décroissance maximale de I’approxi-

mation quadratique ainsi définie. On obtient :

k
G0 _ o) _ 280 2a®
a? a{® g® T k)

Ce pas est appelé pas de Fletcher.

Remarque 1. Le choix du pas initial est donc reportée sur le choix de la décroissance attendue AK).
Cette derniére valeur peut provenir des connaissances dont on dispose a priori sur le probleme d’op-
timisation que l'on doit résoudre : ainsi, si I’on dispose d’une bonne approximation d’un minorant
de la fonction f, la décroissance attendue pourra étre prise égale a une (petite) fraction de 1’écart
entre f(z(®)) et ce minorant.



2 Directions de descente

Soit f une fonction & minimiser. On note :
— 2® le point courant,
— ¢® le gradient de f en z(F).
On cherche une direction d*) dans laquelle la fonction f décroisse & partir du point z(F) :

3® >0, fa® +a®a®)) < fa®)y

inégalité induite par la relation : g®) d®) < 0. Le pas a(*) est en général déterminé par recherche linéaire.

2.1 Formule de Polak-Ribiere

Dans les méthodes de type gradient conjugué, la direction de descente d*) au point z*) est de la

forme : @
(k) _ —g sik=1
d™ = { —g® 4+ B0MAED  gnon (2)

Dans la mise en ceuvre de Polak-Ribiére, le coefficient 8*) est donné par la formule :

T

g =01

2.2 Formule de BFGS inverse

Dans les méthodes de type quasi-Newton, la direction de descente est de la forme :
Ak — _W(k)g(k) ’ (4)

ott W) représente une approximation de 1'inverse de la matrice hessienne H®*) de f au point z®) . Cette
approximation est remise a jour a chaque itération de I'algorithme.

Avec les notations suivantes :
S (O

— 58 = gle) _ gle-1)
la formule de remise & jour de BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) est donnée par :

QHOM (k) s(0) T ) ()T
w® = [ 71— % w1 [ _ % N % )
5§k) 59(ck) 5§k) 5g(ﬁk) 5ék) 5§;k)

A défaut de meilleure idée, la matrice W) initialisant cette formule est prise égale & l'identité.

Remarque 2. Lorsque le pas a(¥) est déterminé par la regle de Wolfe, la relation (1b) implique :

T

5§k)T(59(0k) > a®(wy — 1)g® 4™ > 0 . (6)

Si P’on choisit une matrice initiale W) définie positive, la formule de mise & jour (5) génere alors des

matrice W) qui sont aussi définies positives. C’est pourquoi on utilise toujours la régle de Wolfe pour
effectuer la recherche linéaire dans l'algorithme de BFGS.

P. Carpentier, 1 juin 2020.
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