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Mardi 25 février 2020

Ex. 1: Dualité linéaire. Soit A € R™*™ une matrice, b € R™ et ¢ € R™ deux vecteurs. On considére le probléme
d’optimisation linéaire sous forme canonique:
min ¢’z
TER™
s.t. Az =0 (1)
z>0.

1. Ecrire le Lagrangien en dualisant toutes les contraintes. Montrer que le probléme dual s’écrit
Rmin o b A
NS »SERY (2)
st. AT A+s=c¢

2. Montrer qu’en dualisant uniquement la contrainte Az = b, nous obtenons la méme formulation duale.

3. Soit K un ensemble convexe. On définit le cone dual associé comme K* = {A € R" : (\,z) > 0} . Un probléme
d’optimisation conique est une généralisation du probléme d’optimisation linéaire (2). Il s’écrit:

LT
min ¢ ©

xeRW

s.t. A =b (3)
reK.
Montrer que le probléeme dual de (3) est

min b' A

AER™ (4)

st.c— AT Ae K*.
Correction: i) Le résultat vient en considérant le Lagrangien
L p)=c e+ (b—Az)—p'z.

Le probléme dual s’écrit alors: ¢p(\, 1) = mingepn(c— A" X —p) Tz 4+b" A Sic—ATA—pu #0, alors ¢(\, ) = +00. On
en déduit que le probléme dual maxyerm uern G(A, @) s’écrit:
max b' A
AER™ uERN

sousc—ATz\—uzo.

La variable ;o € R™ peut étre vue comme une variable de slack.
1) Idem, en réécrivant cette fois-ci le Lagrangien comme

Lz, \)=c'z+ 1 (b— Az) .

11i) La mécanique est la méme dans le cadre de l'optimisation conique.

Ex. 2: Sous-différentiel d’un probléme linéaire. Soit ¢ € R™, W € RP*™, T € RP*", b € RP. Soit f : R™ — R
I’application définie, pour tout x € R™
min qu
(5)
st. Wy+Tx=5b.

1. Montrer que le probléeme dual de (5) s’écrit
d(z) = max 7' (b—Tx)

TERP (6)
st. Win < q .

2. Montrer que d = op(b— Tx), ot op est la fonction support d’un ensemble D & déterminer.



3. En déduire que
df(x) = =T ' D(x) avec D(x)=argmaxn (b—Tx) (7)

weD
Correction: i) D’aprés I’Ezercice 1, on a directement que le probléme dual s’écrit

— T _
d(z) = max 7 (b—Tx)

st Wir < q .

x napparait que dans l’objectif, I’ensemble admissible TI(q) = {m € R? : W x < q} étant indépendant de x. Supposons
que f soit propre. Il existe alors xo € R™ tel que f(xo) < 400, et le probléme primal est alors admissible pour xo. Par le
théoréme fondamentale de la dualité linéaire, le probléme dual d(xo) est aussi admissible, et la dualité forte s’applique:
f(xo) = d(zo). Comme I1(q) ne dépend pas de x, le fait que f soit propre implique alors nécessairement que 11(q) est
non-vide et que pour tout x, le probléme dual est admissible.
1) On définit la fonction support de I1(q):

Galy) = sup 7y

w€ell(q)

On a alors: d(x) = o4(b—Tx). D’autre part, on sait que o; = X(q), fonction indicatrice de I1(q), car xm(q) est conveze,
propre, s.c.t (voir TD2). D’aprés le Théoréme 8 du Chapitre 1, on en déduit:

Ta € Doy(y) <= 74 € argmaxm Yy — X1i(q)(T) < mq € argmaxm 'y,
T 7ell(q)

car pour toute fonction convexe propre s.c.i. f, onap € 0f(x) < p'z = f(z)+f*(p) < p € arg max, T y—f*(y).
On déduit alors, en utilisant les propriétés de composition du sous-différentiel (Théoréme 5, Chapitre 1):

f(x) = —T"D(x) avec D(z) =argmaxw (b—Tz).
weD



