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Ex. 1: Dualité linéaire. Soit A ∈ Rm×n une matrice, b ∈ Rm et c ∈ Rn deux vecteurs. On considère le problème
d’optimisation linéaire sous forme canonique:

min
x∈Rn

c>x

s.t. Ax = b

x ≥ 0 .

(1)

1. Ecrire le Lagrangien en dualisant toutes les contraintes. Montrer que le problème dual s’écrit

min
λ∈Rm,s∈Rn

+

b>λ

s.t. A>λ+ s = c

(2)

2. Montrer qu’en dualisant uniquement la contrainte Ax = b, nous obtenons la même formulation duale.

3. Soit K un ensemble convexe. On définit le cône dual associé comme K? = {λ ∈ Rn : 〈λ , x〉 ≥ 0} . Un problème
d’optimisation conique est une généralisation du problème d’optimisation linéaire (2). Il s’écrit:

min
x∈Rn

c>x

s.t. Ax = b

x ∈ K .

(3)

Montrer que le problème dual de (3) est
min
λ∈Rm

b>λ

s.t. c−A>λ ∈ K? .
(4)

Correction: i) Le résultat vient en considérant le Lagrangien

L(x, λ, µ) = c>x+ λ>(b−Ax)− µ>x .

Le problème dual s’écrit alors: φ(λ, µ) = minx∈Rn (c−A>λ− µ)>x+ b>λ. Si c−A>λ− µ 6= 0, alors φ(λ, µ) = +∞. On
en déduit que le problème dual maxλ∈Rm,µ∈Rn φ(λ, µ) s’écrit:

max
λ∈Rm,µ∈Rn

b>λ

sous c−A>λ− µ = 0 .

La variable µ ∈ Rn peut être vue comme une variable de slack.
ii) Idem, en réécrivant cette fois-ci le Lagrangien comme

L(x, λ) = c>x+ λ>(b−Ax) .

iii) La mécanique est la même dans le cadre de l’optimisation conique.

Ex. 2: Sous-différentiel d’un problème linéaire. Soit q ∈ Rm, W ∈ Rp×m, T ∈ Rp×n, b ∈ Rp. Soit f : Rn 7→ R
l’application définie, pour tout x ∈ Rn

min
y∈Rm

q>y

s.t. Wy + Tx = b .
(5)

1. Montrer que le problème dual de (5) s’écrit

d(x) = max
π∈Rp

π>(b− Tx)

s.t. W>π ≤ q .
(6)

2. Montrer que d = σD(b− Tx), où σD est la fonction support d’un ensemble D à déterminer.
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3. En déduire que
∂f(x) = −T>D(x) avec D(x) = arg max

π∈D
π>(b− Tx) (7)

Correction: i) D’après l’Exercice 1, on a directement que le problème dual s’écrit

d(x) = max
π∈Rp

π>(b− Tx)

s.t. W>π ≤ q .

x n’apparâıt que dans l’objectif, l’ensemble admissible Π(q) = {π ∈ Rp : W>π ≤ q} étant indépendant de x. Supposons
que f soit propre. Il existe alors x0 ∈ Rn tel que f(x0) < +∞, et le problème primal est alors admissible pour x0. Par le
théorème fondamentale de la dualité linéaire, le problème dual d(x0) est aussi admissible, et la dualité forte s’applique:
f(x0) = d(x0). Comme Π(q) ne dépend pas de x, le fait que f soit propre implique alors nécessairement que Π(q) est
non-vide et que pour tout x, le problème dual est admissible.
ii) On définit la fonction support de Π(q):

σq(y) = sup
π∈Π(q)

π>y .

On a alors: d(x) = σq(b−Tx). D’autre part, on sait que σ?q = χΠ(q), fonction indicatrice de Π(q), car χΠ(q) est convexe,
propre, s.c.i (voir TD2). D’après le Théorème 3 du Chapitre 1, on en déduit:

πd ∈ ∂σq(y) ⇐⇒ πd ∈ arg max
π

π>y − χΠ(q)(π) ⇐⇒ πd ∈ arg max
π∈Π(q)

π>y ,

car pour toute fonction convexe propre s.c.i. f , on a p ∈ ∂f(x) ⇐⇒ p>x = f(x)+f?(p) ⇐⇒ p ∈ arg maxy x>y−f?(y).
On déduit alors, en utilisant les propriétés de composition du sous-différentiel (Théorème 5, Chapitre 1):

∂f(x) = −T>D(x) avec D(x) = arg max
π∈D

π>(b− Tx) .
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