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Mardi 11 février 2020

Ex. 1: Soit A € R™ ™ une matrice symétrique semi-définie positive, b € R™ un vecteur et ¢ € R une constante. On
définit la fonction ]
h:x%ixTAa:—i—bT:r—i—c. (1)

e Montrer que prox,, (z) = (I +tA)™*(z — tb) pour tout ¢ > 0.
e En déduire les opérateurs proximaux des fonctions suivantes:
— f@)=b"z+ec
- f(=z)

= f(=) = zl=l3-

C.

Correction:

1
i) On a par définition proz,, y) = argmin,cgn leTAz+b"z+c+ % |z — yll2. En écrivant les conditions d’optimalité

au premier ordre du probléme précédent, on obtient: Ax + b+ %(x —y) =0, soit (tAzx + ) =y — th. A est symétrique
semi-définie positive, donc tA + I est symétrique définie positive et a fortiori inversible. On en déduit alors proa:th(y) =

(I +tA)"t(y —tb), d’ou le résultat.

11) On en déduit les cas particuliers:

e Si A=0, proz,, ) =z —tb
o 5iA=0 etb=0, proz,,w) =z.

1

e Sib=0,c=0et A=1, onaproxth(x):mx.

Ex. 2.:

e Soit f:xz € R — |z|. Montrer que
v—A siv> A

prox, ¢ (v) = 0 sify|<A (2)
v+ A siv< =\,

Tracer la fonction.

e En déduire prox,  , ot g = Il 11

Correction: i) proz,; est le minimiseur de la fonction

1
M+ =@y—x)° siy>0
_ 2
—>\y—|—§(y—:v)2 siy<0.
On obtient dés lors la disjonction suivante. Si le minimiseur est atteint en y > 0, alors y* = 2 — X\. On en déduit que
six > A, alors proz, (z) =z — X si x > A. En suivant le méme raisonnement, on monire que promkf(x) =x+ A\ si
x < —=X. Enfin, si |x| < A, alors y* est atteint en un point de non-différentiabilité, donc nécessairement y* = 0.



i) On a g(x) =" | |zi| fonction additive. On a alors
prozy (x) = proxy s (1) X - -+ X prozy s (Tn) ,
ot f(x;) = |zi| est la fonction valeur absolue (voir Proposition 12, Chapitre 2).
Notons qu’en utilisant la décomposition de Moreau et I’Exercice 4, on obtient directement que
prozy ¢ (x) = & — prozy 4« (x) ,

avec prozy ¢+ () = Aprojp__ (%) et 0t Boo = {a: ER™ : |z;| <1, Vi=1,--- ,n}.

Ex. 3.: Soit f : R™ — R une fonction convexe. Calculer 'opérateur proximal de f dans les cas oi:

o fz) = llzll + Fl=ll3.
o fla) ==, log(ws).

Correction: i) Calculons l'opérateur proximal de g(x;) = —log(x;), lopérateur proxzimal de f s’en déduisant par
formule d’additivité. prox, ,(z) réalise le minimum de la fonction

1
y > —log(y) + 5y —2)*,

. BT . 1 " . P N
les conditions d’optimalité au premier ordre mous donnant alors — =Y —x, cequise réécrit comme le polyndéme
Yy
de deuxiéme ordre (ym)2 —zy* —1 = 0. On en déduit alors que proz,  est la racine positive de ce polynome, soit

T+ VrZ+4
—

proz,, (z) =

Ex. 4.: Soit C' un ensemble convexe, avec fonction support oc(x) = sup,cc y 'z et fonction indicatrice xc.

1. Montrer que prox, (z) = projo ().

2. En déduire que prox, () = x — projc (z).

Correction:

i) On a

, 1
proz, (x) = argmin xo(y) + 5lly — x5
yeR™

1 2
= argmin 5“9 -z,
yecC

qui est exactement la définition de l’opérateur projection sur l’ensemble C'.

1) Si on prend la transformée de Fenchel de xc:

* T T
xo(x) = sup p y— xc(y) =supp ¥y,
yeER” yeC

on obtient exactement la fonction support oc. On en déduit x& = oc. Or, on sait d’aprés la décomposition de Moreau
que proz;(z) + proz. () = z, soit

proz,  (r) = x — proz, (z) =z — projc (x) . (3)

D’ou le résultat.

Ex. 5.: Soit f(x) = ||z| une norme définie sur R". On admet que la transformée de Fenchel de f satisfait

f*(y)_{ 0 sillyll. <1 @

+o00  sinon ,

oil [|y|l«+ = supyegny' @ s.t. ||z]| < 1 est la norme duale de || - ||. En déduire que prox;(z) = x — projg, (z) ou
B.={yeRr" : |yl <1}.



Correction: La transformée de Fenchel de f est la fonction indicatrice de B.. En appliquant le résultat de l’exercice
précedent, on en déduit directement que

pro:tf(m) =x —projg, (x) .

Ex. 6.: Calculer I'opérateur proximal de f(z) = max;{z;}. (indice: utiliser que max;{z;} = maxyen, y' = ol A, =
{z€R" |Viz; >0, E;;l zi = 1}).

Correction: On a f(r) = max; z; = maxyea,, y'x. La fonction f est donc la fonction support de An. Donc f* = XA, s
fonction indicatrice du simplexe en dimension n. On en déduit alors, par théoréme de décomposition de Moreau:

proz; (z) =z — proja, () .



