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Mardi 4 février 2020

Ex. 1: Soit f:R"™ — R une fonction continue différentiable. Soit x € R".

e Résoudre le probléme
. T
min Vf(z) d Q)
st |ld|l2 =1,

et montrer que la direction de pente maximale est —V f(z).
e On suppose maintenant que le gradient de f est L-Lipschitzien:

IVf(z) = V)l < Lllz =yl . (2)

On rappelle que f satisfait alors I'inégalité:
T L 2
fy) < fl2) +Vf(z) (y—2) + S lly -zl - 3)

Montrer que le pas optimal de descente est %

Correction: i) On réécrit la contrainte ||d||3 = 1 pour obtenir un probléme équivalent. On dualise alors la contrainte
pour obtenir le Lagrangien L(d,pu) = Vf(z) d+ p(||d||3 — 1). Les conditions d’optimalité au premier ordre donne:

Val(d,p) = 0, soit Vf(z) + 2ud = 0, soit d = — g(x Par ailleurs, on a ||d|l2 = 1, dou p = w, puis
©
Vi@
V(@)

1) Soit xp+1 =z — aV f(xr). On a alors
Flone) < Flow) + VH @) @nsr = 20) + 5 lonss — o
= f(ox) — aVF(on) V() + 2 laV i)l

= f(m) + (5 — )|V (@)

En prenant alors o = % on minimise le terme de droite, qui est lui-méme une borne supérieure pour f(zr4+1). On assure

alors que Uobjectif décroit au moins de —5=||V f(z)||3 entre deuw itérations.

Ex. 2:(Transformée de Fenchel) Calculer la transformée de Fenchel des fonctions suivantes:

o flz) = |z
o f(z) = 3ll=[l3.
o f(x)= %mTQm +b"z ot Q € R™*™ est une matrice symétrique définie positive.
o f(x) =log(1 + exp(z)).
Correction:

) Notons que f*(p) = sup,cr(pr — |z|) = sup { SUp, > (PT — ), 8uUp, .o (P + x)} On a alors



o Sip < —1, alors sup,o((p + 1)) = +00 et donc f*(p) = +oc.
e Sip>1 alors sup,5,((p — 1)x) = +o0 et donc f*(p) = +oo.
e Si|p| <1, alors sup, o((p+ 1)) = 0 el sup,5o((p — 1)x) = 0. D’ou f*(p) = 0.

On en déduit alors

0 ; <1
rw={, 0

+o00 sinon

it) On a par définition f*(p) = sup,cpn plx— %||1’||§ Les conditions d’optimalité au premier ordre nous donne que le

mimimum satisfait ¥ = p, d’ou f*(p) = L|pll5.

iti) On a f*(p) = sup, pla— %xTQx —b"x. Les conditions d’optimalité au premier ordre donnent
p—Qr—b=0
soit z = Q'(p—b). En remplagant dans le probléme d’optimisation précédent, on obtient f*(p) = (p— BT (p—b).

i) On a f*(p) = sup, p' « — log(1 + exp(x)). Les conditions d’optimalité au premier ordre nous donnent, si existence
exp

de la solution: p = ————. On en déduit:
1+ expx

e Sip €]0,1[, alors x = 1Og(1L).
-p

p)log(1 — p) + plog(p).

o Sipe{0,1}, f*(p) =0. Dans ce cas, le sup n'est pas atteint.

En remplacant on obtient alors f*(p) = plog(lp%p) +log(l—p) = (1 -

e Sinon f*(p) = +oo.

Ex. 3: Soit f: R"™ =] — 00,400] et g : R =] — 00, +00] deux fonctions propres, convexes, s.c.i. On définit I'opération

d’inf-convolution comme
(fo9)@) = int f(u)+gla—y). (4)

Montrer que (f +g)* = f*og*.
Correction:

On a
(fog) (p) =sup p'z— nf(f(y) +9(z —v)

=sup p'z— f(y) — gz —y)

T,y

=sup p' y+p (z—y) — f(y) — gz —y)
T,y

=sup p'y+p 2~ f(y) —g(z)
y,z

T T
=sup(p y— f(y)) +sup(p z—g(2))
Y z
=f*(p) +9"(»)
On en déduit (fog)* = f* +g*. Si on prend f' = f* et g’ = g*, le résultat se réécrit (f*0g*)* = f+g. En effet, f et
g étant convezes propres s.c.i, on a que f** = f et g** = g (Chapitre 1, proposition 5). D’ot le résultat final en prenant
les transformées de Fenchel des deux membres de l’égalité précédente.

Ex. 4: On étudie un probléme de régression avec une régularisation en norme ¢;. On suppose disponible un ensemble
de labels y1,- - y» € R correspondant a des observations z1,--- ,z, € RP. Le probleme de régression cherche & trouver
le parametre 6 € R? solution du probléme d’optimisation

n

i Uz 0,y:) + |6
min (@i 0,y:) + Al|0|1 , (5)
i=1
ot [ : R xR — R est une fonction de pénalisation et A € R un parameétre de régularisation. Le terme || - ||1 est
non-differentiable. Pour le prendre en compte, on réécrit le probléme sous la forme:
in F(0)+ G(0 6
min F(6) +G(6) | (©)

avec Gz — ||z||1.



Calculer le sous-différentiel de G.

Calculer la transformée de Fenchel de G. Faire un dessin.

Exprimer (F + G)* en fonction de F* et G*.

Expliquer l'intérét de la formulation duale du probléme.

Correction:
i) On a G(z) = |lzlly = Y., |zi| qui est une fonction additive.

it) On sait que la transformée de Fenchel de h(x) = ||z||1 vaut h*(p) = X[-1,1)(p), 0w X[—1,1] désigne la fonction indicatrice
de Vintervalle [—1,1]. En utilisant l’additivité de G, on en déduit G*(p) = xB(p), avec B=p € R" : |z;| <1, Vi=1,--- ,n.

11i) En utilisant lexzercice 3, on obtient (F + G)* = F*oG™.
iv) Si la transformée de Fenchel de F' est facile a calculer, la formulation duale du probléme (F+G)* présente l'avantage de

ne plus étre non-lisse, la fonction G se réécrivant dans le dual comme une fonction indicatrice, induisant des contraintes
sur les bornes de p € R™ Ces contraintes de borne sont habituellement faciles d traiter pour les solveurs d’optimisation.



