PPA avec contrainte et Lagrangien augmenté
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Plan du cours

@ Principe du Probleme Auxiliaire avec contrainte
@ Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
@ Application du PPA dans le cas avec contrainte
@ Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

© Régularisation et Lagrangien augmenté
@ Transformée de Moreau-Yosida
@ Application a la minimisation et méthodes proximales
@ Application a la recherche de point selle

© Travaux dirigés sur le Principe du Probleme Auxiliaire
@ Un peu de calcul sous-différentiel. . .
e Etude d’une vallée hydraulique
@ Réseau de distribution d'eau
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on du PPA dans le

hmes du PPA pour la recherche de point selle

@ Principe du Probleme Auxiliaire avec contrainte
@ Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
@ Application du PPA dans le cas avec contrainte
@ Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle
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Principe du Probléeme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte

Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

@ Principe du Probleme Auxiliaire avec contrainte
@ Rappel du PPA dans le cas sans contrainte

P. Carpentier Optimisation des grands systemes



Principe du Probléeme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Rappel du cours précédent

Pour présenter le Principe du Probleme Auxiliaire (PPA), on a
considéré des problémes d'optimisation dans lesquels ne figure
pas de contrainte explicite :
. )X
Lemin  J(u) + S5 (u), (Po)

avec

o U convexe fermé non vide de U,
J et J* convexes, s.c.i., propres,
J différentiable,
J + J* coercive.

On ne fait pas d'hypothése spécifique quant a la structure de la
fonction J, mais on suppose que |'ensemble U?d et la fonction
de colit J* < ne posent pas de probleme en décomposition > :

N
U =030 x o x Ut () =) S (i)
i=1
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Principe du Probléeme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte
A hmes du PPA pour la recherche de point selle

Rappel du cours précédent

Le Principe du Probleme Auxiliaire appliqué a (Pg) consiste a
remplacer la fonction J par son approximation linéaire autour
d'un point u(%), et 3 ajouter un terme assurant la coercivité
de la fonction ainsi obtenue.
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Principe du Probléeme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Rappel du cours précédent

Le Principe du Probleme Auxiliaire appliqué a (Pg) consiste a
remplacer la fonction J par son approximation linéaire autour
d'un point u(%), et 3 ajouter un terme assurant la coercivité
de la fonction ainsi obtenue. Pour cela, on choisit :

@ une suite de fonctions {K(k)}keN fortement convexes,
@ une suite de coefficients {ﬁ(k)}keN positifs,

et on remplace la résolution du probleme (Pp) par la résolution
d’une suite de problémes auxiliaires {(PA(k))}keN. L’expression

du probleme auxiliaire (PAK)) est

min K% (u) + <e(k)VJ(u(k)) — VKO (k) | u) + W = (u)

ueyad

dont I'unique solution u(**1) permet de construire (PAK+1)).
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Principe du Probléeme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Rappel du cours précédent [

On a alors vu :
@ un théoreme de convergence de la suite {u(k)}keN,

. . 7 Y k
@ comment prendre les coefficients (%) égaux a 1 (¢¥) < %f)),

@ différents algorithmes issus de choix des fonctions K(¥),
@ comment le choix d'un noyau additif :

permet de décomposer le probleme (PAK)) u; par u; :

min K.(k)(u,-) + <e(k)Vu,.J(u(k)) - VK,-(k)(u(k)) ,up) + 9 JE(uy) .

1 1
uie U/-ad
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Principe du Probléme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte

Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

@ Principe du Probleme Auxiliaire avec contrainte

@ Application du PPA dans le cas avec contrainte
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Principe du Probléme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Cadre du probleme

On s'intéresse aujourd'hui au cas général :

min J(u) + J5(u) sous O(u)+O*(u)e—-C. (Py)

uelad

Sous une hypotheése de qualification des contraintes, le probleme
est équivalent a celui de trouver un point selle du Lagrangien
associé dans I'ensemble U2 x C*. Ce Lagrangien s'écrit :

L(u, p) + L*(u, p) ,
avec L(u,p)=J(u)+(p,0(u)) et L*(u,p)=J%(u)+ (p,0%(u)).

Comme dans le cas sans contrainte, on suppose que la partie L*
du Lagrangien < ne pose pas de probleme en décomposition > 12.

12. dans un sens qu'il faudra préciser. . .
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Principe du Probléeme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Extension du PPA au cas des points selle

L’extension du PPA au probleme avec contrainte (P;) consiste,
en supposant la partie L du Lagrangien différentiable, a prendre
I'approximation linéaire de L autour d'un point (u(%), p(k)) et 3
ajouter un opérateur auxiliaire A(u, p) convexe en u et concave
en p. Le probleme auxiliaire (PA(¥)) consiste alors a trouver un
point selle de I'opérateur £ :

A, p) + (eVL(u™, pW) — VAW, p®)) (u, p)) + eL™(u, p) ,

£ (u,p)

V/\(U,P) = (vu/\( ) ’ vP/\(u7 ))
VL(u,p) = (Vul(u,p) , Vpl(u,p))
= (VJ(u)+ (&'(w)) " p, ©(u)) .
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Principe du Probléeme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Extension du PPA au cas des points selle

L’opérateur £(K) s'écrit :

2O (4, p) = ANu, p) + <EVUL(U(k), p) — v, /\(u(k) p) u)
+ <6V,,L(u(k), Pk — VA (uh), plk .p)+el>(u,p).

Un point selle (u*t1), p(k+1)) de £(K) est caractérisé par :
Q(k)(u(kJrl) ) < S ( (k+1) p(k+1 ) < S(k)(u,p(k+1)) V(u7p) c U C* ’
ce qui s'écrit encore :

k1) (k1)) |

€ argmin S(k)(u p
ueyad

e argmax £ (u
peC*

(k+1) (k+1)

p . P) -
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Principe du Probléeme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte

Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

@ Principe du Probleme Auxiliaire avec contrainte

@ Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle
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Principe du Probléme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Algorithme du PPA < a un niveau >

Une premiére approche consiste a choisir A de type Lagrangien :
A(u, p) = K(u) + {p,Q(u)) .
Alors, 'opérateur £(K) est lui méme un Lagrangien :
£ (u, p) = K(u) + (eVI(uW) - VK(uW) , u)
+( (0" (u) ~ ( 9) " ph u> + S5 (u)
+(p, Qu) + 0 (u) — Q(uV) + 0% (),

et la recherche d'un point selle de £(K) correspond 3 la résolution
du probleme auxiliaire d’optimisation sous contrainte (PA(K)) :

min K(u) + <eVJ(u(k)) — VK(u®), u)

ueyad

+ (@' (uR) — @' (u®)) T p®) ) + S (u)

sous  Q(u) + e0O(u®) — Q(u) + e0F(u) € —C .
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Principe du Probléme Auxiliaire avec contrainte appel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Algorithme du PPA < a un niveau >

La résolution de (PA()) fournit un point selle (u(k+1), plk+1))
qui permet de construire le probleme auxiliaire (PA(<1)),
d'ou I'algorithme du PPA a un niveau.

On dispose pour cet algorithme d'un théoréme de convergence.
Cependant, le choix d'un noyau A de type Lagrangien fait qu'il est
linéaire en p, et donc ne peut pas &tre fortement concave en p. 13

Cette non forte concavité engendre des difficultés pour prouver la
convergence, qui est obtenue sous des conditions restrictives :
@ critéere J quadratique,
contrainte © linéaire,

ad

°
@ ensemble U® égal a tout I'espace,
°

condition de compatibilité entre les opérateurs © et €.

13. La forte convexité en u peut toujours étre obtenue par le choix de K.
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Principe du Probléme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sa trainte
Application du PPA dans le ca c contrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Décomposition du PPA < a un niveau > 1l

Dans cet algorithme, la décomposition du probleme (PAK)) :
min K(u) + (eVul (), p®) = VAW, p1) 1) + eJ*(u)
ueU?
sous  Q(u) + eO(u)) — Qu) + 0% (u) € —C,

par rapport a une décomposition de u en (u1,. .., uy) signifie qu'il
s'écrit comme N sous-problemes d'optimisation indépendants ne
dépendant chacun que d'un seul u;. Pour cela, il faut choisir

@ un noyau K additif (de méme pour J*) :

N
K(w) =3 Ki(u)
i=1
o un opérateur Q bloc-diagonal (de méme pour U*? et OF) :

Qu) = (), ..., W(uw)) ",

qui correspond a une décomposition de C en C; X --- X Cy.
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Principe du Probléme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sa
Application du PPA dans le c.
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Décomposition du PPA < a un niveau >

Avec ces choix, le sous-probleme portant sur la variable i dans la
décomposition du probleme (PA(K)) s'écrit :

min Ki(u;) + <€VUI.L(U(’<), Py =V, A(u®, pky | ui) + eJF(u;)

ue U,."‘Gl

sous  Qi(u;) + €©;(u) — Q,-(ufk)) + €@F(u)) € -G,

i )

et sa résolution fournit un point selle (u(kH) (k+1)).
On notera la forte proximité entre I'algorithme de décomposition
par le PPA a un niveau et celui de décomposition par prédiction :
@ la décomposition du cone C en C; X --- x Cy correspond au
choix d'affection des contraintes aux sous-problémes;
@ dans le cas additif, prendre ¢ = 1, K = J et prendre pour Q la
partie bloc-diagonale de © suivant la décomposition du cdne
Cen C; X --- x Cy conduit a I'algorithme par prédiction.
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Principe du Probléeme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Algorithme du PPA <« a deux niveaux >

Plutot que de résoudre le systeme des deux problemes couplés :

Sk (k1)y

e argmin £9(u, p
ucad

pct) e arg max £ (u(+1) py |
peC*

I'approche a deux niveaux consiste a résoudre ces deux problemes
de maniere séquentielle :

utF) e argmin £ (u, pA)y |
ueyad

pct) e arg max £ (u(k+1) py |
peC*

On ne peut pas choisir un opérateur A(u, p) de type Lagrangien
car le probleme de maximisation en p serait alors linéaire. ..
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Principe du Probléme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sa trainte
Application du PPA dans le ca c contrainte
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Algorithme du PPA <« a deux niveaux >

On choisit un opérateur A de la forme :

1
A = K(u) — =—|lplI?
(u,p) = K(u) = ol .
Le sous-probléme de minimisation en u est alors :

min K(u) + (eVJ(u®) = VK(u®) , u)

ueUad
+ €<(@/(u(k)))7. p(k) 7u> + EJZ(U) + 6<p(k) ,@Z(u)> ’
dont la solution est notée u(k+1).

Le sous-probleme de maximisation en p est

1
max = [[p|* + (p, e@(ulD) + p1/a) + e(p, OF (uH))

dont la solution est :
pc+Y) = proj . (p(k) + ea(O(ukHY) + ez(u(”l)))) :
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Principe du Probléme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sa ntrainte
Application du PPA dans le c ontrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Décomposition du PPA < a deux niveaux > 1l

Dans cet algorithme du PPA a deux niveaux, la décomposition du
probléme de minimisation en u :

min K(u) + (eVJ(u®) = VK(u®), u)

ueyad

+ e<(@’(u(k)))T- P u) + edF(u) + e(pM) 0% (u)) ,

par rapport a une décomposition de u en (u1, ..., uy) signifie qu'il
s'écrit comme N sous-probléemes d’optimisation indépendants ne
dépendant chacun que d'un seul u;. Pour cela, il faut choisir

@ un noyau K additif (de méme pour J* et OF) :

N
K(u) =Y Ki(u),
i=1
@ un ensemble U2 qui s'écrit comme un produit cartésien

U x ... x Ul d’ensembles admissibles, avec u; € U,
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Principe du Probléeme Auxiliaire avec contrainte Rappel du PPA dans le cas sans contrainte
Application du PPA dans le cas avec contrainte
Algorithmes du PPA pour la recherche de point selle

Décomposition du PPA < a deux niveaux > IV

Avec ce choix, le sous-probléeme portant sur la variable / dans la
décomposition du probleme s'écrit :
min Ki(u;) + (eV, J(u®) — v, K(u®) | u;)
Ll,'EUI-‘"“Jl
+e((04, (")) T p") ur) + e (u) + e(p® OF (u)
(k+1)

et sa résolution fournit une solution u;
multiplicateur est donnée par la relation :

. La mise a jour du

p+) = proj . (p(k) + ea(O(uF D) + @z(u(kﬂ)))) :

On notera la forte proximité entre I'algorithme de décomposition
par le PPA a deux niveaux et celui de décomposition par les prix :
prendre e =1, K = J, J> =0 et © = 0 conduit a la généralisation
au cas non additif de I'algorithme de décomposition par les prix.
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Régularisation et Lagrangien augmenté £ a la minimisation et méthodes proximales

e de point selle

© Régularisation et Lagrangien augmenté
@ Transformée de Moreau-Yosida
@ Application a la minimisation et méthodes proximales
@ Application a la recherche de point selle
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Transformée de Moreau-Yosida
Régularisation et Lagrangien augmenté Application a la minimisation et méthodes proximales

Application a la recherche de point selle

© Régularisation et Lagrangien augmenté
@ Transformée de Moreau-Yosida
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Transformée de Moreau-Yosida
Régularisation et Lagrangien augmenté Application a la minimisation et méthodes proximales
Application a la recherche de point selle

Régularisée de Moreau-Yosida

Soit U/ un espace de Hilbert, soit une fonction J : U4 — R et soit
un coefficient ¢ > 0. On appelle régularisée de Moreau-Yosida la
fonction J. : U — R définie par :

. 1 )
Je(w) = min J(v) + 5 |lv = ul}®.

Cette définition implique que J.(v) < J(u) Yu e U.

—— Valeur absolue

—u—5 siu<-—c
J(u) = |u] Je(u) = %uz siu€[—c,d]
u—3 siu>c
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Transformée de Moreau-Yosida
Régularisation et Lagrangien augmenté Application a la minimisation et méthodes proximales
Application a la recherche de point selle

Régularisée de Moreau-Yosida

L'intérét en optimisation de la régularisée de Moreau-Yosida d'une
fonction J est donné par le théoreme suivant;

Soit une fonction J : U/ — R que |'on suppose propre, convexe,

s.c.i. et sous-différentiable, et soit un coefficient ¢ > 0. Alors,
sa régularisée de Moreau-Yosida J. est telle que :

© la fonction J. est propre, convexe, s.c.i., différentiable a
gradient Lipschitzien,

@ les minimums des fonctions J et J. sont égaux et I'on a :

arg min J(u) = arg min Jc(u) ,
ueld uel

© si J est fortement convexe, alors J. est fortement convexe.
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Transformée Moreau-Yosida
Régularisation et Lagrangien augmenté Application a la minimisation et méthodes proximales

Application a la recherche de point selle

© Régularisation et Lagrangien augmenté

@ Application a la minimisation et méthodes proximales
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Tran oreau-Yosida
Application a la minimisation et méthodes proximales
Application a la recherche de point selle

Régularisation et Lagrangien augmenté

Application a la minimisation

On consideére alors le probleme de minimisation :

min  J(u),

ueladcy
qui s'écrit de maniere équivalente :

min J(u) + X yua () 5

0 si ue yad

AVEC X yua (1) = +oo  sinon

Par abus de notation, on note J. la régularisée de J + x ., :

Je(u) = Zneg J(v) + X e (V) + 2C||v —ul?,
. 1 )
= min J(v)+ 5 llv—ul”
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Tran oreau-Yosida
Régularisation et Lagrangien augmenté Application a la minimisation et méthodes proximales
Application a la recherche de point selle

Application a la minimisation

Par une application directe du théoreme vu précédemment, on a
minJ.(u) = min J(u
min Je(u) = min J(u)

argmin Je(u) = argminJ(u) .
ueld ueyad

o Plutét que minimiser la fonction J sur U4, on préférerait
donc minimiser sa régularisée J. (différentiable a gradient
Lipschitzien) sur tout I'espace U (pas de contrainte).
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Transformée de Moreau-Yosida
Régularisation et Lagrangien augmenté Application a la minimisation et méthodes proximales
Application a la recherche de point selle

Application a la minimisation

Par une application directe du théoreme vu précédemment, on a
minJ.(u) = min J(u
min Je(u) = min J(u)

argmin Je(u) = argminJ(u) .
ueld ueyad

o Plutét que minimiser la fonction J sur U4, on préférerait
donc minimiser sa régularisée J. (différentiable a gradient
Lipschitzien) sur tout I'espace U (pas de contrainte).

@ Mais une évaluation de J. nécessite une minimisation de J
sur U241 Cette tranformation ne peut pas étre utilisée de
maniere générale.

@ Dans certains cas particuliers, elle peut étre appliquée de
maniere efficace, donnant lieu aux méthodes dites proximales.
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Régularisation et Lagrangien augmenté Application a la minimisation et méthodes proximales
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Lien avec les méthodes proximales

Par définition, le prox d'une fonction J avec un coefficient ¢ > 0
est |'opérateur prox.; : U — U définie par

1
prox,(u) = argmin J(v) + —|lv — u? .
vel 2c

Le lien avec la régularisée de Moreau-Yosida est immédiat. ..
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Régularisation et Lagrangien augmenté icati a minimisation et méthodes proximales
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Lien avec les méthodes proximales

Par définition, le prox d'une fonction J avec un coefficient ¢ > 0
est |'opérateur prox.; : U — U définie par

_ 1

prox,(u) = argmin J(v) + —|lv — u? .
veu 2c

Le lien avec la régularisée de Moreau-Yosida est immédiat. ..

Supposons alors que la fonction J soit différentiable et écrivons

la condition d'optimalité du probleme de minimisation définissant
I'opérateur prox,; en un point u(k)

1
(k+1) (k1) (k) —
VJ(u*tY) + - (u u®) =0

)
qui se réécrit sous la forme :

ulk 1) = k) — cVJ(u(kH)) .
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Transformée de Moreau-Yosida
Régularisation et Lagrangien augmenté Application a la minimisation et méthodes proximales
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Lien avec les méthodes proximales

Cette derniére formule :
u(k D) = pI‘OXCJ(U(k)) = uk) — CVJ(u(kH)) ,

utilise un gradient implicite, et conduit a I'algorithme de
minimisation proximale. Il est intéressant de la comparer a
I'algorithme de gradient standard :

utkt1) = 40 — v (Y |

qui correspond a une formule de gradient explicite.
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Régularisation et Lagrangien augmenté icati a minimisation et méthodes proximales
Application a la recherche de point selle

Lien avec les méthodes proximales

Cette derniére formule :
u(k D) = pI‘OXCJ(U(k)) = uk) — CVJ(u(kH)) ,

utilise un gradient implicite, et conduit a I'algorithme de
minimisation proximale. Il est intéressant de la comparer a
I'algorithme de gradient standard :

utkt1) = 40 — v (Y |
qui correspond a une formule de gradient explicite.

Les méthodes proximales s'utilisent aussi (surtout) lorsque la
fonction J est sous-différentiable, par exemple dans les cas ol :
@ le calcul du prox de la fonction J se fait analytiquement,

@ on utilise une approximation linéaire de la fonction J,
@ on minimise la somme de deux fonctions J (de prox connu)
et G (différentiable) : algorithme du gradient proximal.
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Transformée de Moreau-Yosida
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© Régularisation et Lagrangien augmenté

@ Application a la recherche de point selle
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Lagrangien et régularisation de la fonction duale

On consideére le probleme d’optimisation sous contrainte :

min  J(u) sous O(u)e —CCV.
uveUadcy

Sous les hypothéses d’existence d'un point selle du Larangien L
associé, on le résoud en étudiant le probleme dual :

max H(p) ,
max (p)

ou la fonction duale H est définie par : H(p) = min_ L(u, p).
ueU?

La fonction H est propre, concave, s.c.s. et sous-différentiable.
On introduit sa régularisée de Moreau-Yosida :

1
H.(p) = H(q) — _ gl
(p) max (9) — xc-(9) 2CHC/ Pl
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Transformée de Moreau-Yosida
Régularisation et Lagrangien augmenté Application a la minimisation et méthodes proximales
Application a la recherche de point selle

Lagrangien augmenté

La régularisée de la fonction duale H s'écrit :

1
H.(p) = max H(q) — — g - p|]?
(p) max (@) = X (9) 2CHq plI*,

1
- in J O(u)) — =llq — pl?
max min J(u) +(q.0(u)) 5 lla .

= min (J(w)+ max (9,0(0)) — 5-lla — pI?)

ueyad

On définit alors le Lagrangien augmenté L. par :

Le(up) = J(w) + max ({a.0(u)) — 5o lla—pl)

de telle sorte que :

He(p) = min Lc(u,p) .

ueUad

P. Carpentier Optimisation des grands systemes 287



née de Moreau-Yosida
Régularisation et Lagrangien augmenté / ic n a la minimisation et méthodes proximales
Application a la recherche de point selle

Lagrangien augmenté

La fonction Hc est définie sur V (alors que H I'est sur C*), et le
Lagrangien augmenté L. est donc défini sur U*! x V (alors que

le Lagrangien L est défini sur U! x C*). De plus, la fonction H,
est différentiable a gradient Lipschitzien et on a :

argmax H(p) = argmax H.(p) -
peC* peV

Sans hypothese de stricte convexité, on a le résultat suivant.

Théoreme

(a) Le Lagrangien L et le Lagrangien augmenté L. admettent le
méme ensemble de points selle U x P¥.

(b) Le Lagrangien augmenté L. est stable :

Vp' € P!, argmin Lc(u,pﬂ) = U,
ueyad
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Lagrangien augmenté [

Dans I'expression définissant le Lagrangien augmenté :

Le(w.p) = J() + max ((q.0()) — 5-lla —pl”)

qeC*

la maximisation en g porte sur une fonction quadratique : on peut
la calculer de maniere analytique.
@ Le max en g est atteint en :

¢* = projc, (p + cO(v)) .

@ L'expression du Lagrangien augmenté est alors :
Le(w,p) = J(u) + o (Jlproic. (p + @) ~ [lell*)
son gradient partiel par rapport a p étant :
Vple(u,p) = %(prOjc* (p+cO(u)) - p) :
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Lagrangien augmenté IV

On peut alors écrire I'algorithme d'Uzawa appliqué a la recherche
d'un point selle du probleme d'optimisation sous contrainte et basé
sur le Lagrangien augmenté. L'itération k de cet algorithme est
composé des deux étapes suivantes :

@ minimisation en u 3 p = pk) fixé :
2

. . 1,
min Le(u,p") <= min J(u) + - [[projc. (P + cO(u)) |

© mise a jour du multiplicateur p :
pht) = pl) 4 p L (uteHD, ph))
= (1 - g) pk) gprojc* (P + co(ult)y) .
La convergence de cet algorithme est prouvée dans le cadre

convexe, sans hypothése de stricte ou forte convexité.
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Exemple : le cas de contrainte égalité

Le Lagrangien augmenté :

Le(w,p) = J(u) + o (|lproic. (p + cO@) | ~ o]
s'écrit alors :
Le(u, p) = J(u) + {p,O(u)) + %H@(u)”z .

Les deux premiers termes correspondent au Lagrangien ordinaire.
Le dernier terme est parfois interprété comme une pénalisation
de la contrainte égalité : c'est une interprétation trompeuse

car il correspond en fait a une régularisation.
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Exemple : le cas de contrainte égalité

Dans le cas d'un probleme a structure additive :

N N

J(U) = ZJ,'(U,’) , @(U) = Z@i(ui) )

i=1 i=1
Le Lagrangien augmenté s'écrit :

N

> (u) + (p.0u)) + ;‘H ZN:@,'(U,')
i=1

i=1

2

Il n'est pas additif et sa minimisation en u ne se décompose u; par
u; : la décomposition par les prix ne fonctionne donc pas. ..
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Régularisation et Lagrangien augmenté
Application a la recherche de point selle

Exemple : le cas de contrainte égalité

Dans le cas d'un probleme a structure additive :

N N

Ju) =D "Ji(w) , O(u) =D Oi(u),
i=1 i=1
Le Lagrangien augmenté s'écrit :

N 2

> (u) + (p.0u)) + ;‘H ZN:@,'(U,')
i=1

i=1

Il n'est pas additif et sa minimisation en u ne se décompose u; par
u; : la décomposition par les prix ne fonctionne donc pas. ..

Mais on sait décomposer un probléme non additif grace au PPA,
et on peut donc décomposer la recherche d'un point selle du
Lagrangien augmenté!

P. Carpentier

Optimisation des grands systemes 287



ée de Moreau-Yosida
Régularisation et Lagrangien augmenté Application a la minimisation et méthodes proximales
Application a la recherche de point selle

Interprétation géométrique

On a vu que, pour une contrainte égalité, I'algorithme d'Uzawa :
utFY) = arg min J(u) + <p(k) ,0(v)),
ueUad
ptt) = p) 4 po(ulktl)y
se réécrit a I'aide de la fonction de perturbation G :14
SkH1) — argmin G(v) + <p(k) , V> 7
vey
pk+D) — pk) (kD)

ce qui permet d’en donner une interprétation géométrique.

14. avec G(v) = min,gyaa J(u) sous O(u) —v =0
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Interprétation géométrique
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Interprétation géométrique [

Dans le cas du Lagrangien augmenté, I'algorithme d'Uzawa est

D) = argmin J(u) + (p*) ,O(u)) + =||©(u)|*,
ueUad 2
pkt) — 50 4 pe(utktD) |

et il se réécrit a I'aide de la fonction de perturbation G :

y(k+1) — argmin G(v) + <P(k) ) V> + %H‘/Hz ’
vey

pk+D) = p(R) 4 (k)

d’'ou son interprétation géométrique.
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Interprétation géométrique IV
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Régularisation et Lagrangien augmenté Application a la minimisation et méthodes proximales
Application a la recherche de point selle

Conclusion du cours

Dans ce cours, on a vu beaucoup d’'outils et de méthodes
permettant de décomposer les grands problemes d'optimisation
dans le cadre classique convexe déterministe. Dans ce cadre, la
décomposition porte sur des vecteurs u d'un espace U.
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Conclusion du cours

Dans ce cours, on a vu beaucoup d’'outils et de méthodes
permettant de décomposer les grands problemes d'optimisation
dans le cadre classique convexe déterministe. Dans ce cadre, la
décomposition porte sur des vecteurs u d'un espace U.

Mais ces méthodes ne s'appliquent pas a tous les problemes
d’'optimisation : ainsi, dans le cas du contrdle optimal stochastique,
les variables de décision sont des feedbacks :

u X —U,

et la décomposition devrait porter a la fois sur I'espace U et
I'espace X sur lequel les feedbacks sont définis : cela engendre
des difficultés trés importantes, hors du cadre de ce cours.
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Conclusion du cours

Dans ce cours, on a vu beaucoup d’'outils et de méthodes
permettant de décomposer les grands problemes d'optimisation
dans le cadre classique convexe déterministe. Dans ce cadre, la
décomposition porte sur des vecteurs u d'un espace U.

Mais ces méthodes ne s'appliquent pas a tous les problemes
d’'optimisation : ainsi, dans le cas du contrdle optimal stochastique,
les variables de décision sont des feedbacks :

u X —U,

et la décomposition devrait porter a la fois sur I'espace U et
I'espace X sur lequel les feedbacks sont définis : cela engendre
des difficultés trés importantes, hors du cadre de ce cours.

Ceci étant, les mécanismes vus sont génériques et permettent
d’'attaquer de nombreux problemes, aussi bien dans le cadre
déterministe que dans le cadre stochastique.
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Un peu de calcul sous-différentiel. . .
Etude d'une vallée hydraulique
Travaux dirigés sur le Principe du Probleme Auxiliaire e distribution d'eau

Régularisée de la fonction valeur absolue

On considére la fonction réelle valeur absolue :

J  R—1R

U—>|U|,

et sa régularisée de Moreau-Yosida :

1
Je(u) = mi —lv—ul?.
c(u) =min |v|+ ——[lv - u]

@ Calculer analytiquement la régularisée J..

@ Donner I'expression de |'opérateur prox,.
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Travaux dirigés sur le Principe du Probleme Auxiliaire Réseau de distribution d'eau

Régularisée de la fonction valeur absolue

On note : )
Fv)=Ivi+ 5 llv- ull® .

On calcule le sous-différentiel de la fonction F :

—1+i(v—u) siv<o,
OF(v) =q[-1,1] - ¥ siv=0,
1+ 1(v—u) siv>0.

La solution v# associée au calcul de la régularisée J. est
caractérisée par la condition d’optimalité : 0 € OF (vF).
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Régularisée de la fonction valeur absolue

e Cas v < 0:
0€dF(v}) <= vi=u+c, etdoncu< —c.

o Cas vi=0:
0 € IF(V}) «— uel-cd.
e Cas v >0
0€IF(vF) = vf=u—c, etdoncu>c.

On obtient donc :

c

u+c siu<-—c —u—3 siu< —c
prox(u) =<0 siu€e[—c,c , J(u)= % siue[—cc] .
u—c siu>c u—75 siu>c
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© Travaux dirigés sur le Principe du Probleme Auxiliaire

e Etude d’une vallée hydraulique
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Optimisation d'une vallée hydraulique

Le probleme de |'optimisation d'une vallée hydraulique a été étudié
lors des séances d'exercices précédentes et s'écrit :

min Z Z Lie(xie, uie)

(Xi,esti ) (i,)eTx T el teT
sous  Xj i1 = fie(Xie, Ui, Uji—1¢) YieI, VteT.
Pour obtenir une formulation compacte, on introduit les vecteurs :
Xi = (Xi,t) teT up = (ui,t) teT *

L'ensemble des équations décrivant la dynamique du barrage /i au
cours du temps s'écrit sous forme vectorielle :

xi = Fi(ui, ui—1) .
Substituant cette expression de x; dans le critére, on définit :

J,-(u,-, u,'_l) = Z Li,t(Xi,ta Ui,t)
teT
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Optimisation d'une vallée hydraulique

Finalement, le probleme de minimisation de la vallée hydraulique
se met sous la forme compacte suivante :

m|n ZJ Ui, Ui—1) -

ul i€eT

On souhaite appliquer la décomposition par le PPA a ce probleme,
avec une décomposition barrage par barrage (i par /).
O Ecrire I"algorithme du PPA associé a ce probleme avec le
choix de noyaux additifs suivant :

K(k)((ul /EI ZJ ui, u '_ )»
i€T
et donner la formulation compacte du sous-probleme .
QA quelle condition peut-on choisir les €(k) égaux 3 17
© Donner la formulation détaillée du probleme auxilaire associé
au barrage i lorsque (k) = 1.
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Optimisation d'une vallée hydraulique

On écrit le probleme auxiliaire a I'itération k :
min K" (1) + <e(k)VJ(u(k)) — VKR (k) | u) + W JE(u) ,

ueyad
avec JX =0, ce qui donne :

m|n ZJ up, u

Ul €L ieT

+Z< (k) — 1) YV Ji(u; (k ),u,(f)l),u,->

i€l
3 ( () )

€T
La solution de ce probleme auxiliaire :

((U,(kﬂ))iez) ,

permet de formuler le probleme auxiliaire a I'itération k + 1.
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Optimisation d'une vallée hydraulique

On constate que le choix de noyaux additifs que I'on a fait conduit
a la minimisation d’'une somme de fonctions ne dépendant chacune
que d'un seul /, et donc a la décomposition du probleme auxiliaire.
Le sous-probleme associé au barrage i est :

min J;i(uj, (5)1)+<( (k )_1)Vu-/,( () (k)) Ui>

u;
+ <6(k)Vu,.J,-+1(u,(i)1, ufk)) , u,-> )

P. Carpentier Optimisation des grands systemes 287



Un peu de calcul sous-différentiel
Etude d'une vallée hydraulique
Travaux dirigés sur le Principe du Probleme Auxiliaire Réseau de distribution d'eau

Optimisation d'une vallée hydraulique

On constate que le choix de noyaux additifs que I'on a fait conduit
a la minimisation d’'une somme de fonctions ne dépendant chacune
que d'un seul /, et donc a la décomposition du probleme auxiliaire.
Le sous-probleme associé au barrage i est :

min Ji(ug, o)) + (€9 = )V 4, o) )

u;
+ <6(k)Vu,.J,-+1(u,(i)1, ufk)) , u,-> )

Pouvoir choisir e(X) = 1 dépend de la forte convexité des J;,
puisque on doit satisfaire la condition : (k) < 2b(k)/A. Si cette
condition n’est pas remplie, ajouter dans le sous-probleme 7/ un
terme quadratique 7,-Hu,- — ufk)H2 permettra de prendre (k) =1
pour un ~y; suffisamment grand.
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Optimisation d'une vallée hydraulique

On se place dans le cas k) = 1. Alors, le sous-probleme auxiliaire
associé au barrage i se simplifie et devient :

min J,-(u,, <VUIJ,+1 ( ) ugk)),u,-> .

u;ERIT] i
Remplacant J; par son expression détaillée, il se réécrit :

min Z <Lf,t(Xi,t7 ui7t) + <pl(<l;)1,t ’ uivt>> )

(Xf,t,Uf,t)teT teT

sous  Xj 1 = fi¢(Xit, Uit ul(f)lt) vteT .
avec : p,(+)1 ¢ = Vi Jira( ,(+)1, ug )). Le calcul du gradient donne :
K) (K 0 K K N T (K
v“i,tJi"rl(ul(—l—)l’ ”( )) = Wt i+1,e(X ,(+)1 t :(+)1 £ U( )) C/'(+)1,t )

ou C:+1 . est le multiplicateur de la dynamique i 4 1. On retrouve
ainsi exactement la méthode de décomposition par prédiction.
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Décomposition d'un réseau d’'eau par le PPA

On rappelle la formulation compacte du probleme d'optimisation
du grand réseau d’'eau connecté :

N N N

Z Ji(ui1,ui2) + Inst ( Z ui1, Z Ulyz) ,
Vo= i=1 i=1
avec les contraintes de bornes :

(U,‘)]7 U,"Q) S U,ad = [0, \7,"1] X [07 \7,'}2 — \7,'71] , | = 1, ey N .

Pour i =1,..., N, I'expression détaillée de la fonction J; est :

1

_ : 2 2
Ji(uia, ui2) *(VT'VUZ) 2 (al,lVi.,l + 3:,2Vi,2> )
L1V,

sous w1+ Vi1 > Vi,
ujg+ uip + Vi1 + vig — V2 =0,

T i 1 2 2
ainsi que : Jyr1(uns1,1, Uns12) = 5 (3N+1,1UN+1,1 + 3N+1,2UN+1,2)-

Optimisation des grands systemes
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Décomposition d'un réseau d’'eau par le PPA

On étudie les deux choix suivants dans |'algorithme du PPA.
Q@ Choix No 1

N

J(u) = ZJ;'(UI‘) + JN+1< Uf) , K9() = ZJ,‘(U;) =1,

i

-

@ Choix No 2
N

N N
J(u) = ZJI(Ui)+JN+1( U,') s K(k)(u) = ZJN+1 (u,——l—z U;k)> s e(k) =1.
i=1 i=1

J#i

i=1

Pour chacun de ces deux choix,
@ écrire I'algorithme du PPA sur la formulation compacte,
@ dire a quelle méthode de décomposition il s'apparente,

© donner la formulation détaillée de chaque sous-probleme i.
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Décomposition d'un réseau d’'eau par le PPA

Avec le choix No 1, les différences entre les dérivées de J et K(K)
s'annulent pour €(X) = 1, sauf pour les termes concernant N1
Les dérivées partielles par rapport a u; étant toutes égales entre

elles, le probleme auxiliaire s'écrit :

N N N

. k

min ZJ;(U;)+Z<VJN+1< UJ( )) 7U,‘> .

i=1 i=1 =1

Avec la notation p%:)rl = VJNH(ZI-VZI u}“), ce probleme se

(uieUad)i_y  n F
]

décompose en N sous-problemes dont la j-eme instance est :

. k

u,-rgbr,;d Ji(ui) + <P§V4)rl N
On retrouve I'algorithme de décomposition par prédiction dans le
cas ou les contraintes couplantes sont affectées au (N + 1)-eme
sous-probleme.
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Décomposition d'un réseau d’'eau par le PPA

Avec le choix No 2 et €(k) = 1, les différences entre les dérivées de
J et K¥) s'annulent seulement pour les termes concernant Jpyy1.
Le probleme auxiliaire s'écrit :

min ZJN_H(U, +Z ) +§,V:<VJ;(ui(k)) ,u,-> .

. ady.
(U,EUI- ),:17, _]751 i—1

Introduisant la notation : pfk) = VJ,-(ufk)) ce probleme se
décompose en N sous-problémes dont la i-eme instance est :

mindl Int1 (u,' + Z uj(k)) n <pl(k) ,u,'> .

. a
u;eU; i

Dans cet algorithme, on compare le colit du sous-réseau N + 1 au

T Y , . . k .
colit linéarisé du sous-réseau i autour du point uf ). Cet algorithme
est a comparer a celui obtenu avec le choix précédent.
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