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Sujet proposé par Pierre Suquet
Durée 3 heures
Documents autorisés : polycopié et notes personnelles de PC
Ce contréle comporte deux exercices indépendants notés sur 8 et 14 points.
La derniére question de chaque exercice fait [’objet de points de bonus en plus du baréme
ci-dessus.
Note finale sur 20.

Exercice I (8 points) : Délaminage d’un film mince.

Un film mince est collé sur un substrat élastique. Ce substrat se déforme sous ’effet de forces
appliquées. Il y alors risque de délaminage du film. Celui-ci se manifeste par un décollement
de linterface film /substrat, qui prend son origine au bord du film et se propage vers I'intérieur
de ce dernier. L’objet de cet exercice est la modélisation de ce phénomeéne.

a

| Film

- Substrat E B ——

F1G. 1 — Film mince collé sur un substrat. Délaminage du film sous l’effet de la déformation du
substrat.

On traite le probléme comme un probléme bi-dimensionnel. Par symétrie on ne considére
que la moitié droite du systéme (figure 1 bas).

Le film mince et le substrat sont assimilés a des domaines rectangulaires de hauteur e et h
et de longueur a et b respectivement, avec b > a. Chacun de ces domaines est constitué d’un
matériau élastique linéaire, homogéne et isotrope de module d’Young F; pour le film et Fy pour
le substrat. Par souci de simplicité on néglige les effets de Poisson

1/121/2:0.
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Dans cette hypothése la densité d’énergie élastique de déformation se réduit a

1
pw(g) = §E§ e, E=FE, ou E =F,.
Sous I'application d’un effort de résultante (), le substrat s’allonge d’une longueur ¢. La

longueur délaminée est notée £. L’adhésif entre le film et le substrat obéit au critére de Griffith
(généralisé), équation (3.12) du cours, caractérisé par une énergie de rupture G.'.

Comme c’est souvent le cas, la résolution analytique exacte du probléme d’élasticité ainsi
posé est impossible. On construit une solution approchée permettant une estimation de I’énergie
potentielle totale du corps. A cet effet on distingue 4 sous-domaines Q*) k = 1,..,4 (cf figure
2) : les deux sous-domaines rectangulaires Q) et Q(2) forment une partition du domaine occupé
par le film, correspondant respectivement & la zone adhérant au substrat et a la zone décollée :

Q(l)z{O<:c1<a—Z, h<zes<h+e}l, 9(2)={a—€<x1<a, h<zy<h+e}.

Les deux sous-domaines rectangulaires Q® et Q® forment une partition du substrat, corres-
pondant respectivement a la zone sur laquelle le film adhére et a la partie libre du substrat :

OO ={0<z<a—-¢ 0<za<h}, QW={a—-l<z<b 0<azy3<h}

a
d
¢ [ a0 0@ | .
| O Q@ .
|

F1G. 2 — Géométrie du probléeme. La déformation est constante dans chaque sous-domaine.

On choisit dans chaque sous-domaine un champ de déplacement unidirectionnel correspon-
dant a une déformation uniaxiale dans la direction e; et constante par sous-domaine :

£z) =M @) e, e=cWe ®e  dans QP (1)
oi1 £ prend les valeurs (constantes) 1), ¢ £0) et ¢(*) dans les sous domaines QM Q2 QG)
et Q@ respectivement.

1) Champs de déplacements.

1.1) En tenant compte de la condition de symétrie & = 0 en z; = 0, déterminer les
champs ék) dans chaque sous-domaine Q%) en fonction de e, e®) £6) et ¢®).

1Sur le plan de I’analyse dimensionnelle,  est homogeéne & une force/longueur (car le probléme est traité en
plan). G. est homogéne a une énergie/surface, donc a une force/longueur.
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1.2) Ecrire une relation entre certaines des inconnues ), assurant la continuité de £
dans le domaine d’étude. En déduire que ’on peut réduire le paramétrage de la famille
de champs cinématiquement admissibles a M, ¢ et £®.

2) Analyse de la propagation.

2.1) Ecrire I'énergie élastique W du systéme et le potentiel L des efforts extérieurs en
fonction des variables cinématiques ), @ £ du paramétre géométrique £ et des
données du probléme. Par application du principe de minimum de I’énergie potentielle,
déterminer le “meilleur” champ de la forme (1). Interpréter physiquement les équations
obtenues aprés écriture du minimum de 1’énergie potentielle.

2.2) On fait dorénavant ’approzimation que le champ approché qui vient d’étre déterminé
est la solution du probleme élastique.

Exprimer alors ¢ = &;(b) dans Q® en fonction de Q, Ey, h,b — a,a,f et o = Eye/Esh.
En déduire Pexpression de la souplesse S(¢) du systéme et de son inverse, la raideur
structurale R(¢), définies par les relations ¢ = S(¢)Q et Q = R({)q.

2.3) L’essai est piloté en force. Exprimer le taux de restitution de I’énergie en fonction de
. Déterminer, en fonction de G, Fs, h et « la force (). pour laquelle le délaminage se
propage.

2.4) L’essai est piloté en déplacement. Exprimer le taux de restitution de 1’énergie en
fonction de ¢ = &;(b). Déterminer, en fonction des données du probléme (G., Es, h, a) le
déplacement ¢, pour lequel le délaminage se propage.

2.5) Bonus : peut-on décider de la stabilité de ’essai a charge ) imposée (on justifiera la
réponse) ? Méme question, avec justification, & déplacement ¢ imposé ?

Exercice II (14 points). Réservoir sphérique sous pression interne.

On considére un réservoir sphérique de rayon intérieur a et de rayon extérieur b appelé a
recevoir un fluide sous pression.

Le chargement est défini de la facon suivante :

o Les forces de volume sont nulles, les transformations sont infinitésimales et isothermes et
I’état initial du réservoir est I’état naturel sans contrainte.

e Le réservoir contient un fluide & la pression uniforme p.

e La pression a l'extérieur du réservoir est la pression atmosphérique qui est négligeable
devant p (elle sera donc prise nulle dans la suite).

1. Conditions aux limites et paramétres généralisés de chargement.
1.1) Ecrire les conditions aux limites au bord de €.

1.2) On considére un champ virtuel de vitesse v. Exprimer la puissance des efforts extérieurs
appliqués au domaine €2 en fonction de p et v. En déduire que la variation de volume
g ="V =V (on V; est le volume initial de la cavité sphérique de rayon a) peut étre choisie



Zone élastique

Zone plastique

(a) (b)
F1G. 3 — Réservoir sphérique sous pression interne.

comme variable cinématique généralisée, associée au parameétre de chargement généralisé
Q=rp.
2. Comportement élasto-plastique parfait.

Le matériau constituant le cylindre est homogéne, isotrope, élastique parfaitement plastique.
Son comportement plastique est régi par le critére de von Mises 0.q < 0y et la régle de normalité.

2.1) Régime élastique.

Lorsque le matériau constituant le réservoir est élastique, linéaire, homogéne et isotrope,
de module d’Young F et de coefficient de Poisson v, la solution établie dans le polycopié
(annexe A.4.2) prend la forme :

£=¢&(r)e,,

Les différentes composantes de ces champs s’écrivent (régime élastique uniquement) :

=0 (r)e, @ e, +09(r) (e, Qg +e,®¢,) (2)

IS}

1 1+vb® 3
R (U ) B
; . ; ” (3)
Uw(r)le_—f<1—r—3), Ooa(r)le_—f<1+2—743)-

a) Ou observe-t-on la premiére plastification et pour quelle valeur p® de la pression se
produit-elle ?

b) Quel est, en régime élastique, le signe de la contrainte radiale o,, et celui de la
contrainte de membrane oyg.



2.2) Régime élasto-plastique en charge : construction d’un champ de contrainte.

Pour simplifier certains résultats on suppose désormais que
v = 1/2.

On augmente de fagcon monotone la pression interne p au dela de p°.

Pour construire une solution au probléme d’évolution élasto-plastique ainsi posé on fait
les hypothéses suivantes :

(H1) : Le champ de contrainte dans S est de la forme (2).

(H2) : Une zone plastique se développe dans ’enveloppe sphérique a partir de son bord
intérieur. On note c le rayon externe de cette zone qui occupe le domaine a < r < c.
La zone ¢ < r < b demeure en régime é€lastique.

a) A quelles conditions un champ de contrainte de la forme (2), est-il statiquement ad-
missible avec les données du probléme ?

b) A quelle condition un champ de contrainte de la forme (2), est-il plastiquement ad-
missible 7

c¢) Sous les hypothéses (H1) et (H2), et en faisant des hypothéses raisonnables sur le signe
de o, et ogg (hypothéses que 'on explicitera), établir, par intégration de 1’équation
d’équilibre, ’expression du champ de contrainte en zone plastique.

d) Calculer le vecteur contrainte exercé par la zone plastique sur la zone élastique. En
déduire que sous les hypothéses (H1) et (H2) le champ de contrainte obtenu a partir
de (2); et (3)p en y remplagant f et p par f. et p. reste solution dans la zone élastique,
ol on a posé :

63

c
fo="15 pe=—p+2mlog(5).
b a
e) Ecrire une équation (qu’on ne cherchera pas a résoudre) liant le rayon ¢ de la zone
plastique a la pression p. Montrer (par exemple en calculant dc/dp) que c est une

fonction croissante de p.
2.3) Régime élasto-plastique en charge. Construction d’un champ de vitesse.

On se propose maintenant de construire un champ de vitesse cinématiquement admissible
& associée par la loi de comportement au champ de contrainte qui vient d’étre construit.
Par symétrie le champ de déplacement sera recherché sous forme radiale, cf (2),.

a) On se place en zone élastique ¢ < r < b. Exprimer le champ de déplacement £(r) en
fonction de p,, f. et des autres données du probléme. Montrer que £(c) est une fonction
croissante de p, donc de t.

b) On se place en zone plastique a < r < c.

- Exprimer pour un champ de la forme (2), (sans référence au comportement) le champ
de vitesse de déformation £ en fonction de 5 .

- Calculer par ailleurs ’expression du champ de vitesse de déformation qui résulte de
la loi de comportement appliquée au champ de contrainte construit en 2.2. Cette
expression fait intervenir un multiplicateur plastique A(r,t) inconnu a ce stade.



- Déduire de ces deux expressions une équation différentielle pour & en zone plastique.
Exprimer la solution de cette équation différentielle & I'aide de £(c). En déduire
I'expression de A en fonction de £(c), ¢ et des autres données du probléme.

- En admettant la continuité de & (c) en r = ¢ préciser le signe de A.

¢) Conclure sur la solution ainsi construite et sur les hypothéses (H1) et (H2).

d) A quelle pression p* correspond la plastification totale du réservoir ? Donner 1’allure
de la courbe (p, AV') (on précisera notamment si la pression p* est atteinte asympto-
tiquement ou pour une valeur finie de AV'). On pourra utiliser, aprés démonstration,
I’égalité

AV = 47b*¢(b).

2.4) Régime élasto-plastique. Décharge.

Le réservoir a été chargé en régime élasto-plastique jusqu’a une valeur p de la pression
telle que p® < p < p™. On décharge le réservoir en ramenant la pression de p a 0.

a) On suppose p° < p < 2p°. Montrer que la décharge est purement élastique en chaque
point du réservoir. Il sera commode d’exprimer le champ de contrainte résiduelle en
fonction de p, p¢, 0g, a,c et r.

b) déterminer la valeur et le signe des composantes oye et oyy du champ de contrainte
résiduelle en r = a. Quel peut-étre I'intérét d’une plastification partielle du réservoir
avant utilisation ?

3. Bonus : Charge limite.

On abandonne maintenant I’hypothése d’un comportement élastique parfaitement plas-
tique : la seule information disponible sur le matériau constituant le réservoir est que son
domaine de résistance est régi par le critére de von Mises :

Oeqg < 0. (4)

Etablir, a I’aide d’un champ statiquement admissible approprié de la forme (2),, un minorant
aussi élevé que possible de la pression limite p* potentiellement supportable par le réservoir.
Puis, en choisissant un champ de vitesse pertinent a symétrie sphérique, déterminer un majorant
de la pression limite p* potentiellement supportable par le réservoir. Conclure sur la charge
limite p“.



Corrigé

Exercice I

1.1) L’intégration du champ de déformation uniforme par sous domaine conduit, compte tenu
des conditions aux limites en z; =0, a :

& =eWxy dans Q) & =eW(a —0) + @ (2, — a+ £) dans Q@)

(5)
£ =eB®z; dans QO & =e®(a—0) + @ (2; — a+ £) dans QW.

1.2) La continuité du déplacement en z, = h, le long de la frontiére commune a QM) et Q)
s’exprime par :
eM =¢B), (6)

On pourra donc paramétrer les champs de déplacement de la forme (1) par (¢, e ¢®),

2.1) L’énergie élastique s’exprime en fonction de la longueur de fissure £ et des variables ciné-
matiques (¢, e®, ™) par :

1
W(e®,e®,e®) W 0) = /w(é(f))dﬂ, avec w(g) = 5 Be ¢,
wlee €

= LlBe [(a — 0?4 ng] + 1Eh [(a — D)W 4 (b — a + £)e®?

Le potentiel des efforts extérieurs s’exprime par :

L) = / T da=Q&(0) = Q¥ (a— ) +eW(b—a+0)].
S o 2
Le minimum de I’énergie potentielle P = W — L parmi la classe de champs de déplacements
(5) est déterminé en annulant les dérivées partielles de P par rapport a (¢, @ ™). Cette
condition de stationnarité (qui correspond & un minimum) s’écrit

oP w
0 = @ = (U, — K) [(Ele + Egh)g(l) — Q} y
or
_ _ 2)
0 = G = Bree™ > (7)
oP
0 = @ = (b—a+4£) (Bahe™ — Q),

/

L’interprétation de ces équations est immédiate : la troisiéme traduit ’équilibre global de Q)
soumis & une densité de force de résultante Q en z; = b, la seconde traduit I’équilibre de Q)



libre de contrainte en son extrémité z; = a, la premiére traduit I’équilibre de QM UQ®), soumis
a une densité de force de résultante @ en 1 = a — /.

On déduit de (7) :

2.2) En particulier

. . b—a+/ a—1 . Q a o
q_&(b)_Q< Esh +E16+E2h)_E2h<b a+a+1+€a+1>'

On en déduit la souplesse et la raideur structurale :

_a_ 1 [ a @
SO = 5= En (b a+a+1+£o¢+1>’ o)
1 a « -1
- — _ —Bh(b- .
RO = g5 2h<b a+a+1+£a+1)

2.3) Le taux de restitution de ’énergie G' a force imposée se déduit immédiatement de (9), (et
du cours) :

108 1 o @Q?
2 0¢ @ 2a+1Exh (10)
Remarque : On aurait pu obtenir le taux de restitution de I’énergie en calculant le minimum

de I’énergie potentielle :

1 1 1
Min [W(E(l): 5(2): 6(4)76) - L(5(1)7 5(2): 5(4): Z)} = __L(5(1)7 8(2)7 5(4)7 E) = __le (b) = __Qq7
e® @ o) 2 2 2

(cette derniére expression permet de simplifier le calcul) et donc

1 Q? a a

On en déduit par dérivation I’expression (10) du taux de restitution de I’énergie.

Le délaminage se produira lorsque

a+1
o

1/2
Q=0Q, = < QGCE2h> . (12)

2.4) Lorsque Dessai est piloté en déplacement, on a (cf cours) :

10R , ¢ « Esh
)

200 Cl{+]_ a % 2"
b—a+ +/
a+1 a+1

557 ¢ (13)

Le délaminage se propage lorsque

Q. a o'
b— 0 .
Eoh R S
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2.5) Dans le cas d’un essai a force imposée on a :

oG

— = 0.
ot () imposée

On ne peut pas décider de la stabilité de la propagation (propagation neutre). Dans le cas d’un
essai a déplacement imposé on a :
oG B ( a )2 Exh .
OF lg impose o+l b—a+ — 3
a+1 a+1

Cette dérivée est négative et la propagation est stable.

Exercice 11
1. Parameétres généralisés de chargement.

1.1) Les conditions aux limites sur le bord du réservoir sont :

enr=a: T=pe, enr=>b: T=0. (14)
1.2) Les forces de volume sont nulles. On a donc

P. = T.vda= / pe,..v da.
oN r=a

Par ailleurs, en notant V' le volume intérieur du réservoir, la variation de volume dans un
mouvement (virtuel) de champ de vitesse v s’écrit :

1% :/ v.e, da.

,Pe:pV:QC}a avec Q:pa QZV—%

2) Comportement élasto-plastique parfait.

Par suite

2.1) Régime élastique.
a) Pour un champ de contrainte de la forme (2), on a :

1 2 1 1
om = 3 (0rr +2060), 5= (0rr — T00) 36 @&~ 36 ®e —3¢,0¢, ). (15)

Par suite la contrainte équivalente associée & un champ de contrainte de la forme (2), s’écrit :
Oeq = |Jrr - 000| - (16)
Pour le champ de contrainte (3), on obtient :

3 pf b
Teq(r) = 21— fr®
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Le maximum de 0¢q(7) est atteint en 7 = a. Ce maximum vaut oo pour :

p=7p°= %00(1 - f). (17)

La premiére plastification se produit donc a l'intérieur du réservoir (r = a) pour la pression p°.

b) On remarque qu’en régime élastique, la contrainte radiale o, est une contrainte de compres-
sion tandis que les contraintes de membrane o9y = o,, sont de tension :

a<r<b: o,<0, o4 >0. (18)

2.2) Régime élasto-plastique : champ de contrainte. a) Un champ de contrainte est
statiquement admissible avec les données du probléme s’il vérifie les équations d’équilibre dans
Q) et les conditions aux limites en force sur 0€). Dans le cas présent, compte tenu de la forme
(2) et des équations d’équilibre en coordonnées sphériques (annexe B.2 du polycopié), la seule
équation d’équilibre non triviale est le long de e, . Par ailleurs les conditions aux limites, précisées
en 1.1, portent sur o,, seulement. L’ensemble de ces conditions s’écrit :

aarr Q(Urr - 000)
_+_
or r
b) Un champ de contrainte est plastiquement admissible s’il vérifie le critére de von Mises en

tout point du domaine. Compte tenu de I’expression (16) de la contrainte équivalente pour un
champ de contrainte de la forme (2), un tel champ est plastiquement admissible si

=0, on(a)=—p, 0m(b)=0. (19)

‘O'rr(r) - 060("")| <oy Vre [a, b]
¢) Le critére de von Mises est atteint en zone plastique :
|0rr - 000| = 0yp.

En régime élastique on a o, < 0 et ggg > 0. On fait ’hypothése :
(H3) : les inégalités (18) restent satisfaites en zone plastique (lors d’une charge monotone).

Il vient alors, en zone plastique :
Op9 — Opr = 0p-

L’équation d’équilibre (19) devient alors en zone plastique :

00,y 200
5 (r)=—.
r T
On peut alors intégrer cette équation entre a et c :
" Oo r
a<r<c: on(r)—o(a)= / “(r) dr = 20¢Log (—) .
. Or a

En conclusion, compte tenu de la condition en limite en r = a, le champ de contrainte s’écrit
en zone plastique :

a<r<c: om,(r)=—-p+20log (C> . 0ge(r) = oy (1) + 00 (20)
a
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d) Le vecteur contrainte exercé par la zone élastique sur la zone plastique est :

T

Ti1asjplas = C-1, 1 =€, normale extérieure a la zone plastique en 7 = c.

Par suite : c
Ltas/plas = [—p + 200Log (5)} e, enr=c.

Le vecteur contrainte exercé par la zone plastique sur la zone élastique est I’'opposé du précédent.

. y . . ) . o c _ A
Cet effort se traduit par .l application d une pression p. = p 20¢Log(%) enr =c. Le probléme
a résoudre en zone élastique est donc celui d'une sphére creuse de rayon intérieur c, de rayon
extérieur b, soumis a une pression interne p., constitué d’'un matériau élastique linéaire. La
solution est donc donnée par (2) et (3), on a et p doivent étre remplacés par c et p..

En résumé, sous les hypothéses (H1) et (H2) le champ de contrainte est de la forme (2),
avec :

o (r) = —p+200Log (£), )
a<r<ec
op9(1) = 04 (1) + 00,
_ Pefe b’ > (21)
o (1) = - (1 — 7“_3) :
c<r<b
_ Pefe b’
0'90(7") = 1_ fc (1 + 27“3> . )

e) Le critére de von Mises doit étre atteint au bord intérieur de la zone élastique et donc (cf

(17)) : )
pe = zo0(1 = o) (22)
En revenant & la définition de p., on obtient une équation dont la résolution permet la

détermination du rayon c de la zone plastique :

2 el c
S0 (1 - b—3) = p— 200Log (5) . (23)

On remarque que le rayon ¢ de la zone plastique est une fonction croissante de la pression. En
effet, en dérivant (23) par rapport a p il vient :

200¢ [ b® dc
20 (1) ZEp) =1
ce qui montre (puisque ¢ < b) que Z—;(p) > 0.

f) Le réservoir est totalement plastifié lorsque ¢ = b. La pression correspondante se déduit de
(23) :
n b 2
p=p" =200Log (&) = —300Log (f). (24)
2.3) Il reste a vérifier qu'un champ de déplacement cinématiquement admissible £ peut étre
associé au champ de contrainte (21) par la loi de comportement. B
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a) En zone élastique, il déja été remarqué que la solution est donnée par (3), avec, par
hypothése, v = 1/2 et, par construction, p = p., f = f. :

3 pde ¥
€ =g

En particulier :
3p. bic
{O=IEp-a

(25)

¢, p. et 1/(b® — ¢*) sont des fonctions croissantes de p, donc de t. Par suite £(c) est une fonction
croissante de ¢.

b) On se place maintenant en zone plastique. Le tenseur vitesse de déformation s’exprime de
fagon générale en fonction du champ de vitesse par les relations cinématiques classiques (cours,
annexe B.2) :

3 3
£ = 5§r®gr+;(ga®ge+gw®gw) (26)
Par ailleurs la loi de comportement doit étre satisfaite :
. . 3 S
E=S5:0+ A=
= = =2 o0
Le tenseur des contraintes est constant en zone plastique. Par suite ¢ = 0 en zone plastique
et :
) ) 3. 8
E =P = -\ =. (27)
= = 2 o

Le déviateur des contraintes (15) s’écrit en zone plastique :

20 o
= -3 et g

Le tenseur vitesse de déformation qui se déduit de la loi de comportement est donc, en zone
plastique :

(es®@es+e,®e¢,). (28)

[

: 1

= A|—e®e + -(ey®ep+e,®e,)|, (29)

[on.
N |

oil \ est a priori une fonction de r (par symeétrie) et ¢ dont on doit vérifier la positivité.
On déduit par comparaison entre (26) et (29) les deux équations suivantes

o . . .
¢ + 2§ =0 (incompressibilité), = 2§.
or r r
L’équation d’incompressibilité s’intégre en
oy A ()
€ =5 =32, (30)
tandis que la seconde équation donne :
L (o)
A=2 p (31)



Il a été montré précédemment que & (¢) > 0. Le multiplicateur )\ ainsi construit est donc positif.

¢) Les hypothéses (H1), (H2) et (H3) nous ont permis de construire, pour p < p* (i.e. ¢ < b)
un champ de contrainte et un champ de déplacement vérifiant toutes les équations du pro-
bléme (équilibre, comportement, conditions aux limites). En raison de 'unicité du champ de
contrainte, nous sommes assurés d’avoir trouvé 'unique solution en contrainte. Les hypothéses
(H1) et (H2) sont donc justifiées a posteriori.

d) Par incompressibilité des déformations élastiques et plastiques, la variation de volume inté-
rieur du réservoir est égale a sa variation de volume extérieur

AV _,=AV| _,.

Par ailleurs

4 A
VI, = %bg’, et donc 7V = %(b) ie. AV = 4mb’E(b).

Compte tenu de 'expression (22) de p. et de celle de £(b) il vient :
0o
AV = 21b* = f..
& f
A la premiére plastification, f. = f, et donc :

e __ 2@
AV® = 2mb? 2 f.

A la plastification compléte, f, =1, et donc
AVt = zwa% = fAV®

Les variations qualitatives de AV en fonction de p sont portées sur le graphe ci-dessous. Contrai-
rement au cas de la torsion traité en cours, la charge maximale (dont on verra plus loin qu’il
s’agit de la charge limite) est atteinte pour une valeur finie de la variable cinématique AV et
non asymptotiquement.

2.4) Comportement élasto-plastique parfait. Décharge

a) Pour justifier I'hypothése d’une décharge purement élastique en tout point du réservoir entre
p et 0, il faut montrer que le champ de contrainte obtenu en superposant le champ de contrainte
initial et le champ de contrainte purement élastique dii a ’application d’une pression —p est
strictement dans le domaine d’élasticité. Posons :

ou le champ ¢ est donné par (21) tandis que g® est donné par (2), et (3),. Compte tenu de
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AVE AV
F1G. 4 — Variation de volume en fonction de la pression.

I’équation (22) on obtient :

. o el 3 pf b pat )
a<r<c : (ogg—on)(r) =00, (09— 05)(r)= 21— fr8 = UOET—?,,
res res p a3
(090 _O-rr)(r) = 0o 1_ET_3 3
, , , > (32)
3 pefe b c pa
csr<b (099 — 07r)(7) §1i}cﬁ 0.3 (JSIO_USL)(T):UOET—?,,
‘ . c’ pa®
(053 - o)) =S5 (1- 25).

En partant de r = a, on remarque que oy — 0,5 est une fonction croissante de r, négative en

r = a (car p > p®) et positive en r = ¢. Pour établir ce dernier point, il suffit de remarquer que
d’aprés (23) et I'inégalité Log(z) < z — 1 appliquée a z = ¢3/a®, on a :

200 c? 200 c3 20 (& c3
—200 () p 2 g (L) <2 ([ _C ) 2 C e
P="3 < b3) * 3 % <a3 - 3 \a® b a3?

3
wﬁ—ﬁm@:%@—ﬁﬂ)zo

pe 03

Par conséquent

Puis pour r > ¢, op7 — 0,%° est du signe de ( - I%g—i), donc positif et fonction décroissante de
r d’aprés (32). Le maximum de |of5 — 0/%°| ne peut donc étre atteint qu’en 7 = ¢ ou 7 = c et il
suffit donc de vérifier que le critére est satisfait en ces points. Il est automatiquement satisfait

en r = c et il 'est en r = a sous la condition p < 2p®, ce qui est le cas par hypothése.
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b) Sur le bord intérieur du réservoir on a en particulier (pour p > p°) :

1+2f
21— f)

el el

o(a) = —p, op.(a)=—p, ogla)=09—p, ogla)=p

Par suite
3

2(1-f)
Il résulte de la définition de p® que opy(a) < 0 si p > p°. La peau intérieure du réservoir
subit une contrainte résiduelle de membrane en compression, la contrainte radiale étant nulle.
Cette compression est physiquement due au fait que la zone élastique a tendance a se rétracter
lorsque la pression est diminuée, qu’elle est génée dans ce retrait par la zone plastique et qu’elle
comprime donc cette derniére. On a donc ainsi un moyen de mettre en compression l'intérieur
d’un réservoir métallique dont on craint la présence de défauts débouchant & l'intérieur du
réservoir. On plastifie légérement le réservoir avant usage, en créant ainsi une compression en
peau interne, diminuant d’autant la pression ressentie par cette peau interne en service.

res res

Oy ((1,) =0, Ogg ((1,) =00—DpD (33)

3. Charge limite.

Approche statique. En s’inspirant du probléme élasto-plastique (dont la solution est obligatoi-
rement un champ statiquement et physiquement admissible) on peut choisir pour famille de
champs de contrainte le champ (21) paramétré par ¢. Ces champs de contrainte sont en équi-
libre avec la pression p donnée par (23). La fonction ¢(p) étant croissante, son inverse p(c) l'est
également. La pression maximale supportable par cette famille de champs est donc obtenue
pour ¢ = b, ce qui correspond a p = pT. On a donc montré que

pt > ph. (34)

Approche cinématique. Comme suggéré par 1’énoncé, on choisit un champ de vitesse & symétrie
sphérique, v = ve,. La condition de pertinence se traduit par

A
trd(v) =0, i.e. % -+ 2% =0, de v(r)=.

Le taux de vitesse de déformation correspondant s’écrit

2A
d(v) = 3 [—g Re, +

1
s(E®ete,®c), doq=

2|4
r3

La puissance des efforts extérieurs est égale a

oV 3v(a)

= 47 Ap.

=pVl],_,

r=a

La puissance résistante maximale dans ce champ de vitesse s’écrit :

Prm (v) = /Q 7 (z,d(v)) 42 = ao/oﬁdga/oﬂdo/ab 21’3'
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En vertu de la définition cinématique de la charge limite, tout chargement potentiellement
supportable p doit satisfaire :

b
P0) <P, e drAp < smon Al Log (7).

a

d’ou 'on déduit :
-pt <p" < pt. (35)
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