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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Préliminaire

Qu’entend-on par « probleme inverse » 7 Cette question, en apparence simple, ne I'est
pas tant que cela. D'un point de vue « physique » ou « expérimental », on qualifiera volon-
tiers de probleme inverse toute situation ou l'on souhaite évaluer une certaine grandeur
physique p inaccessible a ’expérience a partir de la mesure d’une autre grandeur d direc-
tement accessible a [’expérience, connaissant un modele mathématique du probleme direct
qui donne explicitement d a partir de p (ce que 'on note symboliquement d = G(p)).
Mais une telle définition est trop vaste : en termes de mathématiques, elle conduit pra-
tiquement a appeler « probleme inverse » la résolution de toute équation (algébrique,
matricielle, différentielle, aux dérivées partielles, intégrale...) ou la minimisation de toute
fonctionnelle, y compris dans les cas les plus classiques et les mieux connus.

Tous ces candidats au statut de « probleme inverse » peuvent étre répartis en deux
classes. Ceux qui, pour toute mesure d, admettent une solution unique p continue par
rapport & d sont dits « bien posés »1ls sont généralement résolus (de maniere exacte ou
approchée) par des méthodes classiques. On réserve généralement, dans la littérature, le
qualificatif d’« inverse » aux problemes (a) d’inversion (b) mal posés : I'existence, l"unicité
et/ou la continuité de la solution par rapport aux mesures ne sont pas toutes vérifiées. Du
point de vue physique, cela signifie qu'une mesure d, compte tenu de la plage d’incertitude
qui l'accompagne, peut correspondre a un grand nombre de valeurs de p; ces dernieres
pouvant étre fort éloignées les unes des autres.

La physique mathématique a longtemps ignoré les problemes mal posés, les considérant
soit dénués de sens physique, soit reflétant une modélisation inadéquate. La réalité actuelle
est toute autre : le caractere fondamentalement mal posé de certains problemes (en gra-
vimétrie par exemple) est reconnu et motive de nombreuses recherches en mathématiques.
Outre des méthodes générales pour l'approche des problemes inverses que l'on verra
plus loin, de nombreux travaux mathématiques traitent de ["identifiabilité d’une grandeur
donnée : voir par exemple Barcilon [10], Calderon [19], Colton et Monk [25], Friedman et
Vogelius [30], Kohn et Vogelius [35].

Les causes d’incertitude sont nombreuses :

e Les données ont une origine expérimentale, ce qui implique 'existence d’erreurs de
mesure.

e Elles sont collectées en nombre fini, méme si, dans le modele mathématique, elles
sont décrites par des fonctions.

e [’algorithme d’inversion lui-méme peut parfois créer une altération des données :
interpolation requise pour la discrétisation d’un modele initialement continu par
exemple.

e Le modele lui-méme procede d’une idéalisation de la réalité physique et repose
sur des hypotheses simplificatrices, il est donc également une source d’incertitudes.
D’autant que certains parametres du modele (constantes physiques d’un milieu par
exemple) ne sont connus que de maniere expérimentale, donc approximativement.

La sensibilité des problemes inverses aux incertitudes induit un changement d’optique
important vis-a-vis du concept de solution, car la recherche des solutions au sens strict
associées par le modele aux mesures d n’est plus un objectif suffisant. En effet, tout p
qui reproduit aux incertitudes pres, via le modele physique, la mesure d est une réponse a
priori possible au probleme inverse. Un probleme inverse, pour un modele physique et une
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mesure donnés, peut n’avoir aucune solution au sens strict mais beaucoup de solutions
« a € pres ».

Toute « théorie de I'inversion » doit donc tenir compte du caractere éventuellement
incomplet, imprécis et/ou redondant des données. La stratégie idéale consisterait a in-
ventorier [’ensemble complet des solutions « a € prés » de d = G(p), parmi lesquelles
on opérerait ensuite un choix suivant des criteres additionnels (vraisemblance physique,
informations supplementaires a priori) afin de retenir la ou les solutions jugées vraisem-
blables. Une telle « approche exhaustive » pose des problemes pratiques insurmontables si
le nombre de variables scalaires & identifier n’est pas tres petit (cf les problemes inverses
linéaires avec contraintes unilatérales, Cuer [27], Sabatier [44]). En pratique, les méthodes
d’investigation des problémes inverses se répartissent selon Nashed [41] en trois catégories
principales :

1. Les méthodes relevant de ’analyse mathématique et la théorie des fonctions se
proposent de transformer un probleme mal posé en probleme bien posé en jouant
sur le choix des espaces, qui servent a décrire les variables, et de leurs topologies, qui
formalisent les notions d’écart ou d’erreur. Elles proposent également d’introduire
des contraintes globales sur les classes de solutions. Les « bons » espaces ou les
« bonnes » contraintes ne sont pas dictés par les mathématiques mais traduisent des
considérations physiques.

2. La régularisation des problémes mal posés, due initialement a Tikhonov [46], cherche
a redéfinir les notions d’inversion et de solution (quasi-solution, solution approchée,...),
de fagon que la « solution régularisée » obtenue par « inversion régularisée » dépende
continiment des données et soit proche de la solution exacte (supposant que celle-ci
existe pour des données proches des valeurs effectivement obtenues par la mesure).
En d’autres termes, on remplace le probleme initial mal posé par un autre, « proche »
du premier et bien posé.

3. L’inversion stochastique développée par Tarantola [45] (voir aussi Menke [40]) dont
le principe est de considérer toutes les variables comme aléatoires afin de représenter
toutes les incertitudes. La solution du probleme inverse est la fonction densité de
probabilité associée a l'inconnue p et la mesure d, a partir de laquelle on peut
chercher des grandeurs caractéristiques : valeur moyenne, valeur de plus grande
probabilité, dispersion, corrélations...

Ces trois approches ont comme préoccupation commune de fournir un cadre permettant
d’incorporer, outre le modele physique a inverser, des informations a priori ou des critéres
de choiz. Ceux-ci proviennent de considérations extra-mathématiques et influent fortement
sur le résultat de I'inversion.

L’approche 1 ne sera pas abordée dans le cadre de ce cours. Elle est orientée vers
I’analyse théorique des problemes inverses et 'obtention de résultats généraux. Son ap-
plicabilité a leur résolution pratique est moins immédiate ; d’autre part cela demanderait
de rentrer trop loin dans les mathématiques. On n’examinera donc que les aspects 2 et 3,
jugés plus proches des applications.

1.2 Problemes directs, problemes inverses

On peut expliciter et reformuler les notions de probleme direct et probleme inverse a
I’aide de 'artifice de présentation assez commode utilisant la notion de systeme.



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

La résolution d’'un probleme mécanique ou thermique peut étre vu sous l'angle du
calcul de la réponse d (déplacement, contrainte, température,...) a des sollicitations X
(forces, conditions aux limites, sources, conditions initiales...)

PROBLEME DIRECT. Le systéme (par exemple la structure mécanique analysée) dépend
habituellement de parametres, symboliquement notés p : géométrie (la région de 'espace
occupée), caractéristiques des matériaux constitutifs, liaisons cinématiques... Le probléeme
direct consiste a calculer la réponse d a partir de la donnée des sollicitations X et des
parametres p. Les équations de la physique donnent en général la réponse d comme
fonction implicite de X, p :

G(X,d;p)=0 (1.1)

La notation G symbolise les équations de la physique du probleme considéré; on parle
parfois du modéle physique.

= —=>(4)

Entree Sortie
(sollicitation) (reponse)

Dans la plupart des cas, le probleme direct est bien posé, ce qui signifie la réalisation
des trois conditions (probleme bien posé au sens d’Hadamard) :

e Existence d'une solution
e Unicité de la solution
e Stabilité de la réponse par rapport aux petites erreurs (de données, de discrétisation...)

Dans certains cas (gravimétrie, certains problémes linéarisés), le modele physique est
explicite :
d=G(X,p) (1.2)

En Mécanique ou en thermique, on est toutefois le plus souvent confronté a des modeles
physiques de type implicite.

PROBLEME INVERSE. Il s’agit généralement de situations ott on est dans I'ignorance au
moins partielle du systéme (certaines informations concernant la géométrie, les matériaux,
les conditions initiales...) ne sont pas connues. En compensation, il faut disposer (en plus
des entrées) d’informations, éventuellement partielles, sur la sortie d afin de reconstruire
au mieux l'information manquante. Le terme inverse rappelle qu’on utilise 'information
concernant le modele physique « a 'envers » connaissant (partiellement) les sorties, on
cherche a remonter a certaines caractéristiques, habituellement internes et échappant a la
mesure directe.

@ : Syzt;me @ ]

Entree
(sollicitation)
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L’analyse des nombreux problemes de type inverse (au sens proposé ici) met en
évidence leur caractere mal posé, au sens ot au moins une des trois conditions énumérées
plus haut ne sont pas vérifiées.

En effet, en raison d’incertitudes expérimentale, des données d pourront étre incompa-
tibles avec l'entrée X (c’est-a dire qu’aucun systéme ne parvient a produire d a partir de
X)), d’ou I'absence de solution pour les données disponibles. De nombreux cas présentent
également des possibilités de solutions multiples. Enfin, une caractéristique tres répandue
est la tres grande sensibilité d’une solution par rapport a une perturbation des données.

Dans les sections qui suivent, on présente quelques exemples de problemes inverses et
met en évidence le caractere mal posé.

1.3 Gravimétrie

EXEMPLE : PROBLEME INVERSE EN GRAVIMETRIE. En prospection gravimétrique, on
souhaite déterminer la distribution de masse volumique p(y) dans une certaine région
souterraine V' a partir de mesures en certains points @ de la surface de la perturbation
créée sur la composante verticale gs(x) de 'accélération de la pesanteur,.

MODELE PHYSIQUE. L’accélération gravitationnelle créée par une distribution p(y) de
masse volumique dans une région V' de I'espace est donnée par

0 1
(@) = G5 [ Tmrolw) av (1)

G étant la constante de gravitation universelle de Newton. Cette relation constitue le
modele physique du probleme :

g3 = G(p)

de plus, g3 est ici donné explicitement en fonction de p. Le probleme direct consiste donc
simplement a calculer g3 pour p donné.

PROBLEME INVERSE. Il consiste & déterminer la répartition de masse volumique & partir
de mesures d’accélération de la pesanteur. Le modele physique étant une relation linéaire
entre p et gs, la résolution pratique du probleme inverse par discrétisation du champ p
dans (1.3) semble ne pas poser de probleme.

La remarque suivante montre qu’il n’en est rien. En effet, soit f(y) une fonction scalaire
définie sur V' et telle que :

(e dv)  ly)= o fy) =0 (1.4)

Puisque A(1/ ||z —y ||) =0 (Yy € V) la troisieme formule de Green permet d’écrire :

1 1 of o 1
A - Y a. - .
/V|w—y\ v /av{\w—ylﬁn fan|x—y\}ds ! (1.5)

ce qui implique que les distributions de masse volumique p et p+ Af (f vérifiant (1.4))
sont indiscernables du point de vue du champ de gravitation créé a ’extérieur de V.

Si on prend par exemple pour V une région sphérique de rayon R et x un point
extérieur a V, il est bien connu que le champ de gravitation créé en & par un V' sphérique
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de masse volumique p(7) a symétrie sphérique est égal a celui qui régnerait si toute le masse
de V' était concentrée au centre de la sphere. En d’autres termes, toutes les distributions
p(r) a symétrie sphérique et de méme masse totale créent, hors de V', le méme champ de
gravitation.

Le probleme de la gravimétrie est donc essentiellement sous-déterminé; des informa-
tions supplémentaires indépendantes (« informations a priori ») sur p(y) sont nécessaires.

Cet aspect sous-déterminé s’ajoute aux autres aspects mal posés : en effet, p(y) (in-
connue du probléme inverse), est gouvernée par (1.3), qui est une équation intégrale de
premiere espece, dont l'inversion est connue pour étre une opération mal posée (voir cha-
pitre 2), tres sensible aux erreurs sur les données g3(a). Dans cet exemple, les pathologies
propres a ce type d’équation viennent donc en sus du caractere sous-déterminé de I'in-
version gravimétrique, qui est donc mal posée a deux titres différents. Ces remarques
laissent augurer des difficultés qui attendent quiconque tenterait d’évaluer p(y) par une
discrétisation « naive » de (1.3).

1.4 Identification de sources ou de sollicitations

La reconstruction de sources ou sollicitations mal connues, généralement a partir de
données externes, est aussi un probleme d’importance pratique.

Montrons sur un exemple simple (reconstruction d’une charge ponctuelle appliquée &
une poutre élastique) que ce type de probleme est aussi sujet a 'amplification d’erreurs
sur les données expérimentales.

Avec les notations de la figure 1.1, on suppose mesurés la fléche §(L) et la rotation
d’extrémité ¢'(L). Un calcul tres simple donne l'intensité F' et 'emplacement al de la
force en fonction de 9,4’ :

al =3(L—(6/8")) F =2EI§ (aL)™?
Il est intéressant de remarquer qu’une perturbation relative sur d et ¢’ :
Omesure = Oexact(1+€) (/0 )mesure = (6/6)exace (1 + €”)
induit une erreur de reconstruction sur F' qui vaut, tous calculs faits :
Fnesure e—¢g¥e

pu— 37
Fexact 1 + 5/Ta

L’amplification de 'erreur expérimentale augmente quand a dininue. Par exemple, avec
1% d’erreur relative sur § et ¢’ (¢/ = 2e = 0.02), on trouve dans le cas le plus défavorable :

Fmesure/Fexact — 1=0.117 (a = 025)
= 0240 (a=0.1)

=0.384 (a=0.5)

x=0 x=alL X=L

Fig. 1.1: Poutre droite et reconstruction d’une force ponctuelle
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EQUATION INTEGRALE. L’identification de sources peut parfois étre formulée comme
une équation intégrale. Par exemple, en élasticité, le déplacement w et le vecteur-contrainte
t a la frontiere sont reliés a une distribution volumique f d’efforts par :

lu,,c(az) + (VP) /aﬂ ij(ac, y)ni(y)u(x)dS, — /e—m Ui’“(m, yY)ti(x) dS,

2
- / U(z,9) fi(y) Y, (16)

L’équation en f obtenus en supposant connus le déplacement u et le vecteur contrainte
t sur 012, du type Fredholm de premiere espece, définit un probleme mathématique mal
posé (unicité de la solution non garantie, grande sensibilité aux données erronées).

Méme le probleme de calculer t|sq connaissant ulgq (pour f donné, par exemple nul),
c’est-a-dire d’estimer les efforts sur la frontiere a partir de la donnée du déplacement est
mal posé, pour la méme raison.

Voir par exemple Audebert et Andriambololona [4], Audoly [5], Bui et Maigre [18],
Bonnet [13], Borgiotti et coll. [16], [39]

1.5 Reconstruction de conditions aux limites inaccessibles

En voici un exemple typique, en thermique. Un fluide s’écoule dans une conduite. Les
conditions d’échange thermique (par exemple, donnée du flux ¢) avec le milieu extérieur
sont connues.

e Sila température ¢ du fluide au contact de la paroi interne (ou encore, la condition
d’échange avec le fluide) est connue, on est en présence d'un calcul de thermique
classique (probleme direct).

e Parfois aucune de ces conditions en paroi interne n’est accessible, alors méme que
leur connaissance revét une grande importance pratique (pour calculer les contrain-
tes d’origine thermique dans la conduite, par exemple). On est ainsi amené a envi-
sager la reconstruction de la température (par exemple) en peau interne a partir de
données complémentaires, par exemple la température relevée en peau externe ou
en des capteurs placés dans le solide.

La connaissance des conditions en paroi interne est parfois utile pour accéder a des infor-
mations sur ’état du fluide lui-méme. Exemple : un probleme de stratification thermique
qui s’est posé a EDF (rencontre d'un écoulement chaud et d'un écoulement froid dans
une conduite de réacteur PWR) : il fallait déterminer la position de l'interface et les
températures (supposées uniformes) des fluides en contact a partir de mesures externes
de température.

| Probleme direct] | Probleme inverse
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HOT WATER
280 °C

COLD WATER
30° C wm MEASUREMENTS POINTS

Fig. 1.2: Stratification thermique dans une conduite.

SENSIBILITE AUX ERREURS DE MESURE DE LA TEMPERATURE. Un exemple analytique

permet de la mettre en évidence. On s’intéresse a 1’équilibre thermique de la région de

I'espace comprise entre deux cylindres concentriques de rayons interne aR (conduite cy-

lindrique rectiligne infinie) et externe R, dans des conditions telles que les variables ne

dépendent que des coordonnées polaires r, ¢ dans un plan perpendiculaire a ’axe.
L’équation de la chaleur

0% 100 1 00
nN=22 28 -
o 8r2+r8r+r28g0 0

admet en coordonnées polaires la solution générale

0(r,p) = (Cste) + Z(anr” +a_,r ") cosnp + (byr™ + b_,r ") sinne

n=1
Supposons 6 et ¢ donnés simultanément sur la frontiére externe (situation-modele du
probleme inverse) :

+0o0
O(R,p) = flp) = Zan cos Ny + oy, sin np (1.7)

n=1
400

(R, p)=g(p) = Z% CoS N + Oy, Sin N (1.8)
n=1

Tous calculs faits, 1'expression analytique du champ de température en r = zR, ¢ est
alors :

+0o0

Z { oy, + ’Yn)cos ne + (Bn + Eén) sin nwl "

n=1

O(zR, o) =

l\DI»—

+ {(ocn — g%) cosny + (B, — %%) sin ngo] " (1.9)

On note la présence d’un terme général en =" = (r/R)™" dans la série ci-dessus. Sup-
posons que le coefficient ay du développement de la température donnée f(p) dans (1.7)
présente une erreur relative €. L’erreur commise sur 6 est alors

1
Af = EsaN(xN +27N)
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L’amplification de I’erreur de mesure est donc de 'ordre de A = 2V + 27V, Par exemple :

z=09— A=287(N=10) A=2823(N =20)
z=08—> A=931(N=10) A=286.7(N = 20)

Les bruits expérimentaux de mode de Fourier élevé sont donc tres pénalisants pour ce qui
est de la température interne, et ce d’autant plus que la conduite est épaisse.

1.6 Problémes inverses associés aux vibrations de structures

Il n’est pas rare de pouvoir accéder, sur des structures en service, a des informations
sur leur comportement vibratoire : valeurs de fréquences propres ou de déplacements
modaux.

Si la structure est parfaitement connue par ailleurs (caractéristiques physiques, géomé-
trie, conditions aux limites), ces données modales peuvent étre calculées (sortie) au moyen
d’'un modele (continu ou discrétisé, systeme), et sont donc surabondantes. Réciproque-
ment, ces données modales permettent de compenser un certain degré d’ignorance sur le
systeme. Plus concretement, on les utilise par exemple pour

e Le recalage du modele, si celui-ci est suspect. Par exemple, la structure évolue et se
dégrade au cours de son fonctionnement, et sa modélisation initiale s’en écarte donc
progressivement.

e L’identification de conditions aux limites imparfaitement connues.

e La surveillance, la détection ou la quantification de défauts.

Parmi quelques travaux représentatifs de cette tendance, citons Andriambololona [2], Ben
Abdallah [11], Ben-Haim [12] Ladeveze, Reynier et Nedjar [36], Link [37].

SENSIBILITE AUX DONNEES IMPARFAITES. Considérons un exemple obtenu par simula-
tion numérique, sur les vibrations en flexion plane d’une poutre élastique droite encastrée-
libre (figure 1.3). Les ny premieres fréquences propres f; (1 <i < ny) sont données, ainsi
que les valeurs en n. capteurs des déplacements verticaux modaux u;; (1 < j < n.) cor-
respondants. Ces données sont utilisées pour la reconstruction de la rigidité de flexion
ET et la masse linéique p, inconnues et supposées constantes par élément. La poutre est
découpée en 26 éléments finis.

Dans notre exemple, 10 modes sont mesurés en 13 capteurs, soit au total 140 données
(en comptant les fréquences mesurées). Des données synthétiques ont été créées pour
El(z) = Elj et p(x) = po uniformes a 'exception de I’élément 16, sur lequel FI(z) =

E/E,=1,8
p/pp =1,8

U
<+ttt 1ttt °r tft 11

’ f : capteur de deplacement vertical ‘

Fig. 1.3: Reconstruction de rigidité et masse linéique d’une poutre élastique : configu-
ration.
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Fig. 1.4: Reconstruction de rigidité et de masse linéique d’une poutre élastique : simu-
lation, avec données exactes et bruitées.

1,8FIy et p(z) = 1,8py. Ces données synthétiques sont alors utilisées pour retrouver la
répartition de rigidité et de masse par minimisation d'un écart quadratique

ng Ne
: mes 2 mes 2
in D L7 =SB pF o 3 L — sy (BT p)
1= J=

La figure 1.4 montre la reconstruction a partir des données synthétiques soit exactes, soit
bruitées par
(donnée bruitée) = (donnée exacte) x (1 4+ r)

oll r est une variable aléatoire uniforme de moyenne nulle et d’écart-type 1073. Tandis
que l'inversion des données exactes conduit a un résultat parfait, on voit que le bruit,
pourtant faible, ddgrade violemment la qualité de la reconstruction (notamment en ce qui
concerne la masse volumique).

Cette forte dépendance aux données imprécise peut étre mathématiquement mise en
évidence d’une maniere plus générale. Ce type de probleme inverse est donc également
mal posé.
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Fig. 1.5: Images thermiques de composites graphite-epoxy contenant des défauts en
téflon implantés. A gauche, images traitées, défauts situés a une profondeur
de 0.3mm, de dimensions 20 x 20 mm (a) 10 x 10 mm (b) et 3 x 3mm (c).
A droite, images non traitées, défaut de dimensions 20 x 20 mm situé a une
profondeur de 0.3mm (a), 1,12mm (b), 2,25mm (c). D’aprés Cielo et al. [20].

1.7 Tomographie, imagerie, controle non destructif

C’est un domaine tres vaste, qui excede largement la mécanique. D’une maniere
générale, il s’agit de reconstruire une variable interne hétérogene, caracteristique locale du
matériau constitutif, a ’aide de données relevées a I’extérieur. En voici quelques exemples :

THERMOGRAPHIE INFRAROUGE. Un flux thermique connu est imposé a un échantillon ;
le champ de température en surface est mesuré par caméra infra-rouge (données sur-
abondantes). On cherche a reconstruire le coefficient de conductivité k(x) ou d’autres
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Fig. 1.6: Sensibilité d’un diagramme de rayonnement & une erreur sur la reconstruction
d’une inhomogénéité de célérité (d’apres Colton et Monk [25]).

parametres tels que des résistances d’interface. Application : détection et quantification
de défauts internes. Quand les défauts sont proches de la surface, I'image du champ de
température en surface renseigne sur 'emplacement de défauts (Balageas et coll. [7], Banks
et Kojima [9], Bonnet, Maigre, Manaa [15], Cielo et coll. [20], Lund et Vogel [38]).

IMAGERIE ACOUSTIQUE, TOMOGRAPHIE SISMIQUE. Une onde incidente connue est émi-
se. Elle est perturbée par une variation des caractéristiques nominales du milieu (hétéro-
généité, présence d’obstacles, de fissures).

Si ces variations sont connues, le calcul de la perturbation subie par I’onde incidente
(probleme direct) releve de méthodes classiques. Réciproquement, la mesure du signal
perturbé fournit des données supplémentaires permettant d’envisager la reconstruction
d’une variation inconnue des caractéristiques nominales (probleme inverse).

A titre d’exemple, la figure 1.6 (Colton et Monk [25]) montre sur une simulation
numérique l'erreur relative en norme L? commise sur le diagramme de rayonnement du
signal perturbé par la présence d’une inhomogénéité (de support géométrique borné) de
la célérité des ondes, en fonction du nombre d’onde adimensionnel k£ et pour trois valeurs
(10%, 50% et 100%) de lerreur faite sur I’évaluation de cette inhomogénéité. On voit
nettement qu’aux basses valeurs de k, le champ lointain (grandeur mesurable) est a peine
affecté par des erreurs de reconstruction de 100%.

La tomographie sismique du sous-sol constitue un probléeme voisin : des sources (na-
turelles ou provoquées) créent des ondes mécaniques dans le sous-sol. Le signal créé par
cette expérience est mesuré en des capteurs, confondus ou non avec les sources (données
surabondantes). On cherche a reconstruire la masse volumique p(x), les célérités cp ()
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Fig. 1.7: Tomographie par rayons : principe (a gauche); exemple d’inversion de la
transformée de Radon sans (milieu) et avec contraintes (a droite), d’aprés
Fauquet et coll. [29]

des ondes élastiques,... L’interprétation de ces résultats fournit des informations sur la na-
ture du sous-sol. Applications : géophysique, prospection ([6], Bamberger, Chavent, Lailly
[8], Cote et Lagabrielle [26], [27], [40], [43], Tarantola [45]).

TOMOGRAPHIE ELECTROSTATIQUE OU ELECTROMAGNETIQUE. Il s’agit de reconstruire
la conductivité électrique o(x) a partir de données simultanées de couples champ électrique
/ potentiel (tomographie électrostatique) ou encore de couples champ électrique incident
/ courants de Foucault. Application : controle non destructif et reconstruction de défauts,
imagerie. (Allers et Santosa [1], Kohn et McKenney [34], Zorgati et coll. [47], [48]).

TOMOGRAPHIE PAR RAYONS X. L’atténuation totale a (différence entre sortie et entrée)
des rayons X a travers un milieu est mesurée; elle dépend dun coefficient d’absorption
local p(x) par I'intermédiaire de la transformée de Radon. Celle-ci, dans le plan, est définie
par :

0= [ et

ou p, 0 sont deux parametres géométriques définissant un rayon rectiligne L(p,#). L’in-
verse de la tranformée de Radon est connu explicitement, de sorte que la connaisssance
des a(p, 0) permet de reconstruire p(x). Toutefois I'inversion est instable par rapport aux
erreurs commises sur a(p, #) (Herman [31]).

1.8 Probléemes inverses avec géométrie inconnue

Il existe d’assez nombreux problemes dérivés des précédents pour lesquels une compo-
sante géométrique du domaine d’étude est inconnue, comme par exemple :

e Identification de fissures internes.
e Reconstruction d’inclusions de caractéristiques connues mais de géométrie inconnue.

Ils sont habituellement associés a des méthodes non destructives : mesure d’une onde
diffractée, de grandeurs mécaniques et/ou thermiques en surface externe... Les applications
pratiques concernent par exemple les méthodes quantitatives en controle non destructif,
la détection (Angell et coll. [3], Banks et Kojima [9], Bonnet [14], Colton, Colton et Monk
[24, 21, 22, 23], Ding et Planchard [28], Idemen et Akduman [32], Kirsch et Kress [33]).
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En raison de la présence d’une frontiere comme inconnue principale, ’étude de ce

type de probleme inverse utilise fréquemment les formulations par équations intégrales de
frontiere (Bonnet [14], Nishimura et Kobayashi [42], ainsi que les articles contenus dans
[17]).
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2.1 Exemples de problemes mal posés

Les exemples qui suivent sont des problemes « mal posés » bien connus. Le but de cette
partie est uniquement de mettre en évidence le caractere mal posé de certains problemes,
¢’est pourquoi I'indication d’approches adaptées de résolution est renvoyée au chapitre 3.
Toutefois certains de ces exemples seront repris plus loin.

EQUATION INTEGRALE DE PREMIERE ESPECE. Pour des fonctions k(z,y) € L*([c,d] x
[a,b]) et f € L?([c,d]), on peut considérer I’ équation intégrale de premiére espéce associée
au noyau k(zx,y) et ala donnée f :

trouver ¢ € L*([a,b]) telle que, pour tout z € [c, d]
[ ko ay = (K0)) = fa) 2.)

L’équation (2.1) n’a pas toujours de solution. En effet, supposons k(z,y) continiment
dérivable par rapport a z sur [c¢,d]; alors le premier membre de (2.1) est contintument
dérivable par rapport & z quel que soit ¢ € L?([a, b]) en raison du théoréme de dérivation
sous le signe intégral. Par suite (2.1) n’a aucune solution si le second membre f n’est pas
dérivable sur [c, d].

Plagons-nous dans le cas le plus favorable ou (2.1) admet une solution unique ¥ (on
sait formuler des conditions nécessaires et suffisantes sur le noyau k(x,y) et le second
membre f pour l'existence et 1'unicité de la solution, voir partie 2.3). Considérons alors
une perturbation de ¢ de la forme :

~

Y(y) = Y(y) + Asinwy (2.2)

On a alors d’une part :

b
A ' 1
1 = 12 asy= / A?sin® wy dy = 5142(5 —a) (2.3)

et d’autre part :

2

dr pb
I f = K [[Zo(eap=Il K¢ = K¢ [72(eap= / {/ k(z,y)Asinwy dy} dz (2.4)

Or, par le lemme de Riemann-Lebesgue, on a (sous réserve que k soit continu par rapport
ay):
(V) lim

wW—00

b
/ k(x,y)Asinwydy’ =0 (2.5)

Cela permet, en choisissant w suffisamment grand, de rendre la norme (2.4) aussi petite
que l'on veut, quelle que soit la valeur (fixée au départ) de A. Cette remarque jointe a (2.3)
revient a constater que 'on peut trouver une perturbation de norme finie et arbitraire
de la solution % qui induit une perturbation aussi petite que l'on voudra sur la donnée
f. En d’autres termes, la solution de (2.1), quand elle existe, ne dépend pas contintiment
du second membre f; une « petite » erreur sur celui-ci (construit a partir de données
expérimentales) peut mener a une « grande » erreur sur la reconstitution de la fonction
inconnue 1. Le probleme (2.1) est donc mal posé a deux titres :
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1. Il n’admet pas nécessairement de solution.
2. Il n’est pas stable vis-a-vis de petites erreurs sur les données.

Cet exemple est fondamental. De nombreux problemes inverses, issus de domaines variés
de la physique, se ramenent a une équation intégrale de premiere espece.

Les ouvrages classiques de physique mathématique (Courant & Hilbert [2], ... ) traitent
peu I’équation de premiere espece. Celle ci a probablement été jugée pendant longtemps
sans intérét. D’une part, ses « mauvaises » propriétés sont connues depuis le début du
siecle. D’autre part, les problemes directs de la physique mathématique peuvent en général
étre décrits par des équations intégrales de deuxieme espece, qui sont stables par rapport
aux données (Tricomi [16], Kupradze [4], [5], Mikhlin [8]). Pour mémoire, rappelons qu’une
équation intégrale de deuxieme espece differe de (2.1) par I'ajout d’'un « terme libre » et
a la forme :

trouver ¢ € L*([a,b]) telle que, pour tout x € [a, b]
b
o) + [ ka)ol)dy = f(a) f € (b)) domée  (26)

Le probleme (2.1) est l'archétype du probleme inverse en dimension infinie; Tikhonov
l'utilise [15] pour introduire la notion de probleme mal posé.

APPROXIMATION DE LA DERIVEE D'UNE FONCTION CONNUE APPROXIMATIVEMENT.
Le probleme de la recherche de la dérivée z(x) d’ordre n d’une fonction f(z) définie sur
[0,1] (ie f™ = 2) se ramene [15] & la résolution de I'équation intégrale :

5 [ emneama <isy 20

f(l‘):(nT

en supposant pour simplifier que f(0) = f/(0) = ... = f"V(0) = 0. Cette équation
intégrale, dite de Volterra de premiere espece, differe de (2.1) par la présence de la variable
x comme borne d’intégration. Ce type d’équation intégrale présente un caractere mal
posé analogue a (2.1) (voir par exemple Tricomi [16]). Cela signifie ici encore que si f(x)
n’est pas connue exactement (ou encore si on n’en connait qu'un nombre fini de valeurs),
f™(z) = z(x) peut étre entachée d'une erreur arbitrairement grande. Il est du reste bien
connu que la « dérivation numérique » est une opération instable. Posons comme en (2.2) :

f(z) = f(z) + esinwz (2.8)
d’ou
L) = L)+ (29)
1/ (@) = f(2) +ewcoswa .
ce qui conduit a :

L,

| f_ f ||i2([0,1]) = 55 (2.10)
d, d 1
| Ef - Ef 220,17 = 5520)2 (2.11)

Si la « fréquence » w du « bruit » esinwzx est élevée, I'erreur en norme quadratique peut
étre rendue arbitrairement grande pour une amplitude de perturbation € aussi petite que
I’on veut sur la fonction donnée f.
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PROBLEME DE CAUCHY POUR L’EQUATION DE LAPLACE. On considere le probleme de
la recherche d’une fonction & deux variables ¢(x,y) définie sur 2 = R, x R et vérifiant :

2 2
A¢E(a—+a—)¢ =0

0x?  0y?
¢(0,y) = f(y) (y € R) (2.12)
%(0, y) =9(y) (y €R)

Ce probleme aux limites n’est pas « bien posé » car une partie de la frontiere de Q (la
droite z = 0) supporte deux conditions aux limites tandis que l'autre (z = o) n'en
supporte aucune. Si les données aux limites sont nulles (f(y) = g(y) = 0), la solution de
(2.12) est ¢(z,y) = 0. Cherchons maintenant la fonction ¢(z, y) solution de (2.12) avec
les données perturbées f(y) = 0 et §(y) = 1/asinay (a > 0 fixé). Il est facile de montrer,

par séparation de variables, que

~

1
¢(z,y) = — sinayshax (2.13)
a

convient. Or, pour a « grand », la perturbation g — g est d’amplitude « petite » tandis
que la perturbation ¢ — ¢ prend des valeurs arbitrairement élevées pour tout z > 0 : en
effet,

1
lim —shazr = o0 pour tout z > 0 fix¢é) (2.14)

a—o0 (4
Le probleme (2.12), dit « de Cauchy » (probléeme du second ordre ou une partie de la
frontiere supporte deur conditions aux limites et une autre en supporte zéro) est donc
instable par rapport aux perturbations de conditions aux limites, alors que les problemes
aux limites classiques (conditions de Dirichlet, Neumann, Robin,...) sont stables.
Un probleme voisin, mal posé lui aussi, est celui du prolongement analytique d’une
fonction connue sur une partie de son domaine (voir par exemple Lavrentiev [7]).

PROBLEME RETROGRADE POUR L’EQUATION DE LA CHALEUR. Imaginons une expérience
de thermique : un corps € de conductivité thermique k est chauffé (peu importe com-
ment). Nous connaissons les conditions aux limites a tout instant. De plus, a un certain
instant 7' > 0, on mesure le champ de température §(x,T) qui regne dans (2. Peut-on
retrouver le champ de température initial 0(x,t =0)7
Ce probleme revient a résoudre I’équation de la chaleur :
00

5 div (kVE) =0 + (conditions aux limites) (2.15)

dans le sens rétrograde (en donnant, outre les conditions aux limites, des conditions fi-
nales). Or, si le probleme d’évolution direct ((2.15) 4 conditions aux limites 4+ conditions
initiales) est stable, sa contrepartie rétrograde est instable [6], [15] : une petite erreur sur
la mesure de §(x, T') peut entrainer une grande erreur sur la reconstruction de 6(x,0).

Pour s’en convaincre, plagons-nous dans le cas le plus simple : Q = R et k(x) =
(constante) et considérons le probleme d’évolution associé :

o ko= (2.16)

00 020 0(x,0) = 6p(x) (condition initiale)
=0 O(x,t) —— 0 (conditions a l'infini)
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Fig. 2.1: Evolution, directe et rétrograde, a partir d’une singularité initiale.

Prenant la transformée de Fourier en espace de (2.16), on obtient sans difficulté I'expres-
sion générale de ¢ solution de (2.16) sous réserve que la transformée de Fourier en espace
0o(w) de Oy(x) ait un sens :

O(x,t) = %/Rewmei‘”téo(w)dw (2.17)

L’intégrale ci-dessus n’a de sens que pour ¢ positif et diverge pour ¢ négatif, d’ou 'impos-
sibilité de résoudre (2.16) « en remontant le temps ». Cet exemple se généralise a (2.15)
[6].

D’une maniere plus qualitative, on peut aussi considérer la solution élémentaire bien
connue de I’équation de la chaleur, ot une singularité initiale (6y(x) = d(x)) se diffuse
au fil du temps, le champ de température a U'instant ¢ étant une gaussienne (figure 2.1).
Réciproquement, connaissant la solution élémentaire a un instant 7', il est impossible de
« remonter » a un instant négatif, en-deca de la singularité initiale : on ne sait pas donner
de sens aux évenements antérieurs a cette singularité. Si, se trompant sur la date de la
condition initiale, on la cherche a un instant ¢, < 0, on ne peut aboutir.

Remarquons que ce phénomene de « dilution » d’une singularité initiale est lié au
caractere parabolique de 1’équation d’évolution thermique. Dans le cas des équations
d’évolution hyperboliques (équation des ondes,...), les singularités se propagent et leur
nature se conserve au cours du temps.

2.2 Analyse en dimension finie

Avant d’examiner les problemes inverses dans leur généralité, nous commencons par
le cas, fréquent en pratique, ou le probleme direct est linéaire. Ceci permettra de mieux
appréhender le caractere « mal posé » et l'effet des approches « régularisantes » ; Par
ailleurs, de nombreux problemes inverses non linéaires sont résolus par linarisations suc-
cessives.

Considérons donc deux espaces de Hilbert P (espace des parametres) et D (espace des
données mesurables) munis de leurs produits scalaires (-, -)p et (-, -)p. Le probleme direct
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considéré est modélisé a 'aide d'un opérateur G : M — D linéaire continu. Le probleme
inverse associé est posé ainsi :

Trouver p € P tel que Gp=d (d € D donné) (2.18)

Nous reprenons ici I’analyse « classique » du probleme inverse linéaire exposée par exemple
par Nashed [9], Groetsch [3] ou Sabatier [12], en considérant successivement les cas de la
dimension finie puis de la dimension infinie.

On prend P = C" et D = C™ pour (m,n) entiers quelconques. L’opérateur G s’ex-
prime a 'aide d’une matrice m x n a coefficients complexes [g;;] ; la matrice n x m de
lopérateur adjoint G* est obtenue par transposition et conjugaison de G : gj; = g,
L’analyse du probleme inverse (2.18) utilise la décomposition en valeurs singuliéres d’'une
matrice, que nous commengons par rappeler.

2.2.1 Décomposition en valeurs singuliéres de G.

Les opérateurs G*G et GG™ sont autoadjoints, carrés d’ordre n et m respectivement.
Ils admettent des valeurs propres réelles non-négatives. De plus, ils ont méme rang r <
inf(m,n) et possedent les mémes valeurs propres non nulles, au nombre de r (multiplicités
comprises). Cela permet de démontrer qu'il existe :

1. rréels Ay > ... > A\, > 0 strictement positifs (conventionnellement classés dans
I'ordre décroissant, et en comptant d’éventuelles multiplicités).

2. n vecteurs orthonormés (vy, ..., v,) € P", qui constituent les colonnes d’une matrice
carrée orthogonale V' et forment une suite orthonormée complete de vecteurs propres
de la matrice G*G (carrée, hermitienne, de dimension n X n) associés aux n valeurs
propres A\? (nulles pour i > r).

3. m vecteurs orthonormés (wq,...,u,) € D™, qui constituent les colonnes d’une
matrice carrée orthogonale U et forment une suite orthonormée complete de vecteurs
propres de la matrice GG* (carrée, hermitienne, de dimension m x m) associés aux
m valeurs propres A? (nulles pour i > r)

vérifiant :

G’Ui = /\zuz G*’U,Z‘ = )‘ivi

2.19
G*G’Uz‘ = )\?’Uz GG*’U,Z = )\?uz ( )

Dans (2.19) \; est prise égale a zéro pour i > r. La matrice G admet alors la décomposition
en valeurs singulieres suivante :

G =UAV* (2.20)
La matrice A, de dimensions m X n, contient les valeurs singuliéres \; : Ay = A\; pour
1 <i<retA;=0sinon.
2.2.2 Analyse du probléme inverse discret (2.18)

On réécrit (2.18) compte tenu de la décomposition (2.20). Apres multiplication a
gauche par U™, on obtient :
AV*p =U*d (2.21)

soit
Ax =y en posant x = V*p; y =U"d (2.22)
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(x et y sont donc le n-vecteur des composantes de p dans la base V' et le m-vecteur des
composantes de d dans la base U, respectivement). L’écriture (2.22) du probléme met en
évidence les principales caractéristiques de 'opérateur G :

e Noyau : Ker(G) = Vectp(v,41, ..., 0,).

e Image : Im(G) = Vectp(uy,...,u,).
L’existence d’une solution (au sens strict du terme) pour (2.18) nécessite 'appartenance
de d & Im(G). Cela se traduit par :

(du)p=0  Vi>r (2.23)

L’unicité de la solution, si celle-ci existe, équivaut a Ker(G) = {0p}, ou encore r = n. Ceci
n’est possible que pour m > n. En I"absence de solution (condition (2.23) non satisfaite),
il faut se limiter a la recherche des solutions de (2.18) au sens des moindres carrés, dites
quasi-solutions de (2.18), qui sont définies par :

i —d || 2.24
min || Gp —d | (2.24)

ce qui revient a chercher la ou les solutions d’un probléme de type (2.18) dont le second
membre est la projection orthogonale de d sur Im(G). Ces quasi-solutions sont données
par :

=3 b Y s (2.25)

p )\’L '
i=r+1

i=1
ou les «o; sont des scalaires arbitraires.
Quand le rang de G est inférieur a n (ce qui est toujours vrai si le nombre de mesures
m est inférieur & n et parfois vrai sinon) on obtient ainsi une infinité de quasi-solutions.
D’ou I'idée de choisir « la meilleure » de ces quasi-solutions en se donnant un critere : par
exemple on choisit la quasi-solution la plus proche d’une certaine « référence » p, € P en

cherchant : .

r 2
. Yi 2
min — — (pPo,vi)p| + a; — (Pg, Vi )p 2.26
B 2~ o] pojoRRs (2.26)
Ce qui conduit a retenir la quasi-solution définie par a; = (py,v;)p; son écart a la
« référence » p, étant donné par le premier terme de (2.26). En d’autres termes, la quasi-
solution particuliere définie par (2.26) est la projection orthogonale de py sur le sous-espace
de toutes les quasi-solutions.

2.2.3 Notion d’inverse généralisé

L’approche de (2.18) par moindres carrés (relations (2.24), (2.25) et (2.26) peut étre
exprimée en terme d’inverse généralisé d'un opérateur linéaire. Une matrice G rectan-
gulaire n X m est un inverse généralisé de la matrice rectangulaire n x m G si, quel que
soit d pris dans I'image de G, p = G"d est solution de Gp = d. Une matrice G fixée
admet en général une infinité d’inverses généralisés. Ils doivent tous satisfaire la condition
nécessaire et suffisante :

G* est un inverse généralisé pour G si et seulement si GGG = G (2.27)

Si G est une matrice carrée de rang maximal, son inverse généralisé est unique et est
confondu avec son inverse : G* = G™'.
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Nous avons vu que, de par sa définition méme, un inverse généralisé associe a tout
second membre d de limage de G une solution (au sens strict) au probléeme (2.18).
Mais choisissons maintenant un vecteur d qui n’appartienne pas a l'image de G. Dans
ce cas, le vecteur p = G'd est une quasi-solution du probléme (2.18). Ceci explique
pleinement pourquoi G est bien un inverse généralisé : pour n’importe quelle matrice G
et appliqué a n’importe quel second membre d, il conduit a I'une des quasi solutions. Ceci
est directement lié au fait, exprimé par exemple par (2.25), que toute équation linéaire
du type (2.18) en dimension finie posséde au moins une solution au sens des moindres
carrés. On va voir que ce n’est plus nécessairement vrai en dimension infinie.

On a vu qu’il existe en général une infinité d’inverses généralisés pour une matrice G
donnée. Il y a en fait autant d’inverses généralisés que de solutions au sens des moindres
carrés ; chacun d’entre eux correspond a un choix des valeurs des parametres o, 11, ...,y
dans (2.25). Parmi ceux-ci, on considere souvent dans la littérature I'inverse dit « naturel »
ou « de Moore-Penrose », noté G ,p et défini par :

GGjp = P G Gyp = P (2.28)

Py étant la projection orthogonale sur le sous-espace X. L’inverse de Moore-Penrose
peut étre explicité a ’aide des notations du 2.2.2. Pour ce faire, on introduit les matrices
U, et V, formées des r premieres colonnes de U et V respectivement : ces matrices, non
carrées, sont cependant « semiorthogonales » :

UU, =VIV, =1, (2.29)

D’autre part, soit A, la matrice carrée diagonale d’ordre r formée des r premieres lignes
et colonnes de A. On montre que l'inverse de Moore-Penrose G}, de G est donné par :

Glp=V,AU; (2.30)

Il est facile de voir que l'inverse de Moore-Penrose conduit a la quasi solution de norme
minimale, c¢’est-a-dire celle qui correspond a a,41 = ... = a,, = 0 dans (2.25) et a la
« valeur de référence » p, = 0 dans (2.26).

2.2.4 Conditionnement et régularisation

Pour l'instant, nous ne nous sommes intéressés aux (quasi)-solutions du probleme
inverse linéaire discret (2.18) que dans I’hypothese (implicite) d'un second membre d
connu exactement. Le probleme peut alors étre mal posé pour les raisons suivantes :

e La solution (au sens strict du terme) peut ne pas exister.

e Il peut exister une infinité de (quasi)-solutions, parmi lesquelles il faut exercer un
choix.

Le choix d'un inverse généralisé constitue une « régularisation » du probleme inverse a
second membre exact : il conduit a une quasi-solution unique et repose sur un critére
de sélection (quasi-solution de norme minimale, ou encore la plus proche d’une valeur de
référence, etc). Ce dernier fait est caractéristique des approches de « régularisation » dont
la définition rigoureuse est reportée a la partie 3.

L’hypothese d’une connaissance exacte des données d n’est pas réaliste pour beaucoup
de raisons (erreurs expérimentales, modélisation imparfaite, ...). L’étude du probleme
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inverse linéaire serait donc incompleéte sans 'examen de la stabilité des (quasi)-solutions
vis-a-vis de perturbations du second membre, qui est ’'objet du présent paragraphe.
Pour commencer, plagons-nous dans le cas le plus favorable m = n = r : la matrice G
est carrée et inversible, la solution unique de (2.18) est :
r .
p= i—v (2.31)

i=1 "

Supposons que le second membre d de (2.18) est en réalité égal a d + dd, avec |0d|, < ¢
(¢ fixé > 0). La matrice U* étant orthogonale, on a également |dy| = |U*dd|,, < ¢, cette
erreur pouvant porter sur n’importe quelle(s) composante(s). Dans le cas ou

dy =U%d = vy, k fixé € [0,n] (2.32)

la variation dp de la solution p est alors :

op = ivk (2.33)
Ak
soit une variation relative : |6 || .
Z ||p
e 2.34
13y lo M (2.34)

11 résulte de ceci qu’une erreur sur y, crée une perturbation A\;/\, fois plus grande qu'une
erreur sur y;. Le rapport A1 /A, est le conditionnement de G, noté cond(G) ; une grande
valeur de cond(G) est l'indice d'une grande sensibilité du probleme aux perturbations
possibles des données. En particulier, si cond(G) est de 'ordre de N, le résultat pratique
de l'inversion n’a plus de valeur si l'ordre de grandeur de l'erreur commise sur le second
membre n’est pas nettement inférieur & 1/N. On s’est pourtant placé dans le cas favorable
(m =n =r) ot 'inverse G~ existe et est continu.

Dans le cas général (matrice G rectangulaire quelconque), on est confronté a un
probleme double :

e Définir une solution approchée a (2.18), stable par rapport aux erreurs sur d.
e Faire en sorte que le conditionnement de la méthode d’inversion retenue ait une
valeur inférieure & cond(G) = A/ \,.

Pour cela, il faut « régulariser » I'inversion du probleme. Dans le cas linéaire, deux ap-
proches au moins peuvent étre envisagées :

QUASI-SOLUTION TRONQUEE. On part d'une quasi-solution (2.25) (ot les «; sont fixés
d’apreés un critere quelconque, par exemple (2.26) et on la tronque & un ordre p < r :

P n
p’= Z )\—l’Uz + Z Q;V; (2.35)
i=1 "

i=r+1

de facon a obtenir un nombre de conditionnement apres troncature A1 /), acceptable. Cela
revient, en d’autres termes, a ne pas tenir compte des composantes des mesures portées
par Upyi,..., U, en raison de l'effet amplificateur des plus petites valeurs singulieres
Apt+1s- -, Ap Vis-a-vis des erreurs sur la solution p.
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REGULARISATION PAR OPTIMISATION. Cette forme consiste & prendre pour « solution »
un p qui minimise une fonction-cotit Sz de la forme :

Ssp) =(1=B)[|Gp—d|p+8 [ p—po II5 (2.36)

ou encore

r

Ss(p) = (1—P) Z()\zxz - yi)2 + Z %2 + 52(%‘ - x?)z (2.37)

=1 i=r+1

ou [ est un « parametre de compromis ». Le choix # = 0 revient simplement a résoudre
(2.18) au sens des moindres carrés; le choix § = 1 conduit a p = p, (seule I'information
a priori est prise en compte. Pour des valeurs strictement positives de (3, on peut montrer
que :

1. Il existe p unique minimisant Sz(p); il est donné par :
p’ =[(1-0)G"G + pI]'[(1 - H)G*d + Sp,] (2.38)
ou encore
a’ = [(1 - B)AP’ + BI]H[(1 - )Ny + fa] (2.39)

soit enfin, en termes de composantes :

s (L= By + Ga?
o A-pN+s
Les expressions (2.39) et (2.40) montrent clairement que la matrice (1—3)G*G+ 31

est inversible : en effet pour 0 < § < 1, les valeurs propres de cette matrice (carrée
d’ordre n x n) sont les nombres (1—8)A?+ 3, qui sont tous réels strictement positifs.

x (2.40)

2. La limite de p® quand /3 tend vers zéro est la quasi solution définie par (2.26).

3. p? varie continiiment par rapport a y. De plus le module de continuité et le condi-
tionnement de (2.38), (2.39), (2.40) sont des fonctions décroissantes de § pour
0 < B < By avec By petit devant 1. En effet, changeons y en y + dy et x en
@ + 0x dans (2.40). On trouve que, pour un indice j fixé :

1 — B)A;dy;
52 = L= ONOy; 2.41
SN YR 24
Le module de continuité est défini par
|05 (1= B)\
I_ = max —— N 2.42
T oyl TS =N+ 8 (2.42)
et vaut :
(1—B)\ , A2
[ =777 < r 2.4
T-ope+p  PSTew (243)
1 [1-p , A
L= N5 siff > oz (2.44)
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Il est facile de montrer a I'aide de (2.43), (2.44) que L est une fonction décroissante
de 3. De méme, I’étude du conditionnement de la matrice (1— 3)G*G + $I conduit
a:

e L )A%+ﬂﬁ

(1 ﬁ))\2 + ﬁ Ar . A2

T A-ARF AN s B
1 [1-800-pN+p 22
=3 5 " ! si g > T2 (2.47)

Les expressions (2.45), (2.46), (2.47) permettent de montrer que le conditionnement
de l'inversion régularisée par optimisation est fonction décroissante de [3.

En pratique, les précédents résultats signifient qu’on a intérét a augmenter 3 pour améliorer
la stabilité de la méthode. Mais alors on augmente également 1’écart entre résultat mesuré
d et résultat calculé Gp. En effet, tous calculs faits :

i
|G — d 3= Z e DI (2.48)

i=r+1

et cette expression est une fonction croissante de (3, tout au moins pour [ « assez petit »
(il suffit de développer (2.48) au premier ordre en [3).

Il reste donc & trouver des valeurs acceptables pour 3. La condition | Gp® — d ||p< ¢
(e : « tolérance » fournie par I'utilisateur) permet, par (2.20), de majorer (3. D’autre part,
la considération de I'erreur maximum Jp tolérée sur p et de I’écart maximum toléré sur
p par rapport au modele de référence p, permet de définir un minorant sur . La plage
de valeurs de /3 obtenue définit le compromis ainsi réalisé entre (a) la compatibilité entre
mesures d et parametres p, et (b) la stabilité de la méthode ainsi que la vraisemblance
de la solution calculée.

2.3 La dimension infinie

Cete fois, nous considérons deux espaces de Hilbert P et D quelconques et un opérateur
linéaire continu G : P — D. Par exemple :

e P=D=L%]a,b]), G :p(t) — p() transformée de Fourier de p(t).

e P =D = L*R), G : opérateur intégral de premicre espece.
En dimension finie, nous avions vu que que toute équation linéaire admet au moins une
solution au sens des moindres carrés. Cette propriété n’est plus nécessairement vraie en
dimension infinie. En effet, chercher le minimum de || Gp — d ||p revient a chercher la

projection orthogonale Ppy()(d) des données d sur 'image de G' dans D et chercher les
solutions (au sens strict) du probleme :

Gp = Pn(c)(d) (2.49)

Or cette projection peut ne pas exister si le sous-espace Im(G) n’est pas fermé, ce qui peut
se produire en dimension infinie (tout sous-espace vectoriel de dimension finie est fermé).
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Le probleme (2.18) n’admet une quasi-solution (solution au sens des moindres carrés) que
si le second membre d admet une projection orthogonale sur Im(G), c’est-a-dire si :

d € Im(G) @ Im(G)™* (2.50)

L’inverse généralisé G* d’un opérateur linaire G n’agit donc pas sur tout D comme en
dimension finie mais sur le sous-espace de D défini par (2.50).

D’autre part I'analyse spectrale par décomposition en valeurs singulieres ne se trans-
porte a la dimension infinie que pour les opérateurs compacts. Nous allons donc commencer
par examiner ce cas, particulier mais important, avant de donner quelques indications sur
le cas général.

2.3.1 G est un opérateur compact

G est un opérateur compact si I'image G(B) par G de la boule unité B dans P est
relativement compacte dans D (c’est-a-dire si 'adhérence de G(B) est incluse dans un
ensemble compact de D).

Cette classe d’opérateurs linéaires est importante car elle contient les opérateurs
intégraux a noyau de carré intégrable :

G L) — IAQ)  d(y) = [Cpl(y) == / Ky opr)de  (251)

1951
avec

ke L?( x Q) cad. / / K (z,y)| dzdy < o0
01 Js

qui interviennent dans une grande quantité de problemes inverses.

ANALYSE SPECTRALE ET CONDITIONNEMENT. Les opérateurs compacts ont pour pro-
priété essentielle de posséder un ensemble discret et dénombrable de valeurs singulieres.
Cela permet une analyse spectrale proche de celle faite en dimension finie par la décomposition
en valeurs singulieres.

En effet, si G est compact, les opérateurs G*G et GG* sont alors autoadjoints et
compacts. Les résultats classiques de décomposition spectrale d’opérateurs autoadjoints
(Schwarz [13], par exemple) permettent d’écrire qu’il existe une suite de valeurs singulieres
complexes (A, )neny €t deux suites orthonormées (v )neny €t (Un)neny d’éléments de P
et D respectivement telles que :

GUZ' = )\zuz G*U,i = )\ﬂ)i

2.52
G*GUZ‘ = )\122]2 GG*UZ = /\?UZ ( )

En outre, toutes les valeurs singulieres non nulles sont de multiplicité finie, ce qui entraine
que le sous-espace Im(G) est somme directe de sous-espaces de dimension finie. Enfin, si
la suite ()\n)neNN n’est pas finie, elle tend vers zéro.

Pour que (2.18) ait une solution (au sens strict), les conditions suivantes (dites « de
Picard ») sont nécessaires et suffisantes (Nashed [9]) :

d € Im(G) = (Ker(G*))* (2.53)
)\iz(d, Up)h < 00 (2.54)
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avec la convention A\, = 0 = (d,u,)p = 0. Une solution est alors :

n>0 ”

La solution (2.55) n’est unique que si le noyau de G est nul, c’est-a-dire si toutes les
valeurs singuliéres sont non nulles. Dans le cas contraire, (2.55) est la solution de norme
minimale de (2.18).

L’analyse de l'existence et 1'unicité de la solution est donc formellement analogue a
celle faite en dimension finie, a ceci pres que la condition de sommabilité (2.54) doit étre
satisfaite.

La quasi-solution (c’est-a-~dire la solution au sens des moindres carrés de norme mini-
male) de (2.18) doit vérifier (2.54) et (2.55). De plus, le second membre d doit vérifier

d € Tm(G) @ Im(G) " (2.56)

en lieu et place de (2.53).

Il reste a examiner la dépendance de la (quasi)-solution (2.55) par rapport aux per-
turbations de d. Ici le « conditionnement » de 'inversion de (2.18), par analogie avec la
dimension finie, est \;/\, c’est-a-dire I'infini (car la suite des valeurs singulieres tend
vers zéro) : I'inverse d’un opérateur compact, s’il existe, n’est ni borné ni continu. La sen-
sibilité du probleme (2.18) aux erreurs peut donc étre arbitrairement grande, cela dépend
totalement de ’allure de la décomposition de I'erreur sur les vecteurs propres u,,.

CAS PARTICULIER OU D EST DE DIMENSION FINIE : L’APPROCHE DE BACKUS ET
GILBERT [1]. Supposons I'espace des parametres P de dimension infinie mais 1'espaces
des mesures D de dimension finie p. Ce cas de figure peut étre considéré comme tres
important dans la pratique car, si les parametres a identifier sont souvent modélisés par
des fonctions, les mesures réellement effectuées seront presque toujours en nombre fini.
Les valeurs singulieres non nulles Ay, ..., A, sont en nombre fini » < p; r est le rang de
GG*. La condition (2.56) est automatiquement satisfaite puisque D est de dimension finie,
et la quasi-solution de norme minimale est donnée par :

Si r = p, Pexpression (2.57) de la quasi-solution peut s’interpréter comme :
p=G*[GG*d (2.58)

Backus et Gilbert [1] ont obtenu ce résultat en considérant le probleme suivant, issu de
la gravimétrie, posé sur un domaine géométrique 2 C R3 :

trouver m € L*(Q) telle que

/gz( W)V, —=d;  (1<i<p) g € L*(Q) données (2.59)

On mesure les valeurs d; du champ de gravitation terrestre et on cherche un estimateur
Pest (Y0) de la densité de matiere en un point yo de Q. Backus et Gilbert sont partis du
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principe que, puisque le probléeme direct est linéaire, ils cherchent pegt(yo) comme fonction
linéaire des données :

Pest (Y0) = Z(b’(yo)di (2.60)

ou les ¢;(yo) sont a déterminer. Si on remplace (2.60) dans (2.59), on obtient :

peslon) =S i) | alp) 0V, = [ Rnwpav, (260

L’estimation pest(yo) est une version « filtrée » de la vraie fonction p(yo), le filtre R(yo,y)
est appelé « noyau résolvant ». Ce filtre est d’autant meilleur qu’il est plus proche de la
mesure de Dirac d(yo — y). Les ¢;(yo) qui satisfont au mieux cette exigence sont donnés
par [1], [14] :

4 (yo) ZZgj(yo)(S_l)m avec  (S)i; = /Q 9:(y)g;(y) dV,, (2.62)

soit

Pest(y0) = GT[GGT]1d (2.63)

On retrouve ainsi (2.58) puisque 'opérateur G est ici a coefficients réels.

Remarquons, pour clore ce paragraphe, que le conditionnement du probleme est fini
et vaut A\;/A,. comme en dimension finie. La méthode de Backus et Gilbert n’est pas
régularisée dans la mesure ou les erreurs sur d peuvent, ici encore, étre amplifiées par un
facteur certes fini mais dont I'ordre de grandeur sera parfois tres élevé.

EFFET D’UN CHANGEMENT DE TOPOLOGIE SUR P ET D. On peut imaginer de rétablir
la continuité entre données et inconnues en jouant sur la condition (2.54). En effet (Sa-
batier [12]), on peut par exemple définir un sous-espace D’ de D par :

D= {d €D | Zwﬁwn(d, Uy )3 < oo} (2.64)

n>0

en tentant d’ajuster les poids (wy)neny de fagon a ce que (2.54) converge, c’est-a-dire de
telle sorte que :
lim w,\, =1 (2.65)

n—o0

Cette approche cherche a rendre le probleme (2.18) bien posé (a) par restriction de 'espace
des données possibles et (b) par changement de topologie dans D (définition modifiée de
la notion de distance dans D, qui s’applique en particulier a la notion d’erreur). Mais,
puisque la théorie spectrale des opérateurs autoadjoints dit que les A, tendent vers zéro,
cela demande aux poids w,, de tendre vers l'infini. En d’aures termes, la condition (2.65)
équivaut a un filtre sur les données : leurs composantes de Fourier d’indice élevé doivent
étre négligeables. Si cette condition peut étre facilement envisageable pour les données
exactes d, elle sera en revanche irréaliste pour les erreurs de mesure, assimilées a un bruit.
Cela rejoint la constatation faite plus haut suivant laquelle la solution d'une équation de
premiere espece peut étre perturbée par une fonction tres oscillante et d’amplitude élevée
tandis que les mesures n’accusent qu’'une faible perturbation.



2.3. La dimension infinie 35

En d’autres termes, la substitution de D par D’ n’améliore que formellement 'inversion
du probleme (2.18) puisqu’elle revient & ezclure la plupart des données bruitées. Or il est
clair qu'une telle pétition de principe est totalement irréaliste quand on vise 'inversion de
données réelles. Ici encore apparait la nécessité de méthodes pratiques de régularisation,
qui seront abordées dans le chapitre 3.

2.3.2 Cas général

L’extension du concept d’inverse généralisé, décrit en 2.2.3 pour la dimension finie,
permet de traiter l'inversion de (2.18) en dimension infinie dans le cas général. Cette
approche fait en particulier 'objet des travaux de Groetsch [3] et Nashed [10], [9], [11].

Un opérateur linéaire peut se voir attribuer une infinité d’inverses généralisés si son
noyau est non nul ; chacun conduit & un p € P minimisant || Gp — d ||%. Groetsch choisit
de donner le nom d’inverse généralisé pour G & un opérateur G* : D — P tel que p = GTd
soit la quasi-solution de (2.18) de norme minimale. Cet inverse généralisé n’est défini que
pour d vérifiant :

d € D(GT) = Im(G) & Im(G)* (2.66)

ce qui classe les opérateurs linéaires en deux catégories :

e Im(G) est fermé. Dans ce cas, la projection du second membre d sur Im(G) existe
toujours, ce qui permet d’appliquer l'inverse généralisé a tous les seconds membres
d € D. Ceci est vrai en particulier :

— En dimension finie quel que soit G.
— Pour une équation intégrale de deuxieme espece.

o Im(G) n’est pas fermé. Dans ce cas, certains seconds membres d n’admettent pas de

projection orthogonale sur Im(G) et ainsi ne conduisent pas & une quasi-solution.
Ceci est en particulier vrai pour le cas tres important des équations intégrales de
premiére espece du type (2.51). D’ailleurs, la condition de sommabilité (2.54) qui
apparait lors de 'analyse spectrale des opérateurs compacts implique que I'image
de P par G compact est un ensemble ouvert de D, d’ou l'absence constatée de
quasi-solution pour certains G.
Groetsch [3] propose diverses méthodes d’approximation de 'opérateur G : méthode
de plus grande pente, gradient conjugué, algorithmes dérivés d’un théoreme de
représentation spectrale continue des opérateurs linéaires continus. Ces travaux
s'intéressent essentiellement a l’analyse mathématique du probleme inverse et des
méthodes d’approximation et ne présentent pas (du moins dans les références dont
nous disposons) d’application numérique. D’autre part, ’approche par pseudo-inverse
ne résout pas le probleme de la dépendance non-continue de la solution par rapport
aux données.
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Le chapitre 2, consacré aux problemes inverses linéaires, a permis de mettre en évidence
leur caractere mal posé et d’en analyser les raisons. D’autre part, nous y avons vu, dans
le cadre de la dimension finie, que la méthode de régularisation par optimisation conduit
a une solution (a) unique, (b) stable par rapport aux données et (c) qui tend vers une
quasi-solution du probleme inverse quand le parametre de compromis (3 tend vers zéro.

Ces trois propriétés, que nous avons ainsi pu constater de maniere élémentaire dans le
cas de la dimension finie, forment I'essence du concept de régularisation développé initia-
lement par Tikhonov et Arsénine [24]. L’objectif de toute méthode de « régularisation »
d’un probleme inverse est double :

(i) Définir un cadre permettant d’incorporer toutes les informations supplémentaires
dont on dispose et qui proviennent nécessairement de considérations physiques ou
qualitatives eztérieures auzr mathématiques (les mathématiques ne remplacent pas
I’absence d’information, elles peuvent seulement utiliser au mieux celles dont on
dispose) ;

(ii) Faire en sorte que la solution obtenue compte tenu de ces informations supplémentai-
res soit stable par rapport aux mesures.

Dans cette partie, nous nous proposons de reprendre ce qui semble étre les deux principales
approches du probleme inverse : d'une part la voie « abstraite » initiée par Tikhonov,
enracinée dans ’analyse fonctionnelle et le calcul des variations; d’autre part I’approche
« stochastique » qui cherche a modéliser toutes les incertitudes par des lois de probabilité,
développée en particulier par Tarantola [22, 23].

3.1 Régularisation au sens de Tikhonov et applications.

Comme dans le chapitre 2, nous supposons que les ensembles de « parametres a iden-
tifier » p et de « données » ou « mesures » d sont deux espaces de Hilbert (respectivement
P et D). Le probleme direct est supposé modélisé a ’aide d’'un opérateur G : P — D. Le
probleme inverse s’écrit :

Trouver p € P tel que G(p) = d (d € D donné) (3.1)
Ici G n’est pas a priori supposé linéaire, d’ou la notation G(p) au lieu de Gp.

3.1.1 Définition et propriétés d’un opérateur régularisant [24].

L’idée est la suivante : choisissons un couple (p,, dy) € P x D tel que :
G(p,) = do (3.2)
Py 1’étant pas nécessairement unique.

Définition 1 Un opérateur R(d, «), dépendant du parameétre réel positif o, est dit régula-
risant pour l'équation G(p,) = dy au voisinage de d = dy s’il posséde les propriétés
suivantes :
o [l existe 9y > 0 tel que R(d,«a) soit défini pour tout o > 0 et pour tout d € D
vérifiant :
Id—do <
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Fig. 3.1: Opérateur régularisant pour G(p,) = dy.

o [l existe une fonction a = «a(0) de la variable § telle que pour tout € > 0 il existe
d(e) < 0y tel que :

d—do [[<d(e) = R(d,(0)) —py <€

Autrement dit, un tel opérateur R(d, «v) indexé par le parametre « agit sur un voisinage
de dy et, moyennant un choix judicieux du parametre «, transforme tout d € D « voisin »
de dy en p = R(d, ) « voisin » de p, dans P. De plus, p, € P peut étre approché par
R(d, ) d’aussi pres que 1'on veut avec un « bon » choix de a.

Dans le cas ou I'opérateur G est continu, les opérateurs régularisants vérifient le

Théoreme 1 Soit G : P — D un opérateur et soit R(d, ) : D — P un opérateur défini
pour tout d € D et pour tout o > 0 et continu par rapport a d.
St pour tout p € P on a :
lim R(G(p),a) =p

a—0

alors R(d, «) est un opérateur régularisant pour G(p) = d.

Pour l'instant, ces considérations n’ont pas de caractere constructif. Pour que le
concept d’opérateur régularisant soit utile, il faut indiquer des méthodes de construction.
3.1.2 Construction d’opérateurs régularisants.

Celle-ci peut découler d'un principe de sélection (Tikhonov & Arsenine). En effet,
supposons que le second membre d en notre possession soit entaché, par rapport au
second membre exact deyact, d'un écart ne dépassant pas une certaine valeur ¢ :

H d— dexact ||D§ d (33)

On va alors chercher naturellement une solution au probleme inverse (3.1 dans le sous-
ensemble Ps C P des éléments p vérifiant :

I G(p) —d|p<d (3.4)

Mais il ne suffit pas de prendre pour solution de (3.1 un élément quelconque de Py : un telle
« solution » n’est en général pas continue par rapport a ¢. Il faut donc adopter un « principe
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de sélection » qui permette, pour tout ¢ « suffisamment petit », de choisir un élément p;
de Ps de telle sorte que ps dépende continiment de §. Pour cela, la méthode proposée
dans [24] exerce cette sélection par I'intermédiaire d'une fonctionnelle stabilisatrice £ qui
doit posséder les propriétés suivantes :

1. Q est définie sur une partie dense P; de P.

no

() est non-négative continue.

&

Toute solution de (3.1) appartient a P;.

i

Pour tout d > 0, I'ensemble P; 4 des éléments de P; tels que 2(p) < d est compact
sur P;.

Par exemple, on peut prendre :
Qp)=[lp—P 7 pEPfixé; P =P (3.5)

Cela signifie qu’on va chercher, parmi toutes les solutions « a d pres » de (3.1) celle qui est
la plus proche (ou la moins éloignée. ..) d'une valeur de référence p jugée vraisemblable
ou représentative a partir de considérations physiques.

Il existe une infinité de manieres de choisir €2 ; ce choix traduira de fagon mathématique
le critere de sélection que 'on souhaite utiliser pour restreindre le champ des solutions
approchées de (3.1). Une fois ) choisie, on prend pour solution régularisée de (3.1) un
élément ps qui minimise Q(p) sur Py NP5 (il est démontré qu'un tel élément existe). Cet
élément p; peut étre considéré comme le résultat de I’action sur d d'un opérateur R(d, J)
dépendant de §. De plus, il est démontré [24] que 'opérateur ainsi défini est régularisant
pour (3.1) au sens de la définition du 3.1.1.

La propriété de toute solution régularisée p, est donc de minimiser Q(p) sous la
contrainte (3.4). Cela revient donc a minimiser le lagrangien

Sulp.d) = a | = | Gp) — d |3 +0(p)| =] Glp) —d [} +0Q(p)  (36)

o 1/a est le multiplicateur de Lagrange associé a la contrainte (3.4). En fait, on a le

Théoreme 2 Soit G : P — D un opérateur continu. Quels que soient d € D et a > 0,
il existe un élément p,, € Py tel que :

inf Sa(p, d) = Sa(paa d)

PEP1

Donc, quelle que soit la valeur fixée du parametre «, S,(p,d) admet un minimum au
moins. Pour « fixé, p,, obtenu par minimisation de S,, peut étre considéré comme
le résultat de l'action d'un opérateur R;(d,«) sur d. De plus, le théoreme suivant est
démontré :

Théoreme 3 Soit 6; > 0. Soient P e €t Aezact une solution exacte et le second membre
exact associé & (3.1). Pour tout € > 0 et quelles que soient les fonctions $1(8) et B2(9)
définies sur [0, 01], non-négatives, non décroissantes et continues telles que :

B2(0) =0 et Vo € [0, 4]

7205 < B2(0)



3.1. Régularisation au sens de Tikhonov et applications. 41

il existe dg (= do(S1, P2, €)) tel que pour d € D et § < §y l'inégalité
H d— deract HDS (5

entraine l'inégalité :
|| Po — Pezact ||7DS €

pour tous les o vérifiant
2

m S@Sﬂz((s)

Ce théoréme (d’énoncé un peu rébarbatif, convenons-en) signifie en clair que :

1. L’opérateur R;(d, «) associé a la minimisation du lagrangien S, (p, d) est régularisant :
une « petite » perturbation sur le second membre entraine une « petite » perturba-
tion sur la solution p,.

2. Et ceci a condition que le parametre a appartienne a une certaine plage de valeurs.

On remarque donc que le caractere régularisant de R;(d, «) est vrai pour toute une gamme
de valeurs de «, et non pour une valeur unique. Une maniere de choisir « consiste a imposer
la condition (critere de Morozov) :

I G(p) —dllp=19 (3.7)

dans laquelle la valeur numérique de ¢ est fixée « empiriquement » a partir de 'idée qu’on
se fait de la qualité des mesures d et du modele G. Une autre, dite critere d’Arcangeli,
conduit a chercher a solution de :

|Gw) —d =" (38)

D’autres criteres sont envisageables ([24] chapitre I1.6).

Quoi qu’il en soit, le probleme du « meilleur » choix de «, qui correspond au compromis
optimal entre la satisfaction (au sens des moindres carrés) du modele (G(p) = d) et le
respect du « critere de choix » stabilisateur (2(p) « pas trop grand »), est difficile et
semble, d'un point de vue théorique, encore largement ouvert. Les critéres (Morozov ou
autres) sont d’application délicate de par leur nature « a posteriori » et nécessitent des
méthodes itératives pour étre mis en oeuvre. Des auteurs (voir Engl & Neubauer [8], [10]
ainsi que les références de ces articles) ont étudié la convergence de la solution régularisée
p,, vers une quasi-solution en fonction de « et de I’écart § entre seconds membres approché
et exact.

L’article [8] se place dans le cas de G linéaire et Q(p) =|| p ||*. Il y est en particulier
signalé que la solution régularisée p, obtenue par minimisation de S, (p, d) converge vers
la quasi-solution de norme minimale

e comme O(6'/?) si G*d € Im(G"*).

e comme O(6%3) si G*d € Im(G*G).
dans le meilleur des cas, c’est-a-dire avec le meilleur choix possible du parametre de
régularisation o ajusté en fonction de § (G désignant le pseudo-inverse de G' associant &
tout d vérifiant 1’équation 2.58, la quasi-solution de norme minimale). Cet article indique

également que les criteres (3.7) et (3.8) ne sont pas optimaux du point de vue de la vitesse
de convergence. Des versions plus élaborées de ces criteres, qui reposent sur 'utilisation
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de la régularisation de Tikhonov itérée, y sont étudiées; leur convergence est optimale.
Pour ne pas alourdir le présent texte, nous préférons renvoyer a [8], [10], [20] le lecteur
intéressé par les détails.

En pratique on pourra éventuellement se contenter de choisir @ de maniere intuitive
en se rappelant sa signification de « parametre de compromis ».

En résumé, la résolution de (3.1) par la méthode de régularisation de Tikhonov utilise
les étapes suivantes :

1. Choix de la fonctionnelle stabilisatrice Q (qui traduit mathématiquement des infor-
mations a priori et des considérations qualitatives) et construction de la famille de
fonctionnelles S, (p, d) pour o > 0.

2. Choix du parametre de régularisation «, qui doit étre strictement positif.

3. Recherche, par minimisation de S, (p, d) par rapport a p, de p,,, qui sera une solution
régularisée pour le probleme inverse (3.1).

Le principe de sélection n’est pas la seule fagon de régulariser un probleme inverse. Une
autre voie possible consiste a remplacer le probleme direct initial, décrit par 'opérateur
G, par une famille (indexée par un parametre a > 0) de probléemes directs « proches »,
décrits par des opérateurs G, « proches » de G. Les opérateurs GG, doivent avoir un
inverse continu R, régularisant au sens de Tikhonov. Par exemple, le probleme inverse
linéaire (2.18) peut étre remplacé par :

G.p = |GG+ allp=G*d (3.9)

ou l'opérateur G, est, par construction, inversible. L’opérateur R, qui est donc donné
par :

R, =[G'G + aI] 'G* (3.10)
est régularisant (la solution p, obtenue par (3.10) tend vers la quasi-solution de norme
minimale quand o« — 0). Il faut d’ailleurs remarquer que (3.9) peut également étre obtenue

en écrivant que la premiere variation de la fonctionnelle S, ci dessous est nulle quand p
en réalise le minimum :

Salp,d) = Gp—d|p +allp |7 (3.11)

Sur cet exemple, les deux approches sont donc équivalentes.

L’exemple de la régularisation des équations de convolution, qui sera présenté au 3.1.3,
est un autre cas de modification de l'opérateur initial. D’autre part, les méthodes de quas:
réversibilité proposées par Lattes et Lions [16] pour résoudre les problemes aux limites
mal posés relevent également de cette approche; leur description fera 'objet du 3.1.4.

3.1.3 Exemple de problémes inverses régularisés.

LE PROBLEME LINEAIRE DISCRET. Le stabilisateur € le plus naturel est défini & partir
de la donnée d’une valeur « de référence » p, de la grandeur a identifier :

Qp) =lp—po % (3.12)
Se(p,d) =|| Gp — d ||} +a || p — p || (3.13)

On retrouve en fait la méthode décrite au chapitre 2 (équations (2.36,2.37)) sous le nom de
réqularisation par optimisation, en prenant o = /(1 — [3)). L’étude de stabilité associée



3.1. Régularisation au sens de Tikhonov et applications. 43

permet de prouver élémentairement le caractere régularisant au sens de Tikhonov de la
fonctionnelle S, (p, d).

D’autres stabilisateurs €2 sont bien entendu utilisables, en particulier tous ceux de la
forme :

QUp) =l Lp—g |7 (3.14)

ou L est une matrice de dimensions ¢ x n. Afin de garantir 'unicité de la solution de la
minimisation de S,(p, d) ainsi construite, il faut supposer :

Dim[Ker(L) N Ker(G)] =0

ce qui implique en particulier m + g > n.

L’EQUATION INTEGRALE DE PREMIERE ESPECE. On a vu au chapitre 2 que la solution
d’une équation intégrale de premiere espece (de Fredholm ou de Volterra) peut étre per-
turbée par des termes fortement oscillants. Le critere de sélection qui vient alors a 1’esprit
consiste a ne considérer, comme candidates a la solution, que des fonctions ¢ « peu os-
cillantes ». La fonctionnelle stabilisante 2 portera donc sur la norme des dérivées de ).
En effet les dérivées de fonctions fortement oscillantes, multiples d’une puissance de la
fréquence w, prennent des valeurs beaucoup plus élevées que la fonction elle-méme. D’ou
I'introduction des « stabilisateurs d’ordre p » (p > 0) :

2

00 = [ Lo gz0| a (3.5

q=0

A titre d’illustration, reprenons un exemple de résolution numérique, présenté dans [24],
d’une équation intégrale de premiere espece associée a un probleme de décomposition
spectrale de rayonnement. Le probleme est discrétisé. La figure 3.2 reproduit le résultat
d’une inversion avec (a) des données exactes (mais en nombre fini) puis avec (b) des
données bruitées. La régularisation utilise un stabilisateur d’ordre 1. On voit sur cet
exemple, d'une part que I'inversion non régularisée « explose » (courbe (a)), d’autre part
que l'inversion régularisée montre une certaine stabilité par rapport aux erreurs de mesure

(courbe (b)).

7o) 246 2B ZAE
i 220 Rid 23S 228 e
e
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Fig. 3.2: Inversion d’une équation intégrale avec données bruitées [24] : (a) sans
régularisation (b) avec régularisation (solution exacte en trait plein).
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L’EQUATION DE CONVOLUTION. De nombreux problemes (par exemple le filtrage d’un
signal) conduisent & une équation de convolution, dont voici la forme la plus simple :

[+ 2] l/Kt—T S — (3.16)

Le membre de gauche de (3.16) est appelé produit de convolution des fonctions K et z. 1l
est bien connu que sa transformée de Fourier est la multiplication des transformées de K
et 2 : (K z = K#%. La transformée de Fourier semble donc fournir une solution immédiate
a (3.16) :

i(w)

AMZK@) (3.17)

sous réserve que i(w)/K(w) soit de carré intégrable sur R. Cela est satisfaisant dans le
cas de données u(t) exactes. Mais supposons que u(t) se décompose en :

u(t) = Uexact(t) + v(t) (3.18)

ou v est un processus aléatoire, qu’on pourra supposer décorrélé par rapport a Ueyact €t
d’espérance nulle. Dans ce cas la « solution » de (3.16) s’écrit :

(W) = Texact (W) t(w) . d(w)

- + —= = Zexact (W) + = 3.19
kw) Rw TR 1)
apres quoi z(t) est obtenu par transformée de Fourier inverse :
1 )
Z(t) = Zexact(t) + — / e W L dw 3.20
(0= zewa®) + 50 [ (3:20

C’est a ce stade que les ennuis apparaissent : en effet, v(¢) étant un « bruit », son com-
portement dans les hautes fréquences peut étre tel que la transformée de Fourier inverse
de 0(w) /K (w) prenne des valeurs arbitrairement grandes, ou méme ne soit pas définie. En
d’autres termes, les caractéristiques aux hautes fréquences du bruit peuvent rendre (3.16)
mal posé.

La méthode de régularisation proposée dans [24] consiste a modifier la transformation
inverse (3.20) en posant :

wmmzwnmm:%AWﬂxymmw (3.21)

ou la fonction f(w, ) vérifie les propriétés suivantes :
1. f(w, @) est définie sur RT x R.

2. 0 < f(w, a)<1.

3. fw,0) =

4. f(—~w,a) = (w «) pour tout o > 0.

5. f(w,a) € L*(R) pour tout a > 0 fixé.

6. f(w,a) — 0siw— +oo pour tout a > 0 fixé.

7. f(w,a) — 1si o — 0T, sans décroitre et uniformément sur tout intervalle [wy, w].
8. f(w,a)/K(w) € L2(R) pour tout a > 0.
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9. f(w,a) — 0 si @ — oo, pour tout w non nul, uniformément sur tout intervalle
[wi, ws] avec 0 < wy < ws.

Théoréme 4 (voir [24]) L'opérateur R(f,a) défini par (3.21), ou f vérifie (1) a (9) ci-
dessus, est continu par rapport a u et régularisant pour l’équation de convolution (3.16).

2 2

Exemple 1 : f(w,a) = e ",
Exemple 2 : f(w,a) =1 (Jw| < 1/a) et f(w,a) =0 (jw| > 1/a)
ol « est le pas de discrétisation employé pour une résolution approchée de (3.16).
Exemple 3 : Soit M (w) une fonction paire, continue par morceaux, non-négative (M (0) >
0et M(w)>0siw>0) et telle que
1. M(w) > C > 0 pour |w| suffisamment grand.
K(—
= K(~w) € L*(R)
K(—w)K(w) + aM(w)
alors, en posant :

fona) - KR )
K(—w)K(w) + aM(w)
on obtient des classes d’opérateurs régularisants. En particulier, le choix M (w) = w?
correspond (par Fourier) au stabilisateur d’ordre p donné par (3.15). De plus, pour
ces choix de w, [24] donne des résultats de convergence de la solution régularisée
vers la solution exacte en fonction de .

3.1.4 Régularisation par quasi-réversibilité de problémes aux limites mal
pOsés.

Considérons a nouveau le probleme rétrograde pour 1’équation de la chaleur évoqué

au chapitre 2 (en prenant pour simplifier un coefficient de conductivité k& constant dans
Q) :

Trouver 6(x,0) = 6y(x) (condition initiale inconnue)

sachant que le champ de température 6(x,t) vérifie :

%Q—kAH = 0 rewett>0
O(x,T) = x(x) T fixé >0 (3.22)
O(x,t) = 0 sur 0f2

La résolution « brutale » de (3.22) est impraticable (voir le chapitre 2). Lattes et Lions
proposent pour aborder ce probleme la méthode dite de Quasi-Réversibilité (ou QR).
Celle-ci revient a remplacer ’équation aux dérivées partielles rétrograde (3.22) par une
autre, « proche » de (3.22) en un certain sens, telle que le probleme d’évolution rétrograde
modifié soit bien posé; en particulier ils montrent que la famille de problemes suivante
(P,), indexée par un petit parametre € > 0, est bien posée :

(0

a&—k:AQG—eA%e:O xeNett>0;e>0

(P) O.(x,T) = x(x) T fixé >0 (3.23)
O (xz,t) =0 sur 0f)
Ab (x,t) =0 sur 0f2
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La résolution de (P;) permet alors en particulier de calculer 6 .(x,0) = 6y (x). Par ailleurs
la famille de problemes (P,) converge, quand € — 0, au sens suivant. On résout le probleme
thermique direct obtenu en prenant pour donnée initiale le champ 6y (2) donné par la
résolution de (P,) ; appelons ©(x, t) le champ de température ainsi obtenu. En particulier
on peut calculer ©.(x,T) a l'instant T'. Lattes et Lions [16] ont prouvé que O.(x,T) —
x(x) quand € — 0 (au sens d’une norme qu’on ne précisera pas ici), et aussi que O.(x, t)
ne converge pas pour 0 < t < T. La méthode QR fournit donc une condition initiale
compatible avec la condition finale (aux incertitudes pres); il peut exister une infinité
de telles conditions initiales. En revanche, elle ne permet pas nécessairement d’obtenir
un champ de température proche de la solution du probleme rétrograde (3.22) pour les
instants intermédiaires.

L’exemple numérique suivant, tiré de [16], concerne le probleme (3.22) & une dimen-
sion d’espace posé sur le segment = € [0, 1]. Chacune des deux courbes de la figure 3.3
correspond & un choix de condition finale x(x) et représente la vraie condition finale x(x)

Fig. 3.3: Exemple d’application de la méthode QR sur un probléme unidimensionnel
(d’aprs [16]).
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comparée avec les conditions finales y*(z) obtenues, pour différentes valeurs de ¢, par
calcul de la condition initiale 6y (x) a 'aide du probleme P, puis résolution du probleme
(3.22) direct avec condition initiale 6y (x). On voit ainsi que la condition initiale 6 ()
« explique » raisonnablement la condition finale donnée x(z).

La méthode QR n’est pas limitée aux problemes d’évolution rétrogrades. Lattes et
Lions développent des méthodes QR pour d’autres problemes mal posés : le probleme
de Cauchy (opérateur elliptique et conditions aux limites mal posées, voir chapitre 2) ou
controle de conditions aux limites. Une version de la méthode QR a été, plus récemment,
proposée par Bourgeois [5, 6] pour le probleme de Cauchy dans le cas de I’équation de
Laplace.

3.2 Un exemple unidimensionnel semi-analytique

On se propose d’illustrer la nécessité et le fonctionnement de la régularisation sur un
probleme lié a I’équation de la chaleur stationnaire unidimensionnelle : la température u
et la conductivité k(z) vérifient

d du
a(k;(x)a) +r(z)=0 x €0, L] (3.24)
et on considere, pour fixer les idées, les conditions aux limites
d
u(z = 0) = ug k:(L)ﬁ(L) —q (3.25)

Pour une conductivité k(x), une source r et des valeurs ug, ¢ données, (3.24-3.25) définissent
le probleme direct, dont la résolution est extrémement simple :

_ - _ " R(y)
R(z) =q+ r(y) dy u(z) = ug + — dy (3.26)
On considere le probleme inverse de la reconstruction de k(z) a partir de la donnée de , g
et supposant u(z) connu sur tout l'intervalle [0, L].
Formellement, k(z) est donc solution de ’équation intégrale

_ * R(y)
u(x) —u0+/0 @dy

qui est linéaire en 1/k (c’est une équation intégrale de Volterra de premiére espéce).

CARACTERE INSTABLE DU PROBLEME INVERSE CONTINU. Considérons une perturba-
tion de k(y) de la forme

k(y) = k(y) + Acoswy (0 < A< min k(y))

y€[0,L]

Alors
1 1 R(y)

=—-A cos wy

IE(EJ) - k(y) k(y)(k(y) + Acoswy)
En supposant le facteur de cos wy continu dans I’équation ci-dessus, le lemme de Riemann-

Lebesgue entraine :
"R
0o k(y)

lim

w—0
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Ici encore, une perturbation fortement oscillante (par exemple) d’amplitude finie et de
fréquence spatiale élevée contamine l'inversion car elle induit une perturbation faible sur
la donnée u(x).

Une autre maniere de voir consiste a dire qu’intégrer une fois I’équation (3.24) donne

du  R(x)
dz ~ k(z)

(3.27)

Cela donne k(z) en fonction de la dérivée premiere de u. Or, si u est mesuré en un nombre
fini de points, la dérivation numérique amplifie les erreurs sur u (chapitre 2).

PROBLEME INVERSE DISCRETISE. On envisage maintenant une discrétisation tres sim-
ple : l'intervalle d’étude [0, L] est découpé en n segments égaux de longueur Ax = L/n, k
est supposée constante sur chaque segment. Appelant z; = iAx (0 < ¢ < n) les extrémités
des segments, u; = u(x;) les valeurs de u, supposées connues, en ces points et z;_1/o =
(1—1/2)Az (0 <7 < n) les milieux des segments, I’équation (3.27) est approchée a l’aide
de différences finies :

Aui U; — Uj—1 1 .
= = i — 1<i< .2

Ce systeme d’équations est diagonal ; il conduit a la solution non régularisée

R(Ii_l/g)ALE‘
Aui

Des données u; exactes conduisent a une solution (k;);<;<, raisonnable, voire exacte si la
discrétisation constante par morceaux est compatible avec la conductivité a identifier. Des
données u; inexactes, en revanche, peuvent perturber gravement le résultat. Par exemple,
si les mesures sont

U = u; + & (g; : erreur sur la mesure u;)

I'inversion (3.29) donne
R($i,1/2)Al’

]:31' ==
AUZ'
et la différence relative entre l%z et k; est donnée par
= ——1= — = — 3.30

avec Ag; = ¢; — ¢;,_1. En développant au premier ordre en Ax la différence finie Awu;, on

obtient
AEZ'

B AEZi + %U,(xi_l/g)AI

Pi

On remarque ainsi que

e Pour une discrétisation fixée (Ax invariable), p; — 0 si |g;] — 0.

e En revanche, pour un niveau d’erreur ¢; fixé sur la mesure u;, p; ne tend pas vers
zero quand le pas Az de discrétisation décroit. La figure 3.4 illustre ce point, avec
n =5,6,15,50 et un défaut de conductivité Ak/ky = 40.5 de support [L/3,2L/3];
les &; sont des nombres aléatoires uniformément répartis sur [—¢, €] avec ici e = 1072
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35
—— k (exact)
30 [T k (5 segments) 1
' —-— k(6 segments)
—-— k(15 segments) M —

a5 L/ k (50 segments) 1
~ _
S 20t ]
> T
E B
3 st L 7
c - -t _.Ii-
S - M L L
= 1.0 3 ¥ . b == L, | o e e’ P O S

p T L ol Il .

~ =0 1 L___

0.5 L

0.0

-05 . ‘ ‘ ‘

0.0 0.2 0.8 1.0

0.4 .06
X (abscisse)

Fig. 3.4: Inversion non régularisée et influence du pas de discrétisation : exemple.

REGULARISATION. La régularisation la plus simple consiste & utiliser comme informa-
tion a priori la proximité des k; avec une valeur de référence ko (on parle parfois de
réqularisation d’ordre zéro). Les k; sont alors solution du probléme de moindres carrés

n AN.~ 2 n R
min < Ui k’l — Rl) —+ o Z(kZ - kQ)Q (331)
1 i=1

ki,....kn 4 A.’ﬂ
1=

olt les At; proviennent des données disponibles, a priori bruitées, i; et Ry = R(x;_1/2).
Le calcul de la solution exacte au probleme (3.31) est tres simple : le gradient s’annule

3.5
k (exact)
30 L —— k (regularisation adaptative) ]
N k (non regularise, a=0)
25 ¢ q
20 - :

k (conductivite)

0.0 - 4

05 ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 X 0.6 0.8 1.0
X (abscisse)

Fig. 3.5: Effet de la régularisation d’ordre 0 : € = 0.01, 30 segments.
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35
k (exact)
30 - —— k (regularisation adaptative) ]
N k (non regularise, a=0)
25 - q
20 r q

k (conductivite)

0.0

%00 02 04 06 0.8 1.0
X (abscisse)

Fig. 3.6: Effet de la régularisation d’ordre 0 : € = 0.005, 50 segments.

si
Au; (At~ ~ B
ce qui donne :
- A R:A A2
i = u; R Az + aAx kg (3.32)

(A1;)? + aAz?
L’erreur relative p; commise sur k; vaut alors, en fonction des erreurs sur les données et
du parametre de régularisation :

Ni ( 1 (@ ~ 1) N (3.33)

Pi = 7= € ~
(Aw;)? + aAz? AT)? + alAx? \ k;
0.40
o—og=1D-2
0.30 - 4
|
2
 0.20 1
g
5
0.10 + 4
0.00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
1e-09 1le-08 1le-07 1le-06 le-05 le-04 le-03 le-02

o (parametre de regularisation)

Fig. 3.7: Variation de erreur relative E(«a) avec le paramétre de régularisation «.
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E(0) | E(aop) | E(min)
e=0.02, Az = L/30 | 0.457 | 0.190 0.172
e=0.01, Az =L/30 | 0211 | 0.115 0.108
e =0.005, Az = L/30 | 0.092 | 0.066 0.065
e =0.01, Az =L/60 | 0.531 | 0.207 0.178
e =0.005, Az = L/50 || 0.175 | 0.109 0.108
e =0.002, Az = L/60 | 0.066 | 0.062 0.060

Tableau 3.1: Effet de la régularisation d’ordre 0 : erreur relative L? commise sur k
avec et sans régularisation.

L’effet de cette régularisation est illustré sur les figures 3.5, 3.6. Le tableau 3.1 permet de
comparer les erreurs relatives en norme L? :

1/2

Ela) = %Zn (klio‘) - 1) (3.34)

l%i(a) désignant la solution obtenue pour les données bruitées et avec la valeur o du
parametre de régularisation et k; la solution exacte.

e o =0 (pas de régularisation).
® o = (g, parametre de régularisation optimal obtenu par le critere de Morozov
(3.7).
® O\ = (i, valeur de o pour laquelle E(«) est minimum pour le jeu de données u;
utilisé.
Le calcul de a,,;, n’est réalisable que quand la solution exacte du probleme inverse est
connue a l'avance!. Il est intéressant de constater que a,p trouvé par régularisation

itérative est proche de au,;,. La figure 3.7 met en évidence le fait que 'erreur relative
E(a) atteint un minimum pour une valeur o = 3, > 0.

REGULARISATION D’ORDRE UN. Elle consiste & faire porter I'information a priori sur le
caractere peu oscillant de la solution k, et donc a pénaliser les dérivées de normé élevée.
Apres discrétisation de cette dérivée par différences finies, les k; sont solution du probleme

a=0|a=aoaup | = anpp
e =0.02, Az = L/30 0.397 0.175 0.164
e=0.01, Az = L/30 0.228 0.109 0.096
e =0.005, Az = L/30 || 0.0350 | 0.0316 0.0304
e =0.01, Az = L/60 0.392 0.144 0.135
e =0.005, Az = L/60 || 0.174 0.074 0.0735
e =0.002, Az = L/60 | 0.069 0.047 0.0467

Tableau 3.2: Effet de la régularisation d’ordre 1 : erreur relative L? commise sur k
avec et sans régularisation.
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35
k (exact)
30 - —— k (regularisation adaptative) ]
N k (non regularise, a=0)
25 - q
20 r q

15 | BEN N ]

k (conductivite)

0.0

0.0 0.2 0.8 1.0

0.4 .06
X (abscisse)

Fig. 3.8: Effet de la régularisation d’ordre 1 : € = 0.01, 30 segments.

de moindres carrés

. N
e (A P (ki = ks
nin. 2 ( A k; — Ri) +a ; A (3.35)

L’effet de cette régularisation est illustré sur les figures 3.8, 3.9. Le tableau 3.2 permet de
comparer les erreurs relatives (3.34). On constate une nouvelle fois que a,y trouvé par
régularisation itérative est proche de ;.

35
k (exact)

—— k (regularisation adaptative)
3.0 F - ]

------ k (non regularise, 0=0)
25 - B
20 - B
15 :'" i

k (conductivite)

05 ‘ ‘ ‘ ‘
0.0 0.2 0.4 i 0.6 0.8 1.0
X (abscisse)

Fig. 3.9: Effet de la régularisation d’ordre 1 : ¢ = 0.005, 60 segments.
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3.3 Approche probabiliste des problemes inverses.

3.3.1 Principe.

L’approche probabiliste des problemes inverses adopte le point de vue suivant, radi-
calement différent des méthodes de régularisation : 'information que nous possédons sur
une variable & peut étre entierement contenue dans la donnée d’une fonction densité de
probabilité fx(x). Par exemple, pour une certaine grandeur scalaire x :

e 1 prend avec certitude la valeur x :
fx(z) = 0(x — 20)

e 1 peut prendre, de maniere équiprobable, toutes les valeurs comprises entre a et b :

fx(m_bia (a<z<D) fx(z) =0 sinon

Le traitement des problemes inverses, dans le principe de cette approche, se décompose
comme suit :

1. Les mesures d et les inconnues p sont initialement considérées comme statistique-
ment indépendantes. On introduit :

e Une loi d’erreur sur les mesures d, sous la forme d’'une densité de probabilité
fo(d).

e Des informations a priori sur les valeurs de p (étre positif, étre compris entre
telle et telle valeur, etc...) qui correspondent généralement a une connaissance
qualitative de I'inconnue p, également sous la forme d’une densité de probabilité
fr(p).

e Une loi d’erreur qui caractérise le degré supposé d’exactitude du modele physique
direct G, exprimée par une densité de probabilité fo(p,d).

Les densités fp et fp décrivent ’état de notre connaissance de d et p avant prise
en compte du modeéle physique G (dans la suite, ce stade est qualifié d’« a priori »),
tandis que la densité fg permet d’exprimer une plus ou moins grande confiance.

2. En fait d et p sont corrélés du fait de I'existence du modele physique G. Tarantola
propose donc de traduire mathématiquement cette conjonction de deux états d’in-
formation indépendants sur les grandeurs p et d par une densité de probabilité « a
posteriori » F'(p,d). Cette densité décrit donc toute I'information que I'on possede
apres exploitation de la corrélation par le modele G. L’opération de conjonction
fi, fo — C(f1, f2) de deux états d’information (représentés par deux densités de
probabilité fi, f2), telle que Tarantola la définit, repose sur une analogie avec le
connecteur logique « et » ; on lui demande de jouir des propriétés suivantes :

e Commutativité : C(f1, fa) = C(f2, 1)

o Associativité : C(f1,C(f2, f3)) = C(C(f1, f2), f3)-

e Invariance par reparamétrisation.

e La conjonction d’un état d’information f; avec 1'état d’« ignorance totale » u
redonne l'état initial f1 : C'(f1, n) = fi.

e Continuité absolue par rapport a fi, fo c’est-a-~dire :

[f1(A) = 0 ou fo(A) = 0] = [C(fi1, f2)(A) = (]
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1 désignant la densité de probabilité dite « d’information nulle » ou encore d’« igno-
rance totale ». Une définition de C'(-,+) qui remplit ces propriétés est [22] :

C(h, f2) = % (3.36)

En particulier, la densité a posteriori F'(p, d), suivant ce raisonnement, est donnée par :

fo(d) fp(p) fo(p,d)
1(p, d)

Ce concept de conjonction peut aussi étre interprété comme 1’écriture d’une probabilité
conditionnelle « généralisée » (présentation bayésienne), ou le supplément d’information
est constitué par la relation d = G(p).

Le résultat (3.37) est I’élément central de 'approche stochastique des problemes in-
verses. Il fournit la solution du probleme inverse au sens ou la densité a posteriori F(p, d)
contient toute l'information disponible sur p et d apres prise en compte (a) des erreurs de
mesure, (b) des informations a priori et (¢) du modele physique. En fait, le résultat (3.37)
est un peu trop général pour étre aisément exploitable dans la pratique et on souhaite
surtout connaitre la loi de probabilité a posteriori Fp(p) sur p. Si on fait les hypotheses
(peu restrictives) suivantes :

L p(p,d) = pp(p)up(d)

2. fa(p,d) = fc(d|p)ur(p)
qui expriment (a) qu’on a affaire a des espaces D et P qui représentent des grandeurs
physiquement tres différentes et (b) que 1’écart au modele exact suit une loi de probabilité
conditionnelle sur d pour tout p donné. Fp(p) s’écrit alors comme la loi marginale de F'

F(p,d) = (3.37)

5 p fixé -
Fetp) = [ Flp.via— fop) [ 2OIALR) g (3.38)
Si. de plus, le modele physique est exact, cela se traduit par :
fe(d|p)=d(d—G(p)) (3.39)
Fr(p) = fr(p) (/JZ((?) ) o (3.40)

Par contraste avec toutes les remarques formulées plus haut sur les difficultés liées aux
problemes inverses, les résultats (3.37) ou (3.38) peuvent dérouter par leur simplicité
apparente. Les difficultés ont, en fait, été transférées dans le pré-traitement et le post-
traitement qui accompagnent implicitement (3.37) ou (3.38). En effet, la modélisation
du probleme et des diverses informations a priori est entierement laissée au jugement de
I’analyste. D’autre part, le calcul (3.37) ou (3.38) fournit en sortie une fonction (densité
de probabilité) de la « variable » p qu'il faut interpréter (exploration de la « surface »
y = Fp(p)) pour achever de résoudre le probleme inverse. Or p peut étre une variable
scalaire, un n-vecteur ou méme une fonction. Cela fait qu’une grande partie du contenu
informatif de la densité Fp est, en pratique, inaccessible dans la majorité des cas : il est
quasiment impossible d’avoir une vue globale d'une fonction de plus de deux variables.
Cette derniere constatation n’est pas propre a ’approche probabiliste : la minimisation
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d’une fonctionnelle « a la Tikhonov » se fera également « a I’aveuglette » par tatonnements,
pour des raisons identiques.

Ceci étant, il est malgré tout possible d’extraire des renseignements significatifs sur p
a partir de Fg :

e valeur moyenne a posteriori de p.

valeur(s) de p de plus forte probabilité a posteriori.

estimateur de dispersion a posteriori sur p (écart-type,...).

corrélations a posteriori.

En particulier, la possibilité de calculer des indicateurs de dispersion et de corrélation, qui
fournissent des informations sur le degré de confiance vis-a-vis de ’estimation obtenue,
constitue un avantage conceptuel essentiel.

Enfin, pour clore cette présentation de principe, remarquons qu’elle ne s’applique,
telle quelle, qu’aux problemes inverses discrets. La raison principale est qu'une densité de
probabilité n’est définie que pour des variables aléatoires de dimension finie. Tarantola
considere que le probleme théorique de 'extension rigoureuse a la dimension infinie des
concepts probabilistes nécessaires a son approche est ouvert. Certaines extensions a la
dimension infinie sont toutefois possibles, ce qui fera I'objet du 3.3.3.

3.3.2 Problémes inverses discrets.

Ainsi, c’est en dimension finie que les expressions (3.37), (3.38) prennent un sens
clairement défini. Pour la résolution pratique de problémes inverses discrets ou discrétisés,
il reste a indiquer les choix de lois de probabilité qui permettent d’expliciter ces expressions
et de les exploiter. Tarantola s’est essentiellement attaché aux lois (i) gaussiennes et (ii)
gaussiennes généralisées.

LOIS DE PROBABILITE GAUSSIENNES. Rappelons que le vecteur aléatoire y = [yj]]T:Ln

suit une loi gaussienne N ((y), C) de moyenne (y) et de matrice de covariance C' (définie
positive) si la densité de probabilité correspondante s’écrit :

1 1 T -1
)= (G- wrete-w) e

Supposons que :

1. L’écart entre la mesure observée d,s et la mesure vraie d suit une loi gaussienne
N (dgs, C).
2. L’écart entre la mesure réelle d et la mesure calculée G(p) suit une loi gaussienne
N(G(p),Cr) (incertitude de modélisation).
L’intégrale (3.38) est calculable analytiquement (produit de convolution des densités,
correspondant a la somme des variables aléatoires) et la loi de probabilité a posteriori sur
p est donnée par :

Fp(p) = cstefp(p) exp (—%(G(p) — dos)"CL' (G(p) — dobs)) (3.42)

Cp=Cy+Cr (3.43)
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Les incertitudes de modélisation et de mesure s’ajoutent, on peut donc raisonner comme
si le modele était exact, C'p ne représentant que des incertitudes expérimentales.

Si on suppose de plus que l'information a priori sur p est également représentée par
une loi gaussienne N (p,,., Cp), on obtient immédiatement d’apres (3.41) :

Fp(p) = cste exp (—%S(p)) (3.44)

Sp(p) = (G(p) — dos)" C1' (G(p) — dos) + (P — p,,) " Cp' (P — p,,,) (3.45)

L’opérateur G est linéaire : G(p) = Gp. Dans ce cas, la quantité S(p) est quadra-
tique et Fp est gaussienne. Elle est donc entierement caractérisée par (i) sa moyenne (y)
et (ii) sa matrice de covariance C'. Le calcul de ces deux quantités, a partir des données
G, p,., Cp, dgs, Cp, ne fait intervenir que l'algebre linéaire (une seule inversion de
matrice) :

C=[G'C,'G+Cpl™ (3.46)
(p) = CIG"Cp'doss + Cp'p,,] (3.47)

Le cadre gaussien, par la simplicité de sa mise en oeuvre et de 'interprétation du résultat,
est ici privilégié. Il semble que ce soit le seul pour lequel la solution du P.I ne nécessite
qu’une inversion de matrice — et ne fasse pas intervenir un algorithme (itératif) d’opti-
misation. Il fournit en fait une interprétation probabiliste de méthodes « classiques » de
moindres carrés « pondérés » et « régularisés » au sens de Tikhonov :

e Si Cp = oo (ie pas d’information a priori sur la valeur de p), on retrouve 'ajuste-
ment « simple » par moindres carrés entre parametres inconnus et mesures (recherche
de quasi-solutions).

e Si C'p < oo on retrouve l'ajustement par moindres carrés avec addition d’'un terme
« régularisant » dont le coefficient multiplicateur est fixé a priori par 'interprétation
statistique et quantifie les degrés relatifs de confiance accordes aux mesures et aux
informations a priori.

L’opérateur G n’est pas linéaire. . Dans ce cas, 'expression de S(p) ne peut pas étre
simplifiée. On ne sait a priori rien sur ’existence ou I'unicité d’un vecteur p qui minimise
S, ce qui rend beaucoup plus difficile 'exploration de I'hypersurface y = Fp(p1,...,pn)-
Toutefois, si on suppose (a) qu’il existe un minimum unique p_., pour S et (b) que le
modele G est linéarisable autour de p_, on peut exhiber une matrice de covariance C
tangente autour de p_, qui s’écrit :

C=[J.Clu,.+Cp! (3.48)
J o = (gradG)(p,.) (3.49)

Le point important des résultats (3.46)-(3.47) et (3.48)-(3.49) est I'obtention de la ma-
trice de covariance a posteriori qui caractérise l'incertitude sur I'estimation (p) (resp.
Po,) obtenue. Son examen permet de dire si Iinversion nous a fait gagner ou non de
I'information.
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Un autre trait saillant des lois gaussiennes est que la valeur de S({p)) suit une loi du
x% & m (m : nombre de mesures) degrés de liberté, dont la moyenne et 1'écart-type valent
respectivement m et (v/2m). Une valeur comparativement éloignée de l'intervalle [m —
V2m, m + v/2m)] signifie que les hypotheses gaussiennes formulées doivent étre remises en
cause : il se peut par exemple qu'un petit nombre de mesures soient aberrantes. Ce manque
de robustesse des méthodes de moindres carrés, intimement liées aux lois gaussiennes, est
bien connu et peut inciter a s’intéresser a d’autres méthodes d’inversion, fondées par
exemple sur des lois de probabilité gaussiennes généralisées.

LOIS DE PROBABILITE GAUSSIENNES GENERALISEES.  Une autre classe importante d’hy-
potheses conduisant a une expression analytique de Fp(p) est la suivante :

1. On suppose que le modele physique est exact.

2. Les erreurs sur les mesures d; sont indépendantes.

3. Les incertitudes sur les valeurs a priori p?r sont indépendantes.

4

. Les densités de probabilité a priori sur p et d sont du type « gaussienne généralisée »
d'ordre p (1 <p < o) :

fr(p) = CsteHeXp (—1M> (3.50)

o p (o7)P
fold) " 1gip) — a2’
o) Cs.tej[[1 exp ( p 0Py ) (3.51)

Ces lois sont enticrement caractérisées par la donnée (i) des moyennes (ici p” et d**®
respectivement) et (i) des estimateurs de dispersion en norme L? (ici (o7)? et (oF)?
respectivement). D’une maniére plus précise, une loi gaussienne généralisée d’ordre p du
type (3.50) est celle de plus grand étalement possible (ou encore de plus faible contenu
informatif ) parmi toutes les lois de probabilité de moyenne et d’estimateur de dispersion
en norme [P donnés.

La densité a posteriori Fp(p) qui correspond aux hypotheses (1), (2), (3), (4) ci-dessus
est alors :

Fp(p) = Csteexp (—%S(p)) (3.52)

avec
dobs ‘ p

Z ‘p] J Z }gl

Fp admet un maximum unique p_,, qui correspond a la minimisation de S(p). On voit
que la loi gaussienne généralisée est associée a la minimisation d’un résidu en norme LP.

(3.53)

e Le cas p =2 dans (3.50)-(3.51) redonne les lois gaussiennes ordinaires.

e Le cas p = 1 correspond aux densités (3.50), (3.51), les plus « étalées » (voir figure
3.10), c’est a dire aux lois d’écart les plus souples. Sa robustesse est meilleure que
pour p = 2; en effet une mesure « aberrante » d;, se manifeste par la valeur absolue
du résidu gr(p) — dx pour p = 1 mais par le carré de ce résidu pour p = 2. Ceci
crée donc un écart relatif sur la fonctionnelle S(p) beaucoup plus important et, de
ce fait, une perturbation beaucoup plus sensible, dans ce dernier cas.
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Fig. 3.10: Gaussiennes généralisées a une variable (p = 1,1.5,2,3, 00).

Pour illustrer cette notion de robustesse, reprenons un exemple, proposé dans [22], de
régression linéaire ; le propos est de montrer comment « résiste » l'inversion quand
on ajoute, a un ensemble de points alignés aux incertitudes expérimentales pres,
un point supplémentaire aberrant (figure 3.11). On observe la droite obtenue par
régression, les lois d’erreurs étant successivement gaussiennes (p = 2 - figure 3.12)
et exponentielle (p = 1 - figure 3.13), en considérant pour chaque cas des données
saines puis des données polluées. La partie gauche de chaque figure représente sous
forme de carte la densité de probabilité a posteriori Fip(a,b) dans le plan (a, b), a et
b étant respectivement la pente et 'ordonnée a 'origine de la droite de régression.
Enfin, quand p — oo, la gaussienne généralisée tend vers une densité uniforme;

(3.50), (3.51) deviennent :

P —ol <p; <p"+o] (3.54)
(3.55)

La densité de probabilité a posteriori (3.52)-(3.53), quant a elle, est alors donnée
par :

Cste

Fp(p) = { 0

On remarque que, puisque Fp est uniforme, le point de vraisemblance maximale n’est
pas défini. De plus, 'expression (3.53) de S(p) (pour p — oo) vaut soit zéro, soit
l'infini, suivant que les bornes (3.54)-(3.55) sont satisfaites ou non. Ces inconvénients
peuvent étre contournés en remarquant que, pour p fini, il est équivalent de chercher

le minimum de S(p) ou celui de R(p) = [S (p)]% Quand p — oo, R(p) devient :

i — 5| i(p) — dg*|”
wef (2D (s

)

si les bornes (3.54)-(3.55) sont satisfaites
sinon

(3.56)

(3.57)
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Fig. 3.11: Points expérimentaux (dont un « aberrant ») s’apprétant a subir une
régression linéaire.

On peut alors chercher la valeur p_, de p qui minimise R(p), ¢’est-a-dire qui satisfait
le critere du minimax :

. p =" |9:i(p) — d**|"
g {( (aP)p >1<j<n’ < (aP)r )1<i<m (3:58)

J

Outre les diverses méthodes de gradient usuelles en optimisation, les cas p = 1
(minimisation d’une somme de valeurs absolues) et p = oo (minimax) peuvent étre
résolus par programmation linéaire (simplexe) si G est linéaire [19].

3.3.3 Problémes inverses en dimension infinie.

Dans I’état actuel des connaissances, il semble que I'approche probabiliste, telle que
développée par Tarantola, des problemes inverses continus a un degré de généralité bien
moindre que dans le cas des problemes discrets. En effet, il nous faut considérer non
plus des variables aléatoires (de dimension finie) mais des fonctions aléatoires; en par-
ticulier le concept de « densité de probabilité » n’a pas d’équivalent pour les fonctions
aléatoires. Comme nous allons le voir, 'approche « fonctionnelle » existe néanmoins pour
des fonctions aléatoires gaussiennes [22].

FONCTIONS ALEATOIRES. Une fonction aléatoire, notée t — X (t), est une variable
aléatoire dont chaque réalisation est une fonction (ordinaire) t — x(t). Pour ¢ fixé, X ()
est une variable aléatoire (monodimensionnelle) ordinaire, qui admet une densité de pro-
babilité f;(x). Si cette densité est connue pour tout ¢, il est possible de calculer des
indicateurs classiques : moyenne

m(t) = /xft(x)d:c (3.59)

écart-type
o2(t) = / (z — m(t))2fy(z)da (3.60)

ete. .. par les définitions classiques. Ces indicateurs sont des fonctions (ordinaires) de t.
Par contre, la connaissance de f;(z) ne donne pas d’information sur la corrélation entre
les variables aléatoires X (¢1) et X (t3). Cette corrélation ne peut découler que de la donnée
de la densité-produit f;, 4, (21, x2) pour tout (t1,%2). En particulier, la fonction covariance
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Fig. 3.12: Résultat de la régression linéaire avec incertitudes gaussiennes pour les
points expérimentaux de la figure 3.11 (en haut : données saines, en bas :
données polluées).

C(t1,t2) de la fonction aléatoire X (t) est définie comme étant la covariance (ordinaire)
entre les variables X (t;) et X (¢2) :

C(ty,t2) = /([El —m(t1))(xe — m(t2)) fiy 1. (1, 22) doy dg (3.61)

La connaissance de la densité bidimensionnelle fi, 4+, (21, z2) ne permet pas d’obtenir d’in-
formation sur les moments d’ordre supérieur a 2. En poursuivant ce raisonnement, une
connaissance complete du comportement de la fonction aléatoire passe nécessairement par
la connaissance de toutes les densités f;, ; (x1...x,) pour tous les (¢;...t,) et tout n
(mais cela ne suffit pas puisqu’un résultat classique de la théorie des probabilités indique
que deux variables aléatoires différentes peuvent avoir tous leurs moments égaux). Dans
la suite, on ne considérera connues que les fonctions moyenne m(t) et covariance C(t1,t2)
d’une fonction aléatoire. Si on suppose en plus un comportement aléatoire de type gaus-
sien, ceci permet de décrire completement la fonction aléatoire : pour tous n et (ty...t,)
fixés, la densité de probabilité est donnée par :

1 o
oo (X1 ) = T DO (x —p)' C(x — p) (3.62)

avec

x=(11,...00) p=(mt),...mt))  C=][Cltt,)] (3.63)



3.3. Approche probabiliste des probléemes inverses. 61

a=+0.6

Exponential hypothesis

AU ST U SO N SO TRV D T T S S USSP U I B RS NS SO S

T t a w=-04
'] 18 28 kL] =5 b= 20

a = +0.6

Exponential hypothesis
L o e e S s e B B L == B BRI

M«H“'H’%/ N

- : Ts
L...l..,!....l.k\;..”l.J!+.ia o e 04
a 1@ z6 38 b=s b= 20

Fig. 3.13: Résultat de la régression linéaire avec incertitudes en loi exponentielle pour
les points expérimentaux de la figure 3.11 (en haut : données saines, en bas :
données polluées).

Des exemples « classiques » de fonctions covariance sont :

g2e~l—t2l/L covariance exponentielle

Cltnty) = o2e~li—taf*/2L2 covariance gaussienne (3.64)
b w(t1)d(ty — ta) bruit blanc d’intensité w(t;) '
Comin(ty, to) marche aléatoire

Dans les deux premieres expressions ci-dessus, o est un écart type de référence pour la
fonction aléatoire et L une longueur de corrélation caractéristique.

Montrons au passage, sur la figure 3.14 ci-apres, trois réalisations de fonctions aléatoires
gaussiennes de covariance exponentielle obtenues en faisant varier o2 et L de facon & main-
tenir constant le produit oL (& la limite L — 0, on obtient un bruit blanc.

Insistons bien sur le caractere restrictif de I'hypothese gaussienne. C’est une hypothE’se
de travail dans la mesure ou on ne sait pas actuellement développer de théorie d’inversion
probabiliste pour les problemes inverses continus en-dehors de ce cadre [22].

INVERSION GAUSSIENNE POUR LES PROBLEMES CONTINUS. Le résultat important,
montré par Tarantola, est le suivant :

Théoreme 5 Les résultats d’inversion gaussienne (linéaire ou non-linéaire) obtenus pour
la dimension finie restent valables pour la dimension infinie.

Pour cela, il faut définir I’extension de certaines notions : opérateur covariance, opérateur
transposé, gradient,. .. pour donner un sens précis a ces résultats.
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Fig. 3.14: Fonctions aléatoires gaussiennes de covariance exponentielle et de longueur
de corrélation décroissante (respectivement 0? = 1, L = 1, 0> = 10, L =
0.1, 0 = 100, L = 0.01.

Formes linéaires et dualité. Si E est un espace vectoriel (de fonctions, pour ce qui
nous concerne), son dual E est 'espace vectoriel des formes linéaires sur E. L appli-
cation d’une forme linéaire b € E & un vecteur a € E donne un réel sans dimension
noté (E), a). Le théoréeme de représentation de Riesz affirme que toute forme linéaire
b peut étre représentée par un vecteur b; dans le cas d’espaces de fonctions, cela
s’écrit :

(Ib e E) (b,a) = / b(x)a(x)dx (3.65)

Opérateur covariance. Un opérateur covariance sur E est un opérateur C : F — E
linéaire, symétrique, défini non-négatif. Compte tenu du théoreme de représentation
rappelé ci-dessus, C' peut étre défini par la donnée d’une fonction covariance C' :

Ca= /C(w,y)a(y)dy (3.66)

Opérateur transposé. Si P et D sont deux espaces vectoriels et G : P — D est un
opérateur linéaire, son transposé est un opérateur linéaire G? : D — P tel que :

(G"d, p) = (d,Gp) (3.67)
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En particulier, le transposé d’un opérateur intégral K, de noyau k(zx,y), vérifie :

b

(K 6)(x) = / ke, y)6(y) dy (Va € [e.d]) (3.68)
d

(KT4)(x) = / Ry, ) () dy(va € [a.b]) (3.69)

Produit scalaire et norme associés a un opérateur covariance. Un opérateur co-
variance C : ' — FE est défini non-négatif. Si il est défini positif, il admet un inverse
C™': E — FE. De plus cet inverse définit sur E un produit scalaire :

(a,b)p = aC~'b (3.70)

Tarantola appelle la norme associée au produit scalaire (3.70) « norme de moindres
carrés ». Pour les choix usuels de fonction covariance, £ muni du produit scalaire
(3.70) est un espace de Hilbert. Par exemple prenons pour E ’espace des fonctions de
variable réelle (suffisamment régulieres pour que les intégrales dans (3.71), (3.72),
(3.73) aient un sens). Les trois derniéres fonctions covariance données par (3.64)
conduisent respectivement par (3.70) aux normes de moindres carrés définies par :

1F 1 = %02 E/Rf?(x) dx+L/R(df/dx)2dx] (3.71)
151= [ L a 572

is1=5 [ (&) (3.73)

On voit en particulier que (3.71) est une norme pondérée de type espace de Sobolev
H'(R); la norme de moindres carrés est donc plus générale que les normes L?
classiques. D’autres cas sont traités par Tarantola [22].

Compte tenu de toutes ces définitions, la solution du probléme inverse gaussien continu,
pour G linéaire, est encore donnée par (3.46)-(3.47). Si G est non-linéaire, on opere
comme dans le cas discret une minimisation de la fonctionnelle S(p) dont I'expression est
donnée par (3.45). Tarantola donne beaucoup d’expressions de (p) et C~' équivalentes &
(3.46)-(3.47) ; en particulier il pourra étre judicieux d’utiliser :

C =Cp—-CpG'GCpGT +bfCp]'GCp (3.74)
(p) = p,. + CprG"|GCpG" + Cp] '[dws — Gp,,] (3.75)

car, contrairement a (3.46)-(3.47), on n’a pas besoin de la forme explicite des inverses des
opérateurs covariance.

3.4 Elements de comparaison des deux approches.

Les deux approches présentées dans ce chapitre (régularisation au sens de Tikho-
nov et inversion stochastique) procedent de points de vue completement différents. Elles
présentent néanmoins la caractéristique commune de conduire fréquemment a des problemes
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d’optimisation. La différence essentielle, a ce stade, entre les deux approches réside dans
I'interprétation des quantités qui composent la fonctionnelle & optimiser.

Reprenons par exemple le probleme inverse linéaire. La méthode de régularisation la
plus simple conduit a minimiser la fonctionnelle :

Sa(p,d) =[| Gp—d || +a || p — po |17 (3.76)
L’approche probabiliste, quant a elle, conduit (sous I’hypothese gaussienne) a minimiser :
Sp(p) = (G(p) — dus)" C5' (G(p) — dus) + (P — p,) C' (P — Pyy) (3.77)

En fait, si on prend Cp = CpI et Cp = CplI dans (3.77), les deux fonctionnelles (3.76)
et (3.77) sont égales a un facteur multiplicatif pres en prenant o« = C'p/Cp (en supposant
Py = ppr). Toutefois, dans la premiere approche, la valeur de o doit étre ajustée suivant
des considérations fonctionnelles et algorithmiques (théorie de la régularisation optimale,
qui joue sur la vitesse de convergence) tandis que, pour la deuxieme, sa valeur est fizée et
égale au rapport de deux indicateurs statistiques représentatifs des incertitudes sur d et
sur I'information a priori. Remarquons quand méme qu’une connaissance précise de cette
derniere, il faut le reconnaitre, n’étant guere réaliste).

On peut également remarquer que, pour les problemes inverses continus traités par
moindres carrés, des équivalences apparaissent entre le principe de sélection (premiere
approche) ou le choix de l'opérateur de corrélation (deuxiéme approche). Par exemple,
I'usage d'un stabilisateur d’ordre 1 du type (3.15) ou d’une fonction de covariance expo-
nentielle (3.59) conduisent tous deux a faire apparaitre comme terme régularisant le carré
de la norme L? du gradient de la fonction & identifier.

Enfin, pour autant que nous puissions en juger, I’approche de Tikhonov semble mieux
adaptée a l'inversion de problemes continus que l'approche probabiliste qui, hormis le
cas des moindres carrés sous des hypotheses gaussiennes, permet surtout d’aborder des
problémes inverses déja discrétisés (ou discrets). Tarantola considere que 'argument « tech-
nologique », suivant lequel de toute maniere une fonction sera toujours représentée, dans
un ordinateur, par une suite finie de nombres tronqués, suggere que la théorie des problemes
inverses puisse étre limitée a la dimension finie. Cela permettrait d’évacuer les difficultés
soulevées par 'extension aux problemes continus des concepts issus de la théorie des pro-
babilités, voir 3.3.3. Mais dans cette hypothese, la théorie ne saura pas définir de critere
pour tenter de répondre a la question : qu’est-ce qu'une bonne discrétisation du probleme
inverse continu ?

BIBLIOGRAPHIE. Pour terminer cette section, mentionnons les publications suivantes
qui traitent elles aussi de la régularisation au sens de Tikhonov : analyse mathématique
et théorie de la régularisation optimale [2], [7], [8], [10], [11], [9], [14], [18], [20] , analyse
numérique et applications [1], [12], [15], [17], [25].

3.5 Un exemple d’inversion gaussienne linéaire en

variable complexe

A Doccasion d’'une étude soutenue par EDF/AMV? [4], nous avons étendu I'inversion
gaussienne linéaire au traitement de problemes inverses discrétisés en variable complexe.

IDépartement Acoustique et Mécanique Vibratoire, Direction des Etudes et Recherches, EDF, Cla-
mart.
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Du point de vue des applications, cette étude est motivée par l'existence de nombreux
problémes inverses linéaires liés aux vibrations et a I’acoustique (donc traités en variable
complexe), qui se rameénent généralement a déterminer des forces ou autres sources, ainsi
que des conditions aux limites, dans des situations mal posées.

Cette extension est relativement simple, sauf en ce qui concerne l'interprétation des
matrices de covariance (& coefficients complexes, hermitiennes, définies positives) associées
aux variables aléatoires complexes : leur emploi signifie qu’on fait I’hypothese selon la-
quelle, pour un couple de composantes complexes du vecteur aléatoire, les corrélations
entre parties réelles et entre parties imaginaires sont égales tandis que les corrélations
croisées entre une partie réelle et une partie imaginaire sont opposées?. Diverses améliorations
originales d’ordre algorithmique, que nous décrivons brievement ci-apres, ont été pro-
posées, mises en oeuvre et testées a cette occasion ; elles utilisent la matrice de covariance
a posteriori C (3.47), résultat de I'inversion gaussienne.

Calcul d’indicateurs de qualité du résultat. A partir de la matrice de covariance a
posteriori C (3.47), on peut par exemple définir les quantités :

1
(o7°t) = [det(C)]Y**  r=-Tr(I - CC3) (3.78)
n
respectivement moyenne géométrique des écarts-types a posteriori sur p et indicateur de
proximité du résultat p de I'inversion gaussienne a la solution que donnerait en ’absence
de mauvais conditionnement la méthode des moindres carrés simples. On doit avoir r < 1
par construction car C'p, C sont définies positives; r = 1 est la valeur ideale.

Elimination automatique de mesures aberrantes. D’autre part, la robustesse de I’algo-
rithme a été améliorée par élimination automatique de données aberrantes. Cette derniere
fonctionnalité repose sur le calcul de l'effet de la suppression d’une mesure, fait tour a
tour pour toutes les mesures, associé au test du 2 utilisé pour décider de la conservation
ou de la suppression d'une donnée. Afin d’éviter de refaire une inversion complete pour
chaque donnée supprimée, nous avons eu l'idée d’utiliser des formules de réactualisation
d’inverses de matrices pour des perturbations de rang 1 [13]. Ainsi, le résultat ({(p)*, C*)
que donne l'inversion gaussienne apres suppression de la ligne g de G et de la valeur cor-
respondante d de d est exprimé en fonction de ((p), C) correspondant a (G, d) complets
comme :

(p)" = (p) + Ug@—g;;wf) (3.80)

On a fait 'hypothese que les incertitudes expérimentales sont indépendantes, et donc que
Cp est diagonale ; o2 dans (3.79-3.80) désigne le terme diagonal de Cp correspondant a la
mesure supprimée. Une fois (p, C') connu, le calcul de (3.79-3.80) est clairement beaucoup
plus rapide qu’une réinversion complete.

2Par conséquent, en termes d’autocorrélation, les parties réelles et imaginaire d’un nombre aléatoire
gaussien ont des variances égales et une corrélation nulle
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LOGICIEL D’INVERSION GAUSSIENNE. Cette étude a conduit a ’écriture d’un logiciel
d’inversion gaussienne, susceptible de traiter tout probleme inverse linéaire en variable
complexe, qui nous semble inclure tous les perfectionnements que l'on peut envisager
dans le cadre de cette approche. 11 a été utilisé au sein ’EDF/AMYV pour des applications
nécessitant I'inversion de données expérimentales réelles, comme :

e Démonstration du caractere anti-vibratoire d'une bretelle de ligne (via une identifi-
cation de forces équivalentes) [3].

e Etude des vibrations d'un dome d’alternateur de centrale nucléaire (identification
de conditions aux limites inconnues).

e Etude en cours sur 'apport de l'inversion stochastique gaussienne dans les tech-
niques d’intensimétrie vibratoire.

EXEMPLE NUMERIQUE D’INVERSION GAUSSIENNE EN VARIABLE COMPLEXE. Une étu-
de des performances comparées de cette méthode et de celle des moindres carrés ordinaires
met nettement en évidence les améliorations résultant de la prise en compte d’information
a priori. Le probleme inverse de la reconstruction de la vitesse normale U(y),y € 0L de
vibration d’un solide € a I’aide de valeurs connues de la pression p(x;), en des capteurs
x; extérieurs au solide, créée par son rayonnement acoustique® [4].

Le probleme direct (calculer {p(x;)} connaissant U), linéaire, est résolu a l'aide de la
méthode des éléments de frontiere : I’équation intégrale reliant (p, U) sur 92 est résolue
en p pour U donné, puis les {p(x;)} sont calculés a I’aide de la formule de représentation
intégrale.

Le probleme inverse (calculer U connaissant {p(zx;)}) est mal conditionné. Pour le
voir, on a représenté (figure 3.15), pour un solide € sphérique (rayon a) en vibration
axisymétrique?; le nombre de conditionnement Cond(G) de la matrice G (10 x 10, coef-
ficients complexes) donnant les valeurs de p en 10 capteurs en fonction des 10 premiers
coefficients du développement de U sur les polynomes de Legendre. Cond(G) prend des
valeurs d’autant plus grandes (jusqu’a 10% & 109, valeurs élevées pour une matrice de taille
modeste), et donc le probléme inverse est d’autant plus mal posé, que la distance ra des
capteurs au centre de la sphere est grande et que la fréquence adimensionnelle ka est
basse.

Des résultats de reconstruction numérique ont été obtenus sur I’exemple d'un cylindre
vibrant (axe z, rayon R = 1m, longueur 6m), la vitesse de vibration « exacte » a recons-
truire étant donnée (en coordonnées cylindriques (6, z) sur la surface » = R) par :

cos® O cos?(mz/3)  |2| < 1.5, 0| <7/2

U9, 2) = { X o (3.81)

On a défini 282 capteurs x; : deux grilles carrées G1,G2 disposées symétriquement par rap-
port & I’axe du cylindre, écartées de 10m et de c6té 10m, en contiennent chacune 112 = 121,
les 40 autres étant disposées sur un carré C de coté 10m et situé parallelement et a égale
distance de G1,G2 (figure 3.16). La surface 0N est discrétisée par 54 éléments de frontiere
a 8 noeuds, supportant au total n = 188 valeurs nodales de U, inconnues du probleme
inverse discrétisé. Les 282 valeurs p(x;) sont synthétiques (calculées numériquement). On

3Parfois appelé holographie acoustique
4Probleme classique possédant une solution exacte en termes de fonctions de Bessel et d’harmoniques
sphériques
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Fig. 3.15: Sphére en vibration axisymétrique (solution exacte, 10 coefficients et 10
capteurs) : nombre de conditionnement Cond(G) (en haut), distribution
des valeurs singuliéres de G (en bas).

a considéré deux nombres d’onde acoustiques kR = 0.5,kR = 2. Le modele physique
discrétisé G' est une matrice complexe 188 x 282 pleine. L’information a priori introduite
consiste en :

e Une matrice de covariance C'p dont les coefficients ont la forme

(Cp)ij = opexp(|ly; — y,| /L)

ou les y, sont les noeuds du maillage de 02 et L est une longueur de corrélation
permettant d’exprimer un certain degré de connaissance qualitative sur la fréquence
spatiale de vibration de 02 ; les informations a priori sont donc op et L.

e Une matrice de covariance Cp = Diag{o7} avec ; = 1072 [p(x;)[*.

5Valeur en fait peu vraisemblable pratiquement, car trop faible, et donc mal choisie, mais ce point est
de peu d’importance ici puisque ’exemple présenté n’a porté que sur des données simulées.
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Fig. 3.16: Configuration géométrique du cylindre vibrant et des capteurs de pression.

On notera que cet exemple particulier de matrice de covariance a priori C'p est assez
intéressant car il illustre une maniere non immédiate d’introduire une donnée a priori
physiquement fondée (L dépend de la connaissance du comportement vibratoire de la
structure).

La figure 3.17 montre qu’'une valeur trop petite < 1 de L dégrade le résultat, ainsi
qu'une valeur (= 1) trop petite de op, ce dernier cas correspondant a une information a

erreur L2 i

Q. 29

.15

0. 85

!lIiIIiII'I!IIIIiiI‘%I\i

Fig. 3.17: Erreur relative L? entre solution « exacte » (3.81) et calculée par inversion
gaussienne pour U, en fonction de L et pour quelques valeurs deop (kR=2).
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Fig. 3.18: Encadrement des valeurs nodales de U a ’aide des écarts-types diagonaux
a posteriori.

priori trop restrictive. La figure 3.18 présente pour la génératrice § = 0 du cylindre les

valeurs nodales U; encadrées par U; = (C};/2)"/*;

1/2.

on voit que la solution « exacte » est

a l'intérieur de cet encadrement. Le tableau 3.3 met en évidence le fait que I'inversion
gaussienne résiste mieux que la méthode des moindres carrés ordinaire a l'introduction
d’erreurs, simulées a l'aide de nombres aléatoires gaussiens d’écart-type op x |p(x;)|. Le
tableau 3.4 présente les valeurs des indicateurs (3.78) calculés a partir du résultat (U, C)

Inversion gaussienne Moindres carrés
Erreur L | P{x* = S((p))} | Erreur L* | P{x* = S({(p))}
op = 0.0086 0. 1.6107° 0.
o, =107 || 0.0089 0. 0.23 1.0107 12
o,=10"* || 0.024 0. 2.27 1.610°7
o,=1077 |/ 0.23 8.4107% 22.7 8.71073
o,=107% || 1.37 1. 227. 0.63
o, =101 || 2.09 1. 2271. 1.
Inversion gaussienne Moindres carrés
Erreur L | P{x* = S((p))} | Erreur L* | P{x* = S({(p))}
o, = 0. 0.0018 0. 1.6107 0.
o, =107 { 0.0033 0. 0.022 8.7107 12
o, =10"" | 0.024 0. 0.22 5.610°7
o, =107 | 0.24 1.8107% 2.18 7.7107%°
o,=1077 || 1.25 1. 21.8 0.62
o,=10"" | 2.37 1. 218. 1.

Tableau 3.3: Comparaison d’erreurs relatives quadratiques sur U reconstruit par in-
version gaussienne ou moindres carrés ordinaires, en fonction de I’écart-
type o, du bruit simulé (en haut : kR = 0.5, en bas : kR = 2.).
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champ lointain champ proche
ER = 0.5 \ kR=2. | kR=0.5 \ kR = 2.

Erreur L2 | 8.3810% | 448102 | 1.4410° | 2.610°
(o7t (3.78) | 0.57 0.080 0.010 2.81073
r (3.78) 0.316 0.523 0.908 0.976

Tableau 3.4: Indicateurs de confiance (oP°%!), r et erreur L? pour quatre cas (« champ
lointain » et « champ proche » désignent respectivement le jeu de cap-
teurs décrit dans le texte et un autre similaire mais tels que G1, G2 et
C sont rectangulaires (2.5m x 6.5m) et G1,G2 sont distants de 2.5m).

de l'inversion gaussienne (et sans connaitre la solution exacte!). On voit que ces dernieres
suivent la méme tendance que I'erreur L? entre solution numérique et exacte (les valeurs
« idéales » sont (o??) = 0T, r =17).

Enfin, la figure 3.19 montre I'algorithme d’élimination de mesures aberrantes au moyen
du test du x? en action : les valeurs nodales de U obtenues sur la génératrice § = 0
sont représentées aux divers stades d’élimination de mesures aberrantes. Sur cet exemple
particulier, les trois (sur 282) valeurs aberrantes de p (n° 76, 77, 78) qui avaient été
introduites dans les données ont été détectées et le résultat final (c.a.d sans utiliser les
données aberrantes) pour U calculé.

COMMENTAIRES. Cet exemple met nettement en évidence I’amélioration apportée par
la prise en compte d’informations a priori et 'influence du choix de ces derniéres : les
meilleurs résultats sont obtenus quand les valeurs de L,op sont compatibles avec la so-
lution U effective. De méme, I’évolution des indicateurs a posteriori (o?°*) r (calculés a
partir de la matrice de covariance a posteriori) et celle de I'erreur effectivement commise
sur la solution du probleme inverse sont concordantes. Enfin, la recherche et 1’élimination

[
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Fig. 3.19: Valeurs nodales de U, pour les mémes noeuds que sur la figure 3.18, aprés
détection et élimination automatique de (i) aucune donnée (ii) donnée 78
(iii) données 78,77 (iv) données 78, 77 et 76, par I’algorithme.
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de données aberrantes, qui par le biais du test du x? fait usage de l'interprétation gaus-
sienne du résultat de I'inversion, fonctionne tres bien, ce qui fournit un remede pratique
aux problemes de robustesse communs a toutes les méthodes de type moindres carrés.

Ces remarques tendent a confirmer l'intérét pratique que peut présenter la démarche
d’inversion gaussienne pour les problemes inverses linéaires.
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La résolution d’un probleme de mécanique ou de thermique demande la connaissance
de données d’origine externe (sources réparties, conditions aux limites, éventuellement
conditions initiales) et interne (caractéristiques physiques du ou des matériaux considérés).
Un calcul direct classique mécanique ou thermique consiste a calculer I’état physique en
tout point a partir de ces données, généralement a l’aide d’'une méthode numérique :
parfois les différences finies ou les éléments de frontiere, plus souvent les éléments finis.

De nombreux problemes inverses d’importance pratique consistent en la recherche d’in-
formations quantitatives sur des caractéristiques internes, dans des cas ou elles ne sont pas,
ou pas completement, connues : modules d’élasticité, célérité locale des ondes, conducti-
vités thermique ou électrique, présence de défauts, d’endommagement, de cavités,. .. Par
exemple :

e Imagerie et prospection : il s’agit de déterminer l'emplacement géométrique et
les constantes physiques de parties cachées a I'observation externe et dont les ca-
ractéristiques physiques different de celles de la partie externe, observable, du corps.
Cela correspond en pratique a I'imagerie médicale (via la conductivité électrique ou
les propriétés d’atténuation des rayons X), la détermination de la nature de couches
souterraines par prospection sismique,. ..

e Recherche de défauts internes au moyen de techniques de controle non destructif :
ce probleme est tres voisin du précédent. En ’absence d’information tres précise sur
la nature physique des défauts, une approche quantitative utilisera fréquemment la
représentation des défauts comme des variations de parametres physiques distribués
(conductivités, modules élastiques).

e Recalage de modeles éléments finis : une structure est susceptible d’évoluer au
fil du temps. Suite a l'altération de ses caractéristiques physiques initiales, ou de
certaines conditions aux limites qui ne sont pas toujours parfaitement connues, il
peut étre nécessaire d’actualiser un modele initialement correct de la structure (par
exemple par éléments finis). Ce recalage du modele conduit a une correction des ca-
ractéristiques physiques ou géométriques (module d’Young, épaisseur ou section,. . . )
sur lequel il repose.

La résolution pratique de ces problemes ne peut étre envisagée qu’a condition de com-
penser ’absence partielle ou totale d’informations sur les caractéristiques internes par des
données supplémentaires. Dans de nombreux cas, seules des mesures externes, effectuées
sur la frontiere du corps, sont possibles (contraintes d’acces) ou souhaitables utilisation
d’approches non destructives). Les données supplémentaires disponibles consistent alors
en des conditions aux limites ou initiales surabondantes.

4.1 Probléme de la reconstruction de la conductivité
thermique

La reconstruction d’un coefficient de conduction thermique, supposé hétérogene, est
une situation-modele représentative.

On s’intéresse donc a la conduction thermique (coefficient de conductivité inhomogene
k(x)) dans un milieu tridimensionnel € de fronti¢re externe S*, régie par 'équation de la

ILa frontiere externe S differe de la frontiere 052 en présence d'une cavité interne inconnue.
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chaleur instationnaire :

a0
a5 div (k(x)V0) =0 (x € Q) (4.1)

f(x,t <0) =0 (conditions initiales) (4.2)

PROBLEME DIRECT. Le coefficient k(x) > 0 étant connu, trouver la température 6(x, t)
vérifiant (4.1) et une condition en tout point de S. Par exemple, la valeur ¢ du flux
thermique est imposée, soit :

k(w)g—z = o(x,t) (xesS, t>0) (4.3)

PROBLEME INVERSE. Le coefficient de conduction k(x) est inconnu. Par ailleurs, le flux

thermique est imposé, éq. (4.3), comme pour le probleme direct. On considere alors comme
donnée supplémentaire la valeur mesurée £ de la température en surface :

O(x,t) = E(x, ) (xe S, t>0) (4.4)

On suppose également que k(x) > 0 est connu sur la frontiere externe S. La formulation
pratique la plus simple du probléme inverse est la minimisation d’une fonction-cotit?
exprimant ’écart quadratique entre valeurs calculée et mesurée de la température en
surface :

T) = JO,k)  avec J(u) = % /0 /S {u(@,t) — O(z, )}2dS, dt + aR(k)  (4.5)

le terme régularisant contenant des informations a priori, par exemple :

1
R(k) = 5 / (k(x) — ko)*dV, (valeur de référence pour k)
Q
1 [ (dk)? R _—
R(k) = = — | dV, (pénalisation des oscillations de k)
2 Q dz

Le champ calculé 0(x,t) vérifie le systeme (4.1) (avec une conductivité donnée k) ainsi
que la condition (4.3). On cherche k qui minimise la fonctionnelle J(a).

Cette situation correspond par exemple aux méthodes thermiques de controle non-
destructif (Balageas et coll. [1]). Le principe de ces derniéres est simple : un flux ther-
mique est imposé a I’échantillon via une impulsion laser, et 1’évolution temporelle de la
température est enregistrée a 'aide d’'une caméra infra-rouge. Par exemple, la tempera-
ture & la surface d’un corps homogene soumis & un flux impulsionnel Q est 6(t) ~ Cv/t.
Une pente —1/2 dans le diagramme (Logt, Log 6) correspond alors & I’absence de défaut,
tandis que tout écart a une telle droite révele une inhomogénéité de conductivité.

20n pourrait, comme en élasticité (section 4.2), définir une fonctionnelle d’écart en relation de com-
portement ; beaucoup d’autres choix sont possibles.
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CHAMP ADJOINT ET EQUATION D’OBSERVATION. Le champ de température 6(x, ), x €
Q2 prolongeant la mesure &(x,t), x € S (c’est-a~dire solution du probléme direct pour une
conductivité k solution du probléme inverse) est fonction implicite de k par 'intermédiaire
du probleme (4.1-4.3). Il est possible de faire apparaitre des relations plus explicites entre
I'observable 6 et I'inconnue k. Pour ce faire, on introduit un champ adjoint v solution,
pour une conductivité donnée kq, de I'équation de la chaleur rétrograde avec condition

finale :

% + div (ko(x)Vo) =0 (x € Q) (4.6)
v(x,t >T) =0 (condition finale) (4.7)

et flux imposé
ko(m)% =(x,t) (xeS, t<T) (4.8)

Ce champ adjoint est donc défini par un probleme direct classique (a 'inversion du temps
pres) et est calculable par toute méthode classique. On applique alors la formule de la
divergence :

/Hdiv(kOVv) dV:/ko(‘)@ ds — /k;OVH.Vv dVv
Q on Q

:/deS—/kOVH.VU dVv
S Q

/ vdiv (kg V) dV = / kw as - / kVu.V AV
Q S a Q

n
:/wpdS—/kVG.Vv dVv
S Q

De plus, puisque 6 et v vérifient respectivement (4.1) et (4.6) :

/ Odiv (ko Vo) dV = 9@ dv
o ot

/vdiv(kOVQ) dV = / v% dv

Combinant ces relations, on obtient 1’équation

ov 00
/S{USO—&#} dS:/Q(k:—ko)Vé’.Vv dV—/ {Ha ”E} dv

= /Q(k — ko) VO.Vo dV — % dv (4.9)

Enfin, on remarque que, compte tenu des conditions initiale sur # et finale sur v, on a :

//%dmt—o

de sorte que l'intégration de (4.9) entre ¢t = 0 et ¢t = T conduit a 'identité

/0 /S{vso — &P} dSdt :/O /Q(k; — ko) V0.V dV dt (4.10)

On remarque que
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e L’intégrale de surface est constituée uniquement de flux donnés ¢, 1, de la température
¢ mesurée et du champ adjoint v connu.
e [’intégrale de domaine contient I’écart inconnu de conductivité 0k = kkg, le champ
adjoint connu v et le champ 6, inconnu a l'intérieur du domaine.
L’idée est maintenant d’exploiter la relation (4.10)

e Pour un écart de conductivité faible, permettant une linéarisation.
e Avec des choix judicieux de la donnée 1) du probleme adjoint.

LINEARISATION. Considérons donc le cas oli la conductivité inconnue k differe peu d’une
valeur de référence ky :

0k(x) = k(x) — ko(x) avec |0k(x)| < ko(x) (4.11)

On peut alors approcher le champ &, inconnu a l'intérieur de €2, par le champ 6y, solution
de (4.1-4.3) pour la conductivité connue k = ky : 6y lui-méme est donc connu, solution
d’un probleme thermique direct classique. On écrit ainsi :

E(x,t) = Oo(x,t) + O(|0k]) (4.12)

L’identité (4.10) devient ainsi
T T
/ /5kV60.Vv dV dt + O(|5k|) :/ /{w—@/}} ds dt
o Ja 0o Js

_ /OT/S(VHO — &) dS de (4.13)

la derniere égalité étant obtenue a 'aide de la formule de la divergence et compte tenu
des équations vérifiées par 6y et v. Les champs 6y, v étant connus, on construit ainsi pour
chaque champ v une équation de la forme

H(T, v) = /Qcik:(:c)K(:c;T, v)dV, + O(|6k])) (4.14)

Cette équation est dite “d’observation” car elle donne un observable H (v, T) a la frontiere
comme fonction explicite de I’écart inconnu 0k, ce qui facilite dans certains cas I’analyse
et la résolution du probleme inverse linéarisé.

EQUATION INTEGRALE ET CARACTERE MAL POSE. Le choix particulier
v =6T—-1t)d(x — 2)

de la donnée en flux associée a v (flux ponctuel appliqué en z € S fixé et impulsionnel)
conduit a

H(T,v)=H(T,z) =6y(2,T) — £(2,T)

et donc a une équation intégrale de Fredholm de premiere espece reliant ’écart u — 6
entre températures calculée et mesurée a la frontiere au (petit) écart de conductivité dk.
Cette constatation est importante car, compte tenu des propriétés générales des équations
intégrales de ce type (section 2.1), elle met en évidence le fait que le probleme inverse
linéarisé, donc sous une forme simplifiée, est mal posé : la solution 0k de cette équation
intégrale est instable par rapport aux erreurs de mesure sur &.
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Solutions u et u_N pour N=2,6

10f" / ]
8 //
6 4
o //
= '/
2
/
ol _//
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
X
Fig. 4.1: Equation div(aVu) = 1 : convergence des solutions uy (lignes continues

N = 2,6) vers la solution u (en tirets).

EXEMPLE UNIDIMENSIONNEL. Un exemple unidimensionnel illustre concretement le ca-
ractere mal posé de l'identification d’une conductivité.
Soit I’équation elliptique :
divaVu =1

sur U'intervalle [0, 7r]. Une solution 'non perturbée’ est évidement :
a(x) = u(z) = 2? (4.15)

Considérons maintenant la suite des solutions 'perturbées’ :

1

an(r) = 24+ cosNx

- 1 N entier > 0
uy(r) = 2° + NSian + mcosNx

Pour chaque N on peut vérifier que les conditions aux limites de type Neumann coincident
avec celles de la solution non perturbée (4.15) :

(au')(0) = (anuiy)(0) =0 (aw)(7) = (anuy)(7) ==

Pour les conditions aux limites de type Dirichlet, on a les convergences suivantes pour
N — oo :

1 1
:m—>u(0)20 un(0) = 7+ — — un(n) = 7

un(0)
De plus pour chaque z € [0, 7] on a (voir fig. 4.1) :

uy(z) — u(x) si N — o0 (4.16)

Mais ay ne converge pas vers a, ni ponctuellement, ni en moyenne L? (voir fig. 4.2).
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Coefficients a et a_N pour N=2,6

A
S

Y

0.5 1 1.5 2 2.5 3

Fig. 4.2: Equation div(aVu) = 1 : non-convergence des paramétres ay (lignes conti-
nues N = 2,6) vers le paramétre a (en tirets)

RECONSTRUCTION DE 0k : METHODE DE CALDERON. Cette méthode a été proposée
[5] pour I’équation de la chaleur stationnaire®. Elle consiste a considérer des flux imposé
et adjoint de la forme :

p = —iexp(—iz.x)(z.n) = —iexp(—iz.x)(z.n) (4.17)
avec . N o N
z=5y+wy) 2=y -y (4.18)

le vecteur y € R™ (n = 2,3 : dimension de 'espace physique) étant arbitrairement choisi
et le vecteur y* vérifiant y.y* = 0, |y| = |y*|. Ce choix permet de mettre I’équation
d’observation (4.14) sous la forme

Hy) = — P / 5k () exp(—iz.y) AV, (4.19)

Le second membre de ’équation ci-dessus est la transformée de Fourier spatiale de dk,
prolongé a zéro en-dehors de 0f). Le choix (4.17) des flux permet donc d’exprimer la
transformée de Fourier du défaut en fonction d’observables. En principe, il suffit donc de
calculer §k explicitement comme transformée de Fourier inverse de H(y). En pratique, ce
n’est pas si simple car on sait (section 3.1.3) que l'inversion de la transformée de Fourier
est également une opération mathématique mal posée, tres sensible aux erreurs sur H(y)
induites par les incertitudes expérimentales sur #. On retrouve ici encore le caractere mal
posé du probleme inverse linéarisé.

COMMENTAIRES. La discussion qui précede est intéressante dans la mesure ot, outre

I'intérét propre du probleme inverse thermique, les arguments développés sont transpo-

sables a d’autres situations, comme la reconstruction de constantes élastiques inconnues.
L’obtention d’équations d’observation a un double mérite :

311 s’agissait en fait de la reconstruction d’une conductivité électrique en électrostatique, mais les
équations sont mathématiquement identiques.
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e Etablir une relation explicite entre un observable H et 'écart inconnu dk (il y a
en fait autant de relations que de choix possibles du champ adjoint v, lequel est
arbitraire).

e Mettre en évidence le caractere mal posé du probléeme inverse linéarisé.

La résolution effective des équations d’observation est possible, mais, comme toujours avec
les équations de premiere espece, il importe de compléter le probleme par des informations
a priori supplémentaires et de le résoudre sous forme régularisée (chapitres 2 et 3).

4.2 Probleme de la reconstruction de constantes
élastiques

Examinons maintenant ’analogue du probleme précédent pour 1’élasticité linéaire,
c’est-a-dire la reconstruction de modules d’élasticité hétérogenes inconnus a l'aide de
mesures de forces et de déplacements a la frontiere.

On considere une structure €2, faite d’'un matériau linéairement élastique dont le ten-
seur de Hooke! C' est de la forme Cy + 6C(x), & désignant le point courant de Q; on
suppose 6C nul en tout point de J€2. La partie C est connue (supposons-la homogene
pour simplifier), et on s’intéresse a la détermination de 0C', inconnu. Pour cela, on suppose
connu sur la frontiere 09 le déplacement & = u |gq résultant de 'application d’efforts de
contact ¢, également connus, sur 0f).

div((Cy+0C)Vu) = 0  dansQ
T"(u) = CoVun = ¢ surdf) (4.20)
u = € sur 0f)

(la notation T (w) désignant le vecteur-contrainte élastiquement associé au déplacement
u pour le tenseur d’élasticité Cy). Le probleme inverse considéré est I'identification de
dC(x) a partir des données aux limites surabondantes apparaissant dans (4.20).

L’unicité de la solution 0C a été établie pour 'élasticité isotrope en déformations
planes [13]; elle a lieu a condition de connaitre tous les couples (&, ) et sous certaines
condition de régularité.

EQUATION D’OBSERVATION. Considérons un champ de déplacement adjoint v, vérifiant
div (CyVv) =0 dans 2 (4.21)

et une donnée en force sur 0f2 :
T"(v) =9 sur 02 (4.22)

Une intégration par parties au moyen de la formule de la divergence donne alors :

/ (w.div [Cy Vo] — v.div [CoVa]) dV = / (E4p — v.p) dS + / Vu:6C: Vo dV
Q Q

oN
4Tenseur d’ordre 4 de la loi de comportement élastique linéaire : 0ij = Cijrecie. 11 vérifie les propriétés
de symétrie Cijxr = Creij = Cijor et comporte donc au maximum 21 coefficients indépendants. En

élasticité isotrope, on a Cijke = Aii0ke + ({000 + 0400 k), avec les coefficients de Lamé..
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tandis que, compte tenu de (4.20) et (4.21) :
/ (w.div [Cy W] — v.div [CoVa]) dV = 0
0
On obtient donc l'analogue de 1'équation (4.10) :
/ (&Y —v.p) dS = H(v)
)
= —/ Vu:6C : Vv dV (4.23)
0

équation intégrale sur l'inconnue §C(x), non-linéaire puisque w dépend de 6C d’apres
(4.20). Le terme H(x) est ici encore entierement connu : (£, ¢) sont mesurés et v est
calculé comme solution d’un probleme élastique direct avec la donnée en force .

Dans le cas d’'une faible perturbation 0C < C| des constantes élastiques, on peut
prendre u = ug + O(JC), ou ug est la solution pour C = Cy du probléme élastique :

div(CVuy) = 0  dans
(4.24)
CoVuyn = ¢  sur 0f)
(laissant de coté I'élimination des déplacements rigidifiants) et (4.23) devient alors :
H(v) = —/ Vug:0C : Vo dV (4.25)
Q

Les équations d’observation (4.23) et (4.25) ont ici encore la structure d’équations intégrales
de Fredholm de premiere espece, respectivement non linéaire et linéaire en I'inconnue 6C'.

On peut par exemple spécialiser v a la réponse élastique a une force de contact ponctuelle

dans la direction ey, :

P(x) =y — x)ey, (4.26)

Compte tenu des équations vérifiées par ug, v, on a par ailleurs
/ v.pdS — up.ypdS =0
o0 o0

/8Q (€4 —v.p) dS = / (€. — ug).apdS

o0

Il en résulte, pour le champ adjoint défini par (4.26) :

H(v) = H(y) = &(y) — uo(y) (4.27)
L’équation d’observation (4.25) donne la différence entre déplacements calculé et mesuré

comme fonction explicite de dC.

RECONSTRUCTION DE 6C. La méthode de Calderon pour reconstruire la conductivité
scalaire 0k peut étre étendue a 1'élasticité isotrope (Ikehata [8], Bui [4]).
A cet effet, on introduit des efforts de contact imposé et adjoint de la forme :

o=T"(uo) v=T"(v) (4.28)
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avec
uy = V]exp(—iz.x)] v = V]exp(—iz.z)] (4.29)

et z défini par (4.18), soit :
1

zzg(’y-ﬂyﬂ z=

1
§(y —iy™")

Ce choix permet de mettre I’équation d’observation (4.25) sous la forme

Hy) = — ly’ / Su(@)eap(—iz.y) AV, (4.30)

Le second membre de I’équation ci-dessus est la transformée de Fourier spatiale de la
perturbation du du coefficient de Poisson, prolongé a zéro en-dehors de 0f). Le choix
(4.28) des efforts permet donc d’exprimer la transformée de Fourier de §u en fonction de
quantités connues (observables ou calculables).

De méme, des efforts de contact imposé et adjoint donnés par (4.28) avec

wy=A+2u)Ag— A+ p)Vdivg  v=(A+2u)Ah — (A + u)Vdivh (4.31)

et
1 1
g=—(x.2)exp(—iz.x)z h = —(x.2) exp(—iz.x)Z

[yl* Yl

Ce choix permet de mettre I’équation d’observation (4.25) sous la forme (Ikehata [8])

2 2
H) =~ lul' [ 3@ ep(-ima) v, = Ll [ sute)exp(-ima) av,

A / o) (z.2)(2.2) exp(—iz.y) AV, (4.32)

16
Une fois oy calculé par inversion de la transformée de Fourier (4.30), I’équation ci-dessus
donne la transformée de Fourier de d\.

La reconstruction d’une petite perturbation isotrope des modules d’élasticité a 1’aide
de forces et déplacements mesurés sur la frontiere du corps admet donc en principe une so-
lution unique. Pour mettre en oeuvre cette méthode, il faut mesurer les déplacements & sur
082 correspondant a toutes les forces ¢ = T"(ug) associées aux champs de déplacements
ug définis par (4.29) et (4.31). Soulignons que cette méthode ne peut pas étre appliquée
sans précautions : le calcul des transformées inverses doit étre régularisé afin de stabiliser
I'inversion par rapport aux incertitudes sur H(y).

PERTE D’UNICITE EN ELASTICITE ANISOTROPE. Le probléme d’identification posé pré-
cédemment n’admet pas une solution unique dans le cas général de 1’élasticité anisotrope
(Constantinescu [6]). La démonstration repose sur l'utilisation d’un changement de va-
riable régulier (un difféomorphisme) qui laisse le domaine ) globalement invariant et par
lequel tout point de la frontiere 02 est invariant.

Soit donc une application ¥ : Q@ — € et égale a Iidentité sur la frontiere (¥(x) =
x,x € 09). Un nouveau tenseur d’élasticité L est alors construit comme :

Lija(¥(@)) = |det VY Cortn () ¥y (2) ¥, (@) (4.33)

n,m
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Fig. 4.3: Le difféomorphisme ¥ et les deux corps Q¢ et Q..

On remarque d’abord que le tenseur L construit au moyen de (4.33) vérifie
Lijii = L

mais pas nécessairement
Lijri = Lyjirt = Lijix (4.34)
La construction (4.33) ne respecte donc pas nécessairement toutes les symétries que doit

vérifier un tenseur d’élasticité. Par contre, pour un ¥ fixé, il existe des tenseurs C' tels
que les relations (4.34) sont vérifiées. En effet, cette derniere implique avec (4.33) que :

Z Cinkm\Iln,j\Ilm,l - Z Cjnkm\Iln,i‘I’m,l =0 (435)

n,m

soit 15 équations indépendantes pour 21 coefficients C,.q distincts. On a donc un systeme
linéaire homogene a 15 équations et 21 inconnues, qui admet toujours une solution non
nulle en C. Tout C ainsi déterminé conduit par (4.33) a un tenseur d’élasticité L avec
les propriétés de symétrie désirées.

Le déplacement élastique u sur Q (tenseur d’élasticité C') créé par I'applications d’ef-
forts ¢ sur la frontiere 02 vérifie ’équation variationnelle :

Yo / V,u:C :V,vdV, = / p.ovdS, (4.36)
Q 80

L’idée est alors de faire
y = ¥(z)
dans (4.36). Compte tenu de (4.33), on obtient tous calculs faits :

Y / V,(uo® ) :L:V,(vo¥® )dV, = / p.vdS, (4.37)
Q o0

En d’autres termes, le champ w o ¥~ est solution d’un équilibre élastique sur € pour le
tenseur d’élasticité L et les forces o données sur 0f2. De plus, le choix de W entraine que :

(wo¥ N(y)=wu(x) L:V, (uo¥ )(y)=C:V,ux) Yy € 02

En d’autres termes : la connaissance des couples &, @ de mesures en déplacement et en
force sur OS2 ne permet pas de distinguer entre C' et L. L’identification d’un tenseur
d’élasticité anisotrope n’admet donc en général pas de solution unique.

Ce raisonnement, développé par A. Constantinescu [6] dans sa theése, est lui-méme
inspiré de Kohn et Vogelius [10], qui ont construit un exemple similaire pour l'identification
des coefficients de conductivité en électricité.
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4.3 Résolution numérique du probleme inverse

Les équations d’observation discutées plus haut permettent d’aborder le probleme in-
verse linéarisé. Sans hypothese de linéarisation (ce qui est a priori préférable), on est
amené a rechercher le tenseur d’élasticité C(x) comme solution d’un probléme de mini-
misation.

D’un point de vue pratique on peut seulement espérer connaitre un nombre fini de
couples de mesures déplacement-force en un nombre fini de points de mesure sur la
frontiere du solide. Pour la simplicité de la discussion, on va supposer donnés N couples
déplacements-force, (§;, ¢;)i=1,n sur toute la frontiere 0.

Le probleme pratique peut étre formulé de la maniere suivante :

Pour N paires déplacement-force (€;, ;)Y données, on recherche une solution

(C,ul,...,uN,a'l,...,o'N)
du systeme d’équations
g = %(V'u,z + V%),
o, = C: (1=1,N) (4.38)
diUO'i =0

avec les conditions aux limites

{ wilop = &, i=LN (i =1,N) (4.39)
oinlpe = @,

MINIMISATION D’ERREURS SUR LES FORCES OU LES DEPLACEMENTS. Les approches
les plus intuitives consistent & minimiser 1'écart quadratique sur les déplacements (sorties)

Z/ (@, C) — &,()* dS + aR(C)

(u;(x, C) étant solution de (4.38) et (4.39)2) ou sur les forces (entrées)

1 l 2
_ 5;/8Q|a-i(x,0),n(a:) — (@) dS + aR(C)

(oi(x, C) étant solution de (4.38) et (4.39);).

On aura généralement recours a des méthodes de minimisation avec gradient, ce dernier
pouvant étre évalué par la méthode de I'état adjoint (section 5.4).

Nous préférons dans la suite exposer une autre approche, utilisant la notion d’erreur en
relation de comportement. Cet exposé s’appuie sur le travail de these d’A. Constantinescu

6].

MINIMISATION D’UNE ERREUR EN RELATION DE COMPORTEMENT. L’idée de base
consiste a distinguer les aspects statique et cinématique, qui sont des concepts univer-
sels, de ce qui ressort de la physique particuliere du matériau : I’équation constitutive.
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Les équations (4.38) et (4.39) peuvent ainsi étre séparés en une partie cinématique
(caractérisation des champs de déplacement cinématiquement admissibles) :

e = S (Vut Vou)  wloa=&  (i=1N)
une partie statique (caractérisation des champs de contraintes statiquement admissibles) :
dive;, =0 oinloa = @; (t=1,N)
et effin une partie liée a la relation de comportement :
o,=C :¢g (t=1,N)

L’ensemble des champs cinématiquement admissibles pour un déplacement & donnée sur
0N est :

1
CA(&) = {e|Fu, e = §(Vu + V7Tu) dans Q et ulsq = & sur 9Q
et 'ensemble des champs statiquement admissibles pour une force ¢ donné sur 0f2 est :

SA(p) = {o|dive = 0 dans Q2 et on|sg = ¢ sur O

Une erreur en loi de comportement (ELC) est alors définie comme :

N
1
I(C,El,...,EN,O'l,...,O'N): E 5/‘0_501—C§€l‘2dl’ (440)
i=1 779

Le probleme inverse peut alors étre formulé comme :
Min/(C,ey,...,en,01,...,0N) C, e, € CAE,), g€ SA(p;) (i=1,N) (441)

Ce type de fonctionnelle a été antérieurement introduite, sous la forme équivalente
/(a—C:z—:):C‘lz(a—C:s)dV
Q

par Ladeveze et Leguillon [12] pour I’étude des erreurs en éléments finis, une des propriétés

de 'ELC étant la localisation spatiale de I'erreur commise en calcul par éléments finis.
Comme illustration de cet aspect, Constantinescu [6] présente le calcul par éléments

finis de la torsion d’un cylindre d’aluminium revétu de cuivre (figure 4.4). La figure 4.5

représente la densité d’ERC :
2

C::0-C?:¢
Elle met en évidence la bonne localisation de I'inclusion de cuivre par 'ERC. La propriété
de localisation a aussi été utilisée par Ladeveze et al. [14] pour le recalage des modeles
éléments finis a partir de mesures vibratoires.
Une fonctionnelle similaire avait été antérieurement utilisée en électrostatique pour
la détermination de la distribution intérieure de la conductivité électrique a partir des
mesures de potentiel et voltage sur la frontiere (Kohn, Vogelius [10].
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En fait, il est commode d’utiliser les données (§;, ¢;) a la frontiere pour réécrire 'ERC
sous la forme

I(C,€1,...,€N,0'17...,0'N>
1 & »
= —Z o, C " :0,+¢;:C:¢g;dV — £.p,dS s (4.42)
2i:1 Q Bly)

De plus, &, et ¢, sont des données, de sorte que l'intégrale de frontiere ci-dessus ne varie
pas. Il suffit donc de faire porter la minimisation sur

N
1
J(C,&'l,76]\[,0’1,,O'N):§Z/{O'cha'z+€zc€z} dVv (443)
i=1 79

On observe que J est la somme des énergies de déformation exprimées en fonction des
déformations ou des contraintes, ce qui permet a C' fixé une minimisation simple en o;
ou g;.

L’algorithme proposé par Constantinescu [6] est une minimisation suivant des direc-
tions alternées. Elle repose sur le fait que la minimisation de .J, est simple dans chacune
des directions C, €;, o; lorsque les autres variables sont fixées. Une itération de la mini-
misation comprend les 3 pas suivants :

1. Pour C fixé, résoudre N problemes a déplacement imposé :

div(C:Vu) = 0 dans €

(1<i<N) (4.44)
u; = & sur 0f)

VAL - 1SO

A 2.87E+10
B 3.21E+10
C 3.56E+10
D 3.90E+10
E 4.24E+10
E 4.59E+10
4. 93E+10
5. 27E+10
5. 61E+10
5. 96E+10
6. 30E+10
6. 64E+10
6. 99E+10
7.33E+10

GBI FEQIT

Fig. 4.4: La distribution du module de cisaillement G pour le cylindre en torsion
(d’apres [6]).
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VAL - 1SO

A 3.11E+07
B 1.53E+08
C 2.74E+08
D 3.96E+08
E 5.17E+08
E 6.39E+08
7. 60E+08
8. 82E+08
1. 00E+09
1. 12E+09
1. 25E+09
1. 37E+09
1. 49E+09
1. 61E+09

GBI FEQIT

Fig. 4.5: Distribution de Ierreur en loi de comportement pour un cylindre en torsion
(d’apres [6]).

2. Pour C fixé, résoudre N problemes a force imposée :

div(C:Vu) = 0 dans Q

[CVu].n = ¢, sur OS2 (L<i<h) (4.45)

3. Pour g; déterminé par I'étape 1 et o; déterminé par ’étape 2, minimiser par rapport
a C :
G(Ck) = ](C’,el,...,sN,al,...,aN)
L’étape 3 ci-dessus est facilitée par 'utilisation d’une décomposition du tenseur d’élasticité

C sur une base de tenseurs propres. En élasticité isotrope, cela revient a faire apparaitre
les tenseurs déviateurs de déformation e et de contrante s :

1 1
€:§(Trs)1+e a:§(Trcr)1—i—s

de sorte que les densités d’énergie de déformation s’écrivent

K
6:C:€:§(Tre)2+2,ue:e
1

1
U:C’I:a:3—K(Tra)2+ﬂs:s

ou K = 3\+2p. La minimisation de J par rapport a K (x), u(x), a (g;, ;) fixés, est alors

explicite :
N 2 N
—1(Tro; i—1Si + Si
K(z)? = Ez;l(—m) et [2u(z)? = ZT#
Zi:l (Tl"EJi)Z Zi:1 €. €
Cette méthode a été étendue a 'élasticité anisotrope.

(4.46)
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4.4 Exemples numériques

Les exemples numériques reproduits ci-apres sont empruntés a la these d’A. Constan-
tinescu [6]. Ils reposent sur 'utilisation de la méthode des directions alternées pour mi-
nimiser 'erreur en relation de comportement. Ils ont été obtenus dans le contexte de
I’élasticité plane, isotrope ou a symétrie cubique.

DESCRIPTION DES TEST NUMERIQUES. Il s’agissait d’identifier les distributions sui-
vantes de modules élastiques, sur un domaine €2 carré :

e inclusion marche (A), carrée (B) ou coin (D) (figure 4.6) :

M . M() Siﬂ'JEAl
reel = M0+5M1 SinQ—Al

e inclusion annulaire (C) (figure 4.6) :

MO sinAl
Mreel = M() +5M1 six € AQ — Al
M0+5M2 Si-’L‘GQ—AQ

ou My, My, et M5 sont des valeurs constantes de modules élastiques et A; et Ay sont
deux domaines tels que Ay C Ay C Q.

Les N paires déplacements - forces (§;]o0, p;|oa)i=1,n, données du probleme inverse,
sont construites synthétiquement au moyen de calculs par éléments finis a partir de la dis-
tribution 'réelle’ des modules élastiques. Ces mesures synthétiques ont parfois été affectées
d’un bruit blanc d’amplitude a, proportionnel

ébruite = (1 + CLT’)£ Phoruite — (1 + CLT)(P (447)

ou absolu
Epruite = & + ar max €] Poruite = P + ar max || (4.48)

Fig. 4.6: Formes des inclusions marche (A), carré (B), annulaire (C), et coin (D)
(d’apres [6]).
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'
! i
! '
! '
' '
! |

—eo—o—o0—0—0—0 —o—o—o—o0—0—o —o—o—o—0—0—o
Force concentree Force parabolique Moment concentre

Fig. 4.7: Différents distributions des forces imposées sur la frontiére

ou a est 'amplitude du bruit et r un nombre aléatoire dans [—1, 1].

Les forces imposées sont soit des distributions paraboliques sur plusieurs nceuds, soit
des forces ou des 'moments concentrés (voir fig. 4.7); seul le point d’application du
chargement varie d'un mesure a une autre.

La méthode des directions alternée a été programmée en langage GIBIANE du code
CASTEM 2000 (CEA, France) sur des stations de travail HP 720 et HP/Apollo 400. Le
domaine € carré a été divisé en n x n éléments carrés (le maillage le plus fin comprend
48 x 48 éléments).

20 GP
30
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70

20 GP
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40
50
60
70
¥ 80

N /" N
"} l"‘ “ \!0.
\~ \‘\\‘3:?

]

Fig. 4.8: Inclusion (C) : module de cisaillement réel (en haut) et reconstruit (aprés 32
itérations) ; bruit 0%, maillage 24 x 24 [6].
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.29
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.35
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31
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35
37
39
N4

Fig. 4.9: Inclusion (D) : coefficient de Poisson réel (en haut) et reconstruit (aprés 14
itérations) ; bruit 0%, maillage 24 x 24 [6].

RESULTATS - ELASTICITE A SYMETRIE CUBIQUE. L’exemple concerne une inclusion
de cuivre (matériau a symétrie cubique) dans une matrice d’aluminium (isotrope), de
constantes élastiques respectives :

En=06.10°Pa vy =032 G =25.10°Pa = 54

Ecy =66.10°Pa  ve, =042  Gg, = 75.10° Pa
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Inclusion A - forces
iteration 5 iteration 17
bruit €R €, e €R € €q
0% 0.022 | 0.040 | 0.132 || 0.023 | 0.035 | 0.090
1% 0.026 | 0.040 | 0.137 || 0.030 | 0.039 | 0.105
5% 0.065 | 0.048 | 0.163 || 0.515 | 0.473 | 0.705
10% || 0.139 | 0.078 | 0.244 || 0.436 | 0.823 | 0.648

Inclusion B - forces
iteration 5 iteration 17
bruit €R €, €q €R €, €q
0% 0.007 | 0.058 | 0.206 || 0.009 | 0.050 | 0.156
1% 0.01 | 0.059 | 0.209 || 0.021 | 0.055 | 0.165
5% 0.051 | 0.069 | 0.229 || 0.376 | 0.301 | 0.575
10% || 0.123 | 0.089 | 0.264 || 0.85 | 2.901 | 0.755

Inclusion C - forces
iteration 5 iteration 17

bruit €R €, €q €R €, €q
0% 0.007 | 0.087 | 0.345 || 0.010 | 0.091 | 0.318
1% 0.007 | 0.087 | 0.345 || 0.010 | 0.091 | 0.318
5% 0.051 | 0.097 | 0.368 || 0.368 | 0.27 | 0.510
10% || 0.121 | 0.115 | 0.403 || 3.568 | 2.308 | 1.313

Inclusion D - forces
iteration 5 iteration 17
bruit €R €, e €R € e
0% 0.018 | 0.042 | 0.127 || 0.015 | 0.031 | 0.080
1% 0.022 | 0.043 | 0.013 || 0.027 | 0.034 | 0.092
5% 0.058 | 0.053 | 0.162 || 1.903 | 0.930 | 3.028
10% || 0.182 | 0.501 | 0.208 || 0.996 | 0.888 | 0.860

Tableau 4.1: Erreur relative en moyenne quadratique commise sur les modules
élastiques (inclusions A, B, C et D) et selon le niveau a de bruit des
données (d’aprés [6]).

Le cuivre est un matériau a symétrie cubique tandis que I'aluminium est isotrope.

Le tableau 4.1 montre I'erreur relative en moyenne quadratique

62 _ fQ<Mreel - Mcalcule>2 dV
" o M2 dV

reel

commise sur les modules élastiques, pour les quatre exemples (A,B,C,D) et selon le niveau

a de bruit des données.

La reconstruction est également illustrée sur les figures 4.8, 4.9.
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COMPARAISON AVEC LE PROBLEME ELECTRIQUE. Kohn et McKenney [9] avaient déve-
loppé une approche similaire pour I'identification du coefficient de conductivité électrique
isotrope. La figure 4.10 reproduit leurs résultats numériques (sur données simulées). On
y observe également une dégradation du résultat d’identification au fil des itérations en
présence de données bruitées.

4.5 Reconstruction de déformations ou contraintes
résiduelles

Certains processus de fabrication (moulage, forgeage, coupe, soudure) impliquent des
transformations thermo-mécaniques et métallurgiques complexes. Celles-ci induisent des
contraintes résiduelles dans les pieces en service. La détermination des contraintes rési-
duelles est un probleme pratique important et difficile, qui se présente parfois comme un
probléme inverse.

UN EXEMPLE D’APPROCHE NON DESTRUCTIVE. Gao et Mura [7] se sont intéressés a la
situation suivante : un corps {2, libre de sollicitations extérieures
on=0 sur 0f)

comprend un sous-domaine D C ) siege de déformations plastiques e résiduelles, résul-
tant par exemple du processus de fabrication. Il est alors possible d’établir une équation

Fig. 4.10: Reconstruction d’un conductivité (d’aprés Kohn et McKenney) : (a) conduc-
tivité réelle, (b) reconstruction sans bruit, (c) reconstruction 3% bruit (11
itérations), (d) reconstruction 3% bruit (50 itérations).
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intégrale reliant le déplacement u(x) (x € 0N) sur la frontiere externe a la distribution
de déformation plastique :

su@) + (VP) [ Sh@yn@ue s, - [ Siewdma, @

la notation Xj;(x,y) désignant la composante (4, j) du tenseur de contrainte au point y
créé par l'application d’une force ponctuelle unitaire de direction k au point & (solution
fondamentale de Iélasticité). Ce tenseur est singulier comme |y — x| au voisinage de x, et
I'intégrale du premier membre ne converge qu’au sens des valeurs principales de Cauchy.

Pour une répartition donnée de e?, I’équation (4.49) permet par des méthodes d’éléments
de frontiere [3] le calcul de w sur 992. Ce probleme direct est bien posé, car I’équation
intégrale est (pour l'inconnue u) du type Fredholm de seconde espece, qui a une solution
u unique et stable [11].

Réciproquement, supposant mesurés les déplacements en surface induits par ’appari-
tion de la déformation inconnue €?, on peut envisager d’utiliser I’équation intégrale (4.49)
pour le calcul de €P; cela définit un probleme inverse. Cette fois, I’équation intégrale
(d’inconnue e?), de la forme

| Sienlwav, = Aw) (@ eom (4.50)

est du type Fredholm de premiere espece, et le probleme inverse est donc mal posé (grande
sensibilité aux erreurs sur u). De plus, toute déformation de (a) compatible (b) nulle en-
dehors de D (c) induisant un déplacement nul sur D crée un déplacement nul en-dehors
de D, de sorte que e? + Je vérifie aussi (4.49). On est donc en présence d'un probleme
inverse

e dont la solution exacte (pour des données exactes) n’est pas unique

e sensible aux erreurs expérimentales

De plus, le sous-domaine D siege de la déformation plastique est a prior: inconnu. Il faut
donc introduire a priori une région V., D C V C () fixée englobant D. Ceci constitue en
soi une information a priori. D’autre part, il importe de régulariser la résolution de (4.50).

0Q

Fig. 4.11: Exemple numérique en déformation plane : principe (d’aprés [7]).
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- &

-

04 -

Fig. 4.12: Exemple numérique en déformation plane : solution exacte (trait plein)
et reconstruite (pointillé) des contraintes résiduelles sur le cercle de rayon
r =1,1b (gauche) et r = 1,5b (droite). (d’aprés [7]).

Gao et Mura ont proposé de résoudre le probleme inverse sous la forme
2

min [e7[? ‘/ S (2, )k (y) AV, — F(z)| <0 (4.51)
epP v

IIs présentent un exemple numérique (figures 4.11, 4.12), avec des données en déplacement
simulées, qui montre que le champ de contraintes résiduelles est raisonnablement recons-
truit en-dehors de V. Par contre, cette méthode ne garantit pas une reconstruction précise
dans V' en raison de la non-unicité du probleme par rapport a € et D.

UNE MODELISATION DE L’APPROCHE PAR ENLEVEMENT DE MATIERE. Ballard et Cons-
tantinescu [2] proposent une modélisation de la mesure de contraintes résiduelles par
enlevement de matiere. Dans leur approche, le corps €2 est siege d’un champ de contraintes
résiduelles o auto-équilibré :

ocfin=0 sur 0f)

Ils considerent la méthode destructive consistant a enlever de la matiere, couche apres
couche. Cela définit une famille de corps €y, indexée par un temps fictif ¢t (5 = Q).
Notons S; le front d’enlevement.

Pour chaque 2, la contrainte se redistribue de fagon a rester autoéquilibrée.

c"n=20 sur 0 (4.52)
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Le tenseur des contraintes o™ pour le domaine §2; est supposé mesuré sur le front d’enle-
vement. Ballard et Constantinescu font 'hypothése que la variation de contrainte Ao =
o™ — o® induite par I'enlevement de matiere est élastique. Ils peuvent alors appliquer la
théorie des équations intégrales au probleme élastique d’inconnue (Au, Ao) posé sur ;.

Compte tenu de (4.52), les valeurs de Au et of'.n sur la frontiere sont reliées par
I’équation intégrale

%Auk(m)ﬂvp) /

S @) du@)ds, - / Uk (@, y)(0n,) () dS, = 0 (4.53)

o

et on a également la relation

(o7 = oil(®) = Cijue(PF) | {UR (@, y)(05m0) (y) — oy 0(®, )1 (y) Aua () } dS,

Elep
(4.54)
Ballard et Constantinescu remarquent alors que, en tout point de S;, I’équation d’équilibre
dive® = 0 prend la forme
ON oR 0S8
Y= — 4+ noVnt+ro®Vr+s0"Vs (4.55)
on or  0Os
avec (n étant la normale unitaire au point de S; considéré et 7, s, n étant une base locale

orthonormée)
N =o"n R=oc"r S=ols

Supposant o connu sur S, le second membre de (4.55) est entierement connu (il ne
contient pas de dérivée normale), de sorte que (4.55) donne la valeur de la dérivée normale
de of.n. Une fois celle-ci calculée, on peut prédire la valeur de o¥.n sur le front Sy ;.
L’équation intégrale (4.53) pour €;1a; permet alors de calculer Au sur 0€, ¢ Apres
quoi Iéquation intégrale (4.53) donne explicitement le tenseur ot complet en tout point
de Siiat-

Cette approche n’a pas encore vu de développement numérique. D’autre part, le
probleme d’évolution (4.55) est probablement instable.
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Minimisation de la fonction-cout et
méthode de I’état adjoint
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Les chapitres précédents ont mis en évidence le fait que la résolution pratique de
problemes inverses passe le plus souvent par la minimisation d’une fonction-cout. Le
probleme de minimisation incorpore d'une part 'information physique sur le probleme
considéré (distance entre données mesurées d* et calculées d(p), d’autre part des infor-
mations a priori (terme régularisant R(p)) :

min 7(p)  J(p) = D(d™,d(p)) + R(p) (5.1)

peRn

Dans certains cas, des informations a priori sont ajoutées (ou substituées a R(p)) au
moyen de contraintes d’inégalité, et la minimisation (5.1) est faite sous contraintes.

Rappelons que le probleme direct, c’est-a-dire le calcul de la mesure d prédite par
le modele physique pour une valeur donnée de I'inconnue p, nécessite habituellement la
résolution d’un probleme aux limites et/ou d’évolution, qui en lui-méme peut se révéler
cotiteux : d est fonction de p par 'intermédiaire des équations de la physique du probléme! :
on parle parfois d’équation d’état. Lors de la minimisation de 7, chaque évaluation de J
nécessite un tel calcul direct.

5.1 Apercu de quelques méthodes de minimisation

Le choix de la méthode de minimisation dépend bien str des caractéristiques de la
fonction-cout J choisie et de la nature des contraintes éventuellement présentes.

FONCTIONNELLE J DIFFERENTIABLE, SANS CONTRAINTES. Ce cas de figure corres-
pond notamment au choix, fréquent en pratique, de distances mesure-calcul en norme

quadratique :
1
Jp) =5

ou W est une matrice (définie positive) de pondération. Cette situation englobe aussi
I'inversion « gaussienne » non-linéaire (chapitre 3), W étant la matrice de covariance Cp
et R(p) = 3(p — p*")"Cy/ (p — P ).

Si le terme régularisant R(p) est également différentiable, les méthodes classiques de
minimisation faisant appel a ’évaluation du gradient peuvent étre utilisées :

(d™* —d(p))" W' (d"™ — d(p)) + R(p)

e Gradient conjugué,
e Quasi-Newton (actualisation BFGS ou DFP du pseudo-hessien),
e Marquardt-Levenberg

L’erreur en relation de comportement (chapitre 4) entre également dans cette catégorie.

Les algorithmes de minimisation mentionnés déterminent une suite de directions de
descente s,, construite a partir du gradient V,J(p,) au point courant et procedent a
une minimisation unidimensionnelle, ou line search, suivant chacune de ces directions
successives :

min J(p,, + snt)

Chaque type d’algorithme se distingue notamment par le principe mis en ceuvre pour
construire cette suite [7], [9], [13] :

1Par exemple, la valeur de la température & la frontiere d’un corps thermiquement conducteur dépend
de la conductivité, a travers I’équation de la chaleur.
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1. Gradient conjugué : direction s, « conjuguée » (c’est-a-dire orthogonale au sens
du produit scalaire associé a la matrice hessienne H de J) avec les directions
antérieures :

s1=V,J(p;) et 8,.8=0 (1 <n)

2. Quasi-Newton (Newton avec pseudo-hessien défini positif actualisé)
s1=H{'V,J(p)) et H,\,=H,'+AH" , s,1=H,,V,J(p,)

ol l'actualisation AH ' est définie par une formule en fonction de p,., — p, et
VoI (Pni1) — VpJ(p,), dont il existe plusieurs variantes (les plus utilisées étant
BFGS et DFP);

3. Marquardt-Levenberg (Newton avec hessien H approché), pour moindres carrés :
12
H = ; ri(p)VV.J ~ (Vr)'Vr

L’évaluation du gradient joue clairement un role primordial dans ces types d’algorithmes.

La suite de ce chapitre (sauf la section 5.9) se place dans I'hypothese d’une fonction-
cout J(p) différentiable, pour la minimisation de laquelle on souhaite faire appel a
une méthode utilisant son gradient (gradient conjugué, quasi-Newton, Marquardt-Leven-
berg...). Compte tenu du cott numérique (essentiellement égal a celui d’une résolution
directe) d’'une évaluation de 7, ingrédient minimal pour toute méthode de minimisation,
il est essentiel d’optimiser le cott additionnel entrainé par 1’évaluation du gradient de 7.

FONCTIONNELLE NON DIFFERENTIABLE. Ce cas de figure correspond par exemple au
choix de distances en norme L'

D™, d(p) = 3 | — di(p)|

ou L™ :
D(d™,d(p)) = max |d" — di(p)]
1<j<m

L’inversion « probabiliste », ou « bayésienne » (Tarantola [17], voir chapitre 3) conduit,
dans le cas de densités de probabilité uniformes, a la minimisation d’une norme L.
Il est montré dans la méme référence que ces formulations débouchent sur 'utilisation
d’algorithmes de programmation linéaire (minimisation de fonctionnelles linéaires avec
contraintes linéaires).

METHODES EVOLUTIONNAIRES, ALGORITHMES GENETIQUES. La minimisation de J
peut également reposer sur I'utilisation de tirages aléatoires. Des développements récents
ont en particulier conduit aux méthodes évolutionnaires, dont un apercu est présenté en
section 5.9.
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5.2 Minimisation d’une fonctionnelle quadratique

On a vu (section 3.1) que, si le probleme direct est linéaire, une régularisatiion au
sens de Tikhonov ramene fréquemment la résolution d’un probleme inverse a celle d'un
probleme de minimisation de la forme :

win J(p)  JTp) =5 | Gp—d* |?+5 | Lp—g | (5.2
peCn 2 2

(G : (m x n)-matrice de l'opérateur linéaire du modele physique; « : parametre de
régularisation ; L : (¢Xn)—matrice; g : n-vecteur) ; on suppose en particulier que m+q > n.
La fonctionnelle [J(p) ainsi définie est par construction définie positive, de sorte que sa
minimisation équivaut a 'annulation de son gradient, c’est-a-dire au systeme linéaire :

[G*G + oL*L]p = G*d** + aL*g (5.3)

En principe, la résolution de ce systeme linéaire passe par le calcul de la matrice D, =
G*G + aL*L puis (en supposant 'emploi d’'un solveur direct) sa factorisation par un
algorithme de type Choleski.

En pratique, il n’est absolument pas recommandé de procéder ainsi car Cond(D,,) ~
Cond(G*G), pour o < 1 : cette stratégie éléve au carré le conditionnement déja grand
du probleme inverse initial ! Cet obstacle peut étre évité par le recours I'une ou 'autre des
deux approches décrites ci-apres (sections 5.2.1 et 5.2.2), dont 1’emploi est donc recom-
mandé. Toutes deux utilisent le fait que le probleme (5.2) peut étre mis sous la forme :

1 ) G dobs
win g lap—vlt 4= G o={ .1 5.9

5.2.1 Utilisation de la factorisation QR

Il est possible de multiplier & gauche la matrice A par une matrice Q carrée (Q €
Cmtemta) et orthogonale (Q*Q = I,,4,), de maniere & avoir :

QA — m (5.5)

ou 0 € C™*T4~™" pe contient que des zéros et R est une matrice triangulaire supérieure :
RecC™™ T,;=0if j <1

L’identité (5.5) résulte de l'application d’une suite de transformations de Householder,
dont on ne donnera pas le détail. L’algorithme produisant la décomposition (5.5) figure
dans les bibliotheques LINPACK [6] et LAPACK [1], ainsi que dans I'environnement MAT-
LAB (opérateur qr).

La décomposition (5.5), reportée dans (5.4), conduit a :

yl} } n lignes (5.6)

1 g 1 2 *p
;ﬂ1n§” Rp — y, || "‘5 | Y2 |l avec Qb_{y2 } m — n lignes

et on voit que la solution p, du probleme de minimisation vérifie

Rpa =Y
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tandis que le résidu de la minimisation de J(p) est donné par :

T =5 w2 |
Le fait d’appliquer des transformations orthogonales préserve le conditionnement :
Cond(R) = Cond(A) < Cond(G)
En particulier, on a la propriété désirable :
Cond(R) = [Cond(G*G + aL*L)]"/?

5.2.2 Utilisation de la décomposition en valeurs singuliéres

La forme (5.4) du probleme (5.2) permet de se ramener directement a ’analyse faite
en section 2.2. On calcule la décomposition en valeurs singulieres de A :

A=UNV*
Le probleme est ici de rang maximal n, c¢’est-a-dire qu’on a :
En reprenant les notations de la section 2.2, on obtient ainsi :
= —; 5.7
Pa= 23, (5.7)

tout en ayant |A;/A,| < Cond(G) pour a < 1 bien choisi. Le résidu de la minimisation

de J(p) est donné par :
n—+q

T =5 > I’

1=n+1

5.2.3 Cas de l’'inversion gaussienne linéaire

Dans ce cas, J(p) est encore de la forme (5.2), avec (voir équation 3.45) :

J(p) = (Gp — dops)*C1 (Gp — doss) + (p — P,.)" Cof (P — P,

Les méthodes proposées aux sections 5.2.1 et 5.2.2 sont encore applicables, la reformulation
(5.4) étant cette fois obtenue a partir de

B [051/2]TG B dobs
4 [ [CX}/Q}T] °- {[CJ/Q}TPW}

les matrices C}:)/Q et C}V/[Q étant obtenues par décomposition de Choleski de C'p et C)y :
Cup = [C))TCY

N , R T . 1/2 . . .
cette derniere étant réalisable — et produisant des facteurs C Aé p inversibles — en raison
du caractere défini positif d’'une matrice de covariance.
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5.3 Méthodes d’évaluation du gradient : discussion

Plagons-nous dans une situation simple et représentative : p, d sont des vecteurs a k
et n composantes respectivement ; d est solution d’un systeme linéaire paramétré par p :

K(p)d— f(p)=0 (5.8)

La matrice K et le second membre f dépendent de I'inconnue p. Par exemple, I’équation
matricielle (5.8) représente un probleme d’élasticité discrétisé par éléments finis (d : n-
vecteur des déplacements nodaux, K : matrice de rigidité), et p est un ensemble de
k parametres décrivant par exemple des caractéristiques élastiques du matériau ou des
parametres géométriques du solide.

EVALUATION DU GRADIENT PAR DIFFERENCE FINIE. Schématiquement, on écrit que
Tp-Ap = J(p+ Ap) — T (p)

pour des accroissements petits mais finis Ap de p. L’évaluation du gradient complet
Tp = {Tpi...7,, } demande alors 1 + n calculs directs (5.8), correspondant a Ap = 0
(évaluation de J(p) au point courant), Ap = (Ap1,0...,0),...,(0,...,0,Ap,).

Cette approche a I’avantage d'une mise en oeuvre simple, demandant peu de développe-
ment additionnel. Elle présente néanmoins deux inconvénients :

e Une évaluation de gradient cotite k calculs directs complets, nécessitant notamment
I’assemblage et la factorisation de la matrice de rigidité K ;
e On se souvient d’autre part que la dérivation numérique est une opération mathéma-
tiquement mal posée (chapitre 2); la précision du résultat n’est donc pas garantie
(en particulier, l'opération est instable quand ||[Ap — 0]).
Il est donc souhaitable de remplacer la dérivation numérique, cotiteuse et potentiellement
peu fiable, par d’autres approches reposant sur une dérivation analytique préalable. Ces
dernieres constituent le theme principal de ce chapitre.

DERIVATION DIRECTE. Cette approche repose sur la dérivation par rapport a chaque p;
de I'équation d’état (5.8) :

K<p)d7p¢ = -f,pi (p> - K,Pz(p)d (59)
D’autre part, la dérivée de J s’écrit :
in = D7d‘d7pi + RJ%‘ (510)

Une fois 'équation d’état dérivée (5.9) résolue par rapport a d,,, le report du résultat
dans la formule ci-dessus permet d’évaluer la dérivée partielle 7, .
L’approche de dérivation directe présente les aspects importants suivants :

e De méme que la dérivation numérique, elle repose sur un total de 14k calculs directs.
Cependant, la méme matrice de rigidité K apparait dans 1’équation d’état (5.8) et
I'équation dérivée (5.9). L’assemblage et la factorisation de K sont donc effectués
une seule fois, lors de la résolution de I’équation d’état; ensuite, chaque équation
dérivée ne nécessite que la construction d’'un nouveau second membre (fonction
de I'état d, supposé calculé a ce stade) et la résolution d'un systeme linéaire déja

assemblé et factorisé?.

2Un peu comme le traitement de cas de chargement multiples pour une méme structure.
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e Conséquence immédiate de la remarque précédente : le supplément de calcul entrainé
par le calcul du gradient de J est modeste comparé a la résolution de 1’équation
d’état seule?.

e Il n’y a pas lieu a priori de craindre une instabilité liée a cette méthode de calcul,
qui repose sur une utilisation répétée de la matrice de I’équation d’état.

METHODE DE L’ETAT ADJOINT. Celle-ci repose aussi sur l'utilisation d’une dérivation
analytique, mais adopte le point de vue de la minimisation sous contraintes :

L(p,d) = +d' (K(p)d— f(p)) (5.11)

un multiplicateur de Lagrange (& n composantes) d étant associé a la contrainte du respect
de I’équation d’état (5.8) pour tout p. On calcule alors la variation totale de L :

SL(p,d) = D 4(d*,d).od + R,.0p+d (K ,.0pd— f,.6p+ Kod)
_ {D,d(dobi d) + &TK} 5d + {R,p v d (K ,d— f,p)} 5p (5.12)

(on note que le terme en dd est nul en raison du respect de Péquation d’état).

A ce stade, le multiplicateur d nest pas encore fixé. Partant du principe que la va-
riation de £ ne devrait étre non nulle qu’en présence de variations de p, on définit 1’état
adjoint comme la valeur du multiplicateur d telle que le terme en dd s’annule, ¢’est-a-dire
comme solution de I’ équation adjointe :

K(p)'d = —D%(d*”, d(p)) (5.13)

Pour ce choix particulier de d, la variation de J induite par une variation de p est donc
donnée par :

67 (p,d) = 6L(p,d) = { Ry +d (Ry+ K,d—f,)} op (5.14)

dans laquelle d et d sont les solutions respectives de I'équation d’état (5.8) et de I’équation
adjointe (5.13).

L’approche de dérivation a 'aide de I’état adjoint présente les caractéristiques impor-
tantes suivantes :

e L’état adjoint défini par (5.13) ne dépend que de I'état courant d(p).

e Par conséquent, le calcul du gradient complet 7, repose sur seulement deuz cal-
culs directs, a savoir la résolution de I’équation d’état (5.8) et de 1’équation ad-
jointe (5.13), et ce quel que soit le nombre k de parametres inconnus.

e De plus, I'équation adjointe fait intervenir la matrice transposée K7. Si K est
symétrique (exemple : matrice de rigidité d’'un modele éléments finis), sa factorisa-
tion (effectuée pour résoudre 1’équation d’état) est directement réutilisable pour le
calcul de I'état adjoint, qui ne nécessite donc que 1’assemblage d’un nouveau second
membre et une résolution de systeme triangulaire. Méme si K n’est pas symétrique,
la factorisation de K est réutilisée pour la résolution d’un systeme transposé.

3Plus précisément, la construction de seconds membres et la résolution de systemes triangulaires ne
nécessitent que de I'ordre de n? opérations arithmétiques alors que la factorisation de K en demande de
I'ordre de n?; le coiit additionel d’évaluation du gradient tend donc, en valeur relative, vers zéro pour de
trés grandes valeurs du nombre de degrés de liberté k (en supposant que k n’augmente pas avec n...).
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5.4 Méthode de I'état adjoint en dimension infinie

La notion d’état adjoint, dont le principe vient d’étre présenté pour des situations
discrétisées, peut également étre défini directement sur le probleme continu. Nous allons
illustrer cela sur un exemple en statique (reconstruction du tenseur d’élasticité) et un autre
en conduction thermique instationnaire (reconstruction du coefficient de conductivité).

PROBLEME INVERSE EN ELASTICITE LINEAIRE STATIQUE. On reprend le probléme de la
reconstruction du tenseur d’élasticité C(x) inconnu a partir de données surabondates en
déplacement (chapitre 4). Un solide élastique 2 est soumis (pour fixer les idées) a des forces
imposées connues ¢ sur sa frontiere 0€). Aux déplacements rigidifiants pres, le probleme
direct ainsi défini est bien posé si C(x) est connu dans tout 2. La reconstruction de C(x)
inconnu utilise des données supplémentaires, par exemple la connaissance du déplacement
&€ a la frontiere ou dans le domaine. On peut éventuellement (c’est préférable!) se donner
plusieurs couples force-déplacement (¢, &)aq.

Les méthodes pratiques de reconstruction reposent alors habituellement sur la minimi-
sation d’'une fonction-cout 7. Raisonnant pour fixer les idées en termes de forces imposées
et déplacements mesurés, la fonctionnelle J sert a exprimer I’écart entre le déplacement
mesuré £ et le déplacement calculé w, solution du probleme d’élasticité direct :

div[C : Vu] =0 (dans Q) T"(u) =[C: Vuln=¢ (sur 09) (5.15)

pour une distribution C(x) donnée. La fonctionnelle J la plus classique est celle des
moindres carrés :

T(C) = J(u) = %/m € — uf s (5.16)

dans laquelle w est implicitement fonction de C' a travers le probleme direct (5.15). On
peut imaginer d’autres possibilités pour 7, dont une forme assez générale est :

J(u,C) = /Q jo(u,C) dV + / joa(u, C)dS (5.17)

o0

les fonctions jg, jaq étant choisies de maniere a ce que (5.17) définisse une distance.

Compte tenu de la dépendance de u par rapport a C' a travers (5.15), la minimisation
de J par rapport a C peut donc ici encore etre considérée en termes de minimisation
sous la contrainte du probleme direct. Un lagrangien est ainsi introduit :

L(u,w;C)=J(u,C)+ / Vu:C:VwdV —/ pwdS (5.18)
Q o0

On a choisi d’y incorporer la contrainte (5.15) sous sa forme faible (formulation variation-
nelle), ou apparait une fonction-test w :

(VYw € V) /Vu:C:deV—/ pwdS =0 (5.19)
Q o0
On écrit alors la premiere variation de L :

_ 9ja 9Ja . / djo Jjoq
(55—/{2(8”.511,—1—80.50)(1‘/—1— o au.5u—|— aC.éC ds

+/V(5u:C:deV+/Vu:5C:deV (5.20)
Q 0
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(le terme en dw étant nul par suite de la contrainte (5.19)). A ce stade, procedant comme
pour le cas discret, on exprime que toute variation 6L de £ doit en fait résulter d’une
variation 0C de C, ce qui revient a imposer la condition :

0WC=0=0L=0
soit, apres explicitation au moyen de (5.20) :

dja SudV + Jjoa

(Vou € V) e e

Ju ds+/wu C:VwdV =0 (521)

Cette condition s’interprete (en raison de la symétrie du tenseur C') comme un probléme
adjoint d’élasticité dont 'inconnue est le champ adjoint w :

div[C : Vw] — %ﬁz(u C)=0 (dans Q) (5.22)
[C:Vw].n:—ég%(u,m (sur 99) (5.23)

Dans le cas usuel de I’écart en moindres carrés (5.16), on a :

dja dja
ou =" ou

et le probleme adjoint est donc défini par :

u—§)

div[C : Vw] =0 (dans Q) (5.24)
[C:Vw|ln=—(u—-E§) (sur o) (5.25)

Le champ adjoint résulte ainsi d’efforts de contact ¥ — (u — &) proportionnels a 1’écart
entre déplacements calculé et mesuré; il est donc nul quand ulsg = &|sq, c’est-a-dire
quand les valeurs calculées et mesurées coincident.

Prendre u = uc¢ (solution du probleme direct (5.15)) et w = w¢ (solution du probleme
adjoint (5.13)) dans (5.20) donne explicitement la variation totale de J sous l'effet d'une
variation 0C' de C':

0J = 5£<’u,c, Wwc; C)

dj Jdja Jjon
= :0C dV +
q 0C a0 0C

:5Cd5+/Vu:5C:V’de (5.26)
Q

Cette formule est tres intéressante : elle donne explicitement la dérivée directionnelle de
J dans toute perturbation 6C de C. On retrouve les propriétés déja mentionnées pour
les problemes en dimension finie :

e Les champs w et w sont solutions de problemes d’élasticité classiques et peuvent
étre calculés par des méthodes classiques (éléments finis, éléments de frontiere,...)

e Une fois le probleme direct (5.15) résolu par rapport a u (étape nécessaire quoi
qu’il arrive pour I’évaluation de J au point C' actuel), le probleme adjoint revient
a considérer la méme structure sous un chargement différent : le calcul de w ne
demande donc que la construction d’'un nouveau second membre et la résolution
d’un systeme linéaire dont la matrice de rigidité est déja factorisée.
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e Les champs (u, w) ne dépendent pas de §C : la formule (5.26) donne la dérivée de
J dans toute perturbation de C une fois (u,w) connus.

Pour I’écart en moindres carrés régularisé

1
j(u,C):%/GQIE—u\z ds+§a/QyC—COF av

on obtient

5J:/Vu:5C:V'de+a/(C—CO)::(5C’dV (5.27)
Q Q

ou wC est la solution de (5.24-5.25).

PROBLEME INVERSE EN CONDUCTION THERMIQUE INSTATIONNAIRE. On reprend le
probleme de la reconstruction d’une conductivité isotrope k(y) inhomogene a partir de
mesures externes (connaissance simultanée de la température et du flux thermique sur
une portion de la frontiere).

Supposant la conductivité k(y) connue, la résolution de

00
o ~ AV (k@) V) =0 (zx€Q) (5.28)

O(x,t <0) =0 (conditions initiales)

avec une valeur imposée ¢ du flux thermique :

00
k:(a:)a— = p(x,t) (xe S, t>0) (5.29)
n
constitue le probleme direct.
Le probléme inverse considere k(x) comme inconnue. Par ailleurs, le flux thermique
est imposé, éq. (4.3), comme pour le probleme direct. On considére alors comme donnée

supplémentaire la valeur £ de la température en surface :
O(x,t) = &(x,t) (xesS, t>0) (5.30)

La formulation pratique la plus simple du probleme inverse est la minimisation d’une
fonction-cout exprimant I’écart quadratique entre valeurs calculée et mesurée de la tempé-
rature en surface :

T(k) = J(0,k) = % /0 ' /S {€(z,t) — O(x, 1)}2dS, dt + aR(k) (5.31)

le terme régularisant contenant des informations a priori, par exemple :

1
R(k) = 5 /Q(k(zc) — ko)?dV, (valeur de référence pour k)

1 [ (dk\?
R(k) = 5 / (d—) dV, (pénalisation des oscillations de k)
Q i

La minimisation de J (k) par rapport a k est maintenant traitée comme une minimisation
de J(ub, k) par rapport a 0,k sous la contrainte (4.1-4.3). Cette derniére est exprimable
par une formulation faible, et on introduit alors un lagrangien :

T
L0, k) = J(O, k) + /0 { /Q 0,0+ kVOVY] dV — i dS} dt (5.32)
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oll apparait un multiplicateur de Lagrange ¢ € V = {¢» € H'(Q), ¥(-,0) = 0 dans Q}.
On considere alors la variation de £ sous 'effet de perturbations df,dk :

5L =Ly A0+ L0k

Seul l'effet net de dk étant recherché, le choix du multiplicateur 1) peut étre restreint en
imposant que 0L = 0 pour ok = 0, soit :

Lodd=0 VdoeV (5.33)

Cela définit un état adjoint 1 = ¥y, qui tous calculs faits est solution de la formulation

faible :
T
Jg. d0 + / {w dd) |i=r +/ [~ d0 + EVYV db] dt} dV =0 vVdo eV
Q 0

dont on voit qu’elle est associée a I’équation de la chaleur rétrograde avec condition finale :

_%_f — div (k@) V) = 0 (x € Q) (5.34)

Y(x,t >T)=0 (conditions finales)

et avec un flux imposé proportionnel a I'écart & — @ :

oy

k(x) o

(@,t) = —Jg = (E—0)(z,t) (z€S, t<T) (5.35)

Comme résultat de cette démarche, la variation 67 induite par dk est donc finalement
donnée en fonction de ) solution de (4.1-4.3) et 1 solution de (5.34-5.35) par ’expression
explicite :

T
8.0 = 6L(6r, by k) = / / SkV 0,V AV dt + R .0k (5.36)
0 Q

Celle-ci a une structure analogue a (5.26) pour I’élasticité. Les commentaires avancés pour
(5.26) demeurent.

e Une remarque supplémentaire est toutefois importante : le probleme adjoint (5.34-
5.35) est rétrograde, avec conditions finales, et la formule (5.36) a donc la structure
d’un produit de convolution temporel. La donnée en flux (5.35) dépend de 0(-,t), ce
qui implique (en raison des conditions finales sur 1) que la résolution du probleme
adjoint (5.34-5.35) n’est possible qu'une fois la solution (-, t) calculée pour 'inter-
valle temporel [0, 7] complet.

e En revanche, les problemes direct et adjoint partagent le méme « opérateur de rigi-
dité », indépendant de ¢, ce qui allege considérablement les calculs quand un pas de
temps constant est utilisé.

Le caractere rétrograde du probleme adjoint apparait toutes les fois qu'un contexte ins-
tationnaire est considéré (voir aussi section 5.7).
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R simulé R calculé
T | ki | ko 0%bruit | 1%bruit | 3%bruit
12111 1 1-1 0.84-1.14 | 0.54-1.49
12110 1 1 1-1 0.94-1.05 | 0.83-1.19
1211 |10 1 1-1 0.92-1.06 | 0.75-1.23
12111 3 3-3 2.46-3.47 | 1.7-4.9
6 |11 1 1-1 0.57-1.68
41111 1 1-1 0.16-6.5

Tableau 5.1: Reconstruction de la résistance d’interface : exemple unidimensionnel
simulé [5]

EXEMPLE : IDENTIFICATION DE LA RESISTANCE D’INTERFACE. Dans un travail fait
avec H. MAIGRE et M. MANAA [5], une démarche similaire a été appliquée a une situation
relativement simple : la quantification de résistances thermiques d’interface R au moyen de
mesures de température en surface, pour des géométries unidimensionnelles et en régime
transitoire. La résistance R représente la géne induite sur la conduction thermique a
travers une interface S;, liée a un défaut (délamination, présence de matiere parasite,. .. ),
et est définie comme le coefficient de proportionnalité entre le flux thermique ¢ (continu)
et le saut de la température 0 a travers S; :

[ul(y.t) = —R(y)a(y.?) (5.37)

Supposons le flux thermique imposé sur toute la frontiere de 1’échantillon (condition a la
frontiere bien posée pour le probléeme direct, pour lequel R serait connue). Le probleme
direct est donc constitué des équations (4.1,4.3) et de la relation ci-dessus (pour une
résistance d’interface connue).

L’identification de R utilise alors la mesure £(x,t) de la température sur (une partie
de) la frontiere externe, et est formulée comme un probléeme de minimisation :

T(R) = J(0,R) = % /0 /5 0(y, £ R) — £(y, )2 dSdt + ol (R)

la fonctionnelle 7 dépendant de R de maniere implicite a travers la solution € du probleme
direct (4.1,4.3,5.37). On montre alors que le probleme adjoint est défini par les équations

)

imposed measured .
iemperature imposed measured
heat flux p hent flux fomporature
g(x’ B Tm {X, f Sm
x
y=h

Interfacial defects

@

Fig. 5.1: Identification de résistances d’interface : schéma de principe
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(5.34,5.35) complétées par
[¥](y.t) = —R(y)a(y. 1) (5.38)

et que la variation de J(R) est donnée par

5J(R) = — /0 ' /Q %[{e]} [G]6R dV dt + ol 50 (5.39)

Le tableau 5.1 montre quelques résultats de simulation dans le cas unidimensionnel (R
indépendante de x, fig. 5.1), réalisés avec ou sans bruit simulé sur les données : la fonction-
nelle J a été minimisée, sans terme régularisant (I(R) = 0), au moyen d'un algorithme
de descente assez « artisanal » qui utilise le gradient, évalué a l'aide de la méthode de
I’état adjoint. Les résultats numériques mettent en évidence la grande sensibilité au ni-
veau de bruit sur les données, ce qui ici encore met clairement en évidence la nécessité de
régulariser le probleme inverse.

Ce travail a été poursuivi par H. MAIGRE et B. BERNAY (stagiaire ENSTA) sur des
situations bidimensionnelles en régime stationnaire, ’algorithme étant développé dans le
cadre du code d’éléments finis CASTEM 2000.

REMARQUE IMPORTANTE. Il faut souligner que la méthode de 1’état adjoint permet, sur
le plan numérique, de tirer le maximum d’une formulation donnée mais ne conduit pas a
une formulation modifiée du probleme inverse; elle ne rend pas mieux posé un probleme
mal posé. Par contre, il est parfaitement possible de combiner régularisation de Tikhonov
ou inversion stochastique et méthode de ’état adjoint, de fagon a appliquer efficacement
une méthode de minimisation avec gradient a un probleme inverse régularisé.

5.5 Etat adjoint et analyse modale

Certains probléemes inverses se posent dans un contexte d’analyse modale de struc-
tures. Par exemple, le recalage paramétrique de modeles éléments finis a partir de valeurs
mesurées @, YJZ de pulsations propres w® et de déplacements modaux X; = X'(x;) pour
p fréquences et en ¢ points capteurs x; conduit & minimiser une fonctionnelle

J(p) = J(w' X', p)

sous la contrainte

K({p)X'— (W')’M(p)X'=0

(K(p), M(p) : matrices n x n de raideur et de masse, ot n est le nombre de degrés
de liberté de la structure discrétisée), le vecteur p contenant des parametres reliés a la
répartition de modules élastiques, masse, épaisseur, section,. .. (selon le type de structure
considérée). Par exemple, la fonctionnelle 7 est une distance en relation de comportement
(Reynier [14]). En inversion gaussienne non-linéaire (Ben Abdallah [2]), on aurait :

T = (@ —d(p)[C)(d™ — d(p)) + (p — P ) [Cif)(p — ™)

avec dT = {u}l,...,u)p,(X;)lgqu,...,(Xf)lgqu}
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Le point de vue de la minimisation sous contraintes conduit a former le lagrangien
L(', X' p)=J (' X", p)
p p
+Y YT{KX' — (W)’ MX'} +> o' {XTKX' —1} (5.40)
i=1 i=1

(la contrainte de multiplicateur o’ impose la normalisation du mode ). La variation du
lagrangien s’écrit, tous calculs faits

0L(W', X', p) = J,(w', X', p).0p

p
+Y (YVT{K, X' — (')’M X'} + o' {XTK , X' —1}) .op

=1
p
+ ) (Jxi(w', X' p) + YT {K - (')’ M} + o' {2X7K}) X'
i=1
p
(Y e X p) — 20V TMX) (5.41)
i=1

La démarche habituelle conduit alors, en annulant les termes en 60X et dw, a définir p
problemes adjoints d’inconnues (Y, o) :

{K— (w)2M QwiMXZ’T} {Y‘il _ [—J,Xi(wi,Xi,p)]

o z . (5.42)
2w X T M 0 o J wi(w', X", p)

Ce systeme d’équations est symétrique (on a utilisé
KX' = (W) MX'

dans la ligne inférieure du systeme ci-dessus). Sa résolution est tres simple si on dispose
d’une base modale calculée complete (c’est-a-dire tous les déplacements modaux associés
aux matrices K, M pour la valeur actuelle de p) : on trouve

] wt ) Wt
i ) i el k
vi= Faux+ 21 ()| x
A ki
. w? .
o = ——XZzji
2 >
Cependant, cela est irréaliste pour les modeles a grand nombre de degrés de liberté, pour
lesquels le calcul d’une base modale, méme tronquée, suffisamment riche est onéreux.
La matrice du probleme adjoint (5.42) présente quelques particularités constituant un
handicap pour I'emploi de méthodes directes de résolution :

e Elle n’est pas définie positive (son spectre comprend les valeurs propres négatives
1 — (Wi/wh)? k< i).
e Elle n’est pas bande (en raison de la derniére colonne)

Les méthodes directes pour matrices symétriques indéfinies ([6]) ne permettent pas de tirer
parti du caractere creux de la matrice du probleme (5.42). Nous avons en revanche fait
I'expérience d’un tres bon comportement d’une méthode itérative (generalized minimum
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residual, ou GMRES?, avec préconditionnement par la rigidité K), qui repose (comme
d’autres méthodes itératives comme le gradient conjugué) sur I’évaluation répétitive de
produits matrice-vecteur et permet donc d’exploiter le caractere creux de la matrice.

5.6 Linéarisation, équations d’observation
La méthode de I’état adjoint permet également 1’étude de problemes inverses linéarisés.
Reprenons les deux exemples développés dans la section 5.4.
PROBLEME INVERSE LINEARISE EN ELASTICITE LINEAIRE STATIQUE. Le gradient de
toute fonctionnelle J(C) = J(u, C) est donné par (5.26)
dja

Jjoa
0J = — . C dV +
, 0C o OC

:5Cd5+/Vu:5C:V’de
Q
en fonction des déplacements direct u et adjoint w, ce dernier vérifiant (5.22-5.23), soit :
vIC dja _
div[C : Vw] — a—(u,C) =0 (dans Q)
U

. ~ Ojen
[C: Vw|.n = S

Dans le cas général, le champ direct u dépend du tenseur d’élasticité inconnu C'. Dans le
cas particulier

(u,C) (sur 092)

C(x) =Cy(x)+iC(x) |0C ()] < |Co(x)|
ou C est une petite perturbation d’une valeur de référence C\, on remarque que

u(x; C) = u(x; Cy) + O(6C(x)) = up(x) + O(0C (x))
w(x; C) = w(x;Cy) + O(6C (x)) = wo(x) + O(6C(x))

ce qui permet d’approcher §J par

5g= [ 92 s5cay [ e :5Cds+/Vu0:50:Vw0 dV + o(5C ()
Q 0C oo 0C Q

Cette expression, affine en 0C, présente en outre 'avantage de ne comporter, hormis
I'inconnue 6C, que des grandeurs connues puisque les champs ug et wg sont définis a
partir de la référence C|.

Considérons un choix particulier de J :

1
J(u,C) = 3 lu(z) — £(2)]? z € 09 fixé
Le champ adjoint w est alors défini par
o Dio
div [Cy : Vwg] — a—u(u, C)=0 (dans )

[Co: Vwgl.n = —(u(z) — €(2))d, (sur 09)

4SLATEC mathematical library : Ensemble de programmes FORTRAN en domaine public ; Energy Science
and Software Center, PO Box 1020, Oak Ridge, TN 37831, USA ; serveur électronique (procédure ftp
netlib.no, login anonymous) ; contient LINPACK [6].
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en d’autres termes, wy est la réponse élastique a une force ponctuelle F' = —(u(z) —&(2))
appliquée au point z fixé de 0€). La variation de ce J particulier est

0 = —(u(z) —€(2)) = /QVUO :0C : Vwy dV

On obtient ainsi une équation d’observation, ¢’est-a-dire une expression explicite de I’écart
entre déplacements calculé uw et mesuré £ en un point z de 92 en fonction de la petite
perturbation inconnue 6C'.

(u(z) —&(z)) = —/ Vuy:0C : Vwy dV (5.43)
Q
Cette opération peut étre faite pour tous les points de 0f2.

PROBLEME INVERSE LINEARISE EN CONDUCTION THERMIQUE INSTATIONNAIRE. Une
démarche similaire, que nous ne détaillons pas[4], conduit & une expression explicite de
I’écart entre températures calculé 6 et mesuré £ en un point z fixé de 0f2 et a un instant
7 € [0,T] fixé en fonction de la petite perturbation de conductivité §k, inconnue du
probleme inverse linéarisé.

T
0(z,7) — E(z,7) = — /0 /Q SV 0, Ve, AV dt (5.44)

le champ adjoint 1y étant la réponse a un flux de chaleur ponctuel et impulsionnel au
point z et a l'instant 7 :

—% —div (ko(x) Vi) =0 (z € Q)
Yo(x,t >T) =0 (conditions finales)
ko(w)%(a},t) =(—0)(z,t)0.0,(xe S, t<T)

REMARQUES. Les équations d’observation (5.43) et (5.44) ont la structure d’équations
intégrales de premiere espece (Tricomi [18], Wing [19]). Cette classe d’équations est connue
pour étre mal posée (chapitre 2) : d’une part la sensibilité de 'inconnue 6k aux petites
perturbations du second membre est tres grande, d’autre part 'existence et 1'unicité de
la solution ne sont pas garanties. L’obtention de telles équations d’observation par 1'in-
termédiaire de la méthode de I’état adjoint permet donc de mettre en évidence le caractere
mal posé du probleme inverse linéarisé, qu’on s’attend donc a fortiori a retrouver en 1’ab-
sence de linéarisation.
Cette méthode est applicable a un grand nombre de problemes. L’équation d’observa-
tion obtenue est intéressante a deux titres :
e Elle fournit une relation explicite entre mesure et inconnue pour le probleme inverse
linéarisé.
e Quand cette relation présente la forme d’une équation intégrale de premiere espece,
la sensibilité au bruit expérimental est mise en évidence.

Dans ce dernier cas, 'utilisation de 1’équation d’observation pour la résolution effective
doit étre accompagnée d’une régularisation (chapitres 1, 2 et 3).
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5.7 Etat adjoint et problemes d’évolution non-linéaires

Certains problemes inverses sont posés dans le cadre de problemes d’évolution non-
linéaires (par exemple calcul élastoplastique) : on peut par exemple penser a 'identifica-
tion de parametres de comportement ou a l'optimistion de forme. On est alors amené
a minimiser une fonctionnelle J(p) = J(dy,p), ou dy = dy(p) est la réponse de la
structure & l'instant final ¢ = ty (la signification physique de dy dépend du contexte
considéré; il peut par exemple s’agir des déplacements nodaux). La presentation faite
dans cette section reprend Michaleris et coll. [12].

INCREMENT DE REPONSE. Une discrétisation temporelle [tg = 0,1y,...,ty = T| étant
adoptée et un état initial dy étant donné, on suppose que dy(p) dépend implicitement de
di_1(p) par l'intermédiaire d’une relation vectorielle du type

Rk(dk, dk,l,p) =0 (545)

o‘u le vecteur Ry a la méme dimension que di. Dans ce cas, di(p) est calculé, connais-
sant di_1(p), au moyen d’une méthode de Newton appliquée au systeme d’équations non
linéaires (5.45). Cette derniere, au pas i, s’écrit :

p=dy ' = [Rea,(dy ' dy1,p)] ' Ri(dy ! di1, p) (5.46)
En particulier, on voit que cette technique amene a former, a convergence, la valeur du

gradient Rk,dk (dk, dk—l; p) .

METHODE DE L'ETAT ADJOINT. On forme le lagrangien incorporant la vérification de
toutes les relations incrémentales (5.45) :

L(p) = J(dn,p) + ) d; Ry.(dy, dy_1,p) (5.47)

k=1

de sorte que la premiere variation de £ s’écrit :

N
L = (J,p(dN, p)+> Elkam) Op+ (J,dN (dy,p) + &%RNJIJ SN

k=1

N-—1
~T ~T
+) (dkHRkH,dk +d, Rk,dk) bd"*
k=1

Le probleme adjoint associé est alors
Rj];f,nglN = —J v (dn, p) (5.48)
Rigdi=—Riiigdinn  (N—-1>k>1) (5.49)

Une fois le probléeme ci-dessus résolu, le gradient de J(p) est donné par

N
~T
jm = va(d]\“p) + Z dk Rk,m(dka dk717p> (550)

k=1

Notons quelques commentaires importants :
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e On voit que (5.48,5.48) définit un probléeme d’évolution rétrograde en d : la relation
(5.48) donne la condition finale, et les N — 1 équations (5.49) permettent alors
I'intégration rétrograde, di_1 étant calculé & partir de dy.

e Le calcul de gik_l dans (5.49) nécessite d’inverser le gradient Ry, 4, , ¢’est-a-dire celui
qui a été obtenu (et inversé) a convergence lors de la méthode de Newton (5.46). Le
calcul de I'état adjoint en est grandement accéléré.

e Compte tenu du caractere rétrograde du probleme adjoint, il est nécessaire de sto-
cker toutes les matrices Ry, 4, (sous forme factorisée) et toutes les matrices Ry_1 4, ,
formées au cours du calcul d’évolution direct, avant de procéder au calcul de la
solution du probleme adjoint.

Bien entendu, le cas ou J est définie a partir des réponses d; a tous les instants in-
termédiaires entre également dans ce cadre; les ajustements nécessaires a la démarche
présentée ci-dessus sont laissés au lecteur.

DERIVATION DIRECTE DE J. Les contraintes de stockage liées au caractere rétrograde
du probleme adjoint suggerent que la dérivation directe peut étre utilisée avantageusement.
Celle-ci consiste a écrire

Tp=Jdp+J5 dnm (5.51)

La dérivée dy ,, de dy par rapport a p est elle-méme obtenue en dérivant 1’équation (5.45)
a convergence :

d
—R,(d;,d;_ =0
dm k( ky, Lk 17p)

soit
Rk7dkdk7m + Rk,dk,ldk—l,m — _Rk’m

Cela définit un probleme d’évolution sur d,, chaque pas nécessitant la résolution d'un
systeme linéaire. La différence avec la méthode de I’état adjoint est que le calcul ci-dessus
procede dans le méme sens que le probleme direct d’évolution. Le calcul de dj, et dj,,
au pas k peut ainsi étre mené en parallele. Le stockage des opérateurs linéaires Ry, 4, et
Ry, 4, est donc inutile.

EXEMPLE : PROBLEME INVERSE POUR LES ESSAIS DYNAMIQUES AVEC LES BARRES
D’HOPKINSON. Laurent ROTA, dans son travail de these, applique ’approche inverse a
Iinterprétation quantitative des données expérimentales fournies par les barres d’Hopkin-
son. Ce dispositif permet de mesurer forces et déplacements en fonction du temps aux deux
extrémités d’un échantillon, dans des conditions de dynamique rapide. Ces informations
sont surabondantes si le comportement du matériau constitutif de I’échantillon est connu.

Dans cette étude, I'état mécanique de I’échantillon dépend du temps et d’une coor-
donnée d’espace. On cherche a affaiblir les hypotheses simplificatrices (état mécanique uni-
forme dans 1’échantillon) habituellement utilisées pour le dépouillement des mesures, qui
consiste en la détermination des parametres {p;} associés au modele de comportement pos-
tulé. Cette stratégie repose alors sur la minimisation d’une fonctionnelle d’écart mesure-
calcul J({p;}). Celle-ci procede de maniere itérative, selon un algorithme classique, et
chaque évaluation de J exige la simulation numérique de la dynamique de I’éprouvette
pour un comportement donné, c’est-a-dire un jeu donné de parametres {p;}. Les premiers
résultats obtenus par L. ROTA sont encourageants [11]. Les recherches en cours portent
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notamment sur la définition des fonctionnelles d’écart entre données mesurées et calculées,
dans I'esprit des fonctionnelles d’erreur en loi de comportement développées au LMT, ENS
Cachan.

Le probleme direct (a parametres de comportement donnés) est non-linéaire. La métho-
de de I'état adjoint est utilisée pour le calcul numérique du gradient de la fonctionnelle
d’écart, selon le principe présenté dans cette section. Un calcul typique (20 pas d’es-
pace, pas de temps de 100 us) représente 25 itérations pour 'algorithme de minimi-
sation. Le calcul de V,J est environ 6 fois plus long que celui de J. Les parametres
{pi} étant ici au nombre de quatre (modele de Sokolowski-Malvern), on peut estimer que
la technique de I’état adjoint n’est pas substantiellement plus rapide qu’une technique
de dérivation directe par rapport aux parametres {p;}, qui demanderait de résoudre un
probleme d’évolution associé a une variation de chaque p;. Toutefois, I’état adjoint ne
dépend pas du nombre de parametres {p;}, et devient d’autant plus performante que leur
nombre est élevé.

Nous reproduisons en figure 5.2 un exemple numérique (simulation) tiré de [11]. L’expé-
rience (simulée) y dure 80us. Ce travail a débouché sur l'identification de parametres de
comportement sur éprouvettes réelles.

20.0 T T T 80.0

fffff calculated
—— measured

60.0

=
o
o

— input velocity
fffff output velocity

Velocity (m/s)

o
o

. -200
- 000 00

0.0 = ;
0.0 100.0

- 2000 300 4000
Time (microseconds)

1000 . _206.0 3000
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25

201 a-d-a
\nf—A—ﬁ}—f\
15

<@
G-o--8

10| +/Lﬁi$:\;gf$igffg:$'/\ g
\U,

05 io_ 5 20
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Fig. 5.2: Calcul inverse pour une simulation d’essai aux barres d’Hopkinson : vitesses
aux extrémités (en haut a gauche), forces mesurées et calculées aux extrémités
(en haut & droite), convergence des paramétres de comportement (en bas),

(d’aprés [11])
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5.8 Identification de domaines inconnus par équations intégrales de
frontiere

Ce travail [3] illustre la mise en oeuvre conjointe de la méthode de I’état adjoint, la
dérivation dans une transformation de domaine et 'utilisation des équations intégrales
de frontiere. On y considere un probleme-modele : l'identification d'un obstacle rigide
spatialement borné -, de fronti¢re I, situé dans un milieu acoustique infini = R3—Q~.
Une onde de pression incidente p! (y) exp(—iwt), donnée et telle que (A+k?)p! = 0, induit
I’apparition d’'une onde p diffractée par I'obstacle, solution du probleme direct :

(A+KE)p=0 dans 2
pn+ph, =0 sur T (5.52)
p=0(r), pr +ikp=0(r) 1=yl — +oo

La solution p de (5.52) dépend de T" : p = pr.
Probleme inverse. On cherche & identifier la forme, inconnue, de 2~ (donc de I'), a

partir de données supplémentaires sous la forme de valeurs connues p de p sur une surface
de mesure C extérieure a I' et en minimisant une distance 7 :

)= I avee Jo) =3 [ p=if as (559)

ETAT ADJOINT. Ici encore une fonctionnelle augmentée est introduite :
L(p,w;T) = J(p) + Alp,w; T) (5.54)

dans laquelle la contrainte A(p,w;I"), associée au champ de multiplicateurs w, est la
formulation faible du probleme direct (5.52) :

Alp,w;T") = / (Vp.Vw — k*pw) dV, + /wp,[n ds, =0 (Vw, (5.523 et w € H}_(Q))

e r

i
i P

mesure

Fig. 5.3: Detection d’un obstacle au moyen d’ondes acoustiques : schéma de principe.
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On dérive cette fonctionnelle dans une transformation de domaine (évolution de I'), en
appliquant des formules de type eulérien. L’état adjoint wr est alors défini par la condition
L,p,=0,Vp, e H..(Q), et est solution du probleme :

loc

(A +k*)w = —(pr — p)oc dans Q
w, =0 sur I’ (5.55)
w=0(r), w,+ikw=0(r) r=|yl — +o0

On remarque, ici encore, que 1’état adjoint est associé a une source proportionnelle a
I’écart entre grandeur mesurée et calculée ; il est donc en particulier nul quand ces dernieres
coincident. D’autre part, 'intervention du complexe conjugué de pr — p au second membre
de (5.55); reflete, dans le cadre de la dynamique stationnaire considéré ici, le caractere
rétrograde de 1’état adjoint, mis en évidence de maniere plus générale en section 5.7.

Equations intégrales directe et adjointe. Les problemes direct (5.52) et adjoint (5.55)
sont respectivement gouvernés par les équations intégrales régularisées :

plx) + / P()[C () — Co(, y)] A5, + / p(y) — p(@)|C°,(z, ) dS,
_ /F P ()G, y)dS, (5.56)
w(z) + / w()[C nl, y) — GO (. )] dS, + / fwly) — w()]G, (x, y) dS,

- / br— 5| )G, v)dC,  (5.57)

ot G(x,y) = e /(47r) et GO(x,y) = 1/(4mr) désignent les solutions élémentaires dyna-
mique et statique et r =[] € — y ||. On remarque immédiatement que le méme opérateur
intégral gouverne les deux équations intégrales. Une fois ’assemblage et la factorisation
de ce dernier effectués lors de la résolution du probléeme direct et I’évalution de J(I'), le
calcul de ’état adjoint ne nécessite que 'assemblage du second membre de (5.57) et la
résolution d'un systeme d’équations triangulaire.

DERIVEE DE J(I') PAR RAPPORT AU DOMAINE. Nous avons ainsi pu établir que la
dérivée matérielle de J(I") est donnée par :

J = L(pr,wr;T") = / |Vswr. Vs(pr +p') — k*wr(pr + p)] .0dS
T

Cette formule donne, d’une maniere explicite et élégante, le gradient de J(I") par rapport
a I' comme une forme linéaire (dérivée par rapport au domaine, Simon [16]) en 0, vitesse
normale d’évolution de I' dont le noyau Jr est construit en termes des états direct et
adjoint. Nous avons traité dans [3] l'extension de cette démarche aux cas d’obstacles
pénétrables en acoustique et de cavités en élastodynamique.

APPLICATION NUMERIQUE. Elle a été faite pour la recherche d’un obstacle rigide de
forme « n-ellipsoidale » (n est un exposant : n = 1,2, +o00 donnant respectivement un
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Fig. 5.4: Detection d’un obstacle au moyen d’ondes acoustiques : comparaison entre 9
et 222 inconnues.

octaedre, un ellipsoide et un parallélipipede), définie par 10 parametres (3 coordonnées
du centre de gravité géométrique, 3 axes principaux, 3 angles d’Euler et I’exposant n).

La surface courante I, sur laquelle porte la minimisation de J(I'), est discrétisée ainsi
que les valeurs de p par éléments finis de frontiere : 24 quadrilatéres courbes a 8 noeuds,
dans 'exemple traité. Elle est décrite par un nombre fini N de parametres, qui sont les
inconnues de la minimisation. Deux possibilités ont été traitées :

e Les noeuds du maillage sont pilotés par les valeurs des parametres géométriques
d’un n-ellipsoide (N = 10).

e Les coordonnées des noeuds du maillage (N = 222 dans notre exemple) : I'informa-
tion a priori sur la forme inconnue est alors beaucoup moins forte que dans le cas
précédent.

La minimisation de J utilise la méthode BFGS avec line search imparfait (Fletcher [7]).
La figure 5.4 présente les valeurs de J et des erreurs relatives ey, eg, ey commises sur
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le volume, 'aire et I'inertie géométrique (prise par rapport & une origine et des axes fixés)
de €27, en fonction du numéro d’itération de I'algorithme de minimisation. On remarque
que le cas & 9 inconnues (’exposant n était absent de la recherche pour cet exemple)
fournit d’excellents résultats, probablement parce que le probleme inverse, que 1’'on sait
mal posé en toute généralité, devient ici bien posé en raison de la restriction tres forte des
formes possibles. Avec 222 inconnues, le centre d’inertie, le volume et I'inertie géométrique
(représentative de I'orientation dans 'espace) de I'obstacle inconnu sont convenablement
retrouvés. Une aire trop importante de 30% environ est trouvée, symptome d’oscillations
de la surface reconstruite par EFF. Les résultats de la figure 5.4 ont été obtenus avec une
surface initiale assez proche de celle recherchée, ce qui montre qu’en pratique 'utilisation
des coordonnées nodales comme parametres géométriques gouvernant 1’évolution de I" est
une mauvaise solution. En revanche, d’excellents résultats continuent d’étre obtenus, avec
10 inconnues, en prenant des surfaces initiales relativement éloignées de la solution [3].
Dans le cas ou la solution était un parallélipipede (n = +00), la valeur trouvée pour n
était de l'ordre de 1000 (donc infinie en pratique); il a été constaté que les deux derniers
tiers des itérations étaient prsque totalement utilisés a la recherche de n seul.

La méthode BFGS [7], [13] avec « line-search » imparfait [7] a été retenue apres essais
avec gradient conjugué et BFGS avec « line-search » parfait, car elle est apparue comme la
plus efficace (nombre d’évaluations de fonction-cout et gradient nécessaires), et parfois la
meilleure du point de vue du résultat atteint a convergence. Elle est d’autre part sensible
a D'initialisation du « line-search » (qui doit utiliser des valeurs pertinentes du point de
vue dimensionnel) et & une bonne programmation de la formule BFGS elle-méme (erreurs
d’arrondi possibles dans la réactualisation du pseudo-hessien).

COMMENTAIRES ET PERSPECTIVES. Cette démarche est applicable a des situations plus
générales faisant intervenir des milieux linéaires et homogenes : domaine d’étude borné,
autres contextes tels que 1’élasticité ou la thermique, régime transitoire. .. Elle permet
d’utiliser une méthode de minimisation avec gradient dans des conditions optimales pour
ce qui est de la rapidité et de la précision du calcul du gradient et donc a un intérét clair
du point de vue numérique. En revanche, elle n’apporte pas d’éclairage particulier sur
certaines questions plus fondamentales telles que l'existence ou 'unicité de la solution au
probleme inverse pour les données en notre possession.

Les tres bons résultats numériques que nous avons obtenus pour des exemples a faible
nombre de parametres géométriques valident 'efficacité des composants de la méthode
d’inversion, et notamment celle du calcul numérique du gradient de J (celui-ci demande
un supplément de temps calcul d’environ 30% du temps nécessaire a une évaluation de
J seule®). L’emploi couplé d’éléments de frontiere et de I’état adjoint est tres efficace
sur le plan numérique. La détérioration des résultats qui apparait avec I'augmentation du
nombre de parametres géométriques, qui était attendue, souligne clairement la nécessité
d’introduire une régularisation pour traiter ce type de probleme inverse, conduisant a mini-
miser une fonction-cout augmentée J(I') +aP(I') (0 < a < 1). On peut par exemple pro-
poser de pénaliser les courbures élevées et les sauts de normale sur les frontieres d’éléments,

avec :
1

P(T) = 3 /F(diVSn)2 dsS + 5/L(1 —ntn7)ds

5Comparer le rapport 0,3 :1 constaté ici au rapport 6 :1 relevé pour la méthode de I’état adjoint en
régime temporel (page 115).
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D’autre part, a notre connaissance, trouver des représentations paramétrées permettant
de décrire des formes tridimensionnelles (surfaces fermées) aussi générales que possible a
I’aide d’un nombre de parametres géométriques aussi réduit que possible est un probleme
largement ouvert.

5.9 Algorithmes évolutionnaires : principe et exemples

Les méthodes exposées jusqu’ici sont liées a la mise en oeuvre efficace des algo-
rithmes de minimisation utilisant le gradient de la fonction-cout : gradient conjugué,
quasi-Newton, Marquardt-Levenberg,. .. Ces derniers, bien maitrisés et d’utilisation clas-
sique, sont « aveugles », par nature : partant d'une valeur initiale de I'inconnue a iden-
tifier, ils fournissent un résultat unique : minimum global ou local (I'utilisateur igno-
rant généralement laquelle de ces deux possibilités est atteinte, sauf dans des cas par-
ticuliers o‘u la fonction-cout est convexe), assorti éventuellement d’informations locales
complémentaires, comme le hessien ou un opérateur de covariance tangent au point at-
teint.

Une autre voie, plus récemment explorée, consiste a utiliser des méthodes d’optimisa-
tion stochastique, et notamment des algorithmes génétiques. Nous en présentons succinc-
tement le principe, renvoyant le lecteur a des traités tels que Fogel [8], Goldberg [10].
Le probleme générique est la maximisation d’une fonction scalaire F' définie sur un sous-
ensemble £ C R" (I'introduction d’un tel ensemble permet la représentation de contraintes
d’égalité ou d’inégalité) :

max F(x) reck
Dans le principe, ces méthodes reposent sur les étapes suivantes :

1. Une population initiale P°, c’est-a-dire un N-uplet (), ..., 2% ) d individus (points

de F) est tirée au hasard.
2. On calcule les performances

FL=F(Y),...Fy = F(z%)

3. Les individus performants (c’est-a dire ceux qui produisent les valeurs F; les plus
élevées de la population PP) sont éventuellement repérés et reproduits.

4. Une nouvelle population P! est créee par altération de la population P° (ou éventuel-
lement d’une sous-population performante sélectionnée). L’altération consiste a pro-
céder a des mutations d’individus :

€T, —
ou encore des croisements :
0 .0 1.1
(mivmj) ’ (miamj)

Ces opérations consistent a ajouter une variable aléatoire a 'individu (mutation),
a modifier aléatoirement un bit tiré au hasard dans la représentation d’un individu
(mutation), a échanger aléatoirement un bit entre deux parents (croisement). Elles
comportent toujours une part d’aléa. Les algorithmes de mutation ou de croise-
ment doivent de préférence étre adaptés au probleme particulier considéré, et sont
influencés par la performance des individus concernés.
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5. On revient a I’étape 2, et continue le processus de création de nouvelles populations
jusqu’a convergence.

Sans aller tres profondément dans les détails, il importe de mentionner quelques points
saillants :

e Ces méthodes n’utilisent a priori que des évaluations de fonction-objectif (pas de
gradient).

e Elles sont tres gourmandes en temps de calcul, en raison du nombre tres élevé de
calculs de performance F'(x) nécessaire. En particulier, il est commun d’observer un
facteur 10 ou plus pour la résolution de problemes d’optimisation pouvant relever
d’un traitement plus classique (programmation quadratique).

e En revanche, elles peuvent fournir des résultats multiples : la population P“™ est
susceptible de comporter plusieurs individus " dont la performance est jugée sa-
tisfaisante : F(x{”™) > Fyuu. Cet aspect est susceptible de revétir une certaine
importance pratique pour les problemes inverses, ou on souhaiterait idéalement
procéder a une exploration de I'espace E des solutions a priori possibles plutot que
se contenter de 'estimation unique fournie par une méthode de gradient classique.

e Les algorithmes génétiques sont adaptés a des situations du type optimisation com-
binatoire (N inconnues, chacune pouvant prendre P valeurs distinctes). Le cout
de T'analyse exhaustive PV diverge avec N ou P. Par exemple, I'identification de
modules élastiques pouvant en tout point du domaine d’étude 2 prendre I'une ou
lautre de deux valeurs connues (bimatériau a répartition spatiale inconnue) peut
releber de cette catégorie (N cellules pour une discrétisation spatiale, P = 2).

En résumé, l'intérét potentiel des méthodes de type génétique est de pouvoir traiter
(certes au prix de temps de calcul importants) des problémes dont la résolution numérique
par des méthodes plus classiques est difficile ou impossible.

On peut également imaginer des méthodes mixtes :

e Démarrage de 'optimisation par algorithme génétique, jusqu’a obtenir une popula-
tion P*, ne contenant pas nécessairement 1'optimum.

e Utilisation des IV, individus les plus performants de P*¥ comme autant de conditions
initiales pour une méthode de minimisation classique. Ces Nj conditions initiales
conduisent alors a Ny minima locaux, éventuellement distincts, qui permettent d’ob-
tenir une solution multiple. Le choix final parmi les solutions performantes est alors
laissé au jugement de 1'utilisateur.

UN EXEMPLE UTILISANT L’APPROCHE GENETIQUE. Cet exemple (Jouve et Schoenauer
[15]) reprend le probleme de Iidentification de modules élastiques (chapitre 4) distribués.
On cherche a déterminer la répartition spatiale (inconnue) de deux matériaux linéairement
élastiques (modules élastiques de cvaleurs connues) dans un solide €2, a partir de valeurs
connues du déplacement (données surabondantes), les forces étant imposées sur la fron-
tiere Of).

La répartition inconnue est représentée de maniere discrétisée a 1’aide de cellules de Vo-
ronoi. La donnée de N sites (points géométriques du domsine €2) détermine entierement un
pavage de €2 par cellules de Voronoi. Les inconnues du probléme inverse sont en définitive
N sites x; € ) et le numéro ¢; = 1,2 du matériau occupant le site ¢ (la présence de ce
numéro confere un aspect partiellement combinatoire au probleme inverse discrétisé).
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<X

Perf 0.000400366 en 19 points

0

Perf 0.000145169 en 32 points

Perf 3.0249e-05 en 32 points

Fig. 5.5: Probléme inverse en élasticité et algorithme génétique : carrés concentriques.

Perf 0.000184141 en 38 points

Perf 5.22659e-05 en 37 pnoints

Fig. 5.6: Probléme inverse en élasticité et algorithme génétique : damier.
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