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Chapitre 3 : Filtrage morphologigue — opérateurs connexes

* Filtres morphologiques.

« Ouvertures et fermetures algébriques.

* Analyse granulométrique.

* Filtres alternés séquentiels.

» Pyramides et espaces d’échelles morphologiques.
 Opérateurs connexes et applications de la géodésie
* Filtres connexes et F.A.S par reconstruction

* Invariance par changement de contraste et EDP
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L’approche morphologique du filtrage

En traitement linéaire des
images, filtrer, c’est
eliminer certaines
composantes fréquentielles
des images.

Filtrage = Convolution

-
En morphologie mathématique, filtrer, c’est simplifier
'image en supprimant  certaines  structures
géometriques (en géenéral implicitement définies par
un ou plusieurs éléments structurants).

Le filtre morphologique simplifie I’image en
préservant la structure, mais il perd en général de
I’information (— Croissance).

Le filtre morphologique est stable et possede une
classe d’invariance connue (— ldempotence).

-
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Rappel : ouvertures et fermetures morphologiques

I’ouverture morphologique de X par B. la fermeture morphologique de X par B.

ye(X) = 65(e3(X)) =(XOB) DB pp(X) =e5(65(X)) =(XD®B)OB

* 9
76(X) 95 (X)
( CROISSANCE "\ ( IDEMPOTENCE "\ ([ EXTENSIVITE A
ey 70510 | e )=re) | | BT 700 <x
T 020,00 | | 0aloa(0)=pa(0 | | S 2,0
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Filtres morphologiques

Un filtre morphologique est un opérateur y croissant et idempotent :

X<y=w(X)<w(y) l//(l//(x)):l//(x)

On peut construire différentes familles de filtres morphologiques a partir
des filtres de base, I’ouverture et la fermeture morphologiques :

Combinaisons Opérateurs
sup/inf geodeésiques

ouv / ferm sup d’ouv / ouv / ferm par
morphologiques inf de ferm reconstruction

filtres alternés

. : nivellements Granulométries
sequentiels
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Ouvertures et fermetures algébriques

Les ouvertures et fermetures algébriques genéralisent
les ouvertures et fermetures morphologiques.

 Une ouverture algebrique est un filtre morphologique anti-extensif,

» Une fermeture algébrique est un filtre morphologique extensif.

PROPRIETE _ _ _
 Un inf de fermetures morphologiques est une fermeture algébrique

L o s

ex:

[ » Un sup d’ouvertures morphologiques est une ouverture algébrique }

! ' I I""
W\ 1\ Hl IW\ M
WA
Image originale Ouverture morphologique Ouverture morphologique Ouverture algébrique par
par un segment vertical par un segment horizontal union des deux ensembles
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Granulometries

L’analyse granulometrique est 1’¢tude de la taille des objets fondée sur le principe du
tamisage : sélection des objets par un ensemble de tamis de différentes tailles.

Formellement, une granulométrie peut €tre définie par une famille d’ouvertures :
(7/2 )/120 telle que :

0<ASA=y 7 =0V =7s

- J

4 N

ex2 . (7/ ) Ouvertures par une
AJ2eN suite croissante de

exl : (7/1 )ﬂ,eR+

Ouvertures par des boules euclidiennes de rayon A

N N\
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Granulomeétrie et anti-granulométrie

La famille des opeérateurs duaux (fermetures de taille croissante) est une anti-granulomeétrie :

granulométrie
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Fonction de distribution granulométrique

Soit L une mesure bornee sur un treillis E (aire, intégrale...)

Pour X E, on note X, (resp. X_,) I'image de X par ’opérateur de granulométrie
(resp.d’anti-granulomeétrie) d’indice A.

On note

Fx(l) =1-

1(X;)
1(X,)

la fonction de

F.(4)]

distribution sur x de la granulométrie (7/4 )/1

A

v

anti-granulométrie
Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique

original granulométrie
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Spectre granulometrique

Le spectre granulométrique est la dérivée de la fonction de distribution granulométrique :

f,(4)=F', (4)

()]

anti-granulométrie original granulométrie
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L’analyse granulométrique

— > Etude quantitative des images par la mesure de la
contribution de chaque composante a I’1image globale :

Traitement linéaire : Morphologie mathématique :
Transformée de Fourier Analyse granulométrique
Composantes = sinusoides complexes Composantes = famille de boules
f.(4)
Ln(l[Fuv)ID
a1
Historiguement : wune des premieres

application de la morphologie mathématique
était I’étude quantitative des sols poreux par
analyse  granulométrique  de  coupes
microscopiques.




Construction des filtres alternés

[’ensemble des filtres sur un treillis complet E forme un treillis S
g
4

Theoreme Soient &, €3 telsque & S

 [’ensemble ci-contre est un sous-treillisde 3 W&/j

we
pE< Sy S yly =Sy < Syé=ys Ve

- J

dem: (1) filtres (idempotence) : Sy =EESw < Swily < ESwywyw =Sy
SYES = coocWS S QWSS S YW WY o= cys
(2) ordres :

S =666 SSWe < gjwwf ?j ?§i< WSy Sywy =y

(3) plus petit majorant :
soit cunfiltretelque § =& et § = wé alors § =(¢ = wESy =wly

(4) équivalence : Sy =wly = Sy > wEE =ywé
et WSSSW DWW ScWyY =gy =ocy S Yy
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Exemple de filtres alternes

On prend :

élément
structurant

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique

é =Y (ouverture morphologique)

vy

Y = @D (fermeture morphologique)

74
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Filtres alternés sequentiels

Soit ()//1 )/120 une granulomeétrie, et (7//1 =Q,; )/120

I’anti-granulomeétrie associée

~

/ Alors les opérateurs suivants :

O, =07, VP71
By = V2P,V 2PV 1Py

Q)nt des filtres, dits filtres alternées séquentiels associés a la granulométrie (7/ A )/120/

Proprietés d’absorption :

mais ®/1®,1'

@
I
@
7
S

0,

P
-
I

A A

ﬂ.gx’t':{

IA
[1]

mais = /1:4 2

[1]
Il
[1]

A A
Serra 1988
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Filtres alternés séquentiels : demonstration des propriétés

Filtre morphologique (idempotence) :
ALA=y, <y, <@, <@, (¥
()= Q200 =Va2V0 = QulVa@Pila 2PVl w =i
et ()= S0.0, =0, S0, = QY0 SOPY =PV
dne ASA = 07,000 SOV SOV 0,7,

ot @Y 1 DoY s PV DY 4PV 2PV Z PV PV 1PV 2PV = PV 1PV 2PV
et DY 1 PPV 1PV 1 PV o PiVL S PV PV 4PV 2PV = PV 1PV 2PV

Propriétés d’ absorptlon
((01 Vo Prnl a )((0,17/1 D) P11 )((0,171 ¢272¢171)

((”,1 Vo @Paal s )((017/,1 (0272(017/1) =0,
( YR (027/2(0171)(@1 Ve (p,1+17//1+1)(¢,17/,1 ¢272¢171)

I/\

ﬂ.
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Application a la réduction du bruit

Les filtres alternes séquentiels conduisent a
une bonne réduction du bruit grace a une
elimination progressive des pics et des creux
de faible surface.

Application directe
du filtre alterné y, ¢,

I
[1]
[1]
[1]
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Application a la réduction du bruit

Original f(x)

Bruit &(X)

o

0,

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique

...en 1d :

Somme f(X)+&(Xx)

PR

Application directe
du filtre alterné ¢ 5

W/\m S

®3 ®4 @5

Antoine MANZANERA - ENSTA/U2IS
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Espace d’échelle morphologique

Une granulomeétrie induit un espace d’échelle (scale-space), qui fournit
une représentation des images a différents niveaux de détail.
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Retour a la reconstruction geodesique

[ (55)"(X)=X

POsOns < Ry\n R Ryn-1
i (551) (X):5Bi((581) (X )) pour n>0
La reconstruction géodesique R — RN
de X dans R est définie par : EBi(X) Snligi(éBi) (X)}

Dans le cadre ensembliste, c’est I’ensemble des composantes connexes
R (au sens de la topologie induite par B, ) de R qui intersectent X :

- N

E™(X)

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique
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Mesures géodésigues

(x,y) € X?
La distance géodésique
entre x et y dans X :

dy (x,y) =min{n=0;x « (5.)"({y))

C’est la longueur du (ou des) plus court(s) chemin(s) dans X entre x et .

AN

N
/ Soit X une composante

Soit X une connexe.

composante

connexe. L s
Le diametre géodésique de X :

LLa fonction de

propagation de X : Ax = max Iy (x)
. = dy(x,
My:X — N ax , dx(x, y)

x — maxdy(x,y)

\_ VEX AN /
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Etiguetage des composantes connexes

La premiére application de la reconstruction géodésique est 1’analyse individuelle de
particules, qui consiste a extraire les composantes connexes 1’une aprés I’autre par
reconstruction du premier pixel rencontré lors d’un balayage video :

Image binaire Etiquetage des composantes
connexes

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique Antoine MANZANERA — ENSTA/U2IS
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Suppression des objets touchant le bord de I’image

La suppression des objets touchant le bord de
I’image binaire X s’obtient par différence avec la
reconstruction du bord dans X :

{5
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Bouchage de trous

Le bouchage de trous dans 1’image binaire
(bidimensionnelle 1) X s’obtient par complément
de la reconstruction dans X° d’un ensemble qui

n’intersecte pas X :

R
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Aco

X

A

(E*(Y))°

23



Seuillage par hystéresis

o M
\/

Seuil haut gvl\v/\v/\/; /\I
., — —
Image en A /\' Seuil par hysterésis
niveaux de gris il
—

Seuil bas
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Connexions generalisées

En faisant varier la taille des éléments structurants utilisés dans les reconstructions, on
obtient une hiérarchie de voisinages, et donc une topologie a divers degres de détails :

Image X \

Marqueur Y

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique

Es, ()

Antoine MANZANERA - ENSTA/U2IS
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Reconstruction fonctionnelle

La dilatation geodésique de fdans r :

Si(f)=0,(f)Ar

9 g

E'(f)

La reconstruction géodésique de fdans r :

E;(F)=sup {(57)"(1)]

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique Antoine MANZANERA — ENSTA/U2IS
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Extrema regionaux

La notion d’extremum régional joue un réle important pour les image numériques, en particulier
dans le calcul des opérateurs geodesiques. Il s’agit de « plateaux », au bord desquels on ne peut que
descendre (pour les maxima régionaux), ou monter (pour les minima régionaux) strictement.

Soit f une fonction numérique.
f:R" >N
SG,(f)={xeR"/ f(x)>i}

maxy = | J{S6:(F) \ (B0 S61a (1))

IEN
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Un point x appartient a un maximum
régional du graphe de f lorsqu’on ne peut
pas atteindre un point y tel que f(y)>f(x)
sans redescendre strictement :

maxima
régionaux
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Calcul des maxima régionaux

Les maxima régionaux d’une fonction numeérique f peuvent se calculer a partir de la
reconstruction de f-1 sous f : max, = f- E"(f)

A A

v

v

v

Minima régionaux : par dualité Geénéralisation : h-extrema régionaux

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique Antoine MANZANERA — ENSTA/U2IS
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Erodeés ultimes

Les maxima régionaux de la transformée en distance correspondent aux composantes connexes qui disparaissent lors

d’érosions sSuccessives. q q .
SG,(F{) = {xe R"/ F{ (x) > i

F. latransformée en distance d de I’ensemble X. = {X eR"/d(x,X®) > i}
= &p, (X)
(pd |
maxgg = | J{s6:EO\ (E50D 56111 (FD)} = | Jfen 00\ (B P e, 00}
lEN lEN

Application : singularisation de particules se recouvrant partiellement :

original érodes ultimes (en noir) transformée en distance
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Ouvertures et fermetures par reconstruction

-

La reconstruction géodésique est un filtre morphologique :

X<y=E"(X)<E'(y) Er(Er(x)):Er(x)

-

-

Si & (resp. ) est un opérateur anti-extensif (resp. extensif)

alors 1’opérateur : E” (5 (X)) (resp. (E < ((l//(X) )C ))C )

est une ouverture (resp. fermeture) algébrique.

N

~

N

Cas particulier important : £ =y (ouverture) et w = ¢ (fermeture) :

ouverture par reconstruction : EX(]/(X))

fermeture par reconstruction : (E < ((¢(X))C ))C

/

Géométrie Disc|

réte & Morphologie Mathématique Antoine MANZANERA — ENSTA/U2IS
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Ouvertures et fermetures par reconstruction

L’ouverture par reconstruction élimine les

composantes connexes qui n’appartiennent pas a
I’ouvert sans modifier les autres :

ouverture par
reconstruction

EX(yB(X))

o\

X

fermeture par

; reconstruction
La fermeture par reconstruction

est définie par dualité : (E X (((DB(X))C ))‘

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique Antoine MANZANERA — ENSTA/U2IS
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Ouvertures et fermetures par reconstruction

Par extension, les ouvertures et fermetures par reconstruction éliminent les
petites structures en préservant les contours des images numeriques :

élément structurant
de Pouverture
morphologique :

original ouverture par reconstruction fermeture par reconstruction
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Nivellements — Déefinitions

-

-

Soit (V, E) un graphe avec E C g, (V).

c:V—>N
g:V —N

g estun nivellement de c pour (V,E) © V{u,v} € E,glu) < g(v) =

g(u) = c(u)
et

g(v) < c(v)

)

exemples de nivellement d’images :

Remarque : Il y a de nombreuses

seuillage, saturation, clamping,...

[Meyer 98]
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Nivellements — Déefinitions

e )
(Conséquences)
1. g < c estun nivellement inférieur de c © V{u,v} € E,g(u) < g(v) = g(u) = c(u)
2. g = c estun nivellement supérieurde c © V{u,v} € E,g(u) < g(v) =2 gw) = c(v)

- J

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique Antoine MANZANERA — ENSTA/U2IS
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Nivellements et reconstructions

Propriéteé :

m:V —>N
c:V—o-Nm<c

La reconstruction de m dans c est le plus petit nivellement (inférieur) p de c tel que :
m<p<sc

p(m,c)

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique Antoine MANZANERA — ENSTA/U2IS



Nivellements et reconstructions

Définition :

S1m < ¢, on peut de méme définir la reconstruction duale de m dans c comme /e plus
grand nivellement (supérieur)p’de ctelque:c < p' <m

Propriété (dualité): Si g est a valeur dans [0, M], soit § = M — g (involution de g).

Si m et ¢ sont a valeur dans [0, M], alors p’(m, c) = p(m, )

p’(MmcC)
\/ C

Antoine MANZANERA - ENSTA/U2IS

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique

36



Nivellements et reconstructions

-

Définition: m:V — N,c:V — N

La reconstruction mixte de m dans c est définie par :

avec Mg = M. lyp<c) €<= C. 1gmeeyy Mo = M 1o, 6 = € 1gpay

-

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique Antoine MANZANERA — ENSTA/U2IS
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Nivellements : reconstruction mixte

Cas ou la fonction marqueur f et la fonction de
référence r ne sont pas ordonnées

On décompose f en deux fonctions :

f=f +f
= f_ V f+ >
f_(x)=f(x)si f(x)<r(x) f.(x)=f(x)si f(x)>r(x)

4 =0sinon 4 = 05sinon

£
E
£
i

v

»
»
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Nivellements : reconstruction mixte

R

reconstruction
de fdansr

reconstruction

duale de f,
dansr

v

v

N*(f)=E"(f)

Les nivellements définissent
des opérateurs connexes, qui
simplifient I’image  par
sélection des ensembles de
niveaux ou de leurs
complémentaires :

Géométrie Discréte & Morphologie Mathématique

N'(f)=E"(f,)

nivellement de
fdansr

N'()=N{(f)+N(f)

= NI(f)vNI(f)

v

Antoine MANZANERA - ENSTA/U2IS
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Exemples de reconstructions mixtes

filtre gaussien nivellement

original

filtre médian nivellement
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Nouvel espace d’échelles morphologique

Une granulométrie induit un espace d’échelle via les filtres alternés sequentiels par
reconstruction (i.e. nivellement des filtres alternés sequentiels) :
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Géom

Opérations sur les ensembles de niveau

Par définition, la dilatation (resp. 1’érosion) fonctionnelle par un élément structurant plan g
peut étre calculée a partir des dilatations (resp. erosions) des sections du sous-graphe
(ensembles de niveau) par le support de g.

f &56(f)
SG,(f)={xeR"/ f(x) 2 i

SG(h) = U SG,(h) x {i}
IER

SG(h) <> h=¢,(f)

k

£ <5 5G(f)
s6(N = | Jsa:n <

i€ER

4 SG, (f)
1 ALy,

F 7
K SG(f)

étrie Discréte & Morphologie Mathématique Antoine MANZANERA - ENSTA/U21S 42

SG, (h) =¢

supp(g) (SG| ( f ))




Invariance par changement de contraste

Une conséquence de la propriété précédente est [’invariance par changement de contraste :
les opérateurs morphologiques commutent avec les anamorphoses, c’est-a-dire les
transformations croissantes des niveaux de gris :

o(f)

Géométrie Discrete & Morphologie Mathématique Antoine MANZANERA - ENSTA/U21S
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Géométrie Discrete & Morphologie Mathématique

Morphologie mathématique et EDP

Une transformation invariante par contraste (i.e. une transformation morphologique) doit respecter les relations
d’inclusion (= ordre) des ensembles de niveau. On montre que cela correspond a un deplacement de lignes de
niveau (i.e. frontiere des ensembles de niveau) dans la direction de leur courbure, et proportionnellement au
module du gradient. Exprimé en termes d’équations aux dérivées partielles (EDP), cela se traduit par une equation

de la forme : N 2
al = — = — 2
=|VIGleurv(1).t)| v J F a2 Tad O
o oY oxay
y 6y W A2
Lo by =21 L 0, + 1,17 _ _ i \
Avec : CUN(') div ” ” = (| |2)% et avec G(x,y) continue et croissante par rapport a x.
_|_
) ) ol ) ol
Dilatation : G(xy) =1; |~ =|v1| Erosion: G(xy) =-1; |~ =—|vI|

La courbure de | au point z est égale a I’inverse du rayon du cercle osculateur a
la courbe isophote en z, ¢’est-a-dire a la courbe de niveau :

1@ ={(xy) 1 1(xy) = 1)}
courbe isophote de valeur 1(z)

L’intérét du formalisme EDP est de fournir un cadre rigoureux aux
transformations utilisant des éléments structurants infinitésimaux, mais
également de généraliser les filtres (espaces d’échelles) morphologiques.

[Alvarez et al 92]
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Espace d’échelle, EDP et filtrage morphologique

Le filtrage morphologique peut étre exprimé dans le formalisme des
Equations aux Derivées Partielles (EDP). Ici la simplification
progressive de I’image se traduit par un phénomene de diffusion. Le
respect du principe d’invariance par changement de contraste implique
la contrainte suivante sur la forme de I’équation :

%‘ —[V1]G(curv(1),t)

avec G(x,y) continue et croissante par rapport a x.

courbe isophote
de valeur 1(z)
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L’une des équations de diffusion
invariante par changement de
contraste la plus simple dans le
formalisme EDP est la diffusion
par courbure moyenne

(G(xy) =x)

diffusion par courbure moyenne

ol
— =||VI |
po || ||curv( )
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Filtres morphologiques — Conclusion

A RETENIR POUR CE COURS :

» Concepts de base : Définition d’un filtre morphologique, Principes de construction
des difféerentes familles de filtres morphologiques.

 Ouvertures et Fermetures algébriques.
« Granulometries et analyse quantitative.

e Filtres alternées : limitation des filtres alternées duaux, filtres alternées
séquentiels, applications.

* Filtres connexes et autres applications de la reconstruction géodésique.

* Liens entre morphologie et Equations aux Dérivées Partielles : Intérét et Principe

d’unification.
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