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1. Echantillonnage et quantification

Si on note x,(¢) les valeurs prises au cours du temps ¢ par un signal analogique, 1'échantillonnage de ce dernier au
rythme d'une période d'échantillonnage 7, , revient a ne disposer, finalement, des valeurs de ce signal, qu'aux

instants multiples de 7, . Le signal (ou suite) numérique se note alors x(n )= x, (nTe ).

La premiere question qui se pose naturellement est de savoir si on n'a pas perdu de l'information en ne disposant plus

des valeurs du signal entre deux instants d'échantillonnage.

x(n)

Une autre fagon de formuler cette question serait : "est-il possible de reconstruire x,(¢) a partir des échantillons
x(n) 7" Cest 1a l'objet du théoréme de reconstruction. Tres intuitivement on peut se dire que si on était siir que le

signal "varie tres lentement”, alors entre deux instants d'échantillonnage, il ne pourrait pas faire grand-chose d'autre
que d'aller "tranquillement” d'un point a un autre. Apres formalisation on arrivera a écrire cette "variation lente" du
signal par une contrainte sur son spectre, ce qui va conduire au théoréme de 1'échantillonnage en général appelé

théoréme de Shannon.

1.1 Formalisation de l'échantillonnage

La formalisation de 1'opération d'échantillonnage est malheureusement assez délicate avec la notion mathématique
habituelle de fonction. Elle s'effectue par contre de maniére simple et concise par l'intermédiaire de la théorie des
distributions, développée par le mathématicien Laurent Schwartz!. Le processus d'échantillonnage est ainsi

représenté mathématiquement par "'action” de la distribution de Dirac §(¢) décalée de nT, sur le signal analogique

X4(t),cequisenote: < §(t —nT,), x,(t) = x,(nT,) Et on notera souvent x,(t) directement sous la forme x(n).

11.. Schwartz, "Méthodes mathématiques pour les Sciences Physiques," Ed Hermann, 1961.
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Remarque 1 : Dans la suite de ce cours on différenciera la distribution de Dirac &(r) (parfois appelée "impulsion de

I1sin=0
Dirac"), du symbole de Kronecker &(n )= {0 20’ par le fait que la distribution est un opérateur qui s'applique
sin

sur un signal et que cet opérateur dépendra d'une variable continue, ici le temps ¢, alors que le symbole de Kronecker

représente plutdt une suite numérique et aura pour argument un nombre entier 7.

Remarque 2

En électronique, 1'utilisation du peigne de Dirac pour "formaliser” 'opération d'échantillonnage d'un signal "continu"
(analogique) est assez intuitive physiquement. En effet, on peut considérer qu'un convertisseur analogique numérique

estime la moyenne du signal pendant un temps tres court. L'échantillonnage a l'instant ¢ = kT, peut ainsi étre

formalisé par l'intégrale du signal par une impulsion p.(t—kT, ) définie par :

T T
t)=1,site|—— +—
p(t) l: > 2:|

T T
t)=0,site¢|——,+—
p(t) |: 5 2:|

Ar Pr(t)
1/t

<> > t

T

1

Xq(1)
P(1-kT,)

>,
kT,

Echantillonner le signal a l'instant ¢ = kT, revient alors a calculer :
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kTe+E
+oo ] 2
[ peti=kT, Jxq (1)t = [xq(t)at
- kT,
2
d'apres le théoreme de la moyenne, on peut dire que :
kn+§
T 71
! fxa(t)dt =x,(kT, +€) avec €€ [——,_}
R 2’2
kT, —
2

des lors, en faisant tendre T vers 0, il vient :

+oo A+
lim jpt(t—kTe )X (1)dt =x,(kT, )= x(k )= Jx(t)ﬁ(t—kTe)
1:—)0_oc

—oo

On retrouve ainsi la définition de la distribution de Dirac.

Finalement, 1'opération globale d'échantillonnage peut étre formalisée en introduisant un signal "analogique" fictif

Xe (t) qui est nul presque partout et égal a x,(t) pour ¢t = nT, . En introduisant alors le peigne de Dirac :

~+oo
wr ()= Y 8(t—nT,) (1.)

n=—co

Le signal échantillonné s'écrit comme l'application de ce peigne wr, (¢) au signal x,(t) :

X (6)= x4 ()wr (1) (2.)
~+oo
ou encore : x, ()= x, ()8t —nT,) (3.)

Note : on peut aussi rencontrer le forme suivante :

i t
x,(t)= > x(n)S(T——nj (4.)

e

Nn=—o0

1.2 Périodisation du spectre

L'analyse du spectre du signal échantillonné fait appel aux propriétés de la Transformée de Fourier () des

distributions. On doit alors partir de 1'écriture du signal échantillonné :
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X (6)= x4 ()wr (1) (5.)
dont la Transformée de Fourier conduit a :
Xo( £)=Fla, (0)=Flo, (Vwr (0))=F e, ()= Flwy ()= X o £ )= Flwg, (1)) (6.)

11 apparait donc que le spectre du signal échantillonné est égal au spectre du signal analogique convolué par la

Transformée de Fourier du peigne de Dirac : T(WTE (t )).

Or on peut montrer? que cette Transformée de Fourier est, elle-méme, un peigne de Dirac : }?(WTe (t)): Wr ( f).La

démonstration (non présentée dans ce cours) procede en deux étapes, on démontre d'abord que :

oo
EF(WTe (t))z Ze—JZﬂf nT, (7.)
n=—oo
puis que :
+o00 . e
ZE—JZthnTe :i Z S[f_iJ (8.)
n=—oo Te n=—oo Te
Remarque 3 :

Les résultats sur la Transformée de Fourier du peigne de Dirac peuvent étre approximativement "retrouvés" par

I'approche suivante :

o . . o . . . I
On considere la fonction u( ¢ ) constituée par la suite d'impulsions p.(t) de largeur T et d'amplitude —, séparées
T

par la durée 7, :

~+oo
u(t)= 3 pg(t—kT,)
k=—oo

2 E. Roubine, "Introduction 2 la théorie de la communication, " Ed. Masson, pieme ed., 1979.
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Ar u(t)
1/t Te
<> 't
T

La Transformée de Fourier de 1'impulsion élémentaire p.(¢)donne :

+°° .
354{!71(1)}= pr(t)e_jznftdtzw
T

—oo

La Transformée de Fourier de la suite d'impulsions u(¢) conduit alors a :

o oo . ) oo oo . . 400 . . .
Flue)}= | k_Zip(t—kTe )e‘ﬂ“f’dt=k_z [ip(t=kT, )e‘ﬂ“f’dt=k_ze‘12"f”e %}Zﬂ)

En faisant alors tendre T vers 0, il vient :
Foo .
lim ?f‘ {u(t)} — Z e*]ZﬂfkTe
T—-0 k=—co
Pour la deuxieme propriété, on peut introduire la fonction U (f) définie par :
& _jmfAT
Ucf)= e’ ¢

k=—o0

Grace aux bornes infinies de cette sommation on peut écrire :
—j2n f T,
ey )=u(s)
d'otr :

(=271 T )u(py=0

. k .
U( f ) ne peut donc étre non nulle qu'aux abscisses du type f = 7 on peut donc écrire :
e

toe k
ucf)= Y OﬂkS[f—T—j

k=—o0 e
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Or toujours grace aux bornes infinies, on peut remarquer que :

k
U(f)—U[fJFEJ

Des lors en appliquant U( f ) a une fonction ¢( f ) élémentaire on pourra montrer tous les termes o, sont égaux

1
entre eux et valent — .
e

En utilisant I'équation (6), il vient que le spectre du signal échantillonné X , (f) s'écrit donc de la maniére suivante.
Signal en temporel : x, (t) = x,(t). wr, (t)

Signal en fréquentiel : X, (f) = X, (f) * Wr,(f)
Done : X, (f) = Xa(f) * - ZA20 8 (f ~ 1)
Do Xo(f) = - Th%w X (f ~ 1)

Xe(f) = 3 TiZw Xo(f = 1F) (9.)

x4(t) X, (P

t ™~ ]

x (nT,) X,
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11 apparait donc que I'échantillonnage temporel d'un signal analogique conduit a un signal numérique dont le spectre
est la périodisation du spectre d'origine du signal analogique. Cette propriété est tres importante et va étre a l'origine
de la démonstration du théoreme de reconstruction. Cependant elle est assez abstraite, car elle a demandé un passage

par les distributions pour étre établie. On peut en proposer une version "imagée" suivante.

Considérons ainsi le cas tres simple d'un signal :
X, ()= cos(27t fo t) (10.)

Le spectre de ce signal est alors égal a :

X, (H)==[8(F = fo)+3(f + fo )l (11.)

1
2

Ce qui peut s'interpréter comme le fait que le signal est en fait constitué de la somme de deux fréquences a f, et

I . .
—fo> cos(anOt) = 2 (ej 2ol 1 =i 2Mo! ) Ce qui se représente graphiquement par le spectre suivant :

IX.(H)!
1172
- fo o
Le signal échantillonné va s'écrire :
x,(nT,)=cos(2n f, nT,) (12.)
et son spectre :
1 = n n
X =— S f—fo——|+9 f+fo—— 13.
e (f) o, n—_w{ [f fo Tej [f fo TeJ:l ( )

Ce qui sera représenté par :
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X, (P

NP I O

[ .
_Fe_fO —Fe_Fe+f0 -fb fO Fei.f() Fe Fe"’f()

Considérons le cas numérique suivant : f, =1 Hz et F, =10 Hz, le signal échantillonné a alors 1'allure suivante

(attention c'est un sinus qui est représent€ ici et non un cosinus) :

signal échantillonné, f0=1Hz, Fe=10Hz
1 T T T T T

amplitude

temps

La périodisation nous dit que le spectre de ce signal numérique possede une raiea f'=F, — fy =10—-1=9 Hz et
uneraiea f''=F,+ fy=10+1=11 Hz . Sion trace le signal temporel x,(t) =sin(2n f'nT,) toujours avec
F, =10 Hz , on obtient :

signal échantillonné, f0=9Hz, Fe=10Hz
1 T T T T T T T T T

amplitude
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On remarque donc que 1'on obtient exactement les mémes échantillons. Si I'on trace les signaux analogiques sur ces

points numériques, il vient :

signal échantillonné, f0=1Hz, Fe=10Hz
1 T T T T

amplitude

Et pour le signal 2 9 Hz :

signal échantillonné, f0=9Hz, Fe=10Hz

amplitude

temps

On peut donc interpréter la périodisation dans le domaine fréquentiel par le fait que tous les signaux analogiques se
trouvant a des fréquences du type f = f, £ kF,, donneraient, s'ils étaient échantillonnés a F,, les mémes

échantillons temporels. On congoit donc qu'a partir d'un signal numérique, il faudra une condition supplémentaire sur

le signal analogique d'origine, pour pouvoir le reconstruire et lever cette ambiguité.
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1.3 Le théoreme de reconstruction

L'échantillonnage a introduit une périodicité du spectre. Pour reconstituer le signal d'origine on peut "travailler" dans
le domaine spectral pour retrouver le spectre du signal analogique. Il ne restera plus alors qu'a effectuer une

transformation de Fourier inverse pour reconstituer le signal analogique temporel.

Dans le domaine spectral, il suffit simplement de supprimer les bandes images du signal numérique. En introduisant

un filtre idéal H(f), dont la fonction de transfert est définie par :

H(f)= fe —F——e
_F , pour P

e

2
H(f)—O pOllI‘f@ —_— <
’ 2 2

X.()

\H(f)I

N AN AN AT

| |
F, -FJ/2 F./2 F,

Le signal X,( ) en sortie d'un tel filtre sera défini par le produit de convolution du signal x,(7) par la réponse

impulsionnelle A(t) du filtre H(f) . Développons cette réponse impulsionnelle h(t) :

tee F,/2 )
/’l(t):i JH(f)e+j2nftdf zi J' e+]2ﬂtftdf =M
Fo -, F, F.2 nF,t
On a donc :

dr (14.)

LT R sin tF, (£ — 1)
X, ()= f { > x,(0d(t—nT, ):lm

—oo| n=—c
ce qui peut encore s'écrire :

sin F, (1 —nT,)

oo
£ = 2xe )= )
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On constate donc que la valeur X,(¢) du signal analogique, pour un instant quelconque ¢ n'appartenant pas a la

"grille d'échantillonnage temporel” (kTe ) , peut étre obtenue par interpolation des valeurs du signal sur la

k entier

grille d'échantillonnage. Mais ceci a condition que le raisonnement qui a été proposé dans le domaine spectral soit
possible. Pour cela il faut donc s'assurer que I'on peut reconstituer le spectre du signal analogique en filtrant le

spectre du signal numérique. Cette condition est vérifiée si et seulement si le spectre d'origine ne contient pas de
composantes aux fréquences supérieures ou égales a -5 Si ce n'est pas le cas, les bandes images se chevauchent,

on dit alors qu'il y a repliement de spectre et le signal reconstitué X, (¢ ) est différent du signal d'origine.

X ()

| H(f)| Zone de recouvrement

N AN L ARG A /

-FJ/2 FJ/2

On aboutit finalement au théoreme de 1'échantillonnage ou théoréme de Shannon :

Théoréme de l'échantillonnage en bande de base : Un signal qui ne comporte pas de composantes a des fréquences

supérieures ou égales a une valeur f,, . estentierement déterminé par la suite de ses valeurs a des instants

LT fo 1 . _ N e
régulierement espacés d'une durée T, = a condition d'avoir F, >2 f_

R
Fe

Le raisonnement qui a été mené pour un signal en bande de base, peut étre conduit pour un signal dont le spectre se
trouverait localisé autour d'un fréquence haute f) .

X, ()]
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On peut alors énoncer le théoreme suivant :

Théoréme de l'échantillonnage en bande transposée : Un signal qui occupe une bande de fréquence de largeur B

peut-étre entierement déterminé par la suite de ses valeurs a des instants régulierement espacés d'une durée T, = R
e

a condition d'avoir F, >2 B

On distingue alors deux cas possibles, le premier appelé suréchantillonnage qui correspond au cas ou F, > 2B et

F, > fp, c'est le cas représenté sur la figure ci-dessous :

IX.()

LH(f)!

Le deuxieme cas correspond au sous-échantillonnage pour lequel on F, >2B et F, < f,. Ce cas plus difficile a

analyser sera étudié en exercices dirigés.
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1.4 Quantification

Dans une chaine de traitement numérique du signal, I'échantillonnage est en général suivi par une opération de

quantification. La quantification est I'approximation de chaque valeur du signal x,(¢) par un multiple entier d'une
quantité notée ¢ et appelée "pas de quantification". Si g est constant quelle que soit I'amplitude du signal, la

quantification est dite uniforme.

Te 2Te 3Te 4Te

Le signal quantifié x(¢) differe du signal d'origine x,(7) par un terme d'erreur e(¢) qui va s'exprimer par :
xa(t)zxq(t)—i-e(t) (16.)

Ce terme d'erreur e(t) est appelé bruit de quantification.

Si l'on fait abstraction de 1'échantillonnage temporel, on peut admettre que ce signal d'erreur est en fait une variable

aléatoire uniformément répartie entre —% et % - La puissance Pp, de ce bruit de quantification est alors égale a :

+g
2 1 5
Py = [ —x’dx (17.)
q4
2
L'intégrale donne alors :
612
Pn =21 (18.)
B2
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En général on considere que ce bruit de quantification est un signal aléatoire blanc (voir chapitre sur les signaux
aléatoires). On calcule alors le rapport signal sur bruit de quantification. Il s'agit du ratio entre la puissance du signal
utile sur la puissance du bruit de quantifications. En notant G}Z{ la puissance du signal utile et 65 la puissance du

2

. e L L oo c
bruit de quantification (05 = Pp, des équations précédentes), alors le rapport s'écrit 1" = —)2‘ . Ce rapport est souvent

G,

exprimé en décibel a travers l'expression I'yp =1 OIog(F )

L'optimisation d'une étape d'échantillonnage réside alors dans la capacité, a €tre capable de pouvoir quantifier les
valeurs maximales de 'amplitude d'un signal, tout en conservant une "finesse" de quantification pour les faibles

valeurs du signal.

Pour un convertisseur analogique numérique CAN (analog to digital converter: ADC) de b bits "travaillant" entre

+A/2 et —A/2, le pas de quantification g est égal a g = ib . (la plage de variation A, divisée par le nombre maximal
2

représentable avec b bits, soit donc AD)

2

On rappelle que la puissance du bruit de quantification est égale a % En remplacant q par sa valeur, le rapport

signal sur bruit de quantification I" est alors donné par :

1262220
Lap :1010810(1:—2

En développant cette équation on obtient :

(S}

Ox

I'=6.02b+201og,, +10.8

. . . RN . . [ A .
Exemple : Pour un signal gaussien dont la valeur créte serait limitée a 4 G)ZC , on obtiendrait : 4 G)Zc < > ce qui

A

donnerait au mieux 4

sé d'ott Typ <6.026-7.27 .

(exemple : 16 bits > 89 dB, 14 bits > 77 dB, 12 bits > 65 dB)
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2. Les Transformées
2.1 Transformée de Fourier Discrete
2.1.1 Définition

A partir d'un échantillon de N valeurs du signal numérique: {x(nTe )}n {0.1,2,..,N~1} » O Peut définir une

+oo
correspondance entre la Transformée de Fourier "analogique" X (f)= Jx(t)e_J 2 gt et son expression discrete qui

—oo

+oo . .
pourrait s'écrire X (f)= T, Z x(nTe )™ 2%nTe . 11 g'en suit alors immédiatement une discussion sur la convergence

n=—oo

de cette sommation. On peut alors diviser cette transformée discrete par la durée sur laquelle elle est calculée, on

"o

passe ainsi d'une notion "d'énergie" a une notion "de puissance". On arrive ainsi a une écriture du type

X(f)= lim T, Z (nTe )e_j e Cependant en pratique on ne dispose en général que d'un nombre fini
N NI, = "N )2

d'échantillons, la Transformée de Fourier Discrete (TFD) du signal numérique est donc définie par :

x(f)=

Ji N—
2 o as.)

On notera que 1'on a aussi "recentré" les N échantillons entre les indices 0 et N-1 pour éviter d'utiliser la notion de
temps négatif. Ces questions de normalisation de la sommation n'ont en général pas une grande importance a moins

que I'on ne souhaite absolument faire une correspondance rigoureuse entre le temps continu et le temps discret.

Le calcul de la TFD peut étre réalisé pour n'importe quelle valeur de la variable de fréquence f. On peut donc obtenir

un spectre X( f ) défini pour f variant de maniére continue. Ce spectre X( f ) peut alors étre "échantillonné" au

rythme —& . On obtient ainsi N valeurs équiréparties de 0 a F, .
N e

X(kFeJZ% x(nTe)e N (20.)

D'apres le théoreme de reconstruction évoqué précédemment, on sait que les valeurs de X( f ) aux fréquences f se

déduisent de ces N valeurs par interpolation. L'équation d'interpolation est donnée par :

(1) S“{’{é"‘ﬁ

X(fHr=2 X N 7
nFe—

(21.)
k=—oo
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On définit aussi la Transformée de Fourier Inverse (TFI) :

. _kn
x(nTe):NZ_:IX KE ) 1y (22.)
k= \N
2.1.2 Egalité de Parseval
On montre que :
7 N-1 , NI (kR )P
AN P S x( ] (23.)
N n=0 n= N
Pour cela, il suffit d'écrire :
i N-1 P 1 N-1 .
_Z;)|xe(”Tex =W Oxe(nTe)xe(”Te) (24.)
n= n=i
7 N=1 , 1 Nl N=I  (kF. ) —j2n
—Z|xe(nTe] =— Y x,(nT,)> X ( e]e N (25.)
n=0 N n=0 k=0 N
7 N-I , N=I (kR 1 N —jon®
A R R A 6.
n=0 k=0 n=0
7 N=I , NIl (kR
~ 2l T )" = X |X (Ne] (27.)
n=0 k=0

2.1.3 Interprétation au sens des moindres carrés
Si on considére un signal x,(nT,), on peut essayer de le prédire au mieux par une exponentielle complexe du type

Ael (2n f T, +¢) . Pour identifier les trois parametres A, f,¢@ de l'exponentielle, on peut chercher a minimiser

I'erreur quadratique entre le signal et I'exponentielle. On doit donc minimiser I'expression suivante :

N-1

Min Z:‘Aej(znfnTeJr(p)—x(nTeX2 (28.)
AL 1
N-1 . )
Min Z (A2 +x2 (nTe)—ZA.Re{x(nTe )e—](an nTe+(P)}) (29.)
AS9 y=0
, N g N-d ion faTro)
Min| N.A® + Z by (nTe)—ZNA.Re e I — Z x(nTe)e jenfnl+e (30.)
Aafs(p n=0 N n=0

22/131



Ecole Nationale Supérieure de Techniques Avancées

On voit donc apparaitre la Transformée de Fourier discréte au niveau du troisieme terme de cette somme. Si on note

cette derniére sous la forme :

N-
:iz nT)e J2nfnT, _peﬂ) (31.)
N n=0
I'équation a minimiser devient :
Min| N.A? + Z 2(nT,)-2NAp cos(d— ) (32.)
Af.9 n=0

Ce terme est positif et sera donc minimal lorsque 2NA.p cos((b - (p) sera maximal. Il faut donc choisir f qui maximise

le module p de la Transformée de Fourier et @ =¢.

11 ne reste plus alors qu'a maximiser en fonction de A :

N-1
Mm(NA2+ 3 X2 (nT, )—ZNA.pmaxj (33.)
n=0

En annulant alors la dérivée en fonction de A, il vient :

2.NA-2Np p.x =0 (34.)
D'ou Azpmax

I1 apparait en définitive que le triplet A, f, ¢ s'obtient simplement en considérant la maximisation sur f du module de
la Transformée de Fourier discréte du signal x,(nT,). Le module de la Transformée a cette fréquence f donne la

valeur de A et 1a phase de la Transformée cette fréquence f donne ¢ .

2.2 Transformée de Fourier Rapide (FFT)

Si on choisit une formalisation matricielle de la Transformée de Fourier discrete et en se placant dans le cas ou elle

kF,
est calculée pour N valeurs aux fréquence f =—=<

d'échantillons temporels :
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X(O.Fe J
x(O.Te ) X N
X(] e . X] . X ].Fe
que l'on notera plus simplement .|, aun vecteur fréquentiel N que l'on
{(N-DT,) XN (N=I).F,
x| e
N
X
. X . 1 -jamE
notera plus simplement . au moyen d'une matrice de passage P = N Pum avec p,,, =e N
XN-1
X )
X b
lol=p ] (35.)
XN-1 XN-1
En introduisant la racine n®™ de I'unité :
2T
L
W=e N (36.)
L’équation matricielle précédente s'écrit :
XO 1 1 1 N 1 X0
Xp | fw w2 .. owhH X
X, |=—|1 w? wt o wEED X (37.)
NI, : : :
Xy ; wN-l w2N=D .y (N=D(N-D) Xy

Lorsque le nombre N est une puissance de 2, (N =2k ) alors il est possible de mettre a profit certaines particularités

de la matrice de passage pour éviter de devoir effectuer les N 2 multiplications que demanderait le produit matriciel

direct.

Dans un tel cas de figure, on décompose le vecteur d'échantillons temporels en un vecteur comportant les
échantillons d'indice pairs et un vecteur comportant les échantillons d'indice impairs afin d'obtenir les Y premieres

valeurs du vecteur fréquentiel.
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Xy 1 1
X, w?
X, |=L|;  w
N : : :
Xnj2.1 ] Wz(zv/z-z) WHWN/2-1)
1 1
w w3
o A

1
w?
wlo

Wzv'/z-z Ws(&/z-z) W5(1§//2-1)

1 X
WZ(N/Z-]) X
W4(N/2-1) Xy

WZ(N/Z:J)(N/Z-I) XZ(W

wN-1)(N/2-1) x...

N/2-1)

(38.)
1 X]
WN71 Xj)
Wz(zv-z) X5

N-I

En désignant par Ty ,, la matrice qui vient en facteur du vecteur colonne des éléments d'indice pair et en

décomposant la matrice facteur du vecteur des éléments d'indice impair en un produit d'une matrice diagonale par la

matrice Ty, , on obtient :

Xo Xp
Xy X2
1
X =—T, X, +
S C
XNj2-1 X2(N/2-1)

=z |~
S o o o~

S o o =F o

Pour les N/2 derniers termes du vecteur fréquentiel, on obtient en utilisant la propriété W N-p:

XN/2 *0
XNj2+1 %)
Xnj2e2 | =5 Inj2 X4

XN.1 *2(N/2-1)

= |~
S S S S~

S S o =T o

0 0 Xg

0 0 X3

0 0 Tnja| x5 (39.)
. 0 .

o w2z Xy

0 0 X;

0 0 X3

0 0 Tnj2| x5 (40.)
‘. 0 :

o wW/z1) Py

Il apparait ainsi que le calcul de X etde X/, meten ceuvre les mémes calculs 4 un changement de signe pres.

Ce calcul peut étre représenté par le diagramme suivant :
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2 ligne k ‘< )
N2 Xy | ® g e » _|_ X,

ligne k

Z

8]

‘l'l>< W
X

<

) 4
(l)

e

S

R

Il apparait alors que le calcul d'une Transformée de Fourier d'ordre N revient au calcul de deux Transformées d'ordre
N/2 auquel s'ajoutent N/2 multiplications complexes. En itérant ce principe on "descend" jusqu'aux Transformées

de Fourier sur deux valeurs, qui s'effectuent au moyen de la matrice :

T, = ! ! (41.)
270 - :

En énumérant toutes les multiplications a effectuer on constate finalement que 1'algorithme de la Transformée de

Fourier Rapide (TFR ou FFT en anglais pour Fast Fourier Transform (Cooley and Tuckey 1965)) qui vient d'étre

développé va demander N log, (N ) multiplications au lieu des N 2 multiplications du calcul direct.

Note : L introduction du facteur 7/ N peut se faire a chaque étape en divisant les résultats des additions et

soustractions effectuées dans chaque croisillon par V2.

Exemple : FFT d'ordre 8

Une FFT d’ordre § aura pour diagramme :

111 1] x

L4 -1 j||x | Glgnek _ - X
-1 11| x, + K
gl x

0<k<3

111 1] x

Lo -1 j|| x ligne k A

-1 11| x X ) > — X,
1j 15| x

- - WE
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On voit d’apres le contenu de T; que I’on a intérét a regrouper x, avec x4, X, avec Xg ,etde méme x; avec xs,
et x3 avec x;.Le diagramme a alors la forme suivante (les ronds noirs représentent I’opération d’addition, les traits

épais identifient le terme soustrait) :

2%

(3]

i

sz =
R oI < e

W2

e

1N K
R R

w2 w3

On constate dans ce diagramme la présence de 4 “papillons FFT” d’ordre 2, 2 “papillons FFT” d’ordre 4 et 1
“papillon FFT” d’ordre 8.

De plus, alors que les termes X; apparaissent “dans 1’ordre”, I’ordre des x; a été modifié. Cette modification

appelée renversement digital, consiste a inverser la représentation binaire des indices des x; avant chaque calcul de

FFT.
x, 000 e— —e 000 x,
x, 001 e— —e 100 x,
x, 010 e —e 010 x,
x, 011 e— renversement |_¢ 110 X,
x, 100 &4 djgitas ~ —® 001 x
x; 101 e —e 101 X
x, 110 o— —e 011 x,
x, 111 e —e 111 x,

Transformée 2 D : X (f;. f2) = [[x(t;.15)e " /111772 22 gy
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2.3 Transformée en Z

De la méme maniere que la transformée de Laplace est I'outil fondamental pour I'analyse des systémes continus, la

transformée en Z est 'outil d'analyse pour les systemes discrets.

On rappelle que la transformée en Z d'une suite x(n) est définie pour R; <Z < R, par l'expression:

T(Z) n=+oo
x(n) = X(Z)= Y, x(mZ™" (42.)
n=—oo

En considérant l'expression de la Transformée de Fourier discrete :

TFD n=+oo i T
x(n) = X(f)=T, Y x(nT,)e I*"/ L (43.)

n=—co
Le passage de la transformée en Z a la Transformée de Fourier est immédiat:

X(2),_ iomsm =X(f) (44.)
(Ceci en faisant abstraction du terme de normalisation 7, que l'on consideére égal a 1)

Ainsi I'analyse d'un systeme discret se fera en général au moyen de la transformée en Z, le passage en Fourier étant

immeédiat si nécessaire.
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3. Filtrage Numérique

3.1 Les systemes linéaires discrets invariants dans le temps

3.1.1 Définition

Un systeéme est discret, si a la suite d'entrée discrete x(n) correspond une suite de sortie discrete y(n).

x(n) y(n)

Systéme Discret

Un systéme est linéaire, si a la suite x,(n) + a x, (n) correspond la suite y, (n) + ay,(n).

x;(n) +a xy(n)
—

yi(n) +a yy(n)

Systéeme Linéaire
—>

Un systeme est invariant dans le temps, si a la suite x(n-m) correspond la suite y(n-m).

x(n-m) y(n-m)

Systeme Invariant

0)=1
Dés lors si §(n) est la suite unitaire 0) , alors toute suite x(n) peut s'écrire:
&n)=0 VYn=#0
m=+oo
x(n)= Zx(m)S(n—m)
m=—oo

si h(n) est la réponse d'un systeme discret linéaire et invariant dans le temps a la suite & n) alors :

m=-+oo m=-+oo
x(n) = y(n) = Z x(m)h(n—m) = z h(m)x(n—m)

on reconnait alors une équation de convolution:

(45.)

(46.)
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y(n) = h(n) * x(n) (47.)

Ainsi des qu'un systeme peut étre considéré comme linéaire, discret et invariant dans le temps, il en découle qu'il est :

1) régi par une équation de convolution

2) entierement déterminé par la réponse h(n) qu'il fournit lorsqu'il est excité par la suite impulsionnelle &(n)

. Cette suite h(n) constituant la réponse impulsionnelle du systéme.

3.1.2 Conditions de stabilité

Un systéme discret, linéaire et invariant dans le temps (SLIT) est stable si a toute suite d'entrée bornée correspond

une suite de sortie bornée.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un systeme soit stable est que la somme des valeurs absolues de sa
réponse impulsionnelle soit bornée.
m=+oo
> |hm)| < +eo (48.)
m=—co

Preuve de la condition nécessaire :

Soit x(n) la suite d'entrée bornée définie par : x(—n )= sgn(h( n )) alors, par définition de I'équation de convolution

m=+oo m=+oo
régissant le systeme, y(0)= Z |h( m )| .Doncsi y(0)= Z |h( m )| n'est pas <o la suite de sortie n'est pas bornée
m=—oo m=—oo

et la condition de stabilité n'est pas respectée.

Preuve de la condition suffisante :

Soit x(n) une suite d'entrée bornée, c'est a dire:
VnAM /|x(n )| < M

alors:

m=-oo m=-oo
|y(n)|£ Z |h(m)||x(n—m)|£ Z|h(m)|M (49.)

m=—co m=—co
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m=-+oo
et si Z |h(m )| < oo , la suite y(n) est alors bornée.
m=—co

3.2 Fonctions propres des systémes linéaires invariants dans le temps

On applique a 'entrée d'un systéme linéaire discret invariant dans le temps de réponse impulsionnelle A(n ) le signal

numérique complexe de fréquence f :

x(n)= e/?™/"1e On cherche la réponse temporelle y(n) du systeme :

i . .
Yn)=h(n)*x(n)=Y h(m)el TSI (50.)
k=—c0
on peut alors écrire :
R . . . .
y(n)= zh(m)e—]ZthmTe e]2ﬂ',fnTe (51.)
k:—oo
Oou encore .
Y(n)=H( f )™ e = H( f)x(n) (52.)
avec
+oo s
H(f)= Y h(m)e J2m e (53.)
k=—c0

H( f ) estun coefficient scalaire complexe indépendant de n (c'est-a-dire du temps) mais qui dépend de la fréquence
f- H( f) représente la réponse en fréquence du filtre. (C'est la Transformée de Fourier de la réponse

impulsionnelle).

Les signaux d'entrée x(n) qui donnent en sortie des signaux y(n )= H( f )x(n) sont appelés les fonctions propres

j2m faT. jouissent de cette propriété. Pour un signal x(n )

du systeme. Seules les exponentielles complexes e
quelconque, la réponse temporelle y(n ) ne peut s'obtenir que par convolution avec h(n) a moins de pouvoir

é x(n u i s ui revient a l'expri .
décomposer en une somme de fonctions propres, ce revient a 1'exprimer par son spectre

3.3 Systémes linéaires invariants dans le temps régis par une équation aux
différences
Parmi les systemes linéaires discrets invariants dans le temps, les systemes définis par une équation aux différences

sont les plus intéressants car ils modélisent un grand nombre de systeémes naturels. Un systeme de ce type, ou filtre

numérique, est défini par la relation suivante:
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N M
yn)=Y ax(n—i)+ Y bjy(n-j)

i=0

j=1
x(n) Systeme Différences y(n)
La transformée en Z de cette équation donne :
nteo N . n=too . M . n=+oo .
Y vz =Y az Y-z "+ 3527 3 yn-z"D
n=—oo i=0 n=—oco j=1 N=—o0

d'ou :

N A M .
Y(Z)=) ;27 X(Z)+ ) b;Z7'Y(Z)
i=0 j=I

ce qui donne la fonction de transfert du systeme :

% ,
aiZ_l
H(Z) = Y(Z) __i=0
X(2) M —j
1-2b;Z
j=1

La fonction de transfert est donc constituée d'un polyndme en Z~" au numérateur sur un autre polynéme en Z~/ au

dénominateur. IlIs peuvent tous les deux étre exprimés en fonction de leurs racines :

N
2 Y =1 (1_ 7t =1
gy =0 _ ol

M
-1
Mz, (1-pjz=1)(1-P;z71)

A partir de cette expression de la fonction de transfert, une représentation des poles et des z€ros sur le cercle unité

(58.)

s'avere tres utile pour caractériser le comportement spectral du systeme. Comme il a été rappelé brievement au

paragraphe précédent, il est possible d'obtenir la fonction de transfert spectrale de ce systéeme en remplacant Z par
/2 f L

, Z peut donc étre vue comme la coordonnée d'un point sur le cercle unité. Z; sera la coordonnée d'un zéro

de transmission dans le plan complexe et P; d'un pole dans le plan complexe.

N
z MZ,MZ;

IH(P)| ===
2 D MD*
7o MP, M

un ratio de produits de distances.

Si on prend I’exemple d’un filtre d’ordre 2 (N = M = 2), la fonction de transfert s'exprime alors simplement comme

11— 2,271 - 2527
H(2)| = - s
1= Poz 1|1 Ry 2]
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Ou encore :

|Z — Z,l1Z — Z;]

|H(Z)| = 17— 5
1Z = Pol|Z = F; |

En introduisant le point M situé a la coordonnée Z et en confondant des points Z, et P, avec leurs coordonnées, on

obtient :
_ Wz iz
IHOI = S5 (59.)
axe imaginaire LH(f)I
=025 zZ
/=0
f=05 axe réel
u)pj U)Zi

3.4 Filtres a réponse impulsionnelle finie (RIF)

Un filtre a réponse impulsionnelle finie est un systéme linéaire discret invariant dans le temps, régi par une équation

aux différences, pour lequel 1'échantillon de sortie y(n) ne dépend que d'un certain nombre d'échantillons d'entrée

x(n).

N
y(n)=Y a;x(n—i) (60.)
=0

Exemple 1 :

Soit le filtre défini par I'équation suivante:
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1 1
n = —xn) + —x(n—1 (61.)
y(n) P (n) > (n=1)
L'étude de ce filtre peut étre réalisée au moyen de la transformée en Z:

Y(Z) = é(X(Z)+ z71x(z)) (62.)
dotr:

1 _
H(Z) =+ 7 ! (63.)

1
2
Le comportement fréquentiel du filtre s'obtient alors en remplagant Z par YRR
H(F) =2 (140727 L)
2
1 o R R
:Ee—ﬂtf Te(em /T 4 omim S T
= ML cos(Tc f Te)
Il s'agit finalement d'un filtre passe bas dont le module de la fonction de transfert suit une courbe en cosinus et dont

le déphasage est linéaire en fonction de la fréquence. Ce déphasage est équivalent a retard 7=—-%.

module de H(f)
o o o o o o o o
N w S L5 (=] ~ @ ©
T T T T

o

=)

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
fréquence

o
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Exemple 2 :

Soit le filtre défini par I'équation suivante:
1 1 1
n =—xmn + —xn-0) + —x(n-2
y(n) p) (n) > (n=1) p, (n=-2)
L'étude de ce filtre peut étre réalisée au moyen de la transformée en Z:

_ 1 1, 1,2
Y(2) = L XD+ 27X D+ 27 XD)

H(Z)=§+éZ_1 +§Z‘2

. . ! s 2
Le comportement fréquentiel du filtre s'obtient en remplagant Z par e’ jﬂ’:

1(1 —jenfr, 1 —'475ij
H(f)==—|=+¢"’ e +—e/ e
) 75 S ¢

_ L jony 7;(1+§ej2nf7; L1

o-i2nf Tj
2 2

I _jiomrr
= P2n ST (14 cos2m f T,)

11 s'agit encore d'un filtre passe bas dont le module de la fonction de transfert suit une courbe en cosinus surélevé et

dont le déphasage est linéaire en fonction de la fréquence. Ce déphasage est équivalent aretard 7=171,.

. |HO|
09 |
08
07 L
06 —+
05 |
04 |
03 —+
02 |

01 4

05 1

Dans ces deux exemples il est apparu qu'il était facile d'obtenir la fonction de transfert spectrale d'un filtre numérique
a partir de 1'équation temporelle régissant ce filtre. Bien entendu, c'est essentiellement l'approche inverse, consistant a
trouver 1'équation de filtrage qui satisfait a un gabarit fréquentiel donné, qui est la plus importante. On parle alors de

synthese de filtre numérique. Avant de présenter ces techniques de synthese, il est important de remarquer, que dans
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les deux exemples présentés, les filtres décrits avaient un déphasage linéaire en fonction de la fréquence. 1l s'agit
d'une propriété particuliere des filtres numériques, qui a une importance capitale dans les applications ol la phase du

signal traité est porteuse d'informations.
3.4.1 Propriété de phase linéaire

Si I'on se place dans le cas ot 1'on recherche un filtre dont la fonction de transfert est du type :
H(f)=R(f)e 7P

expression dans laquelle R(f) est une fonction réelle de f qui représente le gain du filtre en fonction de la fréquence et
ol (p( f ) =27 f 7 estune fonction réelle de f qui représente un terme de déphasage linéaire en fonction de la

fréquence, alors on peut exprimer la réponse impulsionnelle d'un tel filtre au moyen de la Transformée de Fourier

inverse de H(f) et on obtient :
+oo _
W)= [R(f)e/?™ Daf
en décomposant R(f) en une partie paire et une partie impaire:

R(f)=P(f)+I(f)

il vient:
+o0 +o0
h(t+7) =2 [ P(f)cos2m f t)df +2j [ 1(f)sin(2x f 0)df
0 0
si on se restreint a des filtres h(t) réels, il vient:
+o0
h(t+1)=2 .[ P(f)cos(2m f t)df =h(Tt—1)

0

h(t) est donc symétrique par rapport a t =T.

Ainsi tout filtre a réponse impulsionnelle symétrique réel est a phase linéaire.

Le retard équivalent au déphasage est fonction de 'ordre du filtre.

Un filtre RIF symétrique réel a 2p+1 coefficients entraine un retard T = pTe

Un filtre RIF symétrique réel a 2p coefficients entraine un retard T = (p-1/2)Te
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preuve :

Un filtre RIF symétrique réel a 2p+1 coefficients entraine un retard T= pTe

La fonction de transfert d'un tel filtre s'écrit:

2p .
H(f) =Y h(nye /20 e
n=0

Le filtre étant symétrique, on a :

Vn>p, h(n)=h(p—(n—p))=h(2p-n)

n-p n-p

2p-n p-1 p p+l n

en factorisant e 2%/ T dans I'expression de H(f), il vient :

p—1 2p
H(f)= (/l(p)+ Zh(n)e—ﬂ“ f=pT, | Zh(n)e_jzn f (n—P)EJe—jZTE fpT,
n=0 n=p+1

or du fait de la symétrie du filtre : h(n) =h(2p—n), d'ow:

2[7 2[7
D h(mye 2R mPTe =N p(2p —pye IS ()T
n=p+1 n=p+I

en effectuant le changement de variable: i = 2p—n ce terme devient égal a:
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0
Zh(i)e_jzn f(p—DT,

i=p—1
d'ou :
p=1 p—1
H(f) =| h(p)+ X h(n)e ™2™ (=P 13" hp)et2m f (=PI | p=j27 f T
n=0 n=0
ou encore :
p—1 _
H(f)=|h(p)+2 Zh(n) cos(2m f (n— p)T, e 2T S DL
n=0

= R(f)e_jZTE I avect= pT,

La démonstration pour le cas du filtre a 2p coefficients est identique.

3.4.2 Synthese des filtres a réponse impulsionnelle finie

La synthese des filtres numériques est un domaine qui a donné lieu a de nombreuses publications et recherches.
Seules la base des principales méthodes est exposée dans ce chapitre. La bibliographie fournie en annexe comporte

les développements complets sur ce sujet.

La méthode la plus directe pour synthétiser le filtre numérique qui correspond a un gabarit fréquentiel donné consiste
simplement a échantillonner ce gabarit dans le plan des fréquences et a calculer la Transformée de Fourier inverse
de ce gabarit échantillonné. En 1'absence de gabarit de phase la méthode la plus simple consiste a considérer que

cette derniere est linéaire en fonction de la fréquence.

échantillonnage du gabarit idéal

>
N
>

on a alors les valeurs de:
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kF,
H (Tej pour k =0 — N -1, d'ot1 par Transformée de Fourier inverse:

jem ki,

N-I
k
hi=Y H(W Feje N pouri=0aN -1, (N: ordre du filtre)
k=0

kF
les h; ainsi obtenus vont bien donner la fonction de transfert idéale aux points H| (Tej , mais ils donneront un

spectre avec des ondulations entre ces valeurs.
Pour une fréquence f quelconque, on peut recalculer:
1 N-I
—j2n fiT,
H(f) = Dhe 2m I
i=0

e

mais H(f) peut aussi s'obtenir par interpolation des termes H ( j . En effet la Transformée de Fourier inverse

idéale devrait donner une infinité de termes (hi ) i— oo 1oo » OF ON @ considéré uniquement N termes (h; ) izo.n—; - Cela

—oo,+
revient a tronquer cette réponse impulsionnelle en la multipliant par une porte IT(NTe)(NTe). La fonction de transfert

obtenu est donc égale au produit de convolution du gabarit idéal par la Transformée de Fourier de la porte

H(NTe)(NTe).
Transformée de Fourier de la porte IINTe)(NTe) :
porte 7 NTe

N termes espacés de Te

o~ /RS NI, imf NT, _ ~jnf NT,

AT Gimf T _ ST,

L

N

A lze ™
N j_g/2nfTL
L

N
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TF(f) =ie—jﬂ?f (N-DT, M
N sinwt f T,
L'écriture du produit de convolution conduit alors a 1'expression de H(f) pour une fréquence f quelconque, en

kF,
fonction des H (Tej (sans avoir besoin de repasser par les (hi )izo’ N

sin nN(f —k)
F, N

N sin Tr,[f —kj
F, N

kF,
Cette équation constitue une formule d'interpolation pour obtenir H(f) a partir des H ( Nej .

N-1 k
H(f)= H(— F,
f ]E) v

H)l

Fe/2
Fe

Ainsi la méthode par synthese conduit a une fonction de transfert qui ondule entre les valeurs idéales. L'amplitude de
ces ondulations n'est pas controlable et n'est pas constante. C'est contre cette inconvénient que vont tenter de lutter
d'autres méthodes de synthese (cf Remez) qui ne seront pas présentées dans ce cours (voir référence M. Bellanger,

pour plus de précisions sur ce sujet).
3.4.3 Relations entre le nombre de coefficients et le gabarit

Considérons un gabarit de filtrage du type de celui présenté ci-dessous:
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1+8 OO

Il est alors possible d'estimer le nombre de coefficients dont aura besoin un filtre RIF symétrique réel, au moyen de

la formule d'approximation suivante:

<2t i)
~ 345 %9 \10s,5,

3.5 Filtres a réponse impulsionnelle infinie (RII)

3.5.1 Cellule purement récursive

3.5.1.1 Cellule du premier ordre

Soit le filtre défini par I'équation aux différences suivante :
y(n)=x(n)+b y(n=1)

Ce filtre est identique a un filtre RIF d'ordre infini. Si l'entrée est la suite unitaire:

ug(0)=1 .
uy(n) , alors la sortie y(n) est telle que:
ug(m)=0 Vnz0
y0)=1
y)=>b
¥(2)=b?
y(n)=b"

Ce filtre est stable si :

n=oo
Z |b|n <oo, c'estadire si |b|<]

Nn=—oo

Sa fonction de transfert H(Z) s'écrit:
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Y@z _ 1

H(Z -
@ X(2) 1-bz7!

ou encore avec une représentation sur le cercle unité:

1
=3

axe imaginaire

1o

axe réel

f=0.5 f=0

3.5.2 Cellule du deuxiéme ordre

Soit le filtre défini par 1'équation aux différences suivante:
y(n) =x(n) =b; y(n—=1)=by y(n-2)

La transformée en Z donne:

Y@)(14b,27 +5,27 )= X(2)

1 ~ z?
1+b,Z7 40,272 7% 45,2 +b,

H(Z)=

Deux cas sont alors possibles:

A= b12 —4b, >0, la fonction de transfert possede alors deux poles réels et elle est identique a la mise en cascade

de deux cellules du premier ordre. La fonction de transfert globale est donc monotone.
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A= b12 —4b, <0 , lafonction de transfert posséde alors deux pdles complexes conjugués:

d'ol:
b, = —-2Re(P) et by =|0P|°

1

H(Z) ==
MP.MP

axe imaginaire

oP P

f=0.5

[l

|

|

|

|

|

axe réel :
=0 |
|

|

|

|

Il

La fonction de transfert possede une fréquence de résonance et n'est plus strictement monotone.
3.5.3 Cellule générale du second ordre
ym)y=apx(n)+a;x(n—1)+ax(n—2)-b;y(n—1)—byy(n—2)

agp +d1Z_1 +d2Z_2

H(Z)= - -
1+b,Z27" +by,Z

Deux cas particuliers méritent d'étre détaillés:
e Le filtre fréquentiel:

Si l'objectif de la fonction de transfert est de filtrer certaines fréquences présentes dans un signal, les zéros du

numérateur vont se trouver sur le cercle unité. La fonction de transfert s'écrit alors:
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H(Z)=ay

e Le déphaseur pur:

(Z-ZyNZ~-Zyp)
(Z-PXZ-P)

Une cellule du second ordre peut aussi étre utilisée pour répondre, non pas a des objectifs de filtrage fréquentiel,

mais a des objectifs de déphasage du signal. Ainsi il est possible de réaliser un déphaseur pur avec une cellule de

ce type. Pour cela il suffit d'utiliser un numérateur et un dénominateur image 1'un de 1'autre.

ap "r‘a]Z_] +Cl22_2

HZ)= - -
ay+a;Z " +apZ
11 est facile de vérifier que:
-2 -1
H(Z) = Z7°D(Z)

D(Z)
d'ou

-2 -1 2

|H(Z)|2 =HZ)H(Z) = 2Dz )z Df) =]
D(Z™)

et:

0(®) =29 (0)—20

avec @ p () égal au déphasage du dénominateur D(Z - ).

3.5.4 Syntheése des filtres a réponse impulsionnelle infinie

La synthese des filtres a réponse impulsionnelle infinie utilise des fonctions modele définie en p et procede par

transformation bilinéaire de ces derniéres.
3.5.4.1 Rappel de la transformation bilinéaire:

Soit le filtre analogique défini par 1'équation suivante:

t
XO T fire

y()
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y' (1) =by(t) + x(1)

400
En appliquant la transformée de Laplace: I y' (e Pldt = pY(p)

0
il vient:
pY(p)=bY(p)+ X(p)
d'ou
Y(p) 1
H == —
DX b

En exprimant la fonction de transfert du méme filtre en numérique, il vient:

T,
Y(nT,) = y(n= DT, + [ ' (n = DT, + Ddr
0

Le calcul de l'intégrale par la formule du trapéze conduit alors a:

T
y(nT,) - y(n— DT, =7e(y'<nTe> +y'(n-DT,)

T,
y(nT,) - y(n— DT, = ?(by(nTe) +x(nT,) +by(n— DT, + x(n— NT,)
et par transformée en Z:
bT, T,
=1\ _Ze -1)| = fe -1
Y(Z)((] z ) : (1 +Z )j : (1 +Z )X(Z)
d'ou la fonction de transfert en Z:

Y(2) _ %(”Z_I)

X(2) (z—z‘f)—b%(prz‘])

H(Z) =

En identifiant avec la fonction de transfert en p:
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Hipy =2 - L

X(p) p-b
il est possible de faire 1'approximation suivante:
Z—p
p—>Z
2 1-z71 et T,
A co
T, 1+7~ £ _p
TC
Cette approximation constitue la transformation bilinéaire.
Propriétés de la transformation bilinéaire:
e  Transformation du cercle unité:
+jo—*% —J(o£
o 21—/ 2 ¢ —e 2 2 (o,
siZ=e’" =>p=— o il ey 14
T, [+e7 /%% T, +jo—% —jo—*% e 2

Le cercle unité est donc transformée en axe imaginaire.

Déformation fréquentielle:

Au lieu d'obtenir :

la transformée bilinéaire a conduit a :

_,2t(mn)
P=J T, 8 5
en posant fla fréquence vraie et f; la fréquence déformée par la transformation bilinéaire il vient:

f=—Lig(nT )

T,

La transformation bilinéaire entraine donc une déformation en fréquence qui est d'autant plus importante
que la fréquence est élevée.

Grace a la transformation bilinéaire la synthese des filtres numériques de type RII se résume a approcher le gabarit

désiré par des fonctions modeles définies en p puis a transformer ces dernieres pour obtenir directement les
coefficients du filtre.
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3.5.4.2 Les fonctions modele

Plusieurs fonctions modeles permettent d'approcher au mieux un gabarit demandé. Les plus célebres d'entre elles

sont des fonctions de Butterworth, elliptiques ou des polynémes de Tchebycheff.

3.6 Relations entre le nombre de coefficients et le gabarit

11 est possible d'estimer le nombre de coefficients dont aura besoin un filtre RII en fonction du gabarit demandé au

moyen de la formule suivante:

S1

N = 108 log 2 log iisin(ZTt—j
[ 10 82\/5 10 Af - Fe

Remarque

Un certain nombre d'écritures en Z vont étre présentées dans ce polycopié, on insistera donc sur le point suivant :

Lorsqu'un filtre de type RII est défini par ses pdles et zéros, il faut étre prudent au moment de reconstruire les

coefficients avec lesquels on va filtrer le signal.

Deux solutions sont possibles :
- soit on reconstruit le polyndme en Z , on développe puis on repasse en Z ! pour bien identifier les coefficients.

- soit on reconstruit directement le polyndme en Z -
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Exemple :

Soit le filtre d'ordre 2 défini par deux zéros Z et Z; et par ses deux poles Fj et PO* .

Reconstructionen Z :

(z-2z, )(Z—Z;) 72 ~2Re(Zy)Z+ZyZy 1-2Re(Zy)Z7' +Zy2pyZ 72

(Z—P)(Z—P ) Z? —2Re(P)+ PP 1-2Re(P)z ! +pPP" 272

D'ou I'équation de filtrage :
y(n) = x(n) = 2Re(Zy )x(n—1)+ Zy Zy x(n—2)+ 2Re(P)y(n— )= PP" y(n—2)
Ou reconstruction en Z~! :

H(Z)= =22 Ji-25271) _1-2Relzy)z " +2,7;27
i-pz " \i-P'z7")  1-2Re(P)z! +PP" 772

D'ou I'€quation de filtrage :

y(n) = x(n)—2Re(Zy )x(n—1)+ Zy Zy x(n—2)+ 2Re(P)y(n—1)— PP" y(n—2)

NE MELANGER LES DEUX EN AUCUN CAS
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3.7 Applications du filtrage numérique

3.7.1 Décimation

Il arrive souvent qu'une chaine de traitement numérique d'un signal fonctionne avec différents rythmes
d'échantillonnage. Lorsque la fréquence d'échantillonnage décroit on parle alors de décimation. L'opération de
décimation est triviale, il suffit de supprimer un certain nombre d'échantillons. Elle est en général symbolisée par une

fleche orientée de haut en bas.

y(nTe) y(nT,)

2:1

Le schéma ci-dessus représente une décimation par 2, pour laquelle il suffira de supprimer un échantillon sur deux.

.+ F
La fréquence d'échantillonnage passera ainside F, a F, = 76 . Avant d'effectuer une telle opération il faut s'assurer

que le théoréme de Shannon reste vérifié. Il est donc nécessaire de restreindre la bande B du signal afin qu'elle ne

dépasse pas B < 76 = 7"’ . Ce filtrage "anti aliasing" est cette fois réalisé en numérique au cceur des traitements,

c'est la différence essentielle avec le filtrage anti aliasing "traditionnel" réalisé en analogique avant I'opération

d'échantillonnage.

x(n Te ) Filtre Numérique }/(Vl Te ) l y(n Te )

anti alinsing

2:1

3.7.2 Interpolation

L'opération duale de la décimation est 1'opération d'interpolation. Pour I'effectuer on utilise un filtre numérique et une

insertion de zéros au milieu du signal d'origine. Considérons, pour 1'exposer, le cas d'une interpolation par un facteur

2 d'un signal y(nTe') . On commence par insérer un valeur nulle entre chaque valeur du signal y(nTe') . La fréquence

d'échantillonnage est alors doublée, on a maintenant F, = 2F, e La forme du spectre du signal est inchangée, les

valeurs insérées étant des zéros. Cependant ce spectre ne correspond pas a celui que 1'on aurait obtenu en

échantillonnant réellement le signal analogique avec F, . Il y a en effet trop de répétitions du motif au niveau du

spectre. I1 suffit alors simplement de supprimer ces motifs au moyen d'un filtre numérique pour obtenir le spectre du
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signal numérique, comme si il avait été échantillonné d'entrée a la fréquence F, . Ce filtrage numérique correspond a

une opération d'interpolation des valeurs temporelles du signal.

y(nT,)
. Y.
° * g
[ ) ° L
‘ I~ A I\Iﬂ I\Iﬂ
y(nT,) e o
R Y.
° * °
[ ) ° o
| o o 6060 e l\/ll\i/ll\i/l
x(nT,) Fe
o X, (f)|
¢ °
‘o‘o.o. .o.
NN i >~
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L'opération d'interpolation va se symboliser par :

y(nT,) y(nT,)

x(nT,
T Filtre Numérique ( € )

d'internolation

1:2

En combinant la décimation et l'interpolation il est possible d'effectuer des modification fractionnaires de la

fréquence d'échantillonnage.

3.7.3 Filtres de Nyquist

Dans le domaine des communications numériques, le filtrage numérique joue un réle important. C'est en particulier
le cas lors d'une transmission numérique ou les symboles a transmettre sont mis en forme au moyen d'un filtre
numérique qui ne doit pas créer d'interférence entre symboles. Les conditions que doit satisfaire ce filtre pour que
l'interférence intersymbole soit nulle, ont été énoncées pour la premiere fois par Nyquist et constituent le "premier
critere de Nyquist". Ces conditions peuvent s'énoncer dans le domaine temporel ou dans le domaine fréquentiel.

Dans le domaine temporel, elles s'appliquent a la réponse impulsionnelle Ai(t) du filtre :

h(0) =1,
h(nT;) =0, n entier #0

On peut formaliser cette propriété en écrivant : h(t)z &(t —nT,) = 8(1)

n

Par Transformée de Fourier de cette équation, on obtient alors : H(f)* i Z If —Ti) =1
sk

N

ou encore : ZH(f—Ti) =T,
k

N

1 1
On considere alors que le filtre H(f) aune fréquence de coupure T telle que : H(f) =0 pour | f | > T
N N

1
L'expression précédente devient alors : H(f)+ H(f _F) =T,
N

1
H(f_F)

N

En considérant que le filtre est a phase linéaire, 1'égalité devient : |H f )| + =T,

Le premier critére de Nyquist s'exprime donc , dans le domaine temporel de la maniére suivante :
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1
Un filtre passe bas H de fréquence de coupure < T n'introduit pas d'interférence intersymbole lors de la
N

transmission d'un signal z ayd(t—kTy) si sa fonction de transfert H(f) satisfait deux conditions :
k

1° la phase de H(f) est une fonction linéaire de la fréquence;

T
2°le module de H(f), c'est a dire le gain en amplitude du filtre est symétrique par rapport au point (%,75)
N

1
our 0L f <—
p f p

N

Le filtre de fréquence de coupure la plus basse satisfaisant le 1 critere de Nyquist est le filtre passe bas rectangulaire

. t
SINTT——

1
de fréquence de coupure f,. = o7 La réponse impulsionnelle correspondante est de la forme : h(f) = s

N |
T

3.7.3.1 Filtre en cosinus surélevé

Une famille de filtres, trés importante en communications numériques, est la famille des filtres en cosinus surélevés.
Ils ont la particularité de ne pas produire d'interférence entre symboles mais aussi d'étre a support spectral borné. Ils
permettent ainsi de mettre en forme des signaux de communications pour des canaux a bande limitée, tout en
préservant les signaux de l'interférence entre symboles. D'un point de vue théorique ils demandent cependant une
infinité de coefficients. Heureusement on peut tronquer leur réponse impulsionnelle sans provoquer de pertes de
performances trop importantes (en ce qui concerne les lobes secondaires du spectre). L'analyse fine de ces filtres

particuliers sort du cadre de ce cours. Seules la forme analytique de la réponse impulsionnelles de ce filtre sera

17| o)
sinf| — || sin| B—
T 15
Tt 2
i t
e
s TS

Dans le cas d'un modem de communications numériques avec N échantillons par symboles et une période

donnée ci-dessous.

Forme de la réponse impulsionnelle a temps continu du filtre en cosinus surélevé : h(t) =

d'échantillonnage T, , la réponse impusionnelle échantillonnée (donc les coefficients du filtre) est donnée par :

of22)] =2

=

h(k T,) =
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Le coefficient [, appelé roll-off du filtre est un coefficient réel positif qui varie entre 0 et 1.

ex: Ts = 3Te

Nyquist - -w- -U>

Hllustration de l'effet temporel du filtre en racine de cosinus surélevé (absence d'interférences entre symboles aux

instants d'échantillonnage)
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4. Les signaux aléatoires
4.1 Introduction

La démarche la plus intuitive et naturelle pour représenter un signal consiste a exprimer la
valeur de ce dernier au cours du temps. La variable choisie est alors le temps t et le signal

s'exprime sous la forme d'une fonction x(t).

Lorsque la fonction x(t) est parfaitement déterminée, on parle de signal déterministe. De tels

signaux ont été rencontrés a de nombreuses occasions lors des cours de traitement du signal

précédents (en premiére année du cycle ingénieur en particulier).

On s'est ainsi intéressé aux signaux sinusoidaux : x(t) = sin(wt)ou a des signaux échelons :

x(t) = U(t) ou encore a d'autre types de signaux.

Cependant, lorsque I'on s'intéresse a des signaux de la vie réelle, comme la valeur d'une tension
aux bornes d'une résistance ou a la valeur du courant parcourant une antenne ou a d'autres
exemples, alors on concoit bien que les valeurs du signal observé vont étre fonctions d'une
multitude de phénomenes. Si I'on reprend I'exemple de la résistance, la valeur de la tension va
varier continuellement autour d'une valeur moyenne en fonction de I'agitation des électrons,
pour une antenne l'environnement électromagnétique va étre responsable de nombreuses
variations et I'on congoit intuitivement qu'il est impossible de déterminer de maniere tout a fait

exacte la valeur du signal x(t).

On formalise alors le signal comme étant une variable aléatoire qui évolue dans le temps et I'on
parle de processus aléatoire. En formalisant on pourrait introduire la variable aléatoire X(t) et
la distinguer de x(t) qui représente la valeur prise (réalisation) par cette variable aléatoire a
l'instant t. Dés lors I'ensemble des valeurs du signal x(t) est considéré comme étant une
réalisation particuliere d'un processus aléatoire (on parle aussi de trajectoire pour I'ensemble

des valeurs prises par un signal au cours du temps).

Dés que I'on introduit cette notion de variable aléatoire on congoit que I'on va s'intéresser tres

rapidement aux probabilités liées a cette variable aléatoire, a sa densité de probabilité si la
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variable est continue et enfin a ses moments statistiques (moyenne, covariance, et

éventuellement des moments d'ordres plus élevés).

Un exemple typique, qui sera repris plus en détail dans la suite du cours, est le cas du bruit blanc
gaussien que l'on rencontre treés souvent dans les problemes de traitement du signal et de
communications numérique. Or ce signal particulier est justement défini par les adjectifs blanc
et gaussien qui caractérisent parfaitement sa densité de probabilité (gaussien) et ses moments

d'ordre deux (blanc).

Partant dorénavant de signaux aléatoires, ce qui est le cas le plus général que I'on puisse
envisager, nous allons dés maintenant considérer un sous ensemble de ces signaux qui seront

les signaux stationnaires.

Définition de la stationnarité :

Un signal aléatoire est défini a chaque instant t par la loi de probabilité de son amplitude X(¢).
Cette loi de probabilité peut s'exprimer par une densité de probabilité py(x,z) définie de la

maniére suivante :

. Problx<X(t)<x+Ax
pule)= fim FroPr S X O£ v A

(64.)

Le signal est stationnaire si ses propriétés statistiques sont indépendantes du temps, c'est a

dire, si sa densité de probabilité est indépendante du temps :

py(x,1)= py(x) (65.)

Définition d'un signal du second ordre :

Le signal sera dit du second ordre s'il possede un moment d'ordre 1 appelé valeur moyenne, qui

est I'espérance mathématique de X (), notée E[X(t)] et définie par :

+oo

my(t)= E[X (0] = [xpy (x,1)dx (66.)

—oo
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et un moment d'ordre 2, appelé fonction de covariance :

+oo
jxl.xsz (x,,%,31,,t, )dx,dx, (67.)

—o0

+o0

ma(t1,) = EIX (). X (1)) = |

—oo

ou py (xl,xz;tl,tz) est la densité de probabilité du couple de variables aléatoires [X(t1 ),X(tz)].

Définition de la stationnarité a l'ordre 2 :

Le caractére de stationnarité peut étre limité aux moments du premier et du second ordre, on

dit alors que le signal est stationnaire a l'ordre 2. On a alors :

m, = E[X(1)]= jx.px (x)dx, m, constante indépendante du temps

—oo

Pour I'ordre 2, I'indépendance du temps s'écrit :
Px (xpxz;tptz) = Dx (xpxz;o’tz _t1) = Dx (xpxz;f) avec 7=1, — 1 (68.)

Seul intervient I'écart entre les deux instants d'observation. On introduit alors la fonction

d'autocorrélation ryy (t) du signal aléatoire :
1 ©)=E[X(6)X (t - 7)] (69.)
La réalisation x(r) du signal aléatoire X(t) possede aussi une moyenne temporelle m, définie
par :
1 +T
my = lim— [x(t)ar (70.)

-T

Définition de I'ergodicité d'un signal stationnaire a I'ordre 2 :

On dira que le signal est ergodique lorsque que |'on peut confondre la moyenne temporelle m;

avec la moyenne m, :

) 1 +T
m, = lim [x(tyat (71.)

=T
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et lorsque que I'on peut calculer la fonction d'autocorrélation de la méme maniére, c'est a dire :

+T

1
r,. ()= lim o [x(t)x(t —7)ar (72.)

XX
-T

Ce résultat a des conséquences pratiques trés importantes car il va permettre d'accéder aux
propriétés statistiques du signal a un instant donné a partir de I'observation de ce signal au

cours du temps.

Les développements précédents ont essentiellement concerné des signaux a valeurs réelles. Ces
signaux correspondent intuitivement et physiguement a la plupart des signaux rencontrés.
Lorsque I'on considére une valeur de tension ou de courant et que I'on se place derriére un
convertisseur analogique numérique, les signaux sont bien entendu réels. Cependant, dans bien
des cas, en particulier en communication numériques, on sera amené a traiter des enveloppes
complexes de signaux modulés (voir aussi la définition du signal analytique). Il est donc
nécessaire, afin de ne pas restreindre la généralité de la suite des algorithmes et méthodes

présentées dans ce cours, de considérer dorénavant des signaux a valeurs complexes.

De plus on a jusqu'alors bien séparé le processus X (t) et sa réalisation x(¢). Cependant afin
d'éviter de confondre le processus et la Transformée de Fourier X (f) de sa réalisation, on
abandonnera a partir de maintenant la notation X (¢). Le lecteur avisé sera a méme de

comprendre les écritures du type E[x(t)] comme l'espérance de la variable aléatoire.

Note :

On notera souvent la puissance du signal x(t) sous la forme ¢Z. On écrira donc o2 =

E[|x(t)|?], ou encore 62 = 7,,(0).

Pour des signaux de moyenne nulle (dits signaux centrés) on justifie cette notation qui est en

général retenue pour écrire la variance du processus. (rappel 62 = E[X?] — (E[X])?).
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Résumé du paragraphe :

Le signal aléatoire x(r) est une réalisation d'un processus aléatoire.

Dans ce cours le signal sera considéré comme ergodique et stationnaire a l'ordre 2, c'est a dire :
+T

1 ~
Elx(n)]= lim [x(ydt =m

-T

. N T S _
Efx)x'«t-1)|= lim [x()x ¢ -)dr =r,.(z)

-T

4.2 Densité Spectrale de Puissance
4.2.1 Problématique de l'Analyse spectrale

La représentation du signal sous la forme x(¢f) est une démarche naturelle mais elle ne

correspond pas forcément a la meilleure représentation physique des signaux rencontrés. En
effet, I'individu ou les systémes électroniques sont souvent plus sensibles a la puissance et a la
fréquence des signaux et la représentation du signal sous la forme de sa répartition de
puissance en fonction de la fréquence permet, dans bien des cas, d'extraire de maniére plus
immédiate l'information qui réside dans ce dernier. Le signal est alors représenté par une
fonction P(f) appelée densité spectrale de puissance. Le passage de x(t) a P(f) constitue I'Analyse

Spectrale.

Il existe deux grandes classes de méthodes pour estimer la densité spectrale de puissance d'un
signal x(t). La premiere, |'estimation spectrale non paramétrique, n'utilise aucune connaissance
a priori sur le signal et part uniquement de |'observation de ce dernier. La deuxiéme,
I'estimation spectrale paramétrique, utilise un modéle paramétrique décrivant le signal, modéle
a partir duquel il est aisé d'obtenir la densité spectrale de puissance. Les parametres du modeéle

sont adaptés en fonction du signal observé. Entre ces deux méthodes il existe une troisieme
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classe d'approches qui suppose que le signal est composé d'un certain nombre de raies
spectrales dont il convient de trouver les fréquences et les puissances. Ce type de méthodes
sera classé dans ce cours sous l'appellation d'estimation spectrale par décomposition

harmonique.
4.2.2 Estimation Spectrale non paramétrique

La Transformée de Fourier de la fonction d'autocorrélation r_(7) du processus aléatoire x(t)
stationnaire a I'ordre 2 s'écrit:

+oo

P(f)= [r.(e} " dz (73.)

—oo

elle est définie comme étant la densité spectrale de puissance P(f) du processus x(t).

En effet, pour 7 =0, il vient:
r(0)=Ex2]= [ P()e”™df = [ P(f)df (74.)
En supposant I'hypothése ergodique vérifiée, I'espérance mathématique s'écrit:
[ ] 1 +T +oo
Elx(t)’|=lim— | x(¢)’dt = | P(f)d 75.
0 r—>w2T_J;() _fw(f)f (75,
P(f) représente donc bien la densité spectrale de puissance du processus x(¢). Il s'agit la du

théoreme de Wiener Kintchine.

L'hypothese ergodique permettant de confondre I'espérance mathématique avec une moyenne

temporelle, le développement de 7, (t) donne :
+oo 1 +T )
P(f)= j lim — J.x(t)x*(t—f)}_’wfd’[ (76.)

On peut aussi introduire le spectre complexe de la réalisation tronquée du processus x(?) :
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+T

Xy (£) = [x(0)e 7 dt

(77.)
-T
En prenant le carré de cette expression, il vient :
1 ) 1 +T+T . .
—IX, (O =— | | x(w)x" (v)e > > dudy (78.)
2T| 2r () 2T IT jT
et en prenant I'espérance de cette expression, on obtient :
1 ) 1 +T+T
El—|X,, () |==— | | r,(u=v)e*" “dudy (79.)
[2T| 2 (f) } 2T_UT
En effectuant alors le changement de variable suivant
T=u—v
v'i=v
et en prenant garde aux intervalles de variation des nouvelles variables, il vient :
AU AT
+2T
+T
T +T -T +T
. \ o
-T
2T
Pour t20, v' variede —T a T —71 etpour t<0, v' variede T a —-T -7
1 5 1 2T T-t 2T-T-t
El—|X,.(f) |=— r. (t)e 7 d v + r. (T)e 7 ddy' (80.)
I:ZT . f | :| 2T ‘L'.[OV'JT ( ) ‘L'.[O v"[T ( )
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1 . -2T ;
E[EIXZT(J”)IZ} j )T -|dle T de+ [, (@)-2T +|d)e 7z (81)

7=0

d'ou finalement :

{ Ier(f)l} j T ( ||]f2”ffdr (82.)

7==2T

En introduisant alors la fonction 1, indicatrice de l'intervalle [-27.+27], il vient :

1 )| _ﬂ
E[5|X2T(f)| }—TF{QX(T)( ZTJI”} (83.)

On obtient donc:

1 L - * _ﬂ
E{ZTIXQTU)I}—P(f) TFH 2T]I4T} (84.)

Lorsque T tend vers l'infini, le deuxiéme terme du produit de convolution tend vers §(f), d'ou :
. 1 2
;1_1)1010 E{E|X2T(f)| }— P(f) (85.)

En considérant alors un cas numérique, ou I'observation du signal x(#) se résume a N valeurs
échantillonnées a la période T,, la densité spectrale peut étre estimée en limitant l'intégrale

précédente et en oubliant I'espérance mathématique.

d'ou:

P.(f)= Zx(nT )e 2 A (86.)

"~ NT,

e

Cet estimateur de la densité spectrale de la densité spectrale de puissance du signal x(nT,) est

appelé périodogramme.

Il demande, pour étre calculé, la mise au carré de la Transformée de Fourier du signal

numérique x(nT,) sur N points. Il est, depuis la mise au point de I'algorithme de Transformation
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de Fourier Rapide (TFR ou FFT en anglais) par J. Cooley et J. Tuckey en 1965, I'estimateur le plus

employé.

Jusqu'a la mise au point de I'algorithme de la FFT, la méthode la plus utilisée consistait a estimer
N' valeurs de la fonction d'autocorrélation r(p) avec N'< N et a calculer la Transformée de
Fourier Discrete (TFD ou DFT en anglais) sur les N' points obtenus. Cet estimateur de la densité

spectrale de puissance, du aux travaux de Blackman et Tuckey, porte le nom de corrélogramme.

P, (f)= irm(p)e’jsz' (87.)
p=—(N'-1)
avec :
r(p)= %me)x(n —py (88

pour p=0—>N'-1

Pour N'= N les estimateurs du périodogramme et du corrélogramme sont identiques.

En effet,
1 N-1 N-1 . )
P, (f)=— x(nlx(n—p)y e > (89.)
N p=—(N-1)n=p
d'ou:
1 NN o .
P, (f)=— x(n)e ™ x(n— p)' 7 (90.)
N p=—(N-1) n=p
expression qui peut encore s'écrire:
1 |3z . 2
P ()= <2 xme ™| =P, (f) (91.)
n=0

Les deux estimateurs sont donc bien identiques pour N'=N.
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Propriétés du périodogramme:

Le périodogramme constituant un estimateur de la densité spectrale de puissance du processus

x(nT)), il est nécessaire d'étudier son biais et sa variance.

* Le calcul de I'espérance de Pper(f) donne:
N-1 ) i
ElP,(f)]= E{ > r(p)e ™ } (92.)
p=—(N-1)
1 & .
avec: r(p)=— > x(n)x(n—p)’
n=p
d'ou:
N-1 N_ .
= $ rin™ e o)
p=—(N-1)

encore grace aux propriétés de la Transformée de Fourier:

() [ S0V Y
Elp,,(f)]=P(r) N( - ﬂfj (94.)

L'estimateur du périodogramme est donc une estimation biaisé de la densité spectrale de

puissance P(f) du processus x(nl)). L'estimateur est en fait le résultat du filtrage, dans le

. 2
domaine fréquentiel de P(f) par le filtre N(%} . Lorsque N tend vers l'infini ce filtre
sin

tend vers O(f), le périodogramme est donc asymptotiquement sans biais.

* Le calcul de la variance est délicat et conduit, pour des signaux gaussiens a :

var(P,,.(f))= P(f){mv(%ﬂ;fvmj ] (95.)
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. n Lo, . N
Cette variance peut étre diminuée en séparant I'ensemble des N valeurs de x(nT,) en < sous-

ensembles de K < N valeurs. Il est alors possible de calculer K estimateurs et de faire la

moyenne des K estimateurs obtenus. La variance est alors divisée par K. Cette amélioration de

la variance de I'estimateur se paye par une diminution de résolution de ce dernier. En effet la

. . 1 . . 1
résolution spectrale est en ﬁ dans le cas de N échantillons et en E dans le cas de K

échantillons.

sin 7ifn

2
Enfin, les lobes secondaires de N( j peuvent étre atténués en introduisant des fenétres

de pondérations qui vont étre appliquées directement sur le signal observé x(nT)).

En conclusion, le périodogramme est un estimateur de la densité spectrale de puissance qui est
d'autant meilleur que le signal est observé sur une longue plage de stationnarité. L'algorithme
de la Transformée de Fourier Rapide est bien connu et la plupart des processeurs de signaux
sont vendus avec des routines de TFR optimisées. Cet estimateur est donc aisé a utiliser et c'est

la raison pour laquelle c'est I'estimateur le plus employé aujourd'hui.

Résumé du paragraphe :

La densité spectrale de puissance est par définition la Transformée de Fourier de la fonction

d’autocorrélation du signal.

Pour calculer facilement un estimateur de la densité spectrale de puissance, appelé

périodogramme, il suffit :

« d’observer N valeurs du signal x(nT),),

» de calculer une Transformée de Fourier sur N points avec mise au carré.
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4.3 Le bruit blanc

Parmi tous les signaux que I'on rencontrera dans ce cours, I'un d’eux, appelé bruit blanc revét

un intérét particulier.

Ce signal aléatoire est défini comme une suite d’échantillons aléatoires indépendants b(n) tels

que:
E[b(n)]=0
E[b(n)b(n—p)] =0,vp # 0
E[b(n)?] = o2
La fonction d’autocorrélation de ce signal est donc nulle partout sauf en p = 0. Sa Transformée
de Fourier est donc une constante. Par analogie avec un spectre lumineux qui comporterait

toutes les longueurs d’onde de la lumiére et qui donnerait une lumiére blanche, on parle alors

de signal blanc.
4.4 Exercices corrigés

Exercice 1

On considére un bruit blanc réel b(n) de variance . Ce bruit traverse un filtre numérique
A(Z) défini par A(Z) =1 —~2Z"1 + Z72. On note y(n) le signal en sortie du filtre.

1. Calculez la fonction d'autocorrélation ryy (P) dusignal y(n) pour p=0, p=1, p=2
2. Donnez la forme générale de Iyy (p)

3. Donnez I'expression de la densité spectrale de puissance Py(f) du signal y(n). (on donnera
I’expression la plus factorisée possible).

4. Calculez la valeur de la densité spectrale de puissance pour la fréquence 0 et pour la
. 3F,
fréquence ?e

Corrigé

Question 1

1,,(0T,) = 402, 75,,(1e ) = —2v202, 7, (2T,) = o2
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Question 2

Vipl > 2, rxx(p) =0et rxx(pTe) = rxx(_pTe)

Question 3
p=+o
B = ) 1y@Te >
p=—o0
p=+o
PP =1y (OT) +2 ) 1, (oT.)cos2mfpT.)
p=1
B,(f) = (4 — 42cos(2nfT,) + Zcos(4nfTe)) o2
Question 4
P,(0) =6 —4v2
3E,
p(5)=8
Exercice 2

On considére un bruit blanc réel b(n) de variance ¢~. Ce bruit traverse un filtre numérique
H(Z) défini par H(Z) =

=T On note y(n) le signal en sortie du filtre.

1. Calculez la fonction d'autocorrélation ry, (p) dusignal y(n) pour p=0, p=1, p=2
2. Donnez la forme générale de Tyy (p)

3. Donnez I'expression de la densité spectrale de puissance Py, (f) dusignal y(n).(on
donnera I'expression la plus factorisée possible).

4. Calculez la valeur de la densité spectrale de puissance pour la fréquence 0

Corrigé

Question 1:

y(n) = b(n) + ay(n — 1)
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Terme 7, (0) :

1yy(0) = E[(b(n) + ay(n — 1))?]

Or:
E[b(m)y(n — 1] = E[b(M)]E[y(n — 1)]
et:
E[b(n)] =0
Donc:

Elx(m)y(n-1] =0
Dans le carré il reste donc :
1y (0) = E[(b(m)’] + «?E[(y(n — 1))?]
Or, comme seul "compte" I'écart entre les termes y dans le calcul de I'espérance, on a:
E[(y(n— 1))*] = 13,5,(0)
D’ou finalement :

1y (0) = 0? + a7, (0)
2
o
1y (0) = 1 — a2

Terme 7, (1) :
1y (1) = E[y(m)y(n — 1)]
1yy(1) = E[(b(n) + ay(n — 1))y(n — 1)]
1y (1) = aE[(y(n — 1))?]
7yy(1) = ar,, (0)

ac?

=10
Terme 1, (2) :
1,y (2) = E[y(m)y(n — 2)]
1yy(2) = E[(b(n) + ay(n — 1))y(n — 2)]
1y(2) = aEly(n — Dy(n — 2)]
1,y (2) = arn,, (1)
1y (2) = a®r,,(0)

a’a?
1y (2) = 1— a2
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Question 2
Ipl 52
a'Plg
ryy(p) = 1 — a2
Question 3
p=t+oo
B = ) 1y @le >
p=—00
p=+oo
PR =1y +2 ) 1y ()cos(rfpl,)
p=1
0_2 p=+oo
P,(f) = o2 1+2 Z aPcos(2nfpT,)
p=1
Question 4
0_2 p=+o0
Py(O)=1_a2 142 aP
p=1
0_2 p=+oo
B0 =——|2 Z a? —1
p=0

B0 - ()

a
o 1+a

P,(0) = ——

»(0) 1—a2(1—a>

BO) =g—2
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5. Prédiction linéaire
5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons considérer que le signal x(n) est supposé étre prédictible en

fonction d'un certain nombre de ses valeurs antérieures.

x(n-N)

Il peut donc s'écrire de la maniére suivante :
N

x(n) = Zaix(n - i)+ e(n)
i=1

équation ou les coefficients (ai )i constituent les parameétres du modele et ou e(n) est un

=1,N

bruit blanc décorrélé de x(n) de variance o2 et qui représente |'erreur de prédiction.

La transformée en Z de cette équation donne alors:
N .
X(Z)(l - ZalZ‘l] =E(Z)
i=1

Le signal x(n) peut donc étre vu comme le résultat du passage d'un bruit blanc e(n) de

variance o’ a travers un filtre de fonction de transfert H(Z).

e(n) x(n)
—» H(Z) —»
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1

—
1- ZalZ_"
i=1

avec: H(Z):

La connaissance des parametres a; permet donc de calculer la densité spectrale de puissance

Far (f) :

P (f) =

. 2
|1 -3V, ae~ /20T

Il faut donc identifier les parametres a; du modéle:

x(n)= iaix(n —i)+e, (n)

i=1
Ce modele correspond a la structure RIF suivante:

x(n) x(n-1) - x(n-N)

e (n)

(I'erreur e(n) est ici notée ea(n) pour traduire qu'il s'agit d'une erreur avant correspondant a une

prédiction de x(n) a partirde {x(n—1) x(n-2) ... x(n—N)}

Il est alors possible d'optimiser un critere de minimisation d'erreur quadratique, c'est a dire, de

chercher le jeu de parametres a; qui minimisent E[ea(n)z].

5.2 Résolution a lordre 1

On introduit la fonction J(a;) a minimiser :

J@) = ) m) - ax(m = 1))’
m=1
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Cette fonction est positive convexe, il suffit donc, pour trouver son minimum, de chercher le

point d’annulation de sa dérivée en fonction du parametre a;.

n
d] (a
UCY = -2 Z x(m —1)(x(m) — a;x(m — 1))
da,
m=1
L’annulation de cette dérivée % = 0 conduita:
1

n

Z x(m — 1)(x(m) —a;x(m— 1)) =0

m=1
Ou encore :

m=1x(M)x(m — 1)

1o m=1X(m —1)2

On reconnait alors le ratio de I'autocorrélation d’ordre 1 sur I'autocorrélation d’ordre O :

(D)
4T 5 (0)

5.3 Résolution a lordre 2

On introduit la fonction J(a;, a,) a minimiser :

J@1,82) = ) (x(m) = a,x(m = 1) = apx(m — 2))?
m=2

Cette fonction est positive convexe, il suffit donc, pour trouver son minimum, de chercher le

point d’annulation de ses dérivées partielles en fonction des parameétres a, et a,.

a](g;'laZ) =2 ;x(m - 1)(x(m) —a;x(m—1) — a,x(m — 2))
6](—;[;,—2%) = _2 7;:zx(m = 2)(x(m) — a;x(m — 1) — azx(m — 2))

L'annulation de ces dérivées partielles conduit a :
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n

Z x(m — 1)(x(m) —a;x(m—1) — a,x(m — 2)) =0

m=2

n

Z x(m — 2)(x(m) —a;x(m—1) —a,x(m — 2)) =0

m=2
Ce systeme d’équation peut étre réorganisé de la maniére suivante :

N N N

x(m—1%a,+ ) x(m—1Vx(m—-2)a, = x(m)x(m—1)
N N N
x(m—1x(m—2)a; + ) x(m—2)%a, = x(m)x(m — 2)

On reconnait alors différents termes de la fonction d’autocorrélation du signal. Le systéme peut

donc étre réécrit de la maniere suivante :
Tex(0)ay + (D ay = 1, (1)
Tex(Dag + 1 (0)ay = 12(2)

En introduisant la matrice d’autocorrélation d’ordre 2, définie par :

_ T (0) 73y (1)
RZ‘(rxx(l) rxx(0)>

, le systéme devient :
rxx(Z)) y

R, (Z;) =12

En introduisant le vecteur A, = [a,, a,] la solution est alors donnée par :

Et le vecteur 72 = (

A2 == Rz_lraz
5.4 Résolution a lordre N

On propose d’écrire directement les équations de maniére matricielle. On cherche donc un

vecteur de coefficients A, tel qu'il minimise:

Ellea(m)I?] = E[lx(n) — X§y_1(n — DAyI?]
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avec:
X, (n=1)=[x(n=1),x(n=2),...x(n—N)[
et:
A, = [al,az,...,aN]T
En développant E[|e,(n)|?] il vient:
Ele, n?]= E|x(n) — X T (0 -1 A, J (x(n)— X (n - D)4, )|
Ele,n)?]= E[x(n)* = ATX , (n = Dx(n) = x(m) X T (n = DA, + AL X, (n= DX (n—1)A, |
En annulant la dérivée de cette expression par rapporta Ay il vient :

A, =E[x, i-DXT(n-DI"E[x, (n—Dx" ()]

ou encore:
Ay = Ry'ry

avec:

r(0) r) .  r(N-1) r(1)

ra o . : o o : o _|7(2)
R, = W matrice d'autocorrélation du signal et r, =

. r .
r(N=-1) . @ r0) r(N)

En posant E,, = Ele, (n)?] et en utilisant Ay = Ry'r, il vient:
E,, = Elx(m)?]-2E[(x? (1 - Dxw)|A, + ATE[X ,(n— DX (n-1)] A,
By = Ele, )= Ellxtn - X7 -1, )]
E,=r(0)—2r"" A, + 1o A,

E, =r(0)-ri Ay

En écrivant Ay et E,ysous une forme matricielle unique, il vient:

75/131



Ecole Nationale Supérieure de Techniques Avancées

r©0) & [1 ] [Ew

}"13 RN _AN 0
Cette équation est appelée équation de Yule Walker avant (ou directe ou forward) dans le cas
stationnaire

Finalement il est donc possible de trouver le vecteur A, en inversant la matrice R, puis de
calculer I'énergie d'erreur de prédiction avant. Cependant, le colt de calcul d'une telle approche
est alors en o(N3) ce qui peut s'avérer génant lorsque N est important. Il est possible de
résoudre cette équation avec un co(t de calcul proportionnel a o(Nz) en utilisant l'algorithme

de Levinson (voir en annexe pour les détails sur cet algorithme).

Résumé du paragraphe :

Pour calculer les coefficients de prédiction linéaire d’un signal, il suffit :
* de calculer la fonction d’autocorrélation du signal
+ de former la matrice d’autocorrélation

« d’inverser un systeme linéaire en utilisant I'’équation de Yule Walker

Note : en matlab la fonction s’appelle "yule" et sa syntaxe est : [A,E]=yule(x,N)
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6. Filtrage adaptatif
6.1 Introduction Générale

L'attrait que suscite chez les électroniciens I'utilisation du filtrage adaptatif ne tient pas qu'aux
intéréts applicatifs de cette technique, pourtant considérables; il s'explique aussi, pour une part
non négligeable, par la séduction intellectuelle qu'exerce sur les esprits la mise au point de
systemes artificiels capables de s'adapter de maniére indépendante aux diverses situations
gu'ils sont appelés a rencontrer. Ce sujet est de nouveau au coeur de l'actualité avec la notion

de "deep learning" que I'on rencontre actuellement dans plusieurs secteurs.

Selon les disciplines ou elle se rencontre, cette capacité d'adaptation est définie de maniere
différente. En informatique, par exemple, elle se résume souvent a une aptitude a mettre en
ceuvre des raisonnements logiques selon un certain nombre de regles prédéfinies ou,
éventuellement évolutives; c'est la le domaine de l'intelligence artificielle. En électronique, elle
se réduit plutét a I'adaptation, selon un critére mathématique, des paramétres d'un filtre, le

plus souvent numérique; il s'agit alors du domaine du filtrage adaptatif.

Les solutions techniques basées sur |'optimisation de filtres adaptatifs se rencontrent dans une
variété de problémes de détection, d'estimation et d'identification. C'est dans les années 60 et
dans le domaine de I'égalisation des voies de transmission de données que des solutions
adaptatives ont, pour la premiére fois, été utilisées a grande échelle. Il existe plusieurs
structures possibles, plusieurs types de parametres et plusieurs criteres d'adaptation pour
réaliser un filtre adaptatif. Ce cours ne considére que le cas des filtres transverses adaptés selon

le critere des moindres carrés.
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6.2 Solution de Wiener

Un filtre adaptatif transverse peut étre représenté par la structure suivante :

X, (0 7 X, (1)
—s f% (1) —>(—)e—

/

e,(1)
- Schéma général d'un filtre adaptatif -

A partir d'un vecteur de p—1 termes:

x, (1)
X .0= " (96.)
x, (1)
Le filtre de p-1 coefficients :
a,(1)
A1) = f’z(t) (97.)
a, (1)
va calculer I'estimée x (7) dusignal x, (7).
Ce terme X (1) représente donc la prédiction de x,(¢) a partir de {xl(t) x() ... xp_l(t)}.

La différence entre x (7) et )?p(t) est égale a l'erreur de prédiction de x,(7) a partir de

b x@ ... x,,(0} Elleesticinotée £ (1).
L'erreur de prédiction s'écrit finalement :

e, =x,(0)-A_ (DX, (1) (98.)
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Dans ce chapitre I'exposant ” indique que le vecteur A, (1) est transposé et conjugué. En
général on note plutét  F.

Le critére des moindres carrés consiste a minimiser la fonction de colt J ,(¢) suivante :
t ) -
J, ()= A"e, (el (i) (99.)
i=0

Expression dans laquelle le scalaire A représente un facteur d'oubli réel strictement positif et

inférieur a un.

La solution optimale, obtenue au sens de ce critére, est alors donnée par |'expression suivante :

A, (=R (1)r, (1) (100.)

expression dans laquelle R, () représente la matrice d'autocorrélation estimée de X, ,(7) et

r,(t) le vecteur d'intercorrélation estimé de X, ,(7) avec x,(7) :

R, ()= Zt:ﬂf‘fxp_l(i)xlf_l(i) (101.)
r, (1) = iﬂ"iX L (Dx) (i) (102.)

la prédiction du signal x,(¢) s'écrit alors :
) =r, (ORLMX (1) (103.)

La solution optimale requiert finalement un co(t de calculen O(p—1)* du fait de I'inversion

de la matrice R, (7).

En développant I'espérance carrée de |'erreur de prédiction, il vient :

Ele, (e’ (1)]= E[(xp(t) — AT ()X, (O)x, (1) - Ag,l(t)xp,l(t))T]
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Ele, el 0] = Ellx, 021 (1)~ AL, ()X, (005 (1)~ 5, (DX (DA, () + AL(OX,,(OX L, (DA, (1))

Ele, e’ 0] = Elx, (02" (0]-2Re(a” 0 E[X , ()" )+ AT (O E[X, ()X, (0]A, (1)

On introduit alors la matrice R, (1) = E[prl(t)XIL(t)] d'autocorrélation du vecteur d'entrée
X, ,(?) etlevecteur S, (1) = E[X[H(t)x; (t)] d'intercorrélation entre le vecteur d'entrée

X, (1) etlesignal désiré x ().
L'équation précédente devient alors :
Ele, e’ )] = Elx,()x,(0]-2Re(A7 (1S, ,())+ AT (DR (DA, (1)

On cherche le vecteur A, _,(7) des coefficients du filtre qui minimise I'espérance carrée de

I'erreur. En considérant que la matrice R, ,(7) est de rang plein, il existe une solution unique

qui s'obtient en annulant les dérivées de la forme quadratique E[gp(t)e‘;(t)] par rapport aux

coefficients du filtre A, (7).

On décompose alors le filtre A, ,(¢) en parties réelle et imaginaire :
A, (=A_ O+ A (®)

ainsi que le vecteur d'intercorrélation S,.(1)
S, (=S, (+jS, (1)

D'ou :

Ele, el 0] = Elx,0x](n]-247 5, (0-24T 5, +AL (MR, (WA, ()
ieme

On considere alors la dérivation de cette expression par rapport a la composante a,(t) du

vecteur A (7). On décompose la composante a, (1) en parties réelle et imaginaire :

a, () =a, (D+ ja, (1)
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et I'on distingue les dérivations par rapport a ces parties réelle et imaginaire.

Remarque :

Si x est une variable complexe x =a+ jb avec a et b réels. On définit alors la dérivée par

rapport a x par:

ox”

On a alors a—le et — =0
X ox

On démontre que la dérivation de la forme bilinéaire AZ_I(t)Rp_l(t)Ap_l(t) par rapport aux

composantes du vecteur A, (n) donne les résultats suivants :

NI (DR, (DA, (D)
da, (1)

= 2Re(RP71(t)Ap71(t))k , l'indice k signifiant que I'on s'intéresse a la k™
composante du vecteur R, (1)A, (7).

et:

M, (DR, (DA, (1)
da, (1)

=2Im(R, (DA, (1),

D'ou finalement :

Ele, el ]
&, ()

s, | (t))k +2Re(R, (04, (1),

et

Ele, el (0]
da, (1)

s, (t))k +2mm(R, (04, (1),

D'ou en annulant la dérivée par rapport a a,(?) :
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-2(s, ) +2RelR, (04, (1), =0
~2s, (t))k +2Im(R, (A, (1), =0
En annulant toutes les dérivées partielles il vient donc :
-2, ()+2Re(R, (A, ,(1)=0
~28, ()+ 2Im(R (DA, ,(1))=0
D'ol :
R_(DA ()=, (1)

et:

A, (D=RL 1S, (1)

Cette solution portant le nom de solution de solution de Wiener-Hopf.
6.3 Introduction du facteur d'oubli

En considérant alors I'hypothése ergodique vérifiée, c'est a dire en confondant les espérances
mathématiques et les moyennes temporelles, et en introduisant un facteur d'oubli @ dans la
moyenne temporelle, afin de munir I'algorithme de propriétés de poursuites, I'espérance

mathématique s'écrit :

E[x(t)]: Z/?x(t—i) avec A facteur d'oubli inférieur ou égal a un.
i=0

Il est alors immédiat que:
R (t+D)=AR_(H+ X, (t+DX, (1+]1)
S, t+)=4S, ,(H+ X]H(t+1)x]f(t+1)

Ainsi, a chaque instantz+1, il est possible, a partir du nouveau vecteur X ,(z+1) et du

nouveau scalaire x,(z+1), de calculer la matrice R, ,(t+1), de l'inverser et de I'appliquer au
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vecteur S (t+1). Le vecteur A ,(7+1) optimal au sens du minimum de I'erreur quadratique
pondérée par un facteur d'oubli A est alors mis a jour.

Le principal inconvénient de cette méthode réside dans l'inversion en temps réel de la matrice

R, (1+1). Cette inversion demande un colt de calcul proportionnel a p’ qui peut rapidement

s'avérer prohibitif lorsque la dimension p devient importante. Le but des algorithmes des
moindres carrés qui vont suivre va étre de faire diminuer ce colt de calcul. Pour cela, ils vont

utiliser des propriétés récursives de la matrice R, () et du vecteur S (7). Ces récursions

agiront, soit en fonction du temps n, soit en fonction de l'ordre p. Elles vont conduire aux
algorithmes des moindres carrés récursifs (MCR) dont le colt de calcul est proportionnel a p2.

Enfin, dans les cas ou les composantes x;(#) du vecteur X ,_(¢) sont en fait les valeurs décalées
dans le temps d'un méme processus monodimensionel x(¢) I'utilisation de ces propriétés de

décalage conduira aux algorithmes rapides dont le co(t de calcul est proportionnel a p.
La résolution, a chaque instant 7+1, de I'équation :

A t+D) =R (t+1)S,  (1+1)

n'utilise pas la résolution effectuée a l'instant précédent qui a permis de mettre a jour le vecteur

A, (D).
Or la matrice R, ,(z+1) a été modifiée, entre l'instant t et I'instant 7 +1, a travers I'équation :
R (t+D)=AR,_(O+X, ,(t+DX, (t+])
Il est alors légitime de chercher a exprimer A, (r+1) enfonctionde A (7).
Ainsi, en écrivant le filtre optimal au temps t+1:
A+ = R;I(t+ DS, (t+1)
et en remplagant S, (z+1) par son expression en fonction de S, ,(7),il vient:

A+ =R G+DAS )+ X, (t+Dx! (1 +1)]
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or S (=R, (DA (1) d'ou:
A +D =R\ (+DR, (DA, (1) + X, (t+D)x (1 +1)]
A+ =R a+D|R,,(+D =X, ¢+ DX, (t+D)A () + X, (t+D)x" (1 +1)]
d'oti finalement:
A+ =A (O+RL+DX, ¢+ D¢ +D=XT 1+ DA, (1))

I'expression x[T, (t+1)— X;l(tJrl)AIH(t) représente la conjuguée de I'erreur de prédiction a
priori, faite en utilisant le vecteur A, ,(¢), optimal au temps t, pour filtrer le vecteur X, (z+1)

disponible au temps r+1.

En écrivant: e, (t+1)=x,(t+1)— A;l(t)XIH(t +1) cette erreur, I'équation précédente devient:

A G+ =A (O+R+DX, 1+ e (1+1)

Cette expression, qui porte le nom d'équation normale, permet de mettre a jour le vecteur

A, (t+1) a partir du vecteur A (7).

6.4 Algorithme du gradient (LMS)

Une premiére solution consiste a supposer que la matrice R;fl(t+1) est constante au cours du
temps et égale a éYIH ou I, , représente la matrice identité et 6 un scalaire.

Il s'agit 1a d'une approximation importante et le critére ne va pas étre rigoureusement optimisé.
Cependant |'algorithme qui va en découler est sans doute I'algorithme le plus simple a mettre

en ceuvre et celui dont le colt de calcul est le plus faible. C'est de loin I'algorithme qui a été

jusqu'a aujourd'hui le plus utilisé dans les équipements industriels.

Avec cette hypothése I'équation normale se simplifie et devient :

A (t+D)=A_(+0X, (t+De, (1+1)
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Le vecteur Xp_l(t+1) et le scalaire xp(t+1) étant disponibles a l'instant 7+1, il est aisé de

T

calculer: e (t1+1)=x,(t+1)—A ()X, ,(t+1) et de mettre a jour le vecteur A, (r+1).

Cette mise a jour demande finalement un co(t de calcul proportionnel a O(p —1). Cet

algorithme est appelé algorithme du gradient stochastique (LMS).

Quantités obtenues au temps n et disponibles au temps t+1 :

vecteur des coefficients du filtre : A,H(t)

Nouvelles données au temps n+1 :

vecteur de données regues : X, (t+]D)
signal de référence : x,(t+1)

Calcul du nouveau filtre au temps n+1 :

erreur de prédiction avant : e,(t+D)=x,(t+1)— AZ?I(I)XIH(t +1)
mise a jour du filtre au temps ¢+1 : A (t+D)=A, (D)+ 5e£(t+ DX, (t+1D)
- Algorithme LMS -

Il'est a rapprocher de I'algorithme classique du gradient déterministe ou un vecteur A ,(z+1)

est adapté en descendant le long de la dérivée d'un critére au moyen d'une formule du type :
o -
Ap—l(t +1)= Ap_1(t) _EV(Crltere)

en considérant comme critére la minimisation de I'erreur quadratique a priori, cette équation

devient :
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p—1 p—1

o
AL (+D)=A (1) —EV(E[(xp(t+1) —AT (DX, (t+D))x, G+ )= AT (DX, (1 + 1))’])
d'ou en développant la dérivée :
o
A +D)=A (1) +Ez(E[Xp_l(t+1)x§(t+1)]—E[Xp_l(t+ DXT,(t+DA (1)
Le remplacement des espérances par les valeurs instantanées donne alors :

AL+ =A ()+X, (t+D)e’ (1+1)

I'algorithme est alors appelé algorithme du gradient stochastique et le scalaire & représente le

pas de descente de |'algorithme.

Conditions de convergence:

Dans une premiéere approche on peut considérer que l'algorithme est stable dés lors que

I'espérance de la valeur absolue de |'erreur a posteriori:
‘ep(t + 1)‘ = ‘xp (t+1) =X, (t+DA,_ (1+ 1)‘
est inférieure a la valeur absolue a priori:
g,t+)=x, (t+1) =X (t+D[A,_ 1)+ (t+De, (1 +1)]
Or sachant que:
e (t+D)=x (t+1)= X7, (t+D[A () +8X, (t+De, (1 +1)]
il vient:
g,(t+)=e (t+)—X _ (t+DX  (t+De,(1+1)
ou encore :
g,(t+)=e (t+D[1-8 X 1+ DX, (1+1))

La condition de convergence s'écrit alors :
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Ele, @+ 1] < Ele, it +1)]
=[1- CE[XT (t+ D)X, (1+ 1)] <1
d'oi:

0<5<i
NP

X

ou P, représente la puissance de la composante x,(#) de puissance maximale du vecteur

X, (1)

(Dans le cas ou les composantes de ce vecteur sont les valeurs décalées dans le temps d'un

processus monodimensionnel x(¢), P, représente la puissance du processus x(t).)

Une autre approche pour démontrer la stabilité de I'algorithme consiste a introduire le filtre

optimal Ay =R (t+1S, (t+1)

etlavariable e(r+1)=A (t+1)—A,

Et+D)=A_(N-A+X ,  (t+De, (1+1)

On introduit I'erreur de filtrage qui aurait été commise avec le filtre optimal :
e(t+D)=x,(t+1) - A7 X, (1+]1)

D'ou:

et+1)=A ()= A+ X, (t+D(x, ¢t +1) = AT (DX, ,(+D)

et+1) =)+ X, (t+Dle,(t+ D+ ATX, 1+ D= AL (DX, 1+ 1))
e+ =)+ X, (t+De,(t+D—e) X, +1))

e+1)=(I,, =X, ,(t+ DX (t+D)e(t)+ X, (t+ el (1+1)
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Par définition de e,(t+1), on a E[prl(t+1)e§(t+l)]: 0 car ¢,(t+1) représente l'innovation

de x, (1) parrapport a la base de prédiction X, ,(z+1).

En prenant alors I'espérance mathématique de I'équation précédente, il vient :
Elet+D]=(1,, - R, (t+D)Ele(r)]

L'algorithme LMS convergera en moyenne si et seulement si E[A]H(t)JT>A0

donc si E[s(t)]T)O

Donc si O<5<i ou 4,

max

représente la valeur propre maximale de la matrice R,_; (1) .

X

Critére optimisé:
Le fait d'avoir approché R, (¢) par 51p_1 a conduit a optimiser un critére différent de celui de
I'erreur quadratique moyenne pondérée.

En considérant la solution obtenue:

A+ =A )+, t+Dx,t+D-X" ¢+ DA o))

p

il vient:
A D=1, -8, t+ DX (t+D)A () +8X, (1 +Dx, (1 +1)
en se placant dans le cas ou I'algorithme a convergé, il vient pour t —oo:
ElA, a+D]=ElA, 1]
or: E[X, ,(t+1)X" 1+ D]=R _,(t+1) et E[X, ,(t+)x,t+D]=5 ,(+1)
d'ol en prenant I'espérance de I'équation précédente :
Ela, a+1)] =E[a_0]=E[A_0)]-6R c+DE[A_1]-5, +1)
d'ol:

pour t — o0 E[A_(0)]= Rt +1)S, (1 +1)
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La solution obtenue grace a l'algorithme du gradient stochastique converge donc en moyenne
vers la solution optimale. L'algorithme n'optimise donc pas un critére des moindres carrés

exacts mais un critére des moindres carrés moyens.
Variantes de I'algorithme

L'algorithme du gradient stochastique posséde un grand nombre de variantes dont I'emploi

dépend essentiellement de I'application envisagée. On peut citer par exemple:

L'algorithme de gradient normalisé (NLMS):

X, (t+1e,(t+1)
X (t+DX, (t+1)

A+ =A (1)+

L'algorithme du gradient basé sur le signe de I'erreur (error sign):

A @+ =A _(O+X, (t+ l)sgn(e[T)(t+ 1)
L'algorithme du gradient basé sur le signe de la donnée (data sign):

A (t+)=A ()+0sgn(X ,  (t+ 1))e£ (t+1)
L'algorithme du signe (sign algorithm):

Ap_l(t +1)= Ap_l(t) + §sgn(Xp_1(t + 1)e§ (t+1))

Conclusion

L'algorithme du gradient stochastique est un algorithme simple dont le co(t de calcul est
proportionnel a I'ordre N du filtre a identifier. A condition de respecter un pas d'adaptation
suffisamment faible, cet algorithme est stable et optimise un critére des moindres carrés
moyens. C'est encore aujourd'hui I'algorithme de filtrage adaptatif le plus employé dans les

applications temps réel.

Le probléme principal dans son emploi réside dans le choix du pas d'adaptation . Un pas faible
entraine une convergence lente souvent incompatible des applications envisagées (égalisation
en évasion de fréquence par exemple). Un pas trop fort va conduire, quant a lui, a des résultats

imprécis. Il existe un grand nombre de méthodes qui tendent a faire varier ce pas [@ au cours de
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la phase de convergence. Cela peut avoir pour effet d'accélérer la convergence mais il faut
rester circonspect vis a vis de ces méthodes car la convergence de l'algorithme n'est assurée

gue dans le cas du pas fixe.

6.5 Algorithme RLS
L'algorithme du gradient stochastique partait de I'approximation: R, ,(¢) = éYp_l . Cette

simplification a permis de passer d'un co(t de calcul proportionnel a 0(p3) a un co(t de calcul
proportionnel a p. En évitant cette simplification, il est cependant possible de résoudre

I'équation:

A t+D) =R (t+1DS,  (1+1)
avec un co(t de calcul proportionnel a p2.
En effet: R, (t+1)= /1Rp_1(t) +X,, (r+ l)XZ_1 (t+1)

En utilisant un lemme d'inversion matricielle rappelé ci-dessous :

si: A= B+CDC"

alors: A" =B —-B'c[D+C"BC|'C"B"

il vient :

R} ) R,
Rpll(t+1)=%Rpll(t)—%Rpll(f)Xp1(”1){“}(;1(”1) P—/i(t)X,,l(Hl)} X, @+D) DZ(I)
d'ou:

R (t+1)= l(R_l_l(t) B R,,l(t)Xp1(t+1)X,,1(t+1)Rpl(t)]
P ﬂ p

A+ X, t+DRL (DX, (1+]1)

En multipliant a gauche par X ,_,(s+1) et en factorisant, il vient:

G, (t+) =R (t+DX, (t+]) :%Rpll(f)xpl(tﬂ)(l— X, (t+DR (DX, (t+1) ]

A+X, (t+DRL (DX, (t+])
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d'ou:

RL(X, (t+1)
A+ XD+ DR (DX, (1+1)

G, t+)=

d'ou l'algorithme suivant :

Quantités obtenues au temps t et disponibles au temps t+1 :

inverse de la matrice d'autocorrélation : R;l(t)

vecteur des coefficients du filtre : A, (1)
Nouvelles données au temps t+1 :

vecteur de données regues : X, ,@+1)

signal de référence : x,(t+1)

Calcul du nouveau filtre au temps n+1 :

erreur de prédiction avant : e, (t+1)= X, (t+1)— AZ,I(t)Xp,l(t +1)
RL(OX, (t+])
A+ X, (t+DRL (DX, (t+])

calcul du gain de Kalman : G, ,t+])=

mise a jour du filtre au temps t+1 : A (t+D=A, (O)+G, (t+De, (t+]1)

propagation de l'inverse de :

] 1, )
By e R+ = (RL()-G, ¢+ DX, + DR} (n))

- Algorithme RLS -
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Cet algorithme conduit a la mise a jour du vecteur A (¢+1) avec un colt de calcul

/////

G, (t+1) récursivement au cours du temps.

- o . . . . .
Pour =0, la matrice RPI_I(O) est choisie égale a yll,_l ou § représente un scalaire petit

devant 1.

Cet algorithme, a la différence de I'algorithme du gradient stochastique, optimise

rigoureusement le critére des moindres carrés.

L'algorithme RLS s'applique aussi bien au cas d'un signal multidimensionnel :
X, (1) = (0,25, (O]

qu'au cas d'un signal monodimensionnel dont les valeurs sont conservés avec un décalage

temporel :
X, () =[x (0),x t=1)serx (=N +DJ

Cependant dans ce dernier cas, I'algorithme n'utilise pas cette propriété de décalage des
variables. En utilisant cette propriété, il est possible d'optimiser I'algorithme et d'obtenir une

version rapide (co(t de calcul proportionnel a N).

6.6 Exercices corrigés
Exercice 1

On consideére le code Matlab de prédiction linéaire suivant. Ce code utilise I'algorithme du
gradient stochastique. Le pas est noté mu, le signal utile est noté x(k), le signal est réel.
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For k=1l:length (x)

e=x (k) -A"'*X;

A=X+tmu*e*A;

end

1. Des erreurs se sont glissées dans ce code, indiquez les et corrigez les.

Corrigé

For k=1l:length (x)

X(2:N)=X(1:N-1);
X(1)=x(k);

e=x (k+1) -A'*X;

A=A+mu*e*X;

end

Exercice 2

On considére que I'on regoit trois signaux réels x, (t), x,(t), x5 (t) définis de la maniére
suivante

x1(t) = s(t) + by (D)
x,(t) = 2b,(1)
x3(t) = 2s(t) + 3b3(t)
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Tous les signaux s(t) et b;(t) sont réels blancs et indépendants. Le signal s(t) représente le
signal utile et les signaux b;(t) des termes de bruit additifs.

Ona:E[s*(t)] = 1et Vi E[bZ(t)] = o?

1. Calculez les rapports signaux sur bruit I'; sur chaque signal x;(t)

2. Déterminez les 3 coefficients a4, a,, az qui permettent de prédire au mieux, au sens des
moindres carrés, le signal s(t) a partir des signaux x, (t), x, (t), x3(t). C'est-a-dire qui
minimisent E[(e(t))?] avec: e(t) = s(t) — a;x,(t) — azx,(t) — azx;(t)

Corrigé

Question 1

Question 2

Le signal x, (t) n’apporte aucune information sur le signal utile, ce n’est donc qu’une source de
bruit et il est évident que le coefficient a, = 0. La question se résume donc a :

e(t) = s(t) — ayx;1(t) — agx;(t)
La solution de Wiener est donc donnée par :

-1
A= (Z;) - (1 +202 4 +2902) @
1 2 — 1
R CR) Y/ Py (4 +_3“ 1 +202) (2)

4= 1 (902)
(1+02)(4 +902%) —4\20°
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8. Annexes

8.1 Annexe Dérivation Forme Bilinéaire

Dérivation de AT RA en réel
ap

an-j

u=(ayg ... ay_; PIINLE
J

M=de Zrk,jaj
k J
u=ZZakajrk,j
ko j
u= 3 Z“ka rk1+zap i'p.j
k#p j

W= Y aga,ry ,+ D, Y agdn j+ 2,a,a;r, i+ 127r17ap

k#p k#p j#p J#ED
ou
8_= Zakrk’p+ z ajry c+2a oTp.p
P kzp j*p
R=R" donc Tep =Tpi dou:
ou
% =2ap +22a]rp]
p J#Pp
u
g =2 "p.j aj
Donc :
0
— ATRA=2RA
0A
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8.2 Annexe, Méthode de Capon

Pour chaque fréquence f, cette méthode cherche un filtre adapté dont la réponse vaut / pour cette fréquence f et 0

partout ailleurs. Une fois ce filtre obtenu I'estimateur Pc,, (f) n'est autre que la puissance de sortie du filtre obtenu

pour la fréquence f.

La sortie y(n) de ce filtre s'écrit :

N
*
y(n)=2h; x(n=i) (104.)
i=0
ou plus simplement sous forme vectorielle :
T
y(n)=H X(n) (105.)
hy x(n)
h -1
avec H = 2 et X(n)= x(n' )
hy x(n—N+1)

Le filtre H doit donc minimiser E ly(n)2 J avec la contrainte H' F =1

avec

1
e 2™

F=| /™ (106.)

ejZan

Ce qui s'écrit, en utilisant un multiplicateur de Lagrange:

. T 2 T . .
H optimal est tel que E[H X(n)] + Oc(] -H F) est minimal

soit, en annulant la dérivé par rapport a H :
H=2R{F (107.)
2
avec Ry =F lX nX (n)TJ matrice d'autocorrélation du signal x(n).

en introduisant o dans l'expression de la contrainte H Tp=1p , il vient :
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2
o= (108.
FTRYF
d'ou finalement :
-1
RN F
=N - (109.
FTRVF
Pour estimer Fe,,(f) il ne reste plus qu'a calculer:
Pep ()= Epyn? |= ElH" X)X ()" 1 (110.
FTRN' R RN, F
Peap () =—5—; NT 7 (111.
F RN FF Ry F
1
PCap(f):ﬁ (112.
F Ry F
or:
1
FTRX]IF :[]’e—jZth ’e—j4‘rl:f ,...,e_jZan] P i ejZTEf (113.
o J2NT
d'ou:
1
PCap(f)z N N (114.
Z Zpkle_jzn(k_l)f

k=01=0
En conclusion pour obtenir I'estimateur de Capon, il faut:
* observer N échantillons du signal x(nT,)
* estimer la matrice d'autocorrélation et I'inverser pour obtenir les termes py;

* calculer Fg,,(f) pour chaque fréquence f.

Cette méthode souffre donc d'un coiit de calcul supérieur aux estimateurs précédents. Il est possible de démontrer
que cet estimateur a une variance minimale et c'est la raison pour laquelle il est souvent appelé estimateur du

minimum de variance.
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8.3 Annexe, Méthode de Pisarenko:

Dans cette méthode, le signal x(n) est supposé étre constitué d'une somme de N sinusoides s(n) et d'un bruit blanc

additif b(n) .
x(n)=s(n)+b(n) (115.)
Sachant que tout signal sinusoidal réel sin(nw) peut s'écrire:
sin(nm) =2coswsin(n— 1)0)— sin(n—2)m

il est possible d'écrire:

2N
s(n)=-— z a,,s(n—m)
m=1

2N
x(n)=—- Zams(n—m)—i-b(n)

m=1

en remplacant s(n—m) par x(n—m)—b(n—m), il vient:

2N 2N
Zamx(n—m) = Zamb(n—m)

m=0 m=0

ce qui peut s'écrire matriciellement:

xm)A=Bm)T A

avec:
X! =[xn), x(n = D,....x(n-2N)|"
BT =[p(n),b(n - 1),....b(n-2N)|"
et:
ag
A= Y
aznN
d'on

Exmxm” |a = E[x BT i = E|stm) + BB A
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RonsiA=E|(S0) + B)Bon” Ja
Or, le bruit est supposé blanc, de variance o2 et décorrélé du mélange de sinusoides, cette équation devient donc:
RyyiA=62IA=G7 A

Le vecteur A est donc le vecteur propre associé a la valeur propre o avec la contrainte ag=1.

Ayant le vecteur A, on peut écrire la transformée en Z de I'équation:

2N
s(n)==>a,s(n—m)
m=1

2N
S@z)1-Ya,z7"|=0
m=1

les valeurs de Z pour lesquelles cette équation est vérifiée donnent les valeurs des fréquences présentes dans le

2N
mélange. Il faut donc extraire les racines du polyndme 17— z a,,Z™™ pour obtenir les N valeurs de fréquences.

m=1

SiNet 6° ne sont pas connus a priori, il suffit de surdimensionner la matrice R et d'analyser ses valeurs propres.
Théoriquement celles-ci doivent, au bout de N ordres, atteindre une valeur constante égale a (52 .11 existe de

nombreux critéres qui permettent de détecter ce blocage a 62 des valeurs propres.

Enfin, il est possible d'obtenir les puissances des sinusoides détectées. En effet, il est facile de vérifier que, dans le

cas d'un mélange de N sinusoides de pulsation ;j et de puissance P;,ona:

r(l)=P;cosm; + P, cosm, +...+ Py cosy
r(2)=P; cos2m; + P, cos20; +...+ Py cos 20y

r(N)=P;cos No; + P, cos No, +...+ Py cos NOy

disposant des pulsations ®; et des coefficients d'autocorrélation r(i), il "suffit" de résoudre ce systeéme pour trouver

les puissances respectives P, des raies spectrales identifiées.

En conclusion pour analyser un signal selon la méthode de Pisarenko, il faut:

* observer N valeurs du signal x(nT,),
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e calculer la matrice d'autocorrélation et en faire la décomposition en éléments propres,

2 et en déduire le nombre de sinusoides,

e détecter ©
* extraire les racines d'un polyndme complexe de degré 2N,

* enfin si I'on veut les puissances, résoudre un systeme réel de N équations a N inconnues.

La décomposition en éléments propres reste pour 1'instant I'étape la plus délicate a réaliser de maniere rapide et c'est

le frein principal a I'emploi de cette méthode.
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8.4 Annexe, Méthode de Prony:

Dans cette méthode le signal est, comme dans la méthode de Pisarenko, supposé étre constitué d'une somme de N

sinusoides mais le bruit est remplacé par un amortissement sur ces dernieres. L'hypothese de départ s'écrit donc :

N
x(n) = Z me,';l

m=1
avec :

Zm = e(xmejznfm

On peut alors fabriquer le polyndme :

N N .
W(Z)=H(Z—Zk)=2aiZN_l avec agp =1
k=1 i=0

D'apres I'hypothese de départ sur x(n) on a :

N
x(n—m)= Zb,zl”‘m
=1

en multipliant cette équation par a,, et en effectuant une sommation sur m, il vient :

N N N
Z a,,x(n—m)= Zam bIZln_m
m=0 m=0  I=1
N N N
ou encore : > amx(n—m)=ZbIZln_N ZaleN_m
m=0 =1 m=0

N
or Z a,z IN ™ =0 par définition des coefficients a,, du polyndme y(Z) dont les racines sont les Z;, d'ol :

m=0

N
Zamx(n—m) =0

m=0

N
et donc : x(n)==>"a,,x(n—m)
m=1

Les coefficients a,, peuvent donc étre obtenus par la résolution du systéme linéaire de dimension N suivant :

x(N+1) x(N) . . x(I) ||ag
x(N+1) . . x(2)
X(2N) xX(2N) . . x(N)|ay
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A partir des N coefficients a,, il est possible de former le polynéme :
N .
V(2= Y a,Z"" avecay =1
m=0
et d'en extraire les N racines complexes. Les modules de ces racines donnent alors les affaiblissements o, tandis

que les phases donnent les fréquences f,, .

Les amplitudes respectives b, des différentes sinusoides peuvent enfin étre obtenues en résolvant le systeme

linéaire suivant :

1 1 1 b; X0
Z; Z Zy
N-1 N-1

Z] ZN bN XN_]

Pour cette méthode il faut donc :
* observer 2N valeurs du signal x(nT,)
¢ résoudre un systeme linéaire complexe de dimension N

* extraire les racines d'un polyndome complexe de degré N

* etsil'on veut les amplitudes résoudre un systéme linéaire complexe de dimension N.
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8.5 Annexe, Algorithme de Levinson :

Pour faire passer le cofit de calcul de la résolution de I'équation de Yule Walker de o(N 2 ) a o(N 3) , cet algorithme

va utiliser une récurrence sur l'ordre N du modele prédicteur AR. Pour cela, il est nécessaire d'introduire 1'erreur de

prédiction arriere.

Le modele de prédiction avant consistait a estimer x(n) a partir de {x(n -1 x(n-2) ... x(n—N )} , en inversant
I'axe des temps, on peut construire un modele de prédiction arriere qui va estimer x(n— N) a partir de

{x(n— N+D ... ... x(n)}. Cela correspond a 1'équation de prédiction arriere suivante :

N
x(n—=N)= ZbN+1_ix(n+]—i)+eb(n)
i=1

modele, dont la structure RIF est la suivante:

e, (™

x(n-N)

x(n)

x(n-1)
x(n-2)

x(n-N)

L'équation de prédiction arriere s'écrit de maniere matricielle:

ey (n)=x(n—N)- XX (m)By
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avec X y (n) =[x(n),x(n=1),...x(n— N+ D]

et BN = [bN’bN—I’“"bI]T

Le vecteur BN optimal est tel qu'il minimise E,, = E[eb (n)z]

1
ce qui conduit3: By = E[X y ()X % (nﬁ E[X y (m)x(n— N)]
d'ou:
By =R¥'rb @

avec g =[r(N), r(N = I),..., r(])]
en reportant BN dans l'expressionde E,,, = E [eb (n)z] il vient:
E[eb (n)> ] - E[x(n - N)2 ] —2E[x(n— N)X y (0)]By + B,{}E[XN m XL m|By
pT
Epy =r0)—ry By

En réunissant (4) et (5) au sein d'une méme équation matricielle, il vient:

R A 0

N N N
v o) |1 Epn
Equation de Yule Walker arriere (ou rétrograde ou backward) dans le cas stationnaire

L'algorithme de Levinson est obtenu en réunissant les équations avant et arriere.

e Ilestaisé de vérifier E = Epy

En effet, I'équation (6) peut s'écrire:
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en multipliant a gauche par la coidentité :

0 0 1
Jy=|0 1 0
1 0 0
et en remarquant que, du fait de la symétrie de R  :
INRy =RnJIN

il vient:

o]

1
RN+] JB
- N

en identifiant avec 1'équation avant (3):

il vient: AN = JBN et EbN = EaN = EN

Ce qui revient a dire que prédire x(n-N) a partir de x(n-N+1),...,x(n) est identique a prédire x(n) a partir de x(n-

1),...,x(n-N). La seule différence entre les deux prédictions est le sens de parcours sur la trajectoire de x(n).

¢ L'algorithme se base sur une récursion sur 1'ordre N. Si on connait AN-1 et BN-1 a I'ordre N-1, il vient pour la

prédiction avant a 1'ordre N:

N-I
avec Ky =r(N)— > a; y_;r(N —i)
i=1

et pour la prédiction arriere:
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R
rn N Eyn_;
d'ou:
Ryyi|—An-g |=|0 et Ryy|—By_;|=|0
0 Ky I Ey_,

1 0 E Ky°
. N | En-1—
dot: Ryif|=An—; |~ =By-; ||= En_;

0 N-1 | 0

d'ol:

T

K
et EN =EN_1(]—kN2)aVeC kN: N

En_;

- Algorithme de Levinson -

Ce qui correspond aux relations suivantes:

E©0)=r(0)

k;= !

j—1
l:r(j) - z ai,j_ﬂ(j —i)}
i=1

jiI—=>Nid;j=K;

ij-1 =K@ =i j-1

Remarque:

1 0
1
il est possible d'écrire: ( J =|-Ay_;|—ky|—Bn_
N o 1
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0 1

_BN
et: ] = _BN—I _kN _AN—I
1 0

d'ou:

et:

d'ou en reprenant les expressions des erreurs avants et arrieres:

ey =x(n)—XE(n-DAy

An- By_
s

T =B,
eaN(n)zeaN_I(n)—kNXN(n—I)L }

or: epy (m)=x(n—N)— X}, () By
epn_1 (W) =x(n—=N+D)—X§_,(m)By_,
epnv_(n=1)=x(n—=N)— X5 _,(n-DBy_,

=eqy () =eqy_j(n)—kyepy_(n=1)

de la méme maniere :
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epy (M) =x(n—=N)— XL (m)By
conduit a :
epy (M) =epy_j(n—1)—kyegy_;(n)

Les coefficients kj correspondent donc a la structure en treillis suivante:

e (n) e (n)

a,N-1

e (n)

b,N-1 b.N

Enfin, on peut démontrer:

~ E[ea’N_j (”)eb,N—I]

En_g

d'ou le nom de coefficients de corrélation partielle (PARCOR) donné souvent aux coefficients ki.

En conclusion, la modélisation AR demande la mise & jour de N coefficients aj pour cela il faut:
* observer au minimum N valeurs du signal,
e calculer les coefficients d'autocorrélation,

¢ appliquer l'algorithme de Levinson (colit de cacul proportionnel a o(N?)).
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8.6 Annexe, Neural Network and Backpropagation

The Neural network is composed of a set of layers, each of them composed by a linear filter and non-
linear function. We have always an input layer, some hidden layers and an output layer.

In the neuron we will find a non-linear function playing the role of a threshold. As we cannot derivate an
Heaviside function it is approached by a sigmoid function. A typical one is given hereafter:

X

e
fe) = 1+e*
And we have :
ex
f'®)=qem

f1x) = fA = f(x))

Let's consider a network with g + 1 layers numbered from 0 to q. With the following notations:
n,, : the number of neurons of the L™ layer.
L. . -th th
y;" : the input of the i’ neuron of the L™ layer.
z! : the output of the i™" neuron of the L™ layer.

w; : the coefficient between the j* neuron of the (L-1)" layer and the i"" neuron of the L™ layer.

6F : the constant coefficient of the i neuron of the L™ layer.

Layer : L-1 Layer: L

-1
Yj -1

neuron j

neuron i

We have then :
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L _ L L-1 L
yi_zwijzj +0;
j
And :

2 =fob

The network's error, observed at the output is given by:

E(s) = %Z(zjq - t]fl)z
i

The first input layer being fed with s = (y?,y?, ..., y2).

The free parameters are all "synaptic coefficients": wiLj and the constant parameters GiL, for all layers
Le]1,q].

The main objective is to apply a gradient descent in order to find all wiLj and GiL, terms. But for that
purpose will have then to calculate the derivative of the error with respect to the synaptic coefficients

. _— OE
and the constant parameters. But we will process by stages and we will first calculate E

i

For the output layer (with the sigmoide function) L = g, we have :

dE  OE 0z
" a—zj,% = (27 -7 (1-27)

For the output layer (with the linear function) L = g, we have :

q
Jo
ay]. azj ayj

This partial derivation is easy to calculate due to the fact that we are dealing with the output layer. It is
more complex for inner layer and we will establish a recursive backward solution.
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For an inner layer < g, we have :

0E _ OE 0z} _ 0 ,
YAy A i (1-z7f)
dy; 0z ay] az

We can then develop L as follows :
]

oE oE ayL“ oE

— L+1

a_ZjL_ 4 6y,€“ Ozj = ayL+1WkJ

Merging the two last equations we have then:
_ L L L+1
=7 (1 —Z )Z dy L+1

OE
Finally this equation gives us a recursive way to calculate aII 3y L terms from — 57 easily obtained
J

The gradient descent

As mentioned earlier our goal is to propose a gradient descent algorithm given by the two following
equations:

OF

L _ ., L
U
0F
QLL_QLL—(SW

Once more we will use partial derivations:

0E _ OE 0y} OE

— =
ow;;

R — _Z.L_l
oyt awiLj ayt™

0E  OF dy} OE
96F ~ ayLaer ~ oyt

The complete algorithm is given hereafter
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Initialization with a sigmoide function for the last layer

qa_ .9\, 41 _ .4
Z; tj)zj (1 Z]-)

0FE (
o=
ayj
Initialization with linear function for the last layer

aE_(

J— Z.q — t.q
ayjq J J)

Backpropagation, for L=g-1 to 1, for all j indexes of the concerned layer:

0E 0E
L L E L+1
L= % (1_21') I+1 Wkj
dy; = 0y

Adaptation, for L=1 to q, for all k and j indexes of the concerned layer:

WiLj—wiLJ 66 .szL_1
l
0F
HlL:elL—(SF
Vi

(for the case of the linear output function the adaptation equation for Hl-L can potentially be cancelled)
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Matlab implementation
You can either code by yourself the previous algorithm, or try to use the neural network matlab toolbox.

Here is a short example of how to use the train function

o)

% How to calculate an Inverse Fourier transform with a neural network
clear all;
close all;

clc

K=32;
L=2;
N=1le2;

o)

% Learning base

hc =randn(L,N)+j*randn(L,N); % random complex impulse response
H=zeros (K, N) ;
for n=1:N

H(:,n)=fft (hc(:,n),K);

end

T = [real(hc);imag(hc)]; % (desired output)

X= [real (H);imag (H) ]; % (input)

% We create the neural network : PMC de type feed-forward

egal_net = newff (minmax(X), [5*2*L 2*L],{'tansig' 'purelin'}, 'trainlm');

o

quelques remarques

% — egal_net : name of the neural network

% — minmax (X1) : range out the inputs

$ — [10 2] : First layer 10 neurons, 2 neurons for the output layerd
% — tansig : non linear function for the first layer

% — purelin : linear function for the output

o

(tansig et purelin correspondent a 10 et 2, respectivement)

o\

- trainlm : Levenberg-Marquardt algorithm used
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egal_net.trainParam.epochs = 100; % max number of iterations

o)

% Learning
[egal_net,tr_egal_net] = train(egal_net,X,T);

o)

save egal_net egal_net; % enregistrement du réseau pour ne pas refaire a
chaque fois 1l'apprentissage

% Test

sl = sim(egal_net,X);

hest = complex(sl(1l,:),s1(2,:));
err = abs (hest-hc);

plot (err)
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9. Exercices

9.1 Echantillonnage

EXERCICE N°1

Soit un signal analogique a temps continu x,, (¢) dont le spectre, représenté par le module de Transformée de Fourier

(TF) X ,(f) estasupport borné dans l'intervalle [— F+F ] . On échantillonne x,(¢) alafréquence F, = Ti avec
e

F, =5F . Cet échantillonnage, supposé idéal, s'écrit a 1'aide d'un peigne de Dirac : x, () = x, (t)-WT( (t).On

considére l'allure suivante pour la TF de x, () :

| X, ()

1. Représentez graphiquement |X f )| pour fe [—20F A20F ]

On échantillonne maintenant un signal a temps continu de la forme : x, () = Acos(2nf0t)+ B . On obtient ainsi le
signal échantillonné x(nTe )= X, (nTe ).

2. Déterminez l'expression de x(nTe ) , exprimez la Transformée de Fourier de ce signal et représentez
graphiquement son spectre

EXERCICE N°2

Le signal x(t) = cos(2mfyt) avec f, = 6000 Hz est échantillonné a F, = 10 kHz avec un convertisseur 8 bits
fonctionnant dans la plage -2V, +2V.

1) Calculez les échantillons (non quantifiés) d'une période du signal échantillonné x(nT,)

2) Exprimer puis représenter le spectre du signal échantillonné x(nT,)

3) Donner une estimation de la puissance du bruit de quantification

4) Quelle est la puissance du signal échantillonné x(nT,)

5) Le signal numérique x(nT,) est fourni a un convertisseur numérique-analogique (on supposera le filtre de
reconstruction idéal). Quel est la fréquence du signal analogique résultant ?

EXERCICE N°3

Soit un signal analogique réel a temps continu x, (¢) dont le spectre |X o f )| est a support borné, de largeur 25 MHz

et centrée sur //2.5 MHz. La partie du spectre correspondant aux fréquences "positives" est représentée ci-dessous :

X1 25 MHz

<+
P

112.5 MHz
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Un ingénieur propose d'échantillonner ce signal a une fréquence F, = 9OMHz . La plupart des ingénieurs auxquels il

soumet cette proposition prétendent qu'il ne respecte pas le théoreme de 1'échantillonnage et ne voient pas l'intérét de

cette solution.

1. Présentez un argumentaire pour défendre la solution de cet ingénieur.
2. Représentez le spectre du signal échantillonné

3. Lasolution est-elle encore valable si le signal est centré sur 100 MHz et Fe=50 MHz, pouvez-vous exprimer une
condition suffisante pour que le "sous échantillonnage" proposé fonctionne toujours convenablement.

EXERCICE N°4

Un ingénieur du son enregistre un concert avec 2 micros. Il supprime, par filtrage, les composantes des signaux
analogiques aux fréquences supérieures a 22 kHz, puis il échantillonne les signaux de ses micros et quantifie les
valeurs sur 16 bits. Il désire stocker les signaux numérisés sur un CD-ROM. On suppose qu'il n'effectue aucun autre

traitement sur ses données (pas de codage contre les éventuelles erreurs par exemple).
Quelle doit étre la capacité de son CD pour 70 minutes de concert ?

EXERCICE N°5
En pratique, 1'échantillonnage d'un signal a temps continu est suivi d'un codage de chaque échantillon x en une valeur

QO(x) représentée sous forme numérique (conversion analogique-numérique). Cette opération constitue une

discrétisation du signal avec un pas de quantification A que I'on supposera constant. Pour iA < x < (i +1 )A, le

o . . A
procédé de quantification retenu dans cet exercice est un arrondi de la valeur de x a * PR

Si on utilise un code binaire sur b bits, la plage de codage vaut A = 2PA.

On définit l'erreur de quantification par e(x) = Q(x)—x

-ieme

1. Déterminez l'expression de l'erreur de quantification pour x situé dans le i“"™ intervalle de quantification et tracez

I'allure du graphe correspondant.

2. On admet que l'erreur de quantification e, encore appelée bruit de quantification, est une variable aléatoire

continue non corrélée a x et dont la densité de probabilité est uniforme. Montrez que e est centrée et exprimez sa

variance cﬁ en fonction de A.

2

3. On définit le rapport signal a bruit de quantification en dB par : I’y =10log;, G—;
c

e
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Dans cette expression, G)ZC représente la variance de x. La dynamique de x est supposée ne pas dépasser la plage de

-A A
codage, soit > <x< ER Déterminez l'expression de I' en fonction de G, du nombre b de bits et de 'amplitude A

de la plage de codage. Quel est I'apport en décibel (dB) d'un bit supplémentaire.

4. Calculez la valeur maximum de I' avant saturation pour un codage sur 16 bits pour un signal sinusoidal et pour un

signal gaussien dont la valeur créte sera saturée a 46, .

9.2 Transformée de Fourier

EXERCICE N°1

Soit un signal numérique réel x(n7,) dont le spectre, pour les fréquences "positives"”, est représenté ci-dessous :

X!
8 kHz

At

Jo=F/4

On multiplie terme a terme les échantillons de ce signal par un signal sinusoidal réel de fréquence normalisée

f

f1,, =0.0125 pour former un nouveau signal y(n7,). (Fréquence normalisée : f,, = F)
e

1. Quelle est la valeur de f; ?
2. Exprimez y(nT,) en fonction de x(n7,)

3. Représentez le spectre de y(nT,) (on supposera la bande du signal faible devant la valeur de la fréquence f;)
EXERCICE N°2

On considere un signal analogique H(z) défini de la maniere suivante :

-t 1
i¢)=1Lte| —,—
(=tre| 2]
n()=0,re|—2,<
2 2
On numérise ce signal avec une fréquence d'échantillonnage F,

1. Quelle condition doit respecter F, pour respecter le théoréme de 1'échantillonnage ?

On considere maintenant la porte numérisée de M échantillons :
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N(nT,)=1,nel0.N-1]
O(nT,)=0,ne [N, M 1]

2. Calculez la Transformée de Fourier discrete de cette porte numérique et tracez le spectre de 0 a F, en précisant
les valeurs des passages par 0.

40
On introduit la Transformée en cosinus discrete suivante : C ( f ) = Z x(nTe )cos(annTe)

n=—oo

3. Exprimez C(f) en fonction de la Transformée de Fourier discrete X (f) (le signal temporel est réel)
4. Quelle condition faut-il avoir sur le signal numérique temporel x(nTe) pour avoir C(f)=X(f)
5. Soient les N échantillons du signal suivant :

x(nT,) o/

® 05 ® 05

0.2 ® 02

6. La Transformée de Fourier discrete de ce signal est-elle réelle ?
7. Quel échantillon pourrait-on ajouter pour résoudre le probleme ?
EXERCICE N°3

On considere une image que l'on notera / et qui comporte N lignes et M colonnes. On note I(n,m), le pixel de la

ligne n colonne m.

e  Ecrivez la Transformée de Fourier de 1'image en fonction de deux variables p et g

On conjugue cette Transformée et on effectue la Transformée inverse on obtient

e le négatif de I'image ?

¢ l'image d'origine ?

e [l'image d'origine avec une symétrie par rapport a un axe vertical ?
¢ l'image d'origine avec une double symétrie verticale horizontale ?
® n'importe quoi ?

EXERCICE N°4

(Cas d'étude Radar)

On observe pendant 10 ps un signal radio que 'on échantillonne a 10 MHz. Ce signal est en fait 1'écho d'un pulse
radar, c'est a dire un petit morceau de sinusoide, qui avait ét€ €émis un instant auparavant vers un véhicule en

mouvement.
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On considérera en premieére approximation dans cet exercice, que le pulse radar émis occupe une bande de 100 kHz
(avec une mise en forme) et qu'il a été transposé en fréquence a 5 GHz. En réception il est redescendu en bande de

base par transposition de fréquence.

1. Proposez un schéma global de la chaine émission / réception

2. On effectue une FFT du signal regu apres transposition a la fréquence 0 Hz (dite bande de base), quelle précision
peut-on obtenir sur l'estimation de fréquence ?

3. Quelle précision peut-on en déduire sur la vitesse du mobile compte tenu de 1'effet Doppler ?

4. Ce principe de mesure de la vitesse peut-il fonctionner ?

9.3 Filtrage numérique RIF

EXERCICE N°1

On considere un filtre RIF symétrique réel pair dont les coefficients sont :
hp=0.1,h;=03,hy=0.6 ,h3=0.6,h;=03,hs =0.1

1. Calculer la réponse de ce filtre a la fréquence 0 Hz
2. Calculer la réponse de ce filtre a la fréquence normalisée 0.5

3. Oninverse le signe des coefficients d'indice impair, quelle est la réponse du nouveau filtre obtenu a la fréquence
normalisée 0.5

4. Donnez un schéma de réalisation du filtre. Combien faut-il de multiplications par valeur de sortie

EXERCICE N°2

Un filtre numérique a réponse impulsionnelle finie est défini par I'équation suivante :

N-1
ym) = Ylagx(n—k)

k=0

Les coefficients a ont été calculés de telle sorte que ce filtre soit de type passe bas avec une fréquence de coupure

f. égalea F,/20.(F, représentant la fréquence d'échantillonnage).

1. Que devient ce filtre si ses coefficients a; sont remplacés par a; cos(2 7 f) k T,) avec f, =F, /5.

EXERCICE N°3
Soit le filtre défini par I'équation : y(n) = x(n) +0.7x(n—1)+0.9x(n—2)
la fréquence d'échantillonnage est égale a 10 MHz, les signaux sont réels.

1. Quelle puissance de calcul (nombre d'opérations par seconde) minimale faut-il prévoir pour réaliser ce filtre ?
EXERCICE N°4

On considere une chaine de traitement constituée par la mise en cascade des 4 filtres numériques suivants :
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7 4
u(n) = Zaix(n—i) , v(n)= iju(n—j)

i=0 j=0

6 5
w(n) = Zcmv(n—m) , y(n)= dew(n—k)

m=0 k=0
Soit x(n) le signal en entrée et y(n) le signal en sortie.

1. Ecrire y(n) en fonction de x(n) ?

2. Quel est l'ordre du filtre ainsi obtenu ?
3. Quel coefficient affecte x(n—21) ?
EXERCICE N°5

On considere le filtre numérique RIF A(z) a 64 coefficients tous égaux a 1. Soit x(n) le signal a 1'entrée du filtre et

y(n) le signal a la sortie du filtre. On se place a l'instant n.

1) Serait-il possible d'obtenir la sortie parmi les valeurs délivrées par une FFT du signal d'entrée.
2) Tracez la fonction de transfert en fréquence du filtre.

jom (t><1 )
On multiplie terme a terme les coefficients du filtre par e N

3) Tracez la fonction de transfert en fréquence du nouveau filtre ainsi obtenu.
4) Serait-il possible d'obtenir la sortie a I'instant n au moyen d'une FFT.

5) On cherche a décomposer un signal au moyen d'un banc de 64 filtres fréquentiels équidistants. Proposez une

solution en utilisant une FFT.

EXERCICE N°6
On considere l'interpolation de facteur 2 la plus simple qui consiste a insérer entre chaque valeur du signal
numérique d'origine la demi somme des échantillons encadrant cette nouvelle valeur. Ecrire le filtre interpolateur,

exprimez sa réponse en fréquence.

EXERCICE N°7
Donnez 1’équation d’un filtre RIF d’ordre 2 qui supprime la fréquence f; = 1 kHz, sachant que le signal a été

échantillonné a F, = 8 kHz.

Comment faudrait-il modifier ce filtre pour qu’il supprime aussi le continu (la fréquence 0 Hz) ?
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9.4 Filtrage numérique RII

EXERCICE N°1

Une boucle a verrouillage de phase est modélisée par le circuit suivant :

+m x(n)—y(n):e(n3

1. Ecrire larelation entre la suite d'entrée x(n) et la sortie y(n). En déduire la fonction de transfert en Z du systeme.

2. Quelle est la réponse a I'échelon unité. Vérifier qu'elle correspond bien a un asservissement de y(n) sur x(n), c'est
a dire qu'elle tend vers 1'unité quand » tend vers l'infini.

3. Le coefficient K représente le gain de 'asservissement. Dans quelle plage doit on choisir ses valeurs pour
garantir la stabilité.

EXERCICE N°2

Soit le filtre numérique défini par ses :zéros :
Z;=009%j0.99
Z,=058%j081

et par ses poles :

P; =062+ ;026

P,=070%j0.58

1. De quel type de filtre s'agit-il (RIF, RII, ?)
2. Quel est son ordre

3. Quelle est sa fonction de transfert (passe haut, passe bas, passe bande ?)

EXERCICE N°3

On considere un filtre numérique dont la fonction de transfert en Z s'écrit :
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b, +bIZ‘1 +772

H(Z)= y )
1+b;Z7" +byZ

1. De quel type de filtre s'agit-il (RII, RIF) et quel est son ordre ?

2. Calculez la réponse en fréquence de ce filtre.

N(Z)
3. Onpose H(Z)= D(Z)

exprimez la réponse en phase de H(Z) en fonction de @ etde ¢ ().

et on introduit @ p (®) comme étant la réponse en phase du dénominateur D(Z) ,

EXERCICE N°4

On considere le filtre RII suivant :
y(n)=x(m)—b;y(n—1)—byy(n—2)

1. Quelsignal d'entrée x(n) conduita y(n)=38(n), discutez ce résultat.

n=-+oo

On rappelle qu'une condition nécessaire et suffisante de stabilité pour un filtre numérique est d'avoir Z |hn| bornée.
Nn=—oo

ieme

Expression dans laquelle 7, représente la n"" valeur de la réponse impulsionnelle du filtre.

. 1 A Lo
On se place dans le cas ol b; et b, sont tels que la fraction a deux pdles complexes conjugués

1+b,27 +b,272

PetP

2. calculez la réponse impulsionnelle du filtre
3. montrez que la condition de stabilité revient a avoir le pole a l'intérieur du cercle unité
(On pourra décomposer la fraction en éléments simples et effectuer la division. L'écriture du pdle en coordonnées

polaires peut étre avantageuse pour le calcul)

EXERCICE N°5
On vous demande de réaliser un filtre numérique agissant sur un signal numérisé a 10 MHz. La bande passante

s'étend de 0 a 100 Hz et la bande atténuée de 200 Hz a 5 MHz.

1. Quelle puissance de calcul faut-il grossierement prévoir pour réaliser ce filtre avec un filtre RIF ? un filtre RII ?

2. Que pensez-vous du probléme posé et auriez-vous quelques recommandations a faire pour le simplifier.

3.

EXERCICE N°6

4. Donnez I’équation d’un filtre RII d’ordre 2 qui supprime la fréquence f, = 1 kHz, sachant que le signal a été
échantillonné a F, = 8 kHz. On proposera un filre a encoche avec un pole de module égal a 0,9.

5. Comment faudrait-il modifier ce filtre pour qu’il supprime aussi le continue (la fréquence 0 Hz) ?
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9.5 Signal aléatoire

EXERCICE N°1

On considere un signal aléatoire numérique x(nT,) . Pour simplifier les écritures on suppose T, =1 et 1'on écrit la

réalisation du signal a I'instant 7, sous la forme x(n).Le signal x(n) a été obtenu en filtrant, au moyen d'un filtre a

réponse impulsionnelle finie, un bruit blanc b(n) gaussien centré de variance o?. L'équation de filtrage est la

suivante :

3.

4.

x(n)=2bn)+0.5b(n—1—-0.2b(n-2)+0.1.b(n—-3)
Calculez, en fonction de c? , les coefficients d'autocorrélation d'ordre 0,1,2,3 du signal x(n) . On notera
T (0), 1 (D), 1 (2), 7, (3) ces coefficients.
Le signal x(n) est-il blanc ?
La répartition des niveaux d'amplitude du signal x(n) est-elle gaussienne (sans justifier)?

Formez la matrice d'autocorrélation d'ordre 3 que l'on notera Rj;

On suppose maintenant que 1'on dispose d'un autre signal noté y(n), lui aussi obtenu par filtrage du bruit b(n) , mais

s'écrivant cette fois ci :

7.

y(n) =b(n)=b(n-2)

Donnez la Transformée en Z de la réponse impulsionnelle du filtre qui a permis d'obtenir y(n) a partir de b(n) .

Placez les z€ros de ce filtre sur un cercle unité, quelles sont la ou les fréquence(s) coupées par ce filtre ? Tracez a
main levée l'allure de sa réponse en fréquence.

Le signal y(n) est-il blanc ?

On considere maintenant le coefficient d'intercorrélation entre les signaux x(n) et y(n). On note Tyy (p) ce

coefficient et il est défini par : Ty (p)=Ex(n)y(n— p)*

8.

Caleulez r,, (0), ryy, (1), 1y, (2)

EXERCICE N°2

On considere un filtre avec uniquement des zéros :

T

. LT
J= * —J
ZO =e 4, ZO =e 4

On fait passer un bruit »(n) uniformément réparti entre [0,1] a travers ce filtre. On note x(n) la sortie du filtre.

1.

2.

Exprimez x(n) en fonction du signal d'entrée.

Calculez les coefficients d'autocorrélation d'ordre O et 1 de x(n). On notera r,,(0), r,, (I) ces coefficients.
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EXERCICE N°3

On considere le cas d'un signal s(n) obtenu au moyen de deux capteurs. Sur le premier capteur le signal est regu

avec une variable de bruit additive b;(n) et avec une variable b,(n) sur le deuxiéme capteur. Ces deux variables de

bruit sont supposées indépendantes, gaussiennes, centrées et de méme variance égale a o?. Le signal s(n)est
supposé étre centré et normalisé, c'est a dire E[s(n)] =0et E [s2 (n)] =1

1. Exprimez le rapport signal sur bruit sur chaque capteur. On notera x;(n) et x,(n) les signaux capteurs.

Afin d’améliorer ce rapport signal sur bruit on décide de sommer les signaux issus des deux capteurs et de former un

nouveau signal y(n) =x;(n)+x,(n) .

2. Exprimez le nouveau rapport signal sur bruit obtenu sur le signal somme y(n) .
On considere maintenant que le deuxieme capteur fonctionne moins bien que le premier et que le signal qu’il recoit
s’écrit
X5 (n) = as(n) +by(n)
Expression dans laquelle o représente un coefficient d’affaiblissement réel compris entre O et 1.

3. Donnez le rapport signal a bruit de combinaison obtenu par simple sommation en tenant compte de ce
coefficient o .

4. Tracez ce rapport pour o variant entre O et 1 et discutez sur 1’efficacité de la sommation.

On propose maintenant d’introduire un coefficient multiplicatif réel a sur la deuxieéme antenne.

5. Exprimez, en fonction de o et de o2, la valeur optimale que doit prendre ce coefficients @ afin de maximiser
le rapport signal sur bruit en sortie de combinaison.

EXERCICE N°4

1

Soit un bruit blanc b(n) de variance o2 qui traverse un filtre RII dont la transformée en Z est H(Z) = T On

note x(n) le signal a la sortie du filtre.

- Calculez les termes 1, (p) de la fonction d'autocorrélation du signal x(n)

EXERCICE N°5

On considere le signal x(nT,) suivant :

el
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N-1 N-I N1 )
1. Montrez, sur ce signal simple, que z z x(m)x(n—p) = Zx(n)
p=—(N-1)n=p n=0

2. Proposez une méthode pour généraliser ce résultat a toute observation d'un signal sur N points

9.6 Prédiction linéaire

EXERCICE N°1

On considere 1'observation tronquée de 6 échantillons d'un signal aléatoire x(n) :
023 -0.1 012 -04 -03 0.1

On suppose le signal nul en dehors de ces valeurs. On choisit d'estimer, a partir d'une observation de N valeurs, le

coefficient d'autocorrélation du signal x(n) au moyen de la formule :

1 N-I

rec(P) = §,, x(n)x(n—p)*

1. Calculez les valeurs de r, (p), pour pe [—oo +oo]
2. Donnez la valeur du périodogramme de x(n) pour f =0

3. Donnez la valeur du corrélogramme de x(n) pour f =0

EXERCICE N°2

On considere un signal aléatoire stationnaire x(n) et I'on suppose connu ses coefficients d'autocorrélation :

r0) =362, r()=26%, r(2)=c62, r(3)=0

On cherche le filtre de prédiction linéaire d'ordre 3 de ce signal.

1. Utilisez l'algorithme de Levinson pour identifier successivement, en fonction des coefficients d'autocorrélation,
les filtres prédicteurs d'ordre 1, 2 et 3. Onnotera: a; ,a; a, ,a;, ap ajz cestrois filtres.
1 2 2 3 3 3

2. Tracez l'énergie de prédiction en fonction de 1'ordre du prédicteur pour 62 =1.Que pouvez-vous dire sur
I'évolution de cette énergie de prédiction.

3. On suppose que les autres coefficients d'autocorrélation (i) sont nuls pour i > 3. Calculez I'énergie de

prédiction a 1'ordre 4. Pensez-vous que 1'énergie de prédiction va beaucoup évoluer si I'on poursuit la prédiction
a des ordres supérieurs. Justifiez votre réponse.

4. Lesignal x(n) aété obtenu par filtrage d'un bruit blanc gaussien de variance o’ par un filtre a réponse

impulsionnelle finie de fonction de transferten Z H(Z)=1+0Z Iy Bz =2 en déduire les valeurs de o et B
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EXERCICE N°3

On considere un probleme de transmission dans lequel un émetteur envoie un signal s(n). Le récepteur recoit ce
signal augmenté d'une variable de bruit additive, que 1'on notera b(n) . Le signal regu sera noté x(n) = s(n) + b(n).

On suppose que le signal émis s(n) est centré et de puissance normalisée et que les échantillons sont indépendants.

Le bruit b(n) sera supposé gaussien blanc de variance o . Le bruit additif et le signal émis peuvent étre considérés
comme deux variables aléatoires indépendantes.

1. Calculez le rapport de puissance entre le signal utile et le bruit dans le signal recu (ce rapport dit signal sur bruit
se note SSB ou SNR en anglais).

Avant d'étre recu, le signal émis traverse un canal de propagation avec des échos multiples (canal dit

multitrajets). On considere que la réponse de ce canal s'écrit C(Z)=1+0Z ~! Le terme de bruit additif est
sommé apres le canal multitrajets.

1. Exprimez le nouveau signal recu y(n) en fonction de x(n) etde b(n)

2. Exprimez le nouveau rapport signal a bruit

On choisit de mettre en réception un filtre de prédiction linéaire a réponse impulsionnelle finie afin de
"reblanchir le signal recu". Exprimez le ou les coefficients de ce filtre blanchisseur dans le cas ou il aurait un
ou deux coefficients.

9.7 Analyse Spectrale

EXERCICE N°1
Le but de cet exercice est de démontrer que lorsqu'un signal aléatoire x(n) de densité spectrale de puissance Py(f)
traverse un filtre numérique de réponse impulsionnelle finie de N termes &, ,i=0,1,..N—I et de fonction de transfert

en fréquence H(f), alors cela donne un signal y(n) en sortie dont la densité spectrale de puissance Py(f) est égale a :

Py=HO e
1. démontrez ce résultat (! c'est calculatoire)
EXERCICE N°2
On considere un signal aléatoire x(n) que l'on suppose étre blanc et de puissance Py . Ce signal subit un phénomene
d'écho, c'est a dire qu'il est sommé a une version retardée et 1égerement atténuée de lui-méme. On note y(n) le signal

avec I'écho. On note & le coefficient d'affaiblissement et on suppose que le retard 7 dfi a I'écho peut étre assimilé a

un nombre exact de périodes d'échantillonnages. On introduit ainsi p tel que 7=pT, .

1. Ecrivez y(n) en fonction de x(n)

127/131



Ecole Nationale Supérieure de Techniques Avancées

2. Quelle est la fonction de transfert en Z du filtre qui permet de passer de x(n) a y(n)

3. En supposant que vous observiez un grand nombre de valeurs de y(n) mais que vous ne connaissiez pas

x(n) , proposez une méthode pour estimer & et 7 . ( Vous savez juste que x(n) est blanc)

4. Proposez une méthode pour supprimer I'écho

EXERCICE N°3

On échantillonne un signal avec une fréquence d'échantillonnage F, =70kHz. On effectue ensuite la Transformée de

Fourier rapide de 512 valeurs de ce signal et on obtient ainsi 512 valeurs complexes (que I'on numérote de 1 a 512).
En analysant les modules de ces valeurs, on identifie deux valeurs trés nettement supérieures aux autres. Il s'agit de la
18°™ valeur et de la 496™™. On en déduit qu'il y avait sans doute un signal sinusoidal de forte amplitude dans le

signal de départ.

1. Quelle était la fréquence de cette sinusoide ?

EXERCICE N°4

On considere le signal x(nTe )=a, sin(Zﬂ' fgn]?e)

1. Montrez qu'il s'agit d'un signal autorégressif d'ordre 2 dont la variance de l'erreur d'estimation est nulle.
2. Calculez la fonction r,, (t) pour T=0, 1,,2T,,.., pT,

3. Quel est le rang de la matrice d'autocorrélation du signal x(nT,)

On ajoute une deuxieme sinusoide :

x(nT,)= o sin(2nfynT, )+ o, sin(2nf,nT, ) avec f, # f; et a; #0 etréels.

4. Peut-on trouver un filtre RIF qui annule totalement ce signal ?

5. Quel est le plus petit ordre de ce filtre ?

9.8 Estimation

EXERCICE N°1

On dispose de N observations x; indépendantes de méme moyenne et de méme variance o? dun processus

. . . 1Y
aléatoire. On estime m par m=— Y x;
i=1
1. m est-il biaisé ?
2. Quelle est la variance de m

3. Représentez cette estimation par un filtre et une décimation

EXERCICE N°2

On considere le signal x(nT,) =0, sin(ZthOnTe)
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1. Montrez qu'il s'agit d'un signal autorégressif d'ordre 2 dont la variance de I'erreur d'estimation est nulle.
2. Calculez la fonction r,(t) pour t=0,T,,2T, ..., pT,
3. Quel est le rang de la matrice d'autocorrélation du signal x(n7,)

On ajoute une deuxieme sinusoide :
x(nT,) = o sin(27fynT, )+ a; sin(24f;nT,) avec f,# f; et o; #0 et réels.
4. Peut-on trouver un filtre RIF qui annule totalement ce signal ?

5. Quel est le plus petit ordre de ce filtre ?

On ajoute un terme de bruit :
x(nTe )= sin(27g”0nTe )+a; sin(ZIQCInTe )+ b(nTe )

b(nTe) représente un échantillon de bruit blanc de variance o2

6. Formez la matrice d'autocorrélation d'ordre 3

7. Quelle sera I'énergie de l'erreur de prédiction dans le cas d'une prédiction linéaire a 'ordre 4 (on répondra
uniquement pour les deux cas extrémes du rapport signal a bruit)

EXERCICE N°3

On se place dans le cas d'un filtre prédicteur réel agissant sur un signal réel.

Onnote A=(a;,az,....ay )T les coefficients du filtre et R = (ri’ j ) la matrice d'autocorrélation du signal. Montrez

que la dérivée en fonction du vecteur a de la forme ATRA est égalea 2RA .

EXERCICE N°4
On regoit un bloc de données via une interface radio. On dispose ainsi de 500 échantillons qui sont des symboles

BPSK auxquels s'est superposé un bruit additif blanc gaussien de variance o?.

Les échantillons ont été échantillonnés a 10 MHz. On dispose de 40 symboles non modulés sur lesquels on effectue

une FFT afin d'estimer un écart de fréquence. Quelle est la résolution fréquentielle que 1'on obtient en sortie de FFT.
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QCM récapitulatif

[1] Le fait d'échantillonner un signal a pour effet :
a) de symétriser son spectre

b) d'échantillonner son spectre

¢) de périodiser son spectre

d) de périodiser le signal

[2] On considere un signal de musique que l'on filtre entre O et 24 kHz. Pour respecter le théoreme de
I'échantillonnage, la fréquence d'échantillonnage doit :

a) étre supérieure a 24 kHz

b) étre supérieure a 48 kHz

c) &tre supérieure a 96 kHz

d) @&tre supérieure a 56 kHz

[3] La Transformée en Z de la réponse impulsionnelle d'un filtre a réponse impulsionnelle infinie possede :
a) uniquement des zéros

b) uniquement des pdles

c) des poles et des zéros

d) des poles ou des zéros mais pas les deux (ou exclusif)
[4] Un filtre numérique a réponse impulsionnelle infinie est :
a) toujours stable

b) stable si ses pdles sont a l'intérieur du cercle unité

c) stable si ses poles sont a I'extérieur du cercle unité

d) stable si ses zéros sont sur le cercle unité

[5] On considere le filtre RII dont I'équation temporelle est la suivante : y(n) = x(n)+4x(n—1)—2y(n—1), les
premiers termes de sa réponse impulsionnelle sont :

a) 1,0,0,0

b) 1,53,-1
c) 14,20
d 1,2,-48

[6] On considere la Transformée de Fourier Rapide (TFR en frangais ou FFT en anglais) sur 256 valeurs d'un signal

complexe quelconque échantillonné a une fréquence d'échantillonnage F, . La FFT fournit :

a) 256 valeurs réelles

b) 256 valeurs imaginaires pures
c) 256 valeurs complexes

d) 128 valeurs complexes

[7] On dispose de 64 échantillons d'un signal numérique échantillonné a la fréquence F, =230 kHz . Le module de

la 15°™ valeur de la FFT du signal sur 64 valeurs est trés nettement plus important que les autres valeurs. On en
déduit qu'il y a dans le signal un signal sinusoidal réel a la fréquence :

a) 4.26 kHz
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b)
9]
d)
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28.75 kHz
53.9kHz
50.31 kHz

[8] Le périodogramme est un :

a)
b)
c)
d)

estimateur de la Transformée de Fourier
estimateur de la densité de probabilité
estimateur de la densité spectrale de puissance

un prédicteur linéaire

[9] L'algorithme de Levinson est

a)
b)
9]
d)

un algorithme d'identification spectrale
un algorithme de calcul de coefficients de prédiction linéaire
un algorithme de décomposition d'une matrice en éléments propres

un algorithme de calcul de la Transformée de Fourier

[10] Un filtre anti-aliasing (anti repliement spectral) doit étre placé :

a)
b)
9]
d)

derriere le CAN
devant le CAN
derriere le CNA
devant le CNA

CAN: Convertisseur Analogique/Numérique

CNA: Convertisseur Numérique/Analogique

[11] Un filtre RIF devant séparer une bande passante d'une bande atténuée avec un bande de transition de 10 kHz et
avec un fréquence d'échantillonnage de 1 MHz va demander (ordre de grandeur) environ :

a)
b)
c)
d)

10 coefficients
100 coefficients
1000 coefficients
10000 coefficients

[12] Si on respecte le théoréme de Shannon :

a)
b)
c)
d)

il est impossible de reconstruire les valeurs du signal entre les instants d'échantillonnage
il est possible de reconstruire les valeurs du signal entre les instants d'échantillonnage
il est possible de supprimer les échantillons d'indice pairs

il est possible de calculer la Transformée de Fourier avec N opérations (N représentant le nombre d'échantillons
disponibles)
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