TD MA201 Calcul Scientifique

Résolution analytique d’équations hyperboliques non
linéaires en 1D

Corrigé de la séance 11

14 Février 2006

Exercice 1. Solution classique

La condition initiale ug(x) = x est croissante et C! sur R. La méthode des caractéristiques
permet de construire une solution classique du probleme de Cauchy pour tout ¢t > 0.

1.1 - Pour Biirgers a(u) = u.
Les droites caractéristiques sont d’équations

ze(t) = a(uo(§))t +§ =&+ €.
La solution u est constante le long des caractéristiques,
u(ze(t), t) = uo(§) =¢.
Soit (z,t) € R x R**. 1l existe une unique caractéristique passant par (z,t). Le pied de

x
cette caractéristique est & = [ Finalement (cf. figure 1),

xXr
14t

u(z,t) =

Exercice 2. Construction de ’onde de détente

La condition initiale :
0 si <0
uy(z) =¢ z/a si 0<z<a
1 Si x>«

est C! par morceaux et continue. La méthode des caractéristiques permet de construire
une fonction u continue et C' par morceaux vérifiant 1’équation de Biirgers point par point
dans tout ouvert ot elle est C'. C’est une solution faible du probléme.

1



TD MA201 Calcul Scientifique

1j¢

F1G. 1 — Droites caractéristiques (a gauche) et allure de la solution pour différents temps
(a droite).

2.1 - La droite caractéristique issue de £ a pour équation (cf. figure 2 & gauche)

r=~£ si £€<0 soit = <0
x:£+§t si 0<¢éE<a soit 0<z<t+a
r=&+t si E>a soit z >t+«

La solution w est constante le long des caractéristiques

u(zeg, t) = uo(§)
soit (cf. figure 2 a droite)

0 si £€<0

u(z,t) = ¢ 5 si 0<z<i+a
1 si r>t+«

F1G. 2 — Droites caractéristiques (a gauche) et allure de la solution pour différents temps
(a droite).
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2.2 - La solution n’est pas une solution classique puisqu’elle n’est pas C!.

2.3 - Lorsque o — 0, la condition initiale tend vers un échelon (fonction discontinue).
z
Pour résoudre le probleme il faut rajouter des “caractéristiques virtuelles” d’équation —.

La soltion obtenue est continue pour ¢ > 0 (cf. Probleme de Riemann a 2 états).

Exercice 3. Probleme de Riemann a 2 et 3 états

3.1 - Probléme de Riemann a 2 états

1. ug < ug. La condition initiale est croissante mais n’est pas continue.
— La premiere solution qui vient a ’esprit est la solution entropique (détente). Les
droites caractéristiques ont pour équation

r=ugt+§& si £<0 soit < u, zone 1

r=ugt+& si £€>0 soit > ug zone 2

| &+ R

On introduit des caractéristiques “pour combler ’espace entre les zones 1 et 2. Ces
x

caractéristiques virtuelles ont pour équation 7 = ¢ pour ug < ¢ < uy (cf. figure 3
a gauche).
La solution est donnée par (cf. figure 3 a droite)

Ug sl x < ugt

X .

w(z,t) =<9 — si ugt <z <ugt

t
Ug Sl x> ugt

t - U
= Ug
Uq
t = Ud
Ug
1 1
T ugt  ugt T

F1G. 3 — Droites caractéristiques (a gauche) et allure de la solution pour ¢ > 0 (a droite).
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— Une autre solution est d’introduire un choc dans la zone ou il n’y a pas de ca-
ractéristiques “naturelles”. La ligne de choc vérifie Rankine-Hugoniot (RH), soit
dans notre cas o'(t) = 3(uy + ug). On obtient, en intégrant, o(t) = 3(u, + ug)t
puisque la ligne de choc passe par le point (0,0) (cf. figure 4 a gauche). La solution
obtenue vaut alors (cf. figure 4 a droite)

u(a,t) = {

ug si oz < L(ug+ ug)t
ug Si x>%(ug+ud)t '

t U
T _ Ugtug
/T 2
Ug
€ _—
|
|
|
|
Ug !
|
x %t x

F1G. 4 — Droites caractéristiques (a gauche) et allure de la solution pout un temps ¢ > 0
(a droite).

Remarquons que la solution n’est pas entropique puisque u~ = u, < ug = u™.

— On pourrait introduire plusieurs lignes de choc ....

2. ug = uq.

— La solution classique est u(x,t) = uq = u,.

— On peut construire d’autres solutions en introduisant des chocs. Par contre pour
pouvoir appliquer RH, il faut rajouter un nombre impaire > 3 de lignes de choc.
En effet, si 'on met une ligne de choc, ¢a n’a pas d’intérét puisque la solution vaut
uy = uq de part et d’autre du choc! Si I'on considere 2 lignes de choc, la solution
vaut u, a gauche, u; entre les deux zones et u, a droite. Les équations des deux
lignes de choc sont toutes les 2 o(t) = $(uy + u1)t; par conséquence la zone entre
les deux chocs n’existe pas. La solution est u(z,t) = u,. Considérons donc 3 lignes
de chocs 1y, I3, l3. La solution vaut u, a gauche, u; entre [} et ly, uy entre Iy et I3

1
et u, a droite. RH nous impose que [y est d’équation o(t) = §(ug + up)t, Iy est

1 1
d’équation o(t) = =(ug + uy)t et I3 est d’équation o(t) = =(u, + ug)t (cf. figure 5
2 247

a gauche). L’ordre des zones impose u, < uy et uy; < ug,. 1l suffit alors de choisir u,
et uy véfiant les deux conditions (cf. figure 5 & droite) !

3. ug > ugq.
— Les droites caractéristiques se coupent pour ¢ > t* = 0. On introduit une ligne de

1
choc vérifiant RH d’équation o(t) = §(u9 + ug)t (cf. figure 6 a gauche). A gauche
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U = U
t 1 U
u = u, =1t
)
2
I3 Uz + —
| |
| |
ug | |
! |
Uy -
U9 ! ! L
T T
UgFuiy uitug Uy fug
x Wy wtuny H2ttay

F1G. 5 — Droites caractéristiques (a gauche) et allure de la solution pour un temps t > 0
(a droite).

de la ligne de choc la solution vaut u, et a droite elle vaut uq (cf. figure 6 a droite).

|
uA—l—lu
172 dt

X X

F1G. 6 — Droites caractéristiques (a gauche) et allure de la solution pour un temps t > 0
(a droite).

— On peut rajouter d’autres lignes de choc ....

3.2 - Probléme de Riemann a 3 états

3.2-(a) Pour une condition initiale croissante, ie u; < wus < wug on peut appliquer la
méthode des caractéristiques et il existe une unique solution C°.

3.2-(b) La condition initiale vérifie uy = 0, us = 1 et uz = 0, elle n’est pas croissante. I
y a trois zones a distinguer pour les caractéristiques suivant la valeur de & : zone 1 pour
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¢ <0, zone 2 pour 0 < & <1 et zone 3 pour £ > 1,

xr=E£ si £€<0 soit = <0 zonel
r=E6+t si 0<&E<] soit t<ax<t+1 zone2
r=¢£ si €>1 soit = > 1 zone3

Les caractéristiques des zones 2 et 3 se croisent pour ¢t > t* = 0, il y a naissance d’un
choc. L’équation de la ligne de choc est o(t) = 3¢ + 1.

Il existe une zone, notée 1-2, entre les zones 1 et 2 et qui n’est pas couverte par les
caractéristiques. On introduit donc les caractéristiques d’équation % =cpour 0 <c<1
pour la zone 1-2.

La droite de discontinuité d’équation o(t) = %t + 1 intercepte la zone 1-2 pour ¢t > t**,
ou t** est donné par .

koK kK
2t +1=t

ie t** = 2. La ligne de choc entre les zones 1-2 et 3 démarrant au point (z** = 2,¢** = 2)
est construite par RH

o'(O)u] = [f(u)]

a'(t) <0—@) = %
1

2

at) =

o(t) = V2t.

Pour t > t**, il y a trois zones : 1,1-2 et 3; la zone 2 a disparu. Les caractéristiques sont
données figure 7.

La solution est (cf. figure 8) :

— pour t < t** = 2,

0 si <0
x
w(w, ) = 7 S 0<z<
1 si t<z<it+1
0 si o>3t+1
Il y a une ligne de choc entre les zones 2 et 3. L’amplitude du choc vaut Au = —1 et
le choc se déplace a la vitesse —.
— pour t > t* =2
0 si <0
x
u(z,t) = n si 0<az< V2t
0 si z>+V2

2
Il y a une ligne de choc entre les zones 1-2 et 3. L’amplitude du choc vaut Au = —\/;

/1
et le choc se déplace a la vitesse %
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**, t**)
7,01

Fic. 7 — Droites caractéristiques et lignes de choc

Par conséquent, pour ¢ tendant vers I'infini, 'amplitude et la vitesse du choc tendent vers
0.

3.2-(c) La condition initiale vérifie u; = 2, ug = 1, ug = 0, elle est décroissante. Il y a
trois zones a distinguer pour les caractéristiques suivant la valeur de £ : zone 1 pour & < 0,
zone 2 pour 0 < £ <1 et zone 3 pour £ > 1,

r=E6+2t si &€ < 0Osoit x <2t zonel
r=E6+t si 0<&E<Isoit t<ax<t+1 zone2
r=¢ si £€>1 soit x>1 zone3

Les caractéristiques des zones 1 et 2 se croisent pour ¢t > t* = 0, il y a naissance d’un choc.

L’équation de la ligne de choc entre les zones 1 et 2 est o(t) = 2¢.

Les caractéristiques des zones 2 et 3 se croisent pour t > t* = 0, il y a naissance d’un
choc. L’équation de la ligne de choc est o(t) = 3¢ + 1.

Comme le choc entre les zones 2 et 3 se déplace plus vite que celui entre les zones 1
et 2, les deux lignes de choc vont se croiser pour t = t** avec %t** = %t** + 1, soit t** =1
et ™ = 3/2. Pour t > ¢**, il n’y a plus que 2 zones : zone 1 et zone 3. La ligne de choc

séparant les zones 1 et 3 commence au point (z** = 3/2,t* = 1) et a pour équation

1
o(t)=t+ o Les caractéristiques sont données figure 9.

La solution est (cf. figure 10) :
— pour t < t** =1,
2 s1 x< %t
u(z,t) =< 1 si St<az<t+1
0 si >1it+1
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— =
Uu
-t =
t=2
————t =
1 -
7/ .
4 b NPT
7 ’ | .-t = |
/ - .
Vi o _—1 : :
7 . 1 | I
VARt i
e ! !
=i — e ittt s
1 x

Fic. 8 — Solution pour différents temps

Zone¢ 3

Fic. 9 — Droites caractéristiques et lignes de choc
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— pourt >t =1

w28 w1
10 st e >t+1/2

u
_—1 =
-—t=1/2
= '_"'_'2=_..' '_'"_'I """ t =
I
1 |

N R L L N R L |

F1G. 10 — Solution pour différents temps

Exercice 4. Equation de Biirgers avec terme d’ordre 0

d.Tg
4.1 - On considere les courbes caractéristiques d’équation { dt = u(ze(t),t) .
z¢(0) = ¢
Le long de ces courbes, u décroit de maniere exponentielle. En effet,
d ou ou dxe
Eu(xg(t),t) = E(%(t),t) + a—xu(%(t),t)%(t) = —Pu(z(t), 1) .

Par conséquent

u(ze(t), 1) = u(z¢(0),0) exp(—pHt) = uo(§) exp(—pt) .
En utilisant 'expression de u, on peut déterminer les caractéristiques

e uag(t). 1) = ug(€) exp(—51)

avec z¢(0) = &. En intégrant par rapport au temps, on obtient

1 — exp(—pt)

z¢(t) = uo(§) 3

+e.
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Les caractéristiques sont des courbes exponentielles. Quand S tend vers 0 on retrouve les
droites caractéristiques de Biirgers d’équation x¢(t) = ug(&)t + &.

Soit (z,t) un point du plan. Pour u, continue et croissante, il existe une et une seule
caractéristique passant par (z,t). En effet, considérons la fonction g définie par

g: R — R
£ — Uo(f)%(_m)+f—$ '
g est une fonction strictement croissante et glim g(§) = —o0 et 5lim g(§) = +oo. Par
——00 ——+00

conséquent g est une bijection de R dans R.
Pour ce couple (z,1), il existe donc un unique &€ = g=1(0) et u(z,t) = uo(€) exp(—p3t).

Ug st <0
4.2 - La condition initiale ug(x) = ¢ wuy+ “=2x si 0 <z <« ,est continue et crois-
Ug st x>«

sante. On peut appliquer directement les résultats établis a la question précédente. La
courbe caractéristique issue de £ a pour équation (cf. figure 11 en haut)

x:ugl_%fﬁt)jL& si £<0 soit :cgugl_%f_m)
z = (ug + *128) lfex%(fﬁt) +& si 0<é<a soit ugilfe’(p(fﬁt) <z < udilfex%(fﬁt) +
:ud%(*ﬁt)+§ si £€>a soit x>udlf%f*m)+a

La solution u(z,t) vaut alors (cf. figure 11 en bas)

ug exp(—0t) siox < ugl—%f—ﬁﬂ
ﬁl’ . 1—exp(—p(t 1—exp(—p(t
U 1) = 4 Ty P S w T <o swmsE o
uq exp(—pt) si x> ud%fﬁ“ +a

ug st x <0
ug st x>0
n’est plus continue. Les caractéristiques construites a la question 1 sont

4.3 - La condition initiale ug(x) = { , (avec ug > uy), est croissante mais

=y 1—exp(

B 46 s > a soit z < ug o=

{ T = ugil_ex%(_ﬁt) +& st £<0 soit x< ugil_ex%(_ﬁt)
o B

B

Il y a une zone du plan qui n’est pas balayée par des caractéristiques. Pour pallier a ce
probleme, on rajoute des caractéristiques “virtuelles” d’équations

Bz
T— oxp(— A1)

10

= cste,
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Wy

U
t=20
t>0

x
| | |
I — exp(—pt) 4 11— — Bt
u, exg( Bt) o - exg( Bt)

F1G. 11 — Courbes caractéristiques (en haut) et allure de la solution pour t =0 et ¢t > 0

(en bas)
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pour cste comprise entre u, et ug (cf. figure 12 en haut). Le long de ces courbes, u décroit

x
exponentiellement, ie ————————— exp(—[t) est solution. Finalement, la solution u(x,t)
T exp(—51)
est donnée par (cf. figure 12 en bas)
ug exp(—pt) six< ugilfe’(p(fﬁt)
T . 1—exp(—03t 1—exp(—0t
u(z,t) = ﬁ(_m)exp(—ﬁt) si ug% <z< ud%
ug exp(—[t) siox > udil_ex%(_ﬁt)

ce qui correspond a la limite quand « tend vers 0 de la solution de la question précédente.

Wy

t=20

Ugq

t>0

ug / uq exp(—pt)

uy exp(=Lt)

1—exp(—pt)
Ud— %
7

1—exp(=ft) x
Ug 3

F1G. 12 — Courbes caractéristiques (en haut) et allure de la solution pour t =0 et ¢t > 0
(en bas)
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