TD MA201 Calcul Scientifique

Séance n°4

Eléments finis en dimension 1 et 2
Corrigé

6 Décembre 2005

Exercice 1. Interpolation dans les espaces de Sobolev
et estimations d’erreur en dimension 1

Dans ce qui suit, p(z) et ¢(z) désignent deux fonctions continues par morceaux définies
sur I = la, b et vérifiant :

0<p. <plz)<p*<+oco pp. x€l,
0<q<qx)<q¢g" <400 pp.z€I,

f(x) désigne une fonction donnée de L*(I), a et 3 sont deux réels positifs ou nuls. On
s'intéresse a la résolution du probleme aux limites (P) :

L e
(1) p0)S W) + pu) = 0,
—p(a)%(a) + Bu(a) = 0

\

1.1 - On multiplite la premiére équation du systéme (1) par une fonction test v, et on
effectue une intégration par parties

/ij—zg—idx—k/IQUvdx—p(b)%(b)v(b)—i—p(a)i—Z(a)U(a) :/va‘
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En utilisant les conditions aux limites en a et b, on obtient la formulation variationnelle
associée au probleme (1) :

Trouver u € H'(I) tel que :
a(u,v) = Il(v), Vo e HY(I),

avec

a(u,v):/Ip%d—idx—l—/lquvdmjLﬁu(b)v(b)~|—ﬂu(a)v(a),

I
L’existence et I'unicité se démontrent en utilisant le théoreme de Lax-Milgram. On vérifie
la continuité de I(.) et a(.,.) :

(V)]

| [ rodsl < 1l
1

< ISl llvll e

la(u,v)| < p /Id—u\ I@\dwq /IUI vl dz + Blu(b)] [v(b)] + Blu(a)] [v(a)|
En utilisant l'inégalité de Cauchy—SchwartzI:
p (1S a1 plde <1l Toloe +a Talalolo
et la continuité de I'application trace de H'(I) dans R :
Blu@)| v(®)] + Blula)l [v(a)| < 28 CFllullmlv]lm,
on obtient :
la(u,v)| < Cllullmlvllm,  C=+v2max(p*,q°) + 28 CF.

La coercivité de a est immédiate :
aw) > [pI TP dot [ g0t de > i, gl
I

Le théoreme de Lax-Milgram peut donc s’appliquer, on a existence et unicité de la solution.

1.2 - En choisissant v € D(I) dans la formulation (2), les termes de bord sont nuls, on

obtient alors
d  du

—@(pa)

En choisissant une fonction test dans H'(I), qui vaut 1 en b et 0 en a, on obtient :

p(B) T4(0) + Bu(b) = 0.

De la méme maniere, on retrouve la condition au limite en a.

+qu = f au sens des distributions
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1.3 - On a l'expression suivante de w; :

( Tj—1— T .
= six € [z 1,14,
Tj—1— Ty
. — Tjr1 — X .
wil#) = ZETE o€ fay, ),
Lj+1 = Lj
(0 sinon

Démontrons dans un premier temps que ces fonctions forment une base libre, Soit une
combinaison linéaire de coefficients A; telle que :

Z )‘j U)j (IL’) = 0
7=0

L’évaluation en x = x;, donne \; = 0. les coefficients sont tous nuls, ce qui prouve que la
base est libre.

Démontrons dans un second temps, que ces fonctions forment une base génératrice de
I'espace V},. soit v € Vj,, v est un polynomes de degré 1 sur Uintervalle [x;,2;11]. Or un
polynome de degré 1 est déterminé de maniere unique par les valeurs qu’il prend en deux
points distincts. On en déduit :

v(@) = v(z;) wi(z) + v(Tj41) Wit () T € [xj,2j41].

On a ainsi décomposé v dans la base exhibée. C’est donc une base génératrice.

1.4 - L’opérateur d’intérpolation ITj, est défini sur [z;, x;,1] par

ZT; — X r — T
wiwit1] = V(@) wi(@) + v(@i)wir (2) = U(%‘)% +0(@is1) h

HhU

En utilisant I'identité
(3) v(z) =v(x;) + (@ — )0 (z;) + / (x —t)"(t)dt

pour x = z;,1, on obtient

(x —

Titl
Mo . ) / (i1 — 0" (8) dt

[@s,zi+1] — U(xl) + (x - CL’Z')U/(]JZ') +

En utilsant a nouveau 'identite’ (3), on pour tout = € [z, ;1] :

[ o0+ o) / " e — (0 dt

Z5

2
v — > =

)

%

< ) _ 24 RPN (Qf—l’i)2 ot )24 A 24
< [ @=07dt [ PO+ 5 (Zipr — )" dl [0 (6] dt,

2
< §h3||U”H%2[

T, Ti41)
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On en déduit alors :

Tit+1
||U—Hhvl|%2(1) — Z/ lv — | du,
2
< §h4ZHU”H2L2[m,m+1]’

2 (A
< §h4||vl|?f2(z)>

d’ou
||U — HhUHL?(I) S Ch2 ||U||H2(I)

Pour la deuxiéme estimation, pour tout x € [x;, z;41], on a :

dIl i — i 1 Tit1
nY (i, xiv1] — U(:E +1) U(x ) = U,(mi) + _/ ('IZ - t)U”(t) dta

dx

h h

i

V'(z) = (2) + /x V" (¢) dt.

On a alors pour tout = € [z, x;11] :

2

Y

v — > =

x 1 Ti4+1

/ (eydr— / (101 — D" (1) dt
v " 2 1 St 2 s " 2

< (v—wx) 5 [v"(t)] t2 5 (Tig1 —t)°dt 5 [v"()|” dt,

4
S thU”H%Q[IZ‘,CEi+1]7
d’ou I
1X%
v — o 2y < Ch||vlm2r)-

1.5 - La solution discrete est définie par :
a(up,v) = (f,v) Vv eV,

ou a est la forme linéaire introduite a la question 1.1.
La solution u est définie par

a(u,v) = (f,v) Yo e HY(I).
Comme V,, C H'(I), on fait la différence pour v € V, :
a(up, —u,v) =0 YveV,

ceci implique
a(llpu — u,v) = a(llu — up, v) Vo e V.

4
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On choisit la fonction test v = II,u — uy. On a alors
a(llyu — u, pu — up) = a(Ilpu — up, Hpu — uy).
On va utiliser la continuité et la coercivité de a démontré a la question 1.1.
o [Thhu — up |20 < |a(yu — w, Tyu — up)| < C|pw — wl g || TTau — wg| g
d’ou
[Hpu = upl[m < C[Tpu — ul g
A Taide de I'inégalité triangulaire
Ju —unl[gr < fJu = puflg + [Hhe —usl[gr < (C+ 1) |Ipu — ul| g
Or |11, — ul|gr < Cih||lu||gz < Cohl| f]|L2. On obtient | estimation d’erreur désirée :

|lu — up|| g < Ch.

La constante C fait intervenir la constante de coercivité «, la constante de la continuité de
a, la constante d’erreur d’interpolation et || f||z2. Elle ne dépend pas de h.

Exercice 2. Eléments finis P; en dimension 2

2.1 - On suppose l'existence du triplet (A, A2, A3), on va montrer I'unicité. Nous allons
prouver d’abord que :
A(S1) = 1, Aa(S1) = 0, A3(S1) = 0.

Supposons par I'absurde que A;(S1) # 1, nous avons alors :

. )\2(51)52 - )\3(51)53
N 1— X\ (S))

St (A2(51), As(S1) # (0,0))

S1, Sy et Sz sont donc alignés, ce qui est exclu. Donc A{(S;) = 1.
Supposons maintenant que Ay(S7) # 0, on a alors :

A2 (S1)(S2 —S3) =0

Les point Sy et Sz sont confondus, ce qui est exclu. On a donc \y(S1) = A3(S1) = 0. On
démontre de la méme maniere que :

A1(S2) = 0, A2(S2) = 1, A3(S2) =0,

)\1(53) - 0, )\2(S3) - 0, )\3(53) - 1

On cherche A; de la forme
M(z,y) = az — x2) + By —y2) +7

>
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A1(S2) = 0 donne v = 0 et A;(S3) = 0 donne a(xs — x2) + B(ys — y2) = 0. Donc A; est de
la forme :
Mz y) = Cl(y2 — ys)(x — x2) + (x5 — 22)(y — 42)]

La constante C' est déterminée de maniere unique par 1’équation \;(S;) =1 :

(y2 — y3)(x — @2) + (23 — 22) (Y — ¥2)

M) = Gy ) — ) + (s — )1 — )

Le dénominateur est proportionnel a I'aire du triangle, qui est non nulle car les points ne
sont pas alignés. De la méme maniere, on trouve une expression unique pour As et A3. On
vérifie que le triplet vérifie bien les propriétés demandées, ce qui prouve l'existence.

(A1, A2, A3) € (P1)3, c’est aussi une famille libre. Comme dim Py = 3, (A1, A9, A3) est une
base de P;.

2.2 - soit v, € Vj, montrons que v, € H'(2). Par définition de V}, on a vpln, € ALV =
1, L, ceci implique que v,|r, € H'(T}). vy, est supposé continue sur . Par conséquent vy,
est dans H'(Q) (cf TD2).

2.3 - Par définition, sur chaque triangle T; la fonction W; est une fonction P; prenenant
trois valeurs données aux sommets du triangle 7;. Or une fonction P; est entiérement
déterminée par les valeurs qu’elle prend en trois points alignés. Comme par hypothese sur
le maillage les triangles 7; sont d’intérieur non vide on en déduit que W; est définie d'une
maniere unique. on notera également que W; est continue sur € car la restriction de W;
sur une aréte définit une fonction affine le long de I'aréte prenenat deux valeurs données
et toute fonction affine d’une variable est entierement déterminée par les valeurs qu’elle
prend en deux points distincts.

F1G. 1 — Fonction de base W;
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2.4 - La famille (W})<;<n est libre car

Z)\[W[ZOiZ)\[W[(MJ):0:>/\J:OVJ=1,N.
I I

(Wr)1<r<n est génératrice car :

Vo, € Vi, on(M) = vu(Mp) Wi(M)

En effet, en posant uj, = v, — > ; vp(M;) Wi, on a :

d’ott uy, = 0.
Exercice 3. Eléments finis P, en dimension 1

3.1 - Onnote x; = 1/2(x;y1 + x;). On pose w,

)(j-1— )

1

] .

i) — ) o€ )
1

J

1

J

( (x — 2]
(xj —x
wy(e) =4 (=)@ — 2)
(2 — ;) ()01 — ;)

0 sinon

si @ € [, 241],

\

et w;
(z — ) (xj41 — 2)
wiz) =< (&5 — ) (T — 7))

0 sinon

si @ € [, 2],

On vérifie que w;, wjrPy et satisfont w;(z;) = 655, w;(x}) =0, wj(z}) = 65 et wj(x;) = 0.

3.2 - wj € C'(Ja,b]), supp(wj) = [z;,z;+ 1] et w; € C°(Ja, b]), supp(wj) = [z;_1,x;+1].
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FIG. 2 — Les fonction de base w; et w;



