TD MA201 Calcul Scientifique

Séance n°4

Elements finis en dimension 1 et 2
Enoncé

6 Décembre 2005

Exercice 1. Interpolation dans les espaces de Sobolev
et estimations d’erreur en dimension 1

Dans ce qui suit, p(z) et ¢(z) désignent deux fonctions continues par morceaux définies
sur I = |a,b| et vérifiant :

0<p.<plx)<p*<+oo pp.zel,
0<q.<gq(z) <qg* <400 pp. zel,

f(x) désigne une fonction donnée de L*(I), et 3 un réel positif ou nul. On s’intéresse a
la résolution du probleme aux limites (P) :

( d, du

Lo b qu = el
du

P00 + put) = 0,

~pla) 4(a) + Bufa) = 0

1.1 - Ecrire la formulation variationnelle de ce probleme et démontrer 1'existence et 1'uni-
cité de la solution u € H'(I).
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1.2 - On suppose que B B
(p,q, f) € CH(I) x C°(I) x L*(I).

Montrer alors que la solution du probléme variationnel appartient & H?(I) et vérifie les
équations du probleme (P).
1.3 - On s’intéresse a I'approximation de u par éléments finis. Pour cela, on introduit le

—a
maillage de pas h = N défini par les points :

r; = a+jh 7=0,1,...,N.
On considere 1'espace des éléments finis P; de Lagrange défini par :

Vi = {vn, € C°([a, b)) tel que Unliej 2] € P1, 5=0,1,..., N —1}.

Tj+1

Donner I'expression des fonctions w; € Vj,, 0 < j < N, définies par
wj(zi) = bi

et vérifier qu’ils forment une base de V.

Nous définissons I'opérateur d’interpolation IT, de V' = H'(I) dans V}, par

j=N

Myo(z) = Z v(z;) wi(x) Yv e V.

J=0

La suite de I’exercice a pour but d’obtenir une estimation de I’erreur d’interpolation v — II,v
dans H'(I) et d’en déduire des estimations d’erreur correspondant & 'approximation de u
par éléments finis a 1'aide de ’espace d’approximation V/,.

1.4 - En utilisant l'identité
v(z) =v(x;) + (x — x)v' () + / (x —t)"(t) dt

pour x € [x;, x;11]|, montrer qu’il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que :

1.5 - On désigne par u, € Vj, la solution du probleme variationnel de la question 1.1
obtenu en remplagant H'(I) par V},. Montrer que sous les conditions de régularités de la
question 2, il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que :

lo — Wavllegy < CHlollmen Yo e HAI),

dv dII,v

dx dx

< Ch”’UHH2(1) Vv e HQ(I)

L2(1)

||u—uh||H1(I) < Ch.
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Exercice 2. Eléments finis P; en dimension 2

Soit K un triangle de R? de sommets (S}, Ss,53) € (R?)?, non-alignés.

2.1 - Montrer qu'il existe un et un seul triplet (A1, Ao, A3) € P} tel que :
Ve c R2, )\1(1’) Sl+)\2(]3) SQ+)\3(-I) S3 = I,
Vx € ]R,2, )\1(ZE) + )\2(]3) + )\3(]3) = 1,

qui sont par définition les coordonnées barycentriques associées a . Caractériser le triangle
K a l'aide des fonctions (A1, A2, A3) et démontrer que (A1, Ao, A3) forme une base de P;.

2.2 - Soit un domaine et (7});=1. une partition du domaine €2, ou

1. T} est un triangle d’intérieur (Int(7})) non vide,

2. Int(T;) NInt(T) = Det Uy T, = Q,

3. Toute aréte d’un triangle est soit sur le bord I, soit une aréte d’un autre triangle.

On note (M) =1y 'ensemble de tous les sommets des triangles 7} et on introduit 'espace
suivant :

Vi = {v, € C°(Q) telle que vy|7, € Py}
Expliquer pourquoi V,, C H'(Q).

2.3 - Montrer qu’il existe une unique fonction W; € V,, telle que :
Wi(My) = 6;; YJ=1,..,N.

On représentera graphiquement cette fonction, et on la reliera aux coordonnées barycen-
triques.

2.4 - Montrer que les W, 1 < I < N forment une base de Vj,.

Exercice 3. Eléments finis P, en dimension 1

On s’intéresse a 'approximation de par éléments finis P,. Pour cela, on introduit le

maillage de pas h = % défini par les points :

rj =a+jh j=0,1,...,N.
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On désigne par P, 'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a 2. On introduit
I’espace de dimension finie défini par :

Vh = {Uh S CO([G, b]) tel que Uh|[:cj,zj+1] S PQ, j = O, 1, ,N - 1}.

3.1 - Exhiber une base adéquate {w;(x),0 < j < N}U{w;(x),0 < j < N—1} de I'espace

Vi, telle que :

T + Tiy1
2

Ti + Tip1
2

wi(x;) = 0y wy( ) = 0,

wi(z;) = 0 w(

J J

) = dij.

3.2 - Représenter sur I'intervalle [x;_1,2;41] les deux fonctions de base w; et wj. Quelle
est la différence entre ces deux types de fonctions de base?



