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La démarche de I'ingénieur mathématicien

1. Modélisation / mise en équations.
# Construction du probléme continu (systéme d’EDP).

2. Analyse mathématique du probléme posé. COURS-TD
#® Questions d’existence, unicité. Propriétés des solutions.

3. Conception d’'une méthode numérique. COURS-TD
® Construction d’un probléme discrétisé.
4. Analyse numérique. COURS-TD

® Questions de stabilité, convergence, précision.

5. Algorithmique. ADMIS
# Choix de méthodes de résolution en dimension finie.

6. Mise en oeuvre sur ordinateur. PROJETS
#® Reléve de la programmation et de I'informatique

7. Pre et Post Traitement (maillages / visualisation).
# Outils de la CAO.
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Un exemple de probléme a résoudre.

Exemple: la conduction de la chaleur. Soit 2 un domaine de
RY (N = 1,2,3) de frontigre I' = 9Q = I', N I';. On s'intéresse a
la distribution de température dans € et a ses fluctuations dans
le temps sachant que:

» Une température 6, est imposée sur la partie T'y.

# Un flux de chaleur ¢, est imposé sur la partie I';.

#® On connait la distribution de température initiale 6,.
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La mise en équations

Les données du probléme:

® La géométrie du probleme (2,1, T")

# Lesfonctions: 6y(z),z € Q, Oy(x,t),z € Ty, qi(z,t),z € T.
# La conductivité du milieu : o(z) > 0,z € Q2.

Les inconnues du probléme:
O(z,t),
q(z,t),

reQ,t>0.
x e, t>0.

® Latempérature :
#® Le flux de chaleur:

Les lois de la physique:

. . 00 .
#® Loide conservation : % +divg=0.
® Loideconduction: §=-—oV6.
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La mise en équation

. . 0 .
® Loide conservation : a5 +divg=0.
® Loide conduction: §=-oV0.

Si on élimine ¢ le probléme a résoudre s'écrit:

Trouver 0(z,t) : 2x]0,7[— R tel que:
0 .
% —div(cVe) =0, zeEN, >0,
a0
(T%:(Jﬁ (_(i’n:(ﬂ) zely, t>0,
0 =0y, zely, t>0,
0(z,0) = by(x), z € Q.
Nature du probléme
Trouver 0(z,t) : 2x]0,7[— R tel que:
0 .
% — dlv(nVO) =0, z €N, t>0,
a0
0— = (o, zely, t>0,
on
0 =0, zeT,, t>0,
0(z,0) = by(x), z € Q.

L'équation de la chaleur est le prototype des équations
paraboliques qui modélisent les phénomeénes de diffusion.
Elles interviennent aussi en mécanique des fluides (milieux
poreuy, diffusion de polluants), ou en finance (Black-Scholes).

Ces équations seront abordées au cours 8.
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Nature du probléme

Trouver 0(z,t) : 2x]0,T[— R tel que:
0 .

% - d|v(nv9) =0, zeq, t>0,
a0

o— = qq, zely, t>0,
on

0 =0y, zely t>0,

0(z,0) = by(x), z €.

Le temps faisant partie explicitement des variables du
probléme, on a affaire & un probléme d’évolution.

Tant mathématiquement que numériquement,
les variables z et ¢ jouent un rdle différent.
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Les difficultés de I’'analyse mathématique.
Vu de trés loin, le probléme peut étre mis sous la forme:
Trouver w € V telque A u=4d

ou V' est un espace vectoriel (espace de fonctions), A est un
opérateur linéaire, le vecteur « est la fonction inconnue 0 et d
représente les données (6o, 0, qr).

Cela ressemble a un systeme linéaire.

Les différences majeures, sources de difficultés, sont:
#® L'espace fonctionnel V' est de dimension infinie.

® Lopérateur A est un opérateur différentiel (non continu
dans des topologies classiques).

De ce fait, les questions d’existence et d’unicité de la solution
sont tres délicates.
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Notion de probleme bien posé.

Soit (S, - ||s) et (D, || - ||p) deux espaces vectoriels normés et
F une application (non nécessairement linéaire) de S dans D
ouvert de D. On dira que le probléme:

(P) Trouveru e Stelque F(u) =d

est bien posé au sens de Hadamard si:
# Pour tout d dans D, (P) admet une solution et une seule.
»® Cette solution dépend continument de la donnée d:

d" —d dans D = u" — u dans S

Dans le cas F' linéaire , D = D et la condition de continuité se
traduit par I'existence d’une constante C telle que:

[ulls < € [ld]p-
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Stabilité L? du probléme de Cauchy.

On admet ici le résultat d’existence et unicité pour notre
probléme modéle et on va s'intéresser a un résultat de stabilité.

On va se restreindre a 6, = ¢, = 0 auquel cas la seule donnée
est 0y (probléme de Cauchy).

On va établir le résultat de stabilité:
V>0, [|0(t)]r2@) < [|0ollzz@)-

Le résultat va apparaitre comme une estimation a priori, c’est a
dire une estimation qu’on est capable d’obtenir sans connaitre
explicitement la solution.
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Notion de probleme bien posé.

Attention, la notion de probléme bien posé n’est pas
intrinseque. Elle est liée au choix des espaces S et D
et surtout au choix des normes || - ||s et | - || p-

On dit aussi que le probléeme est stable en norme || - ||s
par rapport & la norme || - || p.

La notion de stabilité du probléme continu est un pré-requis
guasiment indispensable en vue de I'approximation numérique.
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L'estimation a priori.

On multiplie I'équation par ¢ et on intégre sur Q:

9 Hdw—/div(ﬁVH) 0de=0
o Ot Q

On remarque que:
00 / a /02 1d / 9
—0Oder=| —(—)de==— | 0°dx.
On utilise la formule de Green (intégration par parties):

f/div(nve)ﬁdx:/a\veﬁ dxfg/%gd,y
Q Q ron

00
(7 s'annule sur Iy, — surT';.)
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L'estimation a priori. L'estimation a priori.

On multiplie I'équation par 6 et on intégre sur Q: On obtient par conséquent I'identité:
04 1d
— Odx — i 0) 6 dx = —— [ 0*d 0 dz = 0.
/Q('?t dx /lev(nv )6 dx =0 S, 17—&-/QU|V |“dz =0
On remarque que: Compte tenu de la positivité de o il vient:
00 a s 0? 1d 5 1d / 9
il = [ =(Z —_= —— [ 07 dx <0,
Lol /Qat(Q)dx zdt/ﬂe d. pdt Jo, =
On utilise la formule de Green (intégration par parties): dont on déduit:
—/ div(oV0) 0 dz = / o|VO)? dx V>0, /Qf)(ﬂc,t)2 dr < /Qﬁo(:v)2 dx
Q Q

00
(¢ s'annule sur 'y, — surT';.)
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Introduction au calcul scientifique pour les EDP de la physique.

Approximation numérique. Méthode des différences finies: le principe.

On va se placer en dimension 1:
Q=0,L], To={0}, Ty={L}.

Le probléeme a résoudre s’écrit:

At > 0 et on va chercher a calculer:
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Introduction au calcul scientifique pour les EDP de la physique.

Lidée est de calculer (une approximation de) la solution aux
points d’'une grille de calcul suffisamment fine.

Pour cela, on se donne un pas de discrétisation en espace
Az = L/(J+1) > 0 etun pas de discrétisation en temps

Trouver u(z,t) :]0, L[x]0,T[— R tel que:
PYRPN : 8'11) ; oLl i ui ~u(wy, "), x;=jAx, 1" =nAt.
— — —(0—) = x s
ot Oz Oz ' Y ’
Ju Lespoir est que, lorsque Ax et At tendront vers 0, I'erreur
Ua(Lﬂf) = QZ(t)v t> 07 commise
u(0,t) = 0,(¢), t>0, ej = uj —u(w;,t").
u(z, 0) = uo(x), v €0, L] tendra (en un sens a préciser) vers 0.

-pi2/2
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Méthode des différences finies.

Pointsde calcul: z; =j Az, 0<j<J+1, t"=nAt, n>0.

tn

At

0 - L
Az x;
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Construction d’opérateurs aux différences.

Lidée de base est de revenir a la définition d’'une dérivée

o) — i LEEN @) b))

h—0 h h—0 2h
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Méthode des différences finies: le principe.

Pour produire les équations définissant les inconnues
discretes, l'idée est d’écrire (de fagcon approchée) 'EDP a
résoudre en chaque point intérieur de la grille de calcul.

Pour cela il faut définir des approximations d’opérateurs
différentiels ne faisant appel qu’aux valeurs discrétes:
ce sont les opérateurs aux différences.

Les équations manquantes sont fournies par la prise en
compte des conditions initiales et des conditions aux limites.

Aprés discrétisation, on est ramené a la résolution d’'un
probléme posé en dimension finie, traitable sur ordinateur.
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Construction d’opérateurs aux différences.

Lo 0
Approximation de a—z;(:pj, t").
311( ") u;’“ —uj
—(x;, ~
ot At

C’est une approximation décentrée a droite, d’ordre 1 car
I'erreur de troncature

u(xjvtwrl) — u(l‘jvtn) _ @ . 4n
At ot ")

(z,t") + O(At?)

n __
ef =

9%u

T2 0
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Construction d’opérateurs aux différences.

) ) 0, ou n
Approximation de %(nc’)_x)(xj’t )-
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Construction d’opérateurs aux différences.

Lorsque o est constant on a fait I'approximation:

2 5T _ 9qm o
. 0%u (25,47) ~ ufy — 2uf +uj_y
Ox2™ Az?

qui est une approximation d’ordre 2 ainsi que le montre
I'estimation de I'erreur de troncature:

0%u

w1, t") — 2u(xy, t") + u(xj_1,t") N
=0 J J J — ﬁ@(z‘ﬁt )

Ax?

™
<3

Az? 84u( )
o ————(z;
12 9z4™7”

+0(Az?)
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Construction d’opérateurs aux différences.
Supposons connu 'U?+l =v(z 41,
2

On réalise alors une approximation centrée, d’ordre 2 avec:

\ pu— )
9 , Ou v Vgl 7Y

ny _ V. oqmy I 7

[NIE

On fait alors I'approximation (centrée):

. Wi =
T Ay
pour aboutir a:

u”

1 G+1 T U’}'L i %1
fo(ﬁﬂé( Az )703'_%( Az ))
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0, Ou
%(”%)(Ij’tn)

Le schéma numérique

Pourn>0etl1 <3< J—1:

utt —

g u;l 1 ’u,? 1 ’u,g‘ u? - ’11,;[1 _
At A_x(”ﬂé( Ar ) T T A, )) =0

Pour1 <j;j<J—-1: ’u? = U,
Pour n > 0: ug = uy.
u" —u”
Pour n > 0: J Tl g
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Le schéma numérique

Pourn>0etl1 <j;<J—-1:

At
on+l _  n n AN n__,n _
wit =y + N <0j+%(uj+1 uy) ﬁj_%(uj ujfl)) =0.

. . 0 _

Pour1 <j<J-1: uj = Upj-

Pourn > 0: uy = uy.

Pour n > 0: u =u_, + Ax gy

Il s’agit d’'un schéma explicite.

Introduction au calcul scientifique pour les EDP de la physique. - p.20/2

Mise en oeuvre du schéma numérique.

On prend en compte les condition initiale et de Dirichlet.

At

Ax
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Mise en oeuvre du schéma numérique.

On construit la grille de calcul.

At

Ax
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Mise en oeuvre du schéma numérique.

Supposons la solution calculée jusqu’a l'instant ¢™.

tn+1

t’H/
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Mise en oeuvre du schéma numérique.

Application du schéma intérieur.

tn+1

tTL
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Mise en oeuvre du schéma numérique.

Application du schéma intérieur.

tn+1

t’!b
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Mise en oeuvre du schéma numérique.

Application du schéma intérieur.

tn+1

t’!l
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Mise en oeuvre du schéma numérique.

Application de la condition de Neumann.

tn+1

t’ﬂ/
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L'analyse numérique. Un exemple de schéma instable.

C’est une branche des mathématiques qui s’est développée

avec I'avénement des ordinateurs Revenons a notre probléme modéle. Pour améliorer la
précision de notre méthode on peut penser a utiliser une
Lanalyse numérique des équations aux dérivées partielles est approximation centrée de la dérivée en temps.

I'art de maitriser le passage du continu au discret.

® Montrer que le probléme approché est bien posé:

X L uttt — gt ut, = u? u — u”
existence et unicité de uy,. A R SO (o (L)) =o.
2At Az \ It Az ) Az
® Montrer la convergence : u;, — « quand h — 0.
s La stabilité : borne uniforme du type |ju|| < C.
s La consistance : approximation des équations. Un tel schéma se révéle inconditionnellement instable.
® Obtenir des estimations d'erreur: |ju — uy|| < 7
En principe : stabilité + consistance = convergence.
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Autres exemples. Autres exemples.
Problémes stationnaires elliptiques. Problémes stationnaires elliptiques.

Nous faisons I'hypothese que quand ¢t — +oo:
On peut démontrer la convergence vers un état stationnaire
Oe(x,t) — 0°(x) €T
E( ) l ( ) 0 9(.’E7t)—>900($), t—>+OO,
z,t) = qP(x) zel . . L .
aela,t) = 47 (@) ! ou 0>~ : Q — R est solution du probléme aux limites:

On peut démontrer la convergence vers un état stationnaire _div(ﬁveoo) — 0. dansQ

O(w,t) = 0%(x), t— +oo, 0 =40, sur Iy,
ol 0> : Q) — R est solution du probleme aux limites: 90>

— = qy, sur I'y.
n@n qe 0
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Autres exemples.

Problémes stationnaires elliptiques.

—div(cV6>) =0, dansQ,

0°° = 0,, sur Ty,
00

o—— = qy, sur I'y.
on

Ce probléme est le prototype des problemes elliptiques qu’on
recontre aussi en mécanique des solides et des fluides
(phénomenes d’equilibre), en électrostatique,...

Seront étudiés dans les cours 2,3,4,5.
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Autres exemples.
Problémes de type Fredholm.
Si le terme source est harmonique en temps:
f(z,t) = fool(z) expiwt

ou la pulsation w > 0 est donnée, on aura le comportement en
temps long:

p(x,t) ~ pool() expiwt, t— +o0.

ol p,, est solution de I'équation de Helmholtz:

2

.1 w
—le(—Vpoo) — =5 Poo = fool®).
Fo o

C’est le prototype du probléme elliptique non coercif mais de
type Fredholm, traité dans les cours 6 et 7.
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Autres exemples.
Problémes hyperboliques linéaires. (Cours 9 et 10)

La propagation du son dans un fluide est régie par I'équation
des ondes acoustiques:
1 0%

1
/)0(% @ — le(%V[)) = f,

ou I'inconnue p désigne la (variation de) pression, p, désigne la
densité du fluide, ¢, la célérité du son et f un terme source.

Au méme titre que I"équation de transport, I'équation des
ondes est le prototype de I'équation hyperbolique linéaire
qui décrit des phénomenes de propagation.

On rencontre aussi ce type d’équation en électromagnétisme
(Maxwell) ou en mécanique du solide (élastodynamique).
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Autres exemples.
Problémes hyperboliques non linéaires.

Ces modéles interviennent pour la description des
phénoménes de propagation non linéaire, surtout en
mécanique des fluides (propagation des chocs, ondes
de détente,...) mais aussi pour la modélisation du traffic
routier (modélisation des bouchons).

En dimension 1, I'équation modeéle est (f : R — R):

2t 2 pwy=o,

R, t > 0.
ot Ox EER,

® f(u) =au

® f(u)=wu?/2 : équation de Burgers.

: équation de transport.

Cette équation sera traitée aux cours 11 et 12.
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