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Corrigé de la Séance 4 : Résolution de problémes variationnels

Exercice 1 Quelques inégalités de Poincaré

Question 1. Soit A tel que 0 < A < 1. Montrer qu’il existe une constante C'y > 0 telle
que pour tout v € H'(]0, 1[)

[0l z2goap < Ca [I1v']l 2201y + 0]l 2qo.ap]

Quelle est la dépendance de C'y par rapport & A? Commenter.

Corrigé de la question 1. Soit A €]0,1[. Soit v € C*°([0, 1]), nous avons

v(z) = v(Az) + /x V'(t) de, vz € [0, 1].

Az

En utilisant I'inégalité triangulaire, nous obtenons

(/01|v(:c)|2dx> (/ l(Az) |2dx>
([ vora)" ([ )

Nous pouvons donc choisir Cy = 1/ VA, qui tend vers l'infini quand A tend vers 0.

1/2

+(/01 </zv’(t)dt)2dx> |

1/2

1/2

Il est egalement possible d’écrire pour v € C*([0, 1]),
v(z) =v(y) —|—/ V'(t) dt, Vr e [0,1], y € 0,1]
y

de prendre la norme L?(]0, A[, dy)

VAu(z) < [|ollz2qo,ap + (/OA (/: V() dt>2dy>

puis la norme L?(]0, 1[, dx) et on retrouve la méme inégalité que précédemment.

Pour terminer, il faut raisonner par densité. L’espace C*°([0, 1]) est dense dans H(]0, 1[)
et toutes les applications [|-||z2(0,1), ||:[[2(0,4) €t | - |1(0,1) Sont continues.

En effet, soit v dans Hl(]() 1[), il existe une suite v, d’éléments de C*°([0,1]) (pour
lesquels I'inegalité est vraie) qui est telle que

1/2

lim |jv, —v||g = 0.
n—-+o0o

On a dans ce cas
lvnllz2goap = 10" 1e2qoap| < lvw = vllargoap,
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et

‘||Un||L2(]O,a[) — lvllz2qo.ap| < Nlon = vll22q0.ap < llvn — vllH1q0,1D)

pour a < 1. On en déduit que

Jim llonllago = 10 12goan| =0 et Tim |llonllzzgo.ap = 0]l22g0.ap | = O-
pour a < 1.

On peut donc passer a la limite dans I'inégalité vraie pour tout pour v, et on trouve
I'inégalité vraie pour v € H'(]0, 1]).

Question 2. On considére le domaine 2 =0, 1[x]0, 1[. Déduire de la question précédente
qu’il existe une constante qu’on appellera encore C'4 telle que pour tout v € H'(£2)

[ollz2@) < Ca(lVella) + [vll2g0.a400.10)
Corrigé de la question 2. Soit v € C=(Q). Soit A tel que 0 < A < 1. Nous avons

pour tout y €]0, 1], en considérant x +— v(x,y)

1/2 /2

A
</ \vxy|2dx) §%</ |(a:'y\2dx> </ |8v:cy|2dx> ,
/|vxy|2dx<—/ |vxy|2dx+2/ |0,v(z,y)? dz,
1
[ [ vepraa<? [ [Cwpraa o [ [ oaeoraa,
0 Jo o Jo o Jo

(/Ol/olwvu,yn%xdy)lﬂ <2 ([ rv<w,y>|2dxdy)1/2+¢§(/01/01 Vol ) ey

Cela conclut la preuve avec C'y = /2/A en utilisant comme a la question précédente un
argument de densité.

Exercice 2 Un probléme elliptique a coefficients variables

Soient 2 =]0,1[x]0,1[, A telle que 0 < A < 1 et la fonction b définie par

by siz< A
b(x,y) =
(z.9) {0 six > A

o by > 0. Soient f une fonction donnée de L*(Q) et g de L*(0S). On s’intéresse au
probléme suivant :

Trouver u dans H'(SY), solution de

—Au+b(x)u=f, dans €,
ou (1)

o, =9 sur o0f).

1/2
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Question 1. Ecrire la formulation variationnelle du probléme (1). On appellera a la
forme bilinéaire et ¢ la forme linéaire associées.

Corrigé de la question 1. Nous considérons u une solution du probléme (1). Comme
la fonction b est dans L*(Q2), nous avons Au € L?(Q), et donc u € H'(Q, A). On peut
donc supposer u € H?(§2) ce qui permet d’appliquer la formule de Green, pour v € H!(Q),

ou
—Aude:/Vu-Vde—/ — |0 V] aey AT
/Q o 0 an|89 ‘BQ

Ainsi, la formulation variationnelle est
Trouver u € H'(Q) telle que
Yoe HYQ), [y (Vu-Vu+buv)dd= [, fvdd+ [,,gv],,dl.

Nous définissons donc la forme bilinéaire a et la forme linéaire £ sur H'(Q) par
a(u,v):/(Vu-Vv—l—buv) dQ, E(v):/fv—l—/ gv‘mdl“.
0 0 o0

Question 2. Montrer ’équivalence entre la formulation variationnelle et la formulation
forte (1).

Corrigé de la question 2. Nous devons montrer la réciproque. Considérons dans un
premier temps une fonction test ¢ € D(£2) pour retrouver 'EDP. Nous avons

/QVu-Vgde:/Q(f—bu)gon,

On a

JoVu-VedQ =<Vu, Vo> car Vue L*(Q) C D'(Q)

Zd: < Ou ou 8(,0

— ox;’ 8%
d 2,

= — Z < 922’ @ > par def. de la dérivation au sens des distributions
— £

=— < Au,p>

et comme f —bu € L*(Q2) on a

/Q(f—bu)90:<f—bu,g0>.

On en déduit que —Au = f — bu dans D'(2). Comme le second membre est dans
L%(Q)), Pégalité est vraie dans L?(Q2) presque partout. Nous en déduisons de plus que
u e HY(Q,A).

Pour la condition aux limites, nous choisissons v € H'(Q). Comme u € H'(Q,A),
nous pouvons supposer u € H%(). En appliquant la formule de Green, nous obtenons,
puisque l'intégrale dans €) disparait

ou
/aQ (% o0 g) vy dl =0, Vve H'(Q).
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Quand v parcourt H'(), v‘ g Parcourt ImI'g. On a donc de maniére évidente

)
/ (a_zag_g)wdr:o, Vi € Tme.
o0

Comme I'm(7y) est dense dans L?*(9f2), nous allons montrer que 'égalité est vraie pour
Y € L2(09). Soit ¢ € L*(09), il existe une suite (¢,),, d’éléments de Im(~) telle que

Jim [ = |20 = 0.
On a

ou Ou du
/asz (% 6Q_g)¢drz/89 (% m—g) wndr+/ag <3_n 39_9) W = o) dl:

Le premier terme a droite de I’égalité est nul puisque ¢, € ImIl'y. Quant au deuxiéme

/89 (% o0 —9> (¢ — ) dl

ce qui implique que

ou
S — 0
< H@n o0 9lleze0) 1Y = ¥nll 2200 s

/(ém —g)wdF:O Vo € L2(09)
0N

onlan

soit Ju/dn = g dans L?*(90) et donc presque partout sur 9.

Question 3. Démontrer qu’il existe une solution et une seule au probléme (1). On
appellera dans la suite a la constante de coercivité de la forme bilinéaire a et M la
constante de continuité de la forme linéaire £.

Que se passe t-il quand A tend vers 07

Corrigé de la question 3. Nous allons appliquer le théoréme de Lax-Milgram dans
I'espace de Hilbert H'(€2). La forme linéaire £ est linéaire continue car I’application 7 est
linéaire continue :

1£0)] < (111220 + lgllzzo0,Co ) Iellm ey, Vv € HY(Q),

ou Cj est la constante de continuité de I'application trace vy. La forme bilinéaire a est
continue
la(u, v)| < max(L, bo)l|ull i @llvllme), V(uv) € H(Q),

et coercive grace a 'inégalité démontrée a l'exercice 1 (dont il faut prendre le carré) :
a(u, ) > min(n, bO)<”qu%Q(Q) + ||UH%2(]O,A[><]O,1[)) +(1- 77)||VUH%2(Q)>
> mln(l _nvﬁmin(nv bO))HU’“%—Il(Q)? Vu € H1<Q)7

pour 0 < n < 1 quelconque . On peut donc appliquer le théoréme de Lax Milgram.

Quand A tend vers 0, la constante de coercivité tend vers 0. Le probléme tend vers
le probléeme de Neumann, dont on a vu en cours qu’il était mal posé.
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Question 4. Redémontrer que la solution dépend contintiment des données.

Corrigé de la question 4. La solution v € H*(Q) vérifie en prenant v = u dans la
formulation variationnelle

allulli @ < alu,u) =1(u) < Mulm g

ce qui permet d’obtenir ||u| g1y < M/a. Pour conclure, on a la continuité des constantes
M et a par rapport aux parametres f, g, A et by du probléeme.

Exercice 3 Equation de plaques

Soient 2 un ouvert borné de R? & frontiére suffisamment réguliére, v, 3 > 0 deux constantes
et f € L*(Q). On consideére le probléme :

Trouver u € H%(Q) telle que

A(Au) — alu+ fu = f, dans Q,
u=20 sur 0f, (2)
Vu-n =0, sur 0f2,

ol on rappelle que

Pu 0*u  J*u
2 _ 1 2
H2(9) ._{ue HAQ), 55 G g € L@ }
82

et que cet espace est muni de la norme :
H '3I3y

On définit le sous-espace HZ(§)) comme l’adherence de D( ) dans H*(Q).

2

Vue HAQ), [ullde = Jully + \ 3)

L2

Question 1. Montrer que HZ(€2) muni de la norme H? est un espace de Hilbert et qu’il
vérifie
Hi () C {u e H*(Q), u‘mzo et Vu-n‘m:()}. (4)
Meéme si il n’est pas demandé de le démontrer, sachez que linclusion (4) est en fait
une égalité.

Corrigé de la question 1. L’espace HZ(Q) est par définition un sous-espace vectoriel
fermé (comme Padhérence de D(Q)) de l'espace de Hilbert H?(f2), donc HZ()) est un
espace de Hilbert.

Soit u € H{(Q), il existe une suite u,, € D(Q) telle que ||u — uy||y20) — 0, quand
n — +oo. En utilisant le premier et le deuxiéme théorémes de trace (Amphi 1 et 2), on
obtient les estimations suivantes

170wl L200) = 70U — Yot L2(00) < Collu — un || m1(@) < Collu — un || m2(q)
lMull20) = 71w — Munl L200) < Cillu — un |l g2(0),

et en prenant la limite quand n — +o00, cela donne yyu = vy,u = 0.
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Question 2. Montrer que
Yu € D(Q), v € D(Q), /QA(AU)U dQ) = /QAUAU ds).
et qu’on peut étendre cette formule de Green pour
u € H*(Q,A?) = {u € H*(Q) telle que AAu € L*(Q)} et v e HZ(Q).

On admettra que D(QQ) est dense dans H*(2, A\?).

Corrigé de la question 2. Soit u € D(Q) et v € D(Q), en utilisant deux fois la formule
de Green suivante vue en cours

/Aap@/zd@%—/VgﬁV@/dez/ Ve -nydl, Vgo,wED(ﬁ),
Q Q By
on calcule

/ A(Au)v dS) = —/ V(Au)-VodQ+ | VAu-nuvdl,
Q 0

Joa
v=0 g;r o0
= /AuAde— Au Vv -ndl,
Q o0

Vu-n=0 sur 92

= / AuAv dS,
Q

ce qui donne le résultat.
Pour montrer que la formule s'étend a u € H?(Q2, A?) et v € HZ(2), on a

Yu € D(Q), v € D(Q)

/QA(Au)de

S Nabw)zllvlze < llullax@.an vl

Yu € D(Q), v € D(Q)

/ AulAv dS)
0

S Mol Avllze < Jlullre.a0 o] a2

D’aprés le théoréme de prolongement par densité du cours, la formule de Green s’étend &
u € H*(Q,A?) et v e HZ(Q).

Question 3. Montrer que si u est solution de (2) alors u vérifie la formulation varia-
tionnelle

Trouver u € HZ(Q) telle que

Vv € H3(R), / (Aulv + aVu - Vo + fuv) d) = / fodQ.
Q Q
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Corrigé de la question 3. Soit u solution de (2) et soit v € HZ(£2), on multiplie 'EDP
par v puis on intégre sur {2, on obtient

/ (A2u v — alAuv + ﬁuv) dQ) = / fodQ.
Q Q

En utilisant la formule de Green avec u € HZ(Q2) et v € HZ(Q2) C H} (), on a

—/Aude:/Vu-Vde.
Q Q

En utilisant 'EDP, on a que A*u = aAu— fu+ f € L*(Q), car u € H?*(2), on peut donc
utiliser la question 2, on obtient

/A2u UdQ:/AuAde.
Q Q

En combinant les deux précédentes relations, on obtient la formulation variationnelle
suivante : trouver u € H(Q) telle que

Vv € H3(Q), / (Aulv + aVu - Vo + fuv) dQ = / fvdQ.
Q Q

Question 4. Montrer que cette formulation variationnelle est équivalente a (2).

Corrigé de la question 4. Soit v € H3(Q) solution de la formulation variationnelle,
d’apres la question 1, on a que u’aﬂ =0et Vu- n‘ag =0.
Prenons une fonction test v = ¢ € D(2), on obtient

0:/(AuAg0+aVu-Vg0+(ﬁu—f)<p) dQ,
0

= (D, Ap) + (aVu, Vo) + (Bu— f,¢), car Au, yu, dyu € L* C D'
= <A2u, <,0> — (alu, ) + (Bu— f,p), par def. de la dérivation au sens des distributions
= <A2u—ozAu+ﬁu—f,<p>,

ce qui donne A?u — aAu+ fu = f au sens des distributions. Comme u € H (), on a
également que A?u = aAu — fu+ f € L?(Q) et donc presque partout dans Q.
Question 5. Montrer en raisonnant par densité que
OPud*v  0*ud* 0u 0%
Yu,v € H2 (), Auv dS) = 2 ds).
Y 0() /Q uev /Q (8952 0x? + oy? 0y? + 0xdy axay)

Corrigé de la question 5. Soit u,v € D({2), on calcule

0’u  0%u ’v 0%
/QAUAUdQ_/Q<8x2 + 6y2) (8:102 + 8y2> ds?,

[ Pudv N 0*u 0%v N 0*u 0*v N 0214@
 Jo 022022 0220y Oy 0x?  Oy? Oy?

9,
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ensuite, en utilisant la Formule de Green, on obtient (u et v étant dans D(2), il n’y a pas
de termes de bord)
2. 92 3 2 2
auade /8u 0°v Q:/au 0°v

q 072 Oy? o 01 0z0Y? o 0x0y 0xdy
de méme
0*u 0*v 40 — Pu 0%
0 Oy20x2 | 0x0y 0xdy

ce qui donne

0?ud*v  0*ud* 0?u 0%
Aulv dS) = 2 dS)
/Q uev /Q (8332 0x? * oy? Oy? + 0xdy Gxay)
Finalement, par densité on obtient le résultat pour u,v € HZ(Q), car les deux formes
bilinéaires de chaque coté de I'égalité sont continues dans H?(Q2) x H?(Q).

Question 6. Montrer que la formulation variationnelle admet une unique solution dans
HZ(Q). Que se passe-t-il pour 3 =07

Corrigé de la question 6. On utilise le théoreme de Lax-Milgram sur 'espace de
Hilbert HZ(Q) muni de la norme H? donnée dans (3).
— La forme linéaire est continue :

)| < 2 lvllze) < f 2@ llvlla2@)-
— La forme bilinéaire est continue :
la(u,v)| < [[Aul|z2@) | Av||L2) + ol Vull 2|Vl 22 0) + Bllull2@)l|v]| 220,
< (4+ a+ B)ullzz@llvlla20)-

— La forme bilinéaire est coercive :
a(u,u) = / (Au)? + a|Vul* 4 fu? dQ,
Q
2 2 2 2 2 2
= /Q (%) + (%) + 2(;}0(%) + oz\Vu|2 + pu*d), d’aprés la question 5,
> min(la a, B)HUH%I?(Q)?

et comme «, > 0, la constante min(1, o, 5) > 0.
On peut appliquer le théoréme de Lax-Milgram, on a ainsi I’existence d’une unique solution
dans HZ(Q) de la formulation variationnelle.

Si 8 = 0, cela ne modifie que la forme bilinéaire, pour la continuité le méme calcul que
précédemment donne |a(u, v)| < (4+a)|lul| 2@ ||v|| #2()- En ce qui concerne la coercivité
de a, comme u € HZ(Q) C H} (), en utilisant I'inégalité de Poincaré

lullz2) < CpllVul L2y,

avec la constante C}, > 0, on obtient que a est coercive :
) a o« 9
a(u, 'LL) 2 min (17 57 2_6’5) HUHHQ(Q)

A nouveau, on peut encore appliquer le théoréme de Lax-Milgram et il existe une unique
solution a la formulation variationnelle.



ANO1. Méthode des éléments finis (2024) 9

Question 7. Expliquer pourquoi on ne peut pas utiliser les éléments finis de Lagrange
P! introduits en cours pour résoudre numériquement le probléme.
En vous restreignant a la dimension 1, proposer un autre espace de dimension finie.

Corrigé de la question 7. On se donne un maillage 7, du domaine €2 composé de
triangles. Il y a plusieurs facons de voir que les éléments finis de Lagrange P! ne fonctionne
pas pour résoudre des EDP avec le Bilaplacien. On rappelle que I'espace de discrétisation

est
Vi={ueC’Q)|VK €Ty, u|, €P'}.

— On a vu que V}, C H! dans le cours mais V), n est pas un sous espace de H?, la
continuité ne suffit pas.

— De maniére plus pragmatique, si on utilise les éléments finis de Lagrange P!, la
matrice correspondant au terme fTe AuAv dS? est nul sur chaque triangle, car le
Laplacien d’une fonction affine est nul. Donc, il nous manquerait un terme dans
I’écriture matricielle de la formulation variationnelle.

En dimension 1, on a un intervalle [a, b], que 'on discrétise en sous intervalles a = a; <
ay < -+- < a, = b. Chercher des fonctions dans HZ(a,b) revient a chercher des fonctions
C!. En effet si u € H?, alors u € H'((a,b)) C C°([a,b]) et v’ € H'((a,b)) C C°([a,b]). On
va donc choisir

Vh = {U S 01([(17[)]) | Vi, u‘(amawl) < Pk} .

On doit encore trouver le degré du polynome, en sachant qu’on doit raccorder valeurs et
dérivées en chaque point. Il est donc naturel de prendre k& = 3.

Pour les fonctions de base, on peut choisir
Vi, wi(a;) = wi(a;) = wi(a;) = wi(a;) =0sii #j, wi(a) =wi(a;) =1, wi(a;) =w;(a;) =0.

Il y a donc deux fonctions de base par sommet. Pour V := V,, N H2(a,b), il suffit de
retirer les 4 fonctions de base associées a a et b.

Remarque : En dimension 2, il est possible d’étendre ce qu’on a fait en dimension 1.
On cherche un espace de dimension finie composé de fonctions polynomiales par morceaux
telle que au travers de chaque aréte entre deux triangles les traces et traces normales des
fonctions coincident. Le plus petit degré pour lequel, c’est possible est 5 voir les éléments
finis de Argyris (https://defelement.com/elements/argyris.html).



