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Corrigé de la Séance 2 : Formulations variationnelles

Dans la suite, 2 est un ouvert borné de R?, dont la frontiere 90 est “réguliere”. On note
n la normale unitaire extérieure a la frontiere.

Exercice 1 Probleme avec condition aux limites de Fourier
On considere le probleme aux limites
Trouver v € HY(Q) telle que

u—Au=f dans €2 (1)
Vu-n+Au=g sur ) °

avec A > 0, f € L*(Q) et g € L*(99).

Question 0. On rappelle que 7, est la premiere application trace. Quelle assertion est
juste

(a) Im~yy C L*(09) et Im~, est dense dans L*(092)
(b) L*09) C Im~p et L*(09) est dense dans Im 7,
(c) L*(09) = Im .
Corrigé de la question 0 :  C’est la réponse (a) : 7o est une application linéaire continue

de H'(Q) dans L?(99), son image est donc incluse dans L*(9€2). On a vu dans le cours
que son image est méme dense dans L?(992).

Question 1. Construire la formulation variationnelle (FV1) associée a (1).

Corrigé de la question 1 : En multipliant la 1eére équation de (1) par v € H'(Q) et
en integrant sur {2 on obtient facilement

/ude—/Aude:/fde, Vv e HY(Q)
Q Q Q

Comme u est dans HY(Q) et Au = u— f € L*(Q), on a u € H'(2,A). On suppose
pour simplifier que u € H?(Q2). On peut donc appliquer la formule de Green au deuxiéme
terme, on a

/ude+/Vu~Vde— Vu~n}mv\3gdf:/fvd§2, Vv € H(Q).
) Q o0 Q

Il suffit enfin d’utiliser la 2éme équation de (1) pour trouver la formulation variationnelle
associée :

Trouwver u € H'(Q) telle que

/uv Q) + / Vu - Vu dQ+)\/ u|aq v|aq dl’ (FV1)
Q Q o9

:/fde—i—/ gvlaa dl’, Vv € HY(Q).
Q )
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Question 2. Prouver l'unicité de la solution de (FV1). Que se passe-t-il si A < 07

Corrigé de la question 2 : Soient u;, uy deux solutions de (FV1), alors
/(u1 —u2)vd9+/ V(w1 —up) - Vo dQ+>\/ (1190 — 1)) V] dT = 0, Vo € H'(Q).
Q Q o9

On choisit la fonction-test v = u; — uy pour trouver

Jur — U2H§{1(Q) + Allufoe — “2’89‘@2(89) =0.

Puisque A > 0, on en déduit que ||u; — uz|| 1) = 0 et donc u; = us.

Lorsque A < 0, le ler terme est positif, et le 2nd est négatif : on ne peut pas conclure tout
de suite. Cependant, si A < 0 mais |A| petit, on peut encore conclure. En effet, on a par
continuité de 'application trace

[uilon — U2|8Q||%2(ag) < (JS Jur — u2||§{1(sz)
donc comme A < 0, on obtient
0 = Jlus — ual|Fr1(q) + AMlurlon — usloallZ2o0) > (1 +ACH) llur — uslF (g

Si 1+ AC2 >0, cest & dire A > —1/CZ, le dernier terme est positif et donc nul! Ceci
nous donne de nouveau l'unicité.
SiA<0et A< —1/C3, on ne peut pas conclure.

Question 3. Etablir I’équivalence entre les problemes (1) et (FV1).

Corrigé de la question 3 : D’apres ce que 'on vient de voir, si u est solution de (1),
alors u vérifie (FV1). Examinons la réciproque. Dans (FV1), si on choisit v € 2(Q)(C
H'(Q)), on a alors :

/ (uv + Vu - Vu) dQ = / fvdQ,
Q Q
puisque v = 0 sur 92. On remplace ensuite les intégrales / - Juv dS) par des crochets de

Q
dualité (-, d,v), puis on dérive au sens des distributions :

ou av 0%u
<fU 'LL v +Z 3m 5’x <'LL,’U>— Z(@,U>:<U,U>—<AU,U>.
v v i=1,3 i

On en déduit que
(u— Au,v) = (f,0), Yo € D(Q),

c’est-a~-dire que u — Au = f au sens des distributions. Puisque u et f appartiennent a
L2(2), Au € L*(2) et ainsi u — Au = f presque partout dans Q. En particulier, on a :

/(u—Au)de:/fde, Vv e HY(Q). (2)
Q Q
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Maintenant, on revient & (FV1) en sachant que u est dans H'(Q,A) (u € H'(Q) et
Au=u— f € L*(Q)). On suppose u € H%(2) et on peut appliquer la formule de Green :

/(u—Au)de—i—/ Vu-n!aﬂv]@QdF+)\/ u| g v]oq dI’
Q a0 PYY)
:/fde+/ gvlaadl, Yv € H(Q),
Q o0

et, d’apres (2), on aboutit a
/ (Vu - n‘aﬂ + Auloq — g) vdl' =0, Yo € H'(Q).
o9

Comme (Vu - n‘ag + Aulag — g) est dans L?(0R) et que 'image de I'application trace 7
est dense dans L?(092), I'égalité prouve que Vu - n‘aﬂ + Aulgo = g dans L?*(09) et donc
presque partout sur 0f).

¢ Remarque (qui sort du cadre du cours) : Si on ne suppose pas que u est dans
H?(Q), on peut encore appliquer une formule de Green généralisée puisque u € {w €
HY(Q) | Aw € L*(Q2)} et on trouve

/Q (u — AU) UdQ+ H-1/2(09) < VU'H‘SQ, U’aQ >H1/2(8§2) +A H-1/2(5Q) < U‘ag, U’aQ >H1/2(8§2)
= /va d) + H-1/2(80) < g,?J|aQ > H1/2(89) Yv € HI(Q>,

ot HY2(09Q) = Im(vp) et HY/2(0Q) = (Hl/z(aﬁ))/ est 'ensemble des formes linéaires
continues sur H'/2(99). D’apres (2), on aboutit &

H71/2(3Q)<VU : Il‘aQ + >\U|8Q — dg, U|8Q>H1/2(8Q) = O, Yv € Hl(Q)

Comme (Vu - n o0 T Aulan — g) est par définition une forme linéaire et continue sur
H'Y2(09), I'égalité ci-dessus valable pour tout élément de H'/2(9Q) prouve que Vu -
n|,, + Mulpge = g dans H-/2(9Q). Pour conclure, comme g et uloq appartiennent &
L?(99), on en déduit que Vu - n}aﬂ + Au|sq = g presque partout sur Of.

Exercice 2 Diffusion de la chaleur
On considere le probleme aux limites
Trouwver u € H'(Q) telle que

—div(kVu) = f dans 2 (3)
u=20 sur 092

avec f € L*(Q), k € L>(Q) et k(x) > ki > 0 presque pour tout = dans 2.

Question 0. Donner les espaces auxquels doivent appartenir W et v pour pouvoir écrire
la formule de Green suivante

/ (diva+W-Vv> dQ = W - naq v|oq dT
Q o)



ANNI1. Méthode des éléments finis (2024-2025) 4

(a) W e (L*(Q))* et v e H'(Q)
(b) W e (L*(Q))*, divW € L*(Q) et v € H'(Q)
(c) W e (H'(Q))? et v e H'(Q)

En déduire les espaces auxquels doivent appartenir u et v pour pouvoir écrire la formule
de Green suivante

/ (div(kVu)v 4+ kVu - V) dQ = / kVu - nfaq v|an dT
Q

o0

Corrigé de la question 0 : (a) Si W est seulement dans (L2(€2))3, on ne sait donc
pas que div W € L?(2), on ne peut donc pas espérer pouvoir donner un sens a I'intégrale

volumique.

(b) Si W € (L2(Q))3 et divW € L2(Q) et v € H'(2), on peut donner un sens & lintégrale
volumique. Mais on ne sait pas si W - n|yq est dans L?(99).

(c) Si W € (HY(Q))? et v € HY(Q) alors les intégrales volumiques ont bien un sens et
également les intégrales surfaciques. En effet, on a Wi\ag € L?(09) et donc W - n|sn aussi.

On a aussi v|sq € L?(09).

Pour écrire

/ (div(kVu)v + Vu - V) dQ = / kEVu - n|gq v|aq dI'

Q o0

il suffit donc de prendre v dans H*(2) et u dans H'(2) tel que kVu € (H'(Q))™. Dans ce
cas, la premiere intégrale volumique a bien un sens. L’intégrale surfacique aussi puisque
kVu a bien une trace sur le bord et en particulier kVu - n|sq est bien dans L?(99).)

Question 1. Construire la formulation variationnelle (FV3) associée a (3) (on supposera
pour simplifier que u est dans H'(2) et est telle que kVu € (H'(2))?).

Corrigé de la question 1 : Soit u € H*(Q) solution de (3).
En multipliant la lere équation de (3) par v € H'(Q) et en integrant sur {2 on obtient

—/div(kVu)de:/fde, Vv e HY(Q)
Q Q

On aimerait utiliser la formule de Green de la Q0. On a d’apres la premiere équation de
(3) que div(kVu) = —f € L*(Q). On suppose de plus pour simplifier que u est telle que
kVu € (H'(Q))™. On peut appliquer la formule de Green, on obtient

/kVu-Vde—/ kVu~n}an|6QdF:/fde, Vv e HY(Q)
Q o0 Q

Comme nous n’avons aucune information sur la trace normale de u sur le bord, on va
faire disparaitre I'intégrale surfacique en prenant v|sg = 0 sur 99, c’est a dire v € H} (Q).
Enfin, comme nous n’avons pas utilisé la condition aux bords de u dans la formulation
variationnelle, on va intégrer cette condition dans l’espace dans lequel nous recherchons
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la solution, c’est & dire H;(£2).
On en déduit la formulation variationnelle associée a (3) :

Trouver u € H}(Q) telle que

(FV3)
/kVu-Vde:/fde, Yo € HY(Q).
Q Q

Question 2. Prouver 'unicité de la solution de (FV3).
Corrigé de la question 2 : Soient u;, us deux solutions de (FV3), alors
/ EV (up —ug) - VodQ =0, Yove Hy(9).
Q
On choisit la fonction-test v = u; — uy pour trouver
Q
Par définition de k on sait que
B / 1V (s — )2 d2 < / KV (1 — o) 42
Q Q

avec kpmin > 0, et on conclut que V(u; — ug) = 0 dans €. Ainsi, u; — uy est une fonction
constante sur chaque composante connexe de l'ouvert €). Comme de plus on sait que
(ug — ug)‘ 00 = 0, toutes les constantes sont nulles et donc u; = us.

Question 3. Etablir ’équivalence entre les problemes (3) et (FV3).

Corrigé de la question 3 : D’apres ce qui précede, si u est solution de (3), alors u
vérifie (FV3). La réciproque est tres simple a établir. En effet, comme u une solution de
(FV3) appartient a HJ(f2), on a u|pn = 0. Puis, on choisit dans (FV3) une fonction-test v
de 2(Q), et on raisonne a 'inverse de la lére question pour trouver que — div(kVu) = f
au sens des distributions. Puisque f appartient & L*(Q), div(kVu) € L*(Q) et finalement
—div(kVu) = f presque partout dans (2.

Exercice 3 Coefficients discontinus

Soit d un entier naturel non nul,  un ouvert borné de R? & frontiere suffisamment
réguliere. On le partitionne en Q@ = Q; U Oy, ol O et Oy sont deux ouverts disjoints
a frontieres suffisamment régulieres. On note ¥ = 0€); N 02y, et on suppose, pour des
raisons techniques dépassant le cadre de ce cours, que XN O = (. On note 7 le vecteur
unitaire sortant a €2s.

Soient k1, ko deux constantes strictement positives et définissons x : {2 — R par

( ) K1 si x € Qh
R\T) =
Ko Sl x € Q.
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Soit enfin g € L*(X). On résout le probléeme variationnel (P)
Trouwver u € H}(Q) telle que

//iVu‘Vde:/gv\gdZ, Vv € Hy ().
0 >

Interpréter le probleme (P) en termes d’équations aux dérivées partielles dans € et 2y, de
conditions aux limites et de condition sur 'interface 3 (pour cette derniere, on raisonnera
“formellement” ).

Corrigé de la question :

(i) Tout d’abord, comme u € HJ (), on sait que u € H'(Q) et u = 0 sur 9.

(ii) On ne peut pas raisonner directement au sens des distributions dans D(£2) dans la
suite, puisque d’une part la forme linéaire ¢ ne s’annule pas automatiquement sur
D(Q) et d’autre part elle met en jeu des intégrales qui ne sont pas ”volumiques”...
Soit plutot ¢; € D(2;), pour i = 1,2, que 'on prolonge par 0 a 2 : son prolonge-
ment, noté ¢, appartient & D(2). Comme D(Q2) C H}(Q), on peut I'utiliser comme
fonction-test dans (P), et on a £(¢) =0 :

0= / kVu-VodS) = Iii/ (Vu)|q, Vi dQ; = ki(V(ulg,), Véi) = —ri(A(ulq,), ¢:)-
Q Q;

NB. Pour justifier I'égalité (Vu)|g, = V(u|q,), voir TD1-Ex2-Q4.
Dans la suite, nous notons u; := ulg, pour i = 1,2. Ainsi, Au; = 0 au sens des
distributions, a savoir dans D’();) ; en particulier Au; = 0 presque partout.

(iii) Pour finir, prenons v € H}(Q) et intégrons par parties sur € et s, en supposant
que chaque u; est dans H?(§2;) pour pouvoir appliquer la formule de Green.
Lei, v; == v)q, pour i = 1,2 :

/gvdZ = /I{VU-VUCZQ
b Q

= K / Vuy - Vo d + ke Vg - Vg dy
Q1

Qo

= K1 < Vu1 . n1|391 ’U1|{)Q1 dl’ — Au1 (%1 dQl)
o

951

‘Hﬁlz ( VUQ . n2|392 U2|5Q2 dl’ — / AUQ Vo dQQ)
892 Q?

= K / Vuy - nyao, vilaa, dI' + Ko Vus - N, v2]aa, dL.
891 892

Par définition v s’annule sur la frontiere 2. Ainsi, le support de v|gq, est inclus
dans l'interface ¥, pour 7 = 1,2. On peut donc remplacer dans ce cas les intégrales
sur 0F); par des intégrales sur ¥. Notons enfin que n; = —ny sur X. Il reste donc

/9U|zd2:/(’f1 Vaur - nyls — ko Vg - mfs) o2 dS, Vo € Hy ().
5 5

On admet comme dans le cours que ceci implique (car ’ensemble des traces sur
Iinterface ¥ d’éléments de H} () est dense dans L?(X))

(k1Vuy — KoVuy) -ny = g dans L*(%).
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On en déduit finalement que

(k1Vu; — keVug) - ny = g presque partout sur X.

¢ Remarque (qui sort du cadre du cours) : Ici, v; := v|q, pour i =1,2:

/gv]ng = /HV’WVUdQ
> 0

= K1 Vu1 . VUl dQl + Iig/ VUQ . VUQ dQQ
Ql QQ

= K1 (Hl/Q(an) < Vu1 . n1|8Q17U1’891 >H1/2(591) —/ Au1 U1 dQl>
951

+l€2 (H—l/Q(an) < Vu2 . n2’392,1}2|392 >H1/2(6Qg) —/ AUQ V2 ng)

Qo

= K1 g-1/2(90,) < Vuy - n;,v; >H1/2(891) +Ko H=1/2(89s) < Vug - Ny, Vg >H1/2(892) .

Par définition v s’annule sur la frontiere 02. Ainsi, le support de v|gq, est inclus
dans l'interface ¥, pour ¢ = 1,2. On peut donc remplacer dans ce cas les crochets
de dualité (entre espaces fonctionnels définis) sur 0€2; par des crochets de dualités
(entre espaces fonctionnels définis) sur ¥. Et de méme pour le membre de gauche.
Notons enfin que n; = —ny sur X. Il reste donc

H-1/2(%) < g,U|z >H1/2(E): H-1/2(%) < (fﬁ VU1~H1|2—I€2 VUQ'n1|E)7U|E >H1/2(2)7 YORS Hé(Q)

Par surjectivité de 'ensemble des traces sur 'interface ¥ d’éléments de H'(§2) dans
H'2(%), on trouve

k1Vuy - ny — keVus - ny = g dans H_1/2(E).
Comme g € L*(X), on en déduit finalement que

k1Vup - n; — kaVug - nyp = g presque partout sur 2.

&y o

F1GURE 1 — Un exemple de domaine ().



