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Corrigé de la Séance 1 : Outils et manipulations élémentaires

Exercice 1 Formules de Green

Soit € un ouvert borné de R3, dont la frontiere 00 est “réguliere”. On note n la nor-
male unitaire extérieure a la frontiere.

Question 0. Parmi ces formules, quelle est celle qui est correcte

(a) /awdQ:/ wdl (1<i<3), YwelC®Q);
o Ox; oQ

(b) Ou dQ:/ wn;dl (1<i<3), YweClC®Q);
Ox; o0

(c) / Ou dQ:—/ wn; dl (1 <i<3), YweC®(Q).
o 0x; o)

Question 1. Etablir par le calcul I'équivalence entre les formules (1) et (2)

ov  Ou _
= ; << & ;
/Q(u(?xi + axiv) ds2 ., won; dI' (1 <7 <3), Yu,vel>®Q); (1)

/(u divo + Vu - v)dQ = / u(v-n)dl, Yu € C®(Q),YvecC®Q)> (2
Q 00

Corrigé de la question 1 : Rappels :

_ % -
U1 3 O 3 %321
Yo=| v | €C®(Q)? dive = ' 8_:U:-’ vn:Zv,nZ, Yu e C®(Q), Vu = e
(%] =1 i=1 U

| Oy |

Supposons la relation (1) vérifiée alors en particulier pour les composantes v; de v, elle
donne

/( 8v2+ Ou v;) dQ) = / uvin; dU (1 <4 < 3), Yu,v; €C®(Q) V1<i<3,
(9x2 5’ ZT; 90

soit en sommant sur 2

v, ’ _
Z/ - u v;) d§) = Z/ uvyn; dUy Yu, vy, v9,v3 € C(£)
i i=1 /0%

d’ou

ov 3 _
. dQ) = / u ving dU'y  Yu, vy, v9,v3 € C(€).
[y gees = [ oy L1y € C¥(@

=1
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On en déduit par définition

/(u diveo + Vu - v) d2 :/ u(v-n)dl, Yu € C®(Q),Yv e C>®(Q)>.
0

o0

Réciproquement si on suppose la relation (2) vérifiée alors par définition

3 3 3 v
v 0 _ 1 B
/(UZ 3;- + a—gvz) dQ) = / uZUmi dl', Yu € COO(Q), Vo= | vy c Coo(g)?)'
Q o Y o Y 00 S o
v
En particulier pour v = | 0 | on trouve
0

ov ou
G0 LT yan = r
/Q(uﬁxl +ax1v)d /aqunld ,

0
soit (1) pour i = 1. De la méme fagon, avec v = | v | on obtient (1) pour i = 2 et avec
0
0
v= | 0 | on obtient (1) pour i = 3.
v

o Question 2. Soient u et v deux éléments de C*(Q2)3. Etablir par le calcul la formule
/(u~r0tv—rotu-v)dQ:/ (u xn)-vdl.
Q o9

Corrigé de la question 2 : Soient u, v € C*(Q)3. montrons que

/(u~r0tv—rotu-v)dQ:/ (u xn)-vdl.
Q o0

Rappels :
i 8113 8’02 T
vy gl'z (gl'g Ug¥3 — U3V
— v v
Yo = | vy ECOO(Q)3, rotv = | — - — 3 , WX V= | uzv; — U3y
81'3 (9.1'1
U3 Ove  O0v; U Uy — V1U2
| 8:101 81'2 h
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3

/Q ( 2; u; (rot ’U)Z> a2

=

(I.F:).P') /Q ( — %Ug + %m) + ( — %vl + %v;:,) + < — %vg + %m).

/u-rot'de
Q

8x2 81‘3 8m3 81'1 8x1 8%2
+/ <U1 (Ugng — UQTL;J,) + u2(vln3 — Ugnl) + Ug(UgTh — v1n2)> dl’
0N
B Ous  Ous Ou;  Ous Jus  Ouy
- /Qvl((?xg 8:133) +U2<8:1:3 0x1> +U3<8x1 31'2)'
+/ <U1 (u2n3 — u3n2) + ’UQ(Ungl — Ulng) + Ug(ulng — Uin)) dl’
0N

= /Q(rotu~'v)dﬂ+/ (uxn)-vdl

09
Exercice 2 Exemples d’éléments de H!

Question 0. Soit Q un ouvert borné de R% (d = 1,2,3,...), dont la frontiere 9 est
“réguliere”. On rappelle la définition des espaces L?(2) et H'(Q)

L*(Q) = {f mesurable sur € t.q. / |f]? < +oo}
0

et

H'(Q) ={f € L*) t.q. g—xf € L*(), Vie {1,...,d}}.

Quelle assertion est juste
(a) C'Q) C L*Q) et CHQ) C HYQ)
(b) C'(Q) C L*(Q) et C°(Q) c H'(Q)
(c) C°(Q) C L*(Q) et CYHQ) C HYQ).
Question 1. Les fonctions définies respectivement par :

o(z) = 1 sur |0,
|l 2—2 sur]l,

appartiennent-elles a H'(]0, 2[) ?

% ’ “’("’”):{Z iﬁi}?é{ , 2(z) =P, p e R\ {0},

Corrigé de la question 1 : Ici on doit dériver au sens des distributions, et vérifier que
le résultat appartient a L2(]0, 2[).
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Pour la fonction v, pour toute fonction ¢ € D(]0,2[) :

(50%) ——(v52)
81:’@ D/(0,2),0002) " Ox / D()0,2]),D(]0,2])

= — U@_gadx:_ va—wd —/ Uaidx
o2 0T Jo,1] 5’% je 07
@ @
— —dx — 2—z)— = —901+g01—/ pdx
]O 1[ ax ]1 2[( )aﬂj (IPP) ( ) |: ( ) ]172[ :|

avec X11,2[ la fonction indicatrice de ]1,2[ qui appartient bien a L*(]0, 2)).

Pour la fonction w, pour toute fonction ¢ € D(]0,2|) :

<8w > 3s0>
ox’ "/ p(0.2),p(0,2]) D’(]0,2[),D(]0,2])

/ aspdx——/ ¢ dx—/ &’de
10,2[ 10,1] 8$ 11,2] Ox

Op B
471[a% dx—/ b% dx G —ap(1) + bp(1)

= (b~ )1

1’(]0,2]),D(]0,2()

Si b = a alors de manitre évidente w € H'(]0,2[). Sinon, comme une masse de Dirac n’est
pas mesurable, w ¢ H'(]0,2[).

Pour la fonction z. Elle est de carré intégrable si et seulement si 2% est intégrable c’est-a-

dire si et seulement si p > —1/2. De méme, sa dérivée gz = paxP~! est de carré rintégrable

si et seulement si p > 1/2. On en déduit
z€ H'(]0,2)) & p>1/2

Question 2. Soit w = B(0,1/2) la boule ouverte de R%. Montrer que la fonction définie
par

u(z,y) = |log(2* +y*)|* pour (2,y) # (0,0)
appartient & H'(w) si k < 1/2, alors qu’elle n’appartient pas a C°(Q), dés que k > 0.

Corrigé de la question 2 : On montre que (en introduisant les coordonnées polaires
c’est a dire en posant x = rcos(f) et y = rsin(f))

o 1/2
/ log(z* + *)|** do dy = 22" / / (log(r))** rdr db.
(0,1/2) o Jo

Pour tout k, 7 — (log(r))?* r tend vers 0 quand r tend vers 0 donc u est dans L?(B(0,1/2))
pour tout k. Pour savoir si u est dans H', on calcule son gradient et on déduit que u est
dans H' si et seulement si

ou\> ou\>
/ — | + | = dz dy < +00
B(0,1/2) Ox dy
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c’est a dire
2

27 1/2 1 2k—2
22'%2/ / M rdr df < +0o.
r

La primitive de ! log(r)%*~2 est (2k — 1)~ log(r)*~! donc I'intégrale précédente est finie
si et seulement si 2k —1 < 0. Pour k € (0,1/2), on a donc u qui est H' sans étre continue.

Question 3. Soit Q un ouvert borné de RY : on le partitionne en Q = Q; U Qy, ot
et Qy sont deux ouverts disjoints. On considere v € L*(Q) telle que vjg, € C' (%), pour
1 = 1,2. Calculer Vv au sens faible et en déduire la condition nécessaire et suffisante pour
que v € H'(Q).

Corrigé de la question 3 : Soit  un ouvert borné de RY : on le partitionne en
Q=0 UQ,, ot O et Qy sont deux ouverts disjoints. On considere v € L2(92) telle que
v, € C' (%), pour i = 1,2. On cherche une condition nécessaire et suffisante pour que
ve HY(Q).

On sait pour commencer que v € L*(€). On va calculer Vv au sens faible. On pose
v; = Ujg, puis on dérive au sens des distributions. Pour toute fonction ¢ € D(Q)V

N
31} 8902

<8x1’(p >D’ T Z;< " Ox; >D’ 0),D(Q)
dive)

LEve D'(2),D()

:—/vdivgon:—/ V1 divgonl—/ vy div ¢ d€s
Q 9 Qo

En intégrant par parties et en isolant les intégrales sur le bord, pour toute fonction ¢ €
D)"Y

v,> — | VupdQ V-0 dy— nydly— mpdl
<U<PD,(Q)N’D(Q)N /Q1 v ald + o, Vg ally /891@190’”1 1 /69211280’"/2 2

ol m; (respectivement ns) est la normale extérieure a 0€; (respectivement 0€2;). Comme
 est a support compact elle s’annule sur la frontiere et donc en notant I'; 5 = 921 NS,

Mz

Vo, > -
< v DI(Q)N DQ)N

A

|
/\ﬂ‘

on a
—/ V1@ ’I’L1dF1 — / V2@ - ’I’deFQ = —/ (’Ul — ?,72)90 Ny dFl_g
o 121923 Ti—2
car n; = —ny en tout point de [';_5 et ¢ est continue a la traversée de I'y_5. On a donc
v,> = | Vo pdQ Vs - pdQs — )y dly
< Dy Jo, PO " o PO /rl ; (o —wa)p - mdlig
soit

Vv = xa, Vu1 + xq,Vvs — dr,_, (Ullpl,Q - UQ}F1,2)n1

ol g, est la fonction caractéristique de €2; et d est la distribution Dirac. C’est la formule
des sauts !
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Comme dr,_, n’est pas dans L%(Q) et que xo, Vv; est dans L?(£2), on trouve que v est dans
H'(Q) si et seulement si v est continue a la traversée de I'y o, c’est & dire v, ‘F1—2 = V2|, -
Dans ce cas, on a

Vv sur
Vo =
Vg sur ()

Question 4. Montrer que le résultat précédent s’étend aux fonctions v € L*(2) telle
que v, € H'(Q;), pour i = 1,2. On utilisera le théoréme de trace du cours : la trace
d’une fonction de H'(Q) sur T, une partie de mesure non nulle du bord, est dans L*(T").

Corrigé de la question 4 : La démonstration de la question précédente s’étend natu-
rellement aux fonctions v € L*(Q) telle que v, € H*(Q;), pour i = 1,2. En effet, pour
toute fonction ¢ € D(Q)", on trouve

v,> — | Vo, 0dQ Vg - 0 dQy — _ -nydl,_
< v e D(Q)N D(Q)N o Lot Qs e /r1_2 (Ul UZ)QO it

ol n; est la normale extérieure a 0€2; et ou Ul|F1_2 et UQ‘Fl_Q sont dans L*(T';_5). On a
donc
Vv = 1191Vvl + ]].QQVUQ — (51"172 (Ul — v2)n1

On conclut que v est dans H'(f2) si et seulement si Ul‘rl L= vg}rl ,- Dans ce cas, on a

Vv sur
Vo =
Vg  sur ()

Exercice 3 ¢ Prolongement par continuité

Soient H un espace vectoriel normé réel et V' un sous-espace vectoriel de H, tels que V
soit dense dans H. Soit ¢ une application linéaire de V' dans R, pour laquelle il existe une
constante C; > 0 telle que, pour tout v € V, on ait [{(v)| < Cy ||v| g. Montrer que l'on
peut prolonger par continuité de facon unique ¢ en une application ¢ linéaire et continue
de H dans R.

Corrigé de la question : On raisonne en plusieurs étapes (simples) :
— Rappel : définition du prolongement par continuité /.
Soit h € H. Par densité, il existe une suite d’éléments de V', notée (v ), telle que
limy o0 ||vg — Rl = 0. Soit (zx)x la suite de réels définie par z; = £(vx) pour tout
k. Etudions (zy) :

14 l:in.

|2k = 2m| = [€(vk) = £(vm)] €k = vm)| < Cellow = vml|ar-

Comme (vg)g converge (vers h) dans H, c’est en particulier une suite de Cauchy,
c’est-a-dire que limy o0 ||[Uk — U]l = 0. Ainsi, (2;), est une suite de Cauchy
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dans R. Or, R est complet : (z;)x est donc convergente. A partir de la, on définit
le prolongement par continuité de ¢ en h comme étant égal a la limite de (zj)y :

((h) = lim £(u,).

Bien str, on peut effectuer le méme raisonnement pour tout élément h de H, ce
qui permet de construire {: H—-R.

— Unicité du prolongement .
Reprenons le processus précédent de construction... Pour h € H, soient deux suites
d’éléments de V', (vg)r et (vp)g, convergeant vers h. Vérifions maintenant que la
définition de g(h) est indépendante de la suite choisie, ce qui prouvera 'unicité :

[ Tim £(vg) — Tim £(vy,)| = [Hm{(ve) — €(v)} i lim £(vy — o).

Or, [t(vi, — vy,)| < Collvg — v || m, et limg ||vy — vi||m = O par inégalité triangulaire

(lvk = villg < |lok — hl|g + ||h — v} |lz)- On en conclut que limy £(vy) = limy, £(v},).
— Linéarité du prolongement /.

On obtient la linéarité en passant a la limite. Soient h',h?> € H, a',a® € R :

par densité, il existe (v}), et (vi); deux suites d’éléments de V', qui convergent

respectivement vers h' et h? dans H, et

((arh! + a?h?) = lilgn ((a'v), 4+ o*o7)

=" liin{oclé(v,i) + a(v})} = o l(hY) + o20(h?).

— Continuité du prolongement ¢ de H dans R.
On veut prouver : 3C' > 0, Yh € H, |((h)| < C|h||g. Pour cela, h € H étant
donné, soit (vg)x une suite d’éléments de V' qui converge vers h dans H. On écrit

0)| = |t ()| = lim ()
or, pour tout k, [l(vg)] < Cyl|vk||m. Comme limg ||vg| g = ||h]| g, on en conclut que
E(R)] < Cellpllar

NB. Le module de continuité est identique pour ¢ et pour son prolongement /.
NB(bis). On a le méme résultat pour des espaces de Banach définis sur C...
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Exercice 4 Théoréme de trace

Question 1. Soit

Yoo €2([0,1]) — R
v = v(0).
Montrer que
Vo € C>((0,1]), [v(0)] < C|lvllagop- (3)

En utilisant ’exercice précédent, qu’en déduisez vous ?

Indication : on pourra écrire que pour tout v dans C*([0,1}), v(0) = v(z) — / V'(t) dt.
0

Corrigé de la question 1 : On utilise I'exercice précédent en choisissant respective-
ment :
1/2

1 1
H = H'(]0,1[), muni de la norme ||v||z1(o,1p := {/ v? dx+/ (v)? dx} :
0 0
V =C>([0,1]).
En effet, C>([0,1]) est dense dans H'(]0, 1[) d’apres les résultats du cours.

Soit maintenant v € C*°([0,1]) : on écrit comme indiqué
/ V(1) dt‘ :
0

On commence par majorer le second terme, a I’aide de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

/Ox V' (t) dt‘ < /Ox [v' ()| dt < (/jldt) v (/Ox W(t)Pdt) v
N (/: |v’(t)|2dt> v <1x (/01 |v’(t)|2dt) 1/2.

Pour faire de méme pour le premier terme (|v(z)|), on utilise une ”astuce” qui permet de
passer a une intégrale :

v(0) = v(x) —/Oxv’(t) dt = [v(0)] < |v(z)] +

IN

O] = [ 1)l

La majoration du premier terme ”intégré” donne alors

/01 ()| dz < 1% </01 \v(x)|2d:c)1/2.

On en conclut que, pour tout élément v de C*([0,1]), on a la majoration
1 1/2 1 1/2
lv(0)] < (/ |v(;1:)]2 dx) + 1 x (/ |U’(t)|2 dt) < \/§”UHH1(]0,1[)'
0 0
olt pour la derniére inégalité, on a utilisé (a + b)* < 2a? + 20, valable pour tous a,b € R.

Conclusion : d’apres 'exercice précédent, on peut prolonger ’application trace 7,
v+ v(0) de fagon unique en une application linéaire et continue de H'(]0,1[) dans R.
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Question 2. Montrer que I'inégalité (3) ot on a remplacé la norme H' par la norme L?
ne peut pas étre vérifiée.

Corrigé de la question 2 : Soit (v,)m>1 la suite d’éléments de L?(]0, 1[) définie par
U () = ™. Par un calcul direct :

! ! 1 b
/ v2 dr = / e 2 dy = { 6_2””’} = —(1—e?m).

Ainsi limy, o0 [|Vm || 22g0,1p = 0, alors que v,,(0) = 1 pour tout m > 1. On ne peut donc pas
trouver de constante C' > 0 telle que, pour tout m > 1, on ait |v,,(0)] < C'||vp || £2q0,1p-

Question 3. Soit 2 =0, 1[x]0, 1[ et I" = {0} x]0, 1| une partie du bord 0f2. En repartant
du résultat de la Question 1, montrer que

Yo e (), |vlrllew < Clolloq- (4)

Qu’en déduisez vous sur I'application trace sur I'? Faire de méme en remplacant I' par

9.

Corrigé de la question 3 : D’apres la question 1, on a

wee@, o <2 ([ s+ [ Pt )

et en intégrant par rapport a y, on trouve

1
Vo € C2(), / (o] PdL = / 0(0,y)2dy < 2 ( / w2 d0 + / \am%m) < 20l
T 0 Q Q

D’apres 'exercice précédent, on peut prolonger I'application trace yr : v+ v|r de fagon
unique en une application linéaire et continue de H*(2) dans L?*(T).

En utilisant la méme approche que précédemment et en notant I';, © = 1,2, 3,4 les cotés
du carré €2, on montre que

Yo e C*(Q), v

Ty %2@) < 2“””%11(9)

soit

Ty %%mdr < 8”””?{1(9)

4
Vo € C¥(Q), lvlaallizpa = D lIv
=1

D’apres Iexercice précédent, on peut prolonger 'application trace v : v — v|gq de fagon
unique en une application linéaire et continue de H*(Q) dans L?(9Q).



