ENSTA 2éme année, Cours ANN201

Lundi 24 octobre 2022

Controle de connaissances. Durée : 2 heures

Aucun document ou appareil électronique n’est autorisé.

Les deux exercices sont indépendants I'un de I'autre.

On notera dans tout I'examen C' une constante générique qui peut étre différente d’'une question a
une autre.

On rappelle que pour tout ouvert borné O & frontiére suffisamment réguliére,

30y >0, Yo € HYO),  Ilollze(o) < G (IVllz2(o) + ol lz2qr))

ou I' coincide avec la frontiére 9O ou seulement une partie de la frontiére dO de mesure non nulle.

Exercice 1 : Traitement des conditions aux limites de Dirichlet non
homogénes

Soit © un ouvert borné de R™ (n < 3), dont la frontiére 92 est “suffisamment réguliére”.
Dans tout ce qui suit, nous supposerons que f € L?(£2) et que g est "assez réguliére". Nous noterons
u 'unique solution de
Trouver u € H(Q) telle que
{ —Au = f dans , (1)
U=y sur 0f2.

La frontiére et la donnée g sont supposées assez réguliéres pour que u soit dans H?(). Ceci implique

notamment que p = L? (09), ce qui sera important dans I’étude.

u
5, lon €
Soit € un réel strictement positif, tel que e < 1. On considére le probléme (F'V;) suivant

Trouver u. € HY(Q) telle que
. 1 1
Vv e H (), Vue - VodQ + — uvdl = [ fodQ+ - gvdl. (FV;)
Q € Joqn Q € Joqn

Question 1.

a. Montrer que la forme bilinéaire apparaissant dans (F'V;) est coercive avec une constante de
coercivité qui est indépendante de e.

b. Montrer que le probléme (FV.) est bien posé. On explicitera les constantes de continuité en
fonction de ¢, si elles en dépendent.

c. Montrer que I'unique solution de (F'V.) dépend continiement des données f, g et €.



Question 2

a. Retrouver le probléme aux limites ('EDP et la condition aux limites) satisfait par u..
b. Montrer ’équivalence entre le probléme aux limites obtenu & la question précédente et la formu-
lation variationnelle (F'V;).

Question 3

Montrer que l'on a pour u solution de (1)

1 1
/Vu-Vde—i—/ uvdI‘—/fde—l—/ pvdf‘+/ gvdl, Yve HY(Q). (2)
Q € Joaq Q a0 € Joqn

Question 4

Posons v. = u — u.. Montrer que :

1
/|vug|2 dQ+/ |ve|? dF:/ pu. dl’
Q € Jon a0

et en déduire les deux inégalités suivantes : 3C > 0, indépendante de ¢ telle que :
2
[0e 1) < Cllpliz2o0) lvell L2(a0) €t [vell 200y < €llplirzan)- (3)

Question 5

En déduire I'estimation : 3C' > 0, indépendante de ¢ telle que

= el 0y < CVE Pl z2om. (4)

Commenter ce résultat.
On se propose de calculer par éléments finis une approximation u? de u,.

On note Vj, I'espace des éléments finis de Lagrange P!, associé¢ a un maillage 7, de pas h.

Question 6

a. Ecrire la formulation variationnelle discréte (FVEh) posée dans V. Montrer que cette formulation
variationnelle discréte est bien posée.

b. Introduire la base naturelle de V}, associée aux sommets du maillage et écrire (F Vah) sous la
forme d’un systéme linéaire.

c. En quoi la résolution de ce probléme différe-t-elle de la résolution du probléme (1) proposée dans
le cours?



Question 7

a. Redémontrer le lemme de Céa pour (F'V;), c’est a dire qu’il existe une constance C' > 0 (que 'on
explicitera) indépendante de V}, telle que

1
h .
lue = uell (o) < € Uilg/h e = vnll g1 (g

b. En utilisant le cours, en déduire que si u. € H?(2) alors il existe une constante C' > 0 indépen-
dante de h telle que

h
= iy < € (24 VE).

Question 8

Pour approcher la solution d’un probléme de Dirichlet non homogéne, il est donc possible de passer
par le probléme (F'V;) : c’est la méthode de pénalisation. Commenter les avantages et les inconve-
nients de cette méthode.

Exercice 2 : Un probléme de conduction

Soit © un ouvert borné de R™ et K un compact connexe de R™ inclus dans €, telle que la frontiére
de Q\ K est “suffisamment réguliére”. On suppose que 922 N OK = ().

On considére un probléme de conduction thermique dans D = Q \ K ou K est une inclusion
parfaitement conductrice (ce qui signifie que la température est constante, mais inconnue). Ce pro-

bléme se modélise par

Trouver u € H*(D) telle que

—Au=f dans D,
u est constante sur 0K,
u=20 sur 01, (5)
% dl’ =0,
oK On

avec la donnée f € L%(D).




Question 1

On introduit I'espace vectoriel
V ={ue H' (D), wu=0surdQ, uest constante sur OK }.

Montrer que muni de la norme de H(D), V est un espace de Hilbert.

Question 2.

Montrer que si u satisfait (5) alors

Question 3

Donner la formulation variationnelle vérifiée par une solution u de (5).

Question 4

a. Montrer que cette formulation variationnelle est bien posée dans V.
b. Montrer que son unique solution dépend contintiment des données.

Question 5

Montrer que la solution de la fomulation variationnelle obtenue a la question 3 vérifie le probléme
aux limites (5).

Question 6

Proposer un espace de dimension finie V, C V, construit a partir de ’espace des éléments finis de
Lagrange P! vu en cours. On pourra par exemple construire une base de Vj,.



