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Quelques rappels...

Un problème en formulation forte

Formulation variationnelle équivalente

AnalyseApproximation

Lax 
Milgram

Méthode de 
Galerkin

Système linéaire 
AU = F Solution
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Convergence ?



Problème modèle
Trouver             telle que (avec          un ouvert polygonal)Y � ,�(ã) ã � R�

�HMZ (� ��Y) + Y = J HERW ã

��Y · R = � WYV �ã

avec            et                                                        .J � 0�(ã) � � 0�(ã), EZIG �(\) � �� > � T�T� XSYX \ � ã

On vérifie que le théorème de Lax-Milgram s’applique (voir amphi 3).

Dans la suite, on note la forme bilinéaire

E(Z,[) =

�

ã

�
� ��Z ��[ + Z[

�
Hã

Ce problème est équivalent à la formulation variationnelle (voir amphi 2)

Trouver             telle que Y � ,�(ã)�

ã

�
� ��Y ��Z + Y Z

�
Hã =

�

ã
J Z Hã, �Z � ,�(ã)

ã �R



Discrétisation
ã Maillage

T�

Toute arête d’un triangle est  
soit une arête d’un autre triangle,  
soit une arête portée par la frontière 

 
S
T P �

S
T P� = � WM P �= P�

 
�

P

TP = ã

Pas du maillage h (qui sera amené à tendre vers 0)
LPoù     est le rayon du plus petit cercle 


contenant TP

L = max
��P�2XVM

LP
��
T�

On introduit également pour chaque triangle TP

    est le rayon du plus grand cercle inclus dans TP�P
T�

ρP

 (
S
T P �= � )

On notera le pavage de    composé de triangles : ã TL = (TP)P���,2XVM�
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Hypothèse sur les maillages
On suppose que la famille de maillage       est régulière(TL)L

��, �TL, �P, LP

�P
� �

 en 2D, cette hypothèse est équivalente à la condition angulaireRemarque:

Discrétisation
Maillage

��0 > 0, �h > 0, �T� � Th, �T� � �0 (�Tl plus	petit	angle	de T�)

T� Triangle aplati -> dégénéréT�Triangle non aplati

 Cette hypothèse est tout aussi importante en pratique que  
pour l’analyse de convergence.

Exemple:



Discrétisation
F.V. discrète et lemme de Céa

Soit            solution de  
Trouver            telle que (F.V.)
Y � ,�(ã)

Y � ,�(ã) E(Y, Z) =

�

ã
JZ Hã, �Z � ,�(ã)

Soit          solution de  
Trouver          telle que
YL � :O

L
YL � :O

L E(YL, ZL) =

�

ã
JZL Hã, �ZL � :O

L �*�:�OL

où     est l’espace vectoriel des polynômes de degré au plus k.

où à un maillage    donné, on associe l’espace de discrétisationTL

:O
L =

�
ZL � C�(ã), �P � {�, . . . ,2XVM}, ZL

��
TP

� PO�

PO
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Discrétisation
F.V. discrète et lemme de Céa

Soit            solution de  
Trouver            telle que (F.V.)
Y � ,�(ã)

Y � ,�(ã) E(Y, Z) =

�

ã
JZ Hã, �Z � ,�(ã)

Lemme de Céa 

où    est la constante de continuité et   celle de coercivité de a.1E �

�Y� YL�,�(ã) � 1E

�
inf
ZL�:OL

�Y� ZL�,�(ã)

Rappel �� > �, �Z � :, E(Z, Z) � ��Z��:�1E > �, �Z,[ � :, |E(Z,[)| � 1E�Z�: �[�: et

� E(Y, YL � ZL) = �(YL � ZL)
E(YL, YL � ZL) = �(YL � ZL)�

Conclusion: = E(Y � YL, Y � ZL)

E(Y � YL, YL � ZL) = ��

Preuve : 1. a est coercive et  Y � YL � ,�(ã) � E(Y � YL, Y � YL) � ��Y � YL��,�(ã)

2. �ZL � :O
L � ,�(ã), YL � ZL � ,�(ã)

YL � ZL � :O
L

��Y � YL��,�(ã) � E(Y � YL, Y � YL) + E(Y � YL, YL � ZL)

� 1E�Y� YL�,�(ã) �Y� ZL�,�(ã)

� �ZL � :OL, �Y� YL�,�(ã) � 1E/� �Y� ZL�,�(ã)

Soit          solution de  
Trouver          telle que
YL � :O

L
YL � :O

L E(YL, ZL) =

�

ã
JZL Hã, �ZL � :O

L �*�:�OL
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Discrétisation
F.V. discrète et lemme de Céa

Proposition
On suppose qu’il existe un sous espace              dense dans        
et une application               telle que  

; � ,�(ã) ,�(ã)
VL : ; � :OL

�[ � ;, lim
L��

�[� VL([)�,�(ã) = �,
alors

lim
L��

�Y� YL�,�(ã) = �

Preuve : on va montrer  que                                     puis il suffit d’utiliser le lemme 
de Céa.

�Z � :, lim
L��

inf
ZL�:L

�Z � ZL�: = �,

Soient       et        comme W est dense dans V, on sait que� > �,Z � : �[ � ;, �Z� [�: � �/�
Pour ce w, on sait que                           i.e. lim

L��
�[� VL([)�: = �, �L� > �, �L �]�, L�[, �[� VL([)�: � �/�

Ceci implique que �L �]�, L�[, �Z � VL([)�: � �Z � [�: + �[ � VL([)�: � �

Comme              , on a VL([) � :L �L �]�, L�[, inf
ZL�:L

�Z � ZL�: � �, � lim
L��

inf
ZL�:L

�Z � ZL�: = �,

Lemme de Céa 

où    est la constante de continuité et   celle de coercivité de a.1E �

�Y� YL�,�(ã) � 1E

�
inf
ZL�:OL

�Y� ZL�,�(ã)
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Discrétisation
F.V. discrète et lemme de Céa

Proposition
On suppose qu’il existe un sous espace              dense dans        
et une application               telle que  

; � ,�(ã) ,�(ã)
VL : ; � :OL

�[ � ;, lim
L��

�[� VL([)�,�(ã) = �,
alors

lim
L��

�Y� YL�,�(ã) = �

Lemme de Céa 

où    est la constante de continuité et   celle de coercivité de a.1E �

�Y� YL�,�(ã) � 1E

�
inf
ZL�:OL

�Y� ZL�,�(ã)

Corollaire

lim
L��

�Y� YL�,�(ã) = �
Pour notre problème modèle, on a convergence de la méthode EF

Il suffit de choisir                et d’utiliser ce que nous allons faire dans la suite pour la 
convergence dans W (avec            ).  
Ce résultat est vrai pour toute solution             (sans hypothèse supplémentaire) 

VL = �O
L

<latexit sha1_base64="dLwnpfhaj+8UVrvVJvqQ6gfohxA="></latexit>

W = C1(Ω)
<latexit sha1_base64="H4BzuRuHbOAaKSIBgtirwpcSGuQ="></latexit>

u 2 H1(Ω)



Pouvons nous être plus précis sur cette convergence ? 
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Discrétisation
Vitesse de convergence

Definition : Vitesse de convergence
On dit que l’approximation converge à l’ordre                    ssi     (� � R, � > �)�

�' > �, �Y� YL�,�(ã) � 'L�

�Y� YL�,�(ã) � 1E

�
inf
ZL�:OL

�Y� ZL�,�(ã)

En étudiant comment se comporte                     vis à vis de h et k?inf
ZL�:O

L

�Y � ZL�,�(ã)

on va déterminer la vitesse de convergence de la méthode!

D’après le lemme de Céa

Ce résultat va dépendre de la régularité de u! 

Corollaire

lim
L��

�Y� YL�,�(ã) = �
Pour notre problème modèle, on a convergence de la méthode EF
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Discrétisation
Opérateur d’interpolation

4SYV Z(\, ]) = \�]�Exemple
TL (��

LZ)(\, ])

Definition : Opérateur d’interpolation
�O
L : '�(ã̄) � :O

L
Z �� �O

LZ X�U� (�O
LZ)(\, ]) =

�

N���,2O
L�
Z(1N)[N(\, ]), (\, ]) � ã̄

�k
hv est l’unique fonction de    qui prend les mêmes valeurs que v aux noeuds               . (1M)M���,2O

L�Vk
h

Les noeuds sont les sommets des triangles 
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Discrétisation
Opérateur d’interpolation

(��
LZ)(\, ])TL

Exemple 4SYV Z(\, ]) = \�]�

Definition : Opérateur d’interpolation
�O
L : '�(ã̄) � :O

L
Z �� �O

LZ X�U� (�O
LZ)(\, ]) =

�

N���,2O
L�
Z(1N)[N(\, ]), (\, ]) � ã̄

�k
hv est l’unique fonction de    qui prend les mêmes valeurs que v aux noeuds               . (1M)M���,2O

L�Vk
h

Les noeuds sont les sommets et le milieu des arêtes
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 est un opérateur de projection
Proposition 

�ZL � :O
L, �O

LZL = ZL
�O

L

Discrétisation
Opérateur d’interpolation

Remarque
On aimerait utiliser             dans le lemme de Céa :ZL = �O

LY
<latexit sha1_base64="M0+Th+pGXiZksAk9nagsjjdFxjw="></latexit>

inf
ZL�:O

L

�Y � ZL�,�(ã) � �Y � �O
LY�,�(ã)

Y

Question : est ce que la solution   est dans        ?Y C0(Ω)

Definition : Opérateur d’interpolation
�O
L : '�(ã̄) � :O

L
Z �� �O

LZ X�U� (�O
LZ)(\, ]) =

�

N���,2O
L�
Z(1N)[N(\, ]), (\, ]) � ã̄

�k
hv est l’unique fonction de    qui prend les mêmes valeurs que v aux noeuds               . (1M)M���,2O

L�Vk
h



Remarque On en déduit si        ,                  , c'est faux si          ou ã � R ,�(ã) � '�(ã) ã � R� ã � R�
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Discrétisation
Régularité de la solution

ã � R� ã � R� H2(Ω) � C0(Ω)si          ou          ,

Proposition : Régularité des espaces de Sobolev
Soit    un ouvert borné de    , à frontière suffisamment régulière et 
soit                       alors         s’injecte continûment dans        :  Hm(Ω) Ck(Ω)m >

n
2 + k (k � 0)

Ω Rn

Hm(Ω) � Ck(Ω) �u � Hm(Ω), �u�Ck(Ω) := sup
x�Ω

�

|�|�k

|��u(x)| � C�u�Hm(Ω)

Proposition : Régularité des espaces de solutions
Soit    un ouvert borné de    , à frontière suffisamment régulière et 
si   est dans       ,     est dans       et        OU             sur     

Ω Rn

Y H1(Ω) �Y L2(Ω) u = 0 �u · n = 0 �Ω
alors              . u � C0(Ω)

�Dans notre cas, si   est suffisamment régulière ou si elle est constante 
par morceaux par « inclusions »               alors    

Remarque
u � C0(Ω)
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Discrétisation
Vitesse de convergence

Y C0(Ω)On suppose que la solution   est dans        , on a donc 
inf
vh�Vk

h

�u � vh�H1(Ω) � �u � �k
hu�H1(Ω)

On est donc ramené à étudier                 , l'erreur d’interpolation.�u � �k
hu�H1(Ω)

On se ramène à l’étude d’erreurs d'interpolation locale
�

ã
(Y� �O

LY)� Hã+

�

ã

�����(Y� �O
LY)

���
�
Hã�Y � �O

LY��,�(ã) =

�Y� YL�,�(ã) � 1E

�
inf
ZL�:OL

�Y� ZL�,�(ã)

D’après le lemme de Céa

=
2XVM�

P=�

�

TP

(Y � �O
LY)� Hã +

2XVM�

P=�

�

TP

�����(Y � �O
LY)

���
�
Hã



16

Definition : Normes locales

|v|0,Tl =

��

Tl

v2 dΩ
�1
2

, |v|1,Tl =

��

Tl

|�v|2 dΩ
�1
2

, |v|n,Tl =

�

�
�

Tl

�

��N2,|�|=n

(��v)2 dΩ

�

�

1
2

Etude de �Y � �O
LY�,�(ã)

Theoreme (Lemme de Bramble-Hilbert) 
Il existe une constante C indépendante de v et    telle queTP

�Z � ,O+�(TP), |Z � �O
LZ|�,TP � 'LO+�

P |Z|O+�,TP

|Z � �O
LZ|�,TP � '

LO+�
P
�P

|Z|O+�,TP

(voir Proposition 2.5, p84)



Pour montrer le lemme de Bramble-Hilbert en 1D et pour k=1, il suffit donc de montrer 
qu’il existe C>0                

|v̂ � �̂1v̂|1,T̂ � C|v̂|2,T̂
<latexit sha1_base64="eavJkX61qZQzbYxlzdR3BvFGHBA="></latexit><latexit sha1_base64="eavJkX61qZQzbYxlzdR3BvFGHBA="></latexit><latexit sha1_base64="eavJkX61qZQzbYxlzdR3BvFGHBA="></latexit><latexit sha1_base64="eavJkX61qZQzbYxlzdR3BvFGHBA="></latexit>

�v̂ � C�(0, 1), |v̂ � �̂1v̂|0,T̂ � C|v̂|2,T̂
<latexit sha1_base64="QxlO+v/pkwwhbsMutKlr2tjd3pU="></latexit><latexit sha1_base64="QxlO+v/pkwwhbsMutKlr2tjd3pU="></latexit><latexit sha1_base64="QxlO+v/pkwwhbsMutKlr2tjd3pU="></latexit><latexit sha1_base64="QxlO+v/pkwwhbsMutKlr2tjd3pU="></latexit>
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Etude de �Y � �O
LY�,�(ã)

Preuve (1D,k=1):                                                  

|v|20,Tl
= hl|v̂|20,T̂

<latexit sha1_base64="+yEmFMJiIsdDT/byZ7A6K/TviAs="></latexit><latexit sha1_base64="+yEmFMJiIsdDT/byZ7A6K/TviAs="></latexit><latexit sha1_base64="+yEmFMJiIsdDT/byZ7A6K/TviAs="></latexit><latexit sha1_base64="+yEmFMJiIsdDT/byZ7A6K/TviAs="></latexit>

|v�|20,Tl
=

1
hl

|v̂�|20,T̂
<latexit sha1_base64="t6u9lAY4miHGp85v5T+GISQmcuU="></latexit><latexit sha1_base64="t6u9lAY4miHGp85v5T+GISQmcuU="></latexit><latexit sha1_base64="t6u9lAY4miHGp85v5T+GISQmcuU="></latexit><latexit sha1_base64="t6u9lAY4miHGp85v5T+GISQmcuU="></latexit>

<latexit sha1_base64="xbyRO9dkQoo7wQGhxZCoXhhzd7g="></latexit>

|Z��|��,TP
=

�
L�
P
|Ẑ��|��,T̂

Un changement de variable dans les intégrales donne                   

v̂(x̂) = v(Fl(x̂))
<latexit sha1_base64="dqOK72jxqex9XdrqdfjkIt5Mq+k="></latexit><latexit sha1_base64="dqOK72jxqex9XdrqdfjkIt5Mq+k="></latexit><latexit sha1_base64="dqOK72jxqex9XdrqdfjkIt5Mq+k="></latexit><latexit sha1_base64="dqOK72jxqex9XdrqdfjkIt5Mq+k="></latexit>

On pose

On suppose                     et on conclura par densité.  v � C�([xl, xl+1])

Tl = (xl, xl+1) hl = �l = xl+1 � xl Fl : T̂ = (0, 1) � Tl = (xl, xl+1)
x̂ �� x = hlx̂ + xl

<latexit sha1_base64="UOLdn0AoEQAp4olEsORbHvM6l9A="></latexit><latexit sha1_base64="UOLdn0AoEQAp4olEsORbHvM6l9A="></latexit><latexit sha1_base64="UOLdn0AoEQAp4olEsORbHvM6l9A="></latexit><latexit sha1_base64="UOLdn0AoEQAp4olEsORbHvM6l9A="></latexit>

 ,                       ,      

�̂1v̂(x̂) = (v̂(1) � v̂(0)) x̂ + v̂(0)
<latexit sha1_base64="j3nh9esFM5u4bptizUhj1ig82Cs="></latexit><latexit sha1_base64="j3nh9esFM5u4bptizUhj1ig82Cs="></latexit><latexit sha1_base64="j3nh9esFM5u4bptizUhj1ig82Cs="></latexit><latexit sha1_base64="j3nh9esFM5u4bptizUhj1ig82Cs="></latexit>

On montre que

(1) v̂ � �̂1v̂ � H1
0(0, 1)

<latexit sha1_base64="VFTVEyYxYIshAKY7x8ty8uP0BPQ="></latexit><latexit sha1_base64="VFTVEyYxYIshAKY7x8ty8uP0BPQ="></latexit><latexit sha1_base64="VFTVEyYxYIshAKY7x8ty8uP0BPQ="></latexit><latexit sha1_base64="VFTVEyYxYIshAKY7x8ty8uP0BPQ="></latexit>

� |v̂ � �̂1v̂|0,T̂ � |v̂� � (�̂1v̂)�|0,T̂
<latexit sha1_base64="+WqyPhEKwlZsmP3hYmf/fw8W8y0="></latexit><latexit sha1_base64="+WqyPhEKwlZsmP3hYmf/fw8W8y0="></latexit><latexit sha1_base64="+WqyPhEKwlZsmP3hYmf/fw8W8y0="></latexit><latexit sha1_base64="+WqyPhEKwlZsmP3hYmf/fw8W8y0="></latexit>

(Inégalité de Poincaré, voir Cours3-TD3)

(2) (�̂1v̂)� =

� 1

0
v̂�

<latexit sha1_base64="kQ34I1G8KmLhTi2YirG6LHaXjMQ="></latexit><latexit sha1_base64="kQ34I1G8KmLhTi2YirG6LHaXjMQ="></latexit><latexit sha1_base64="kQ34I1G8KmLhTi2YirG6LHaXjMQ="></latexit><latexit sha1_base64="kQ34I1G8KmLhTi2YirG6LHaXjMQ="></latexit>

� v̂� � (�̂1v̂)�
<latexit sha1_base64="zPVJckIfbgXmvd2O21PD0fQI4E8="></latexit><latexit sha1_base64="zPVJckIfbgXmvd2O21PD0fQI4E8="></latexit><latexit sha1_base64="zPVJckIfbgXmvd2O21PD0fQI4E8="></latexit><latexit sha1_base64="zPVJckIfbgXmvd2O21PD0fQI4E8="></latexit>

est à moyenne nulle

|v̂� � (�̂1v̂)�|0,T̂ � |v̂�� � (�̂1v̂)��|0,T̂ = |v̂��|0,T̂
<latexit sha1_base64="3/iffqJuJfJM0N6KL34JOHHo3ng="></latexit><latexit sha1_base64="3/iffqJuJfJM0N6KL34JOHHo3ng="></latexit><latexit sha1_base64="3/iffqJuJfJM0N6KL34JOHHo3ng="></latexit><latexit sha1_base64="3/iffqJuJfJM0N6KL34JOHHo3ng="></latexit>

�
(Inégalité de Poincaré-Wirtinger, voir TD3)
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Etude de �Y � �O
LY�,�(ã)

Idées de la preuve dans le cas général : 

On l’utilise l’application affine qui transforme le triangle de référence en un triangle   .TP

��
�

Tl ��
�

��
�(0,0)

(0, 1)

(1,0)

T̂
F̂l

Sur le triangle de référence, on utilise des inégalités de type Poincaré qui se 
démontre dans le cas général par l’absurde (en utilisant le théorème de Rellich 
(énoncé dans l'exo 5 du TD3) 

|v̂|k+1,T̂ � Chk+1
l |dF̂l|�1/2|v|k+1,Tl

On montre par un changement de variable que 

|v � �k
hv|q,Tl � C�

�q
l |dF̂l|1/2|v̂ � �̂kv̂|q,T̂

<latexit sha1_base64="aXwpEJTb34yn2pUxCQhnsXUHv24="></latexit><latexit sha1_base64="aXwpEJTb34yn2pUxCQhnsXUHv24="></latexit><latexit sha1_base64="aXwpEJTb34yn2pUxCQhnsXUHv24="></latexit><latexit sha1_base64="aXwpEJTb34yn2pUxCQhnsXUHv24="></latexit>

Il reste à démontrer les inégalités pour le triangle de réf. 
|v̂ � �̂kv̂|0,T̂ � C |v̂|k+1,T̂

<latexit sha1_base64="d7wqsUmHGabMcUbIqxd2jHAkKJQ="></latexit><latexit sha1_base64="d7wqsUmHGabMcUbIqxd2jHAkKJQ="></latexit><latexit sha1_base64="d7wqsUmHGabMcUbIqxd2jHAkKJQ="></latexit><latexit sha1_base64="d7wqsUmHGabMcUbIqxd2jHAkKJQ="></latexit>

|v̂ � �̂kv̂|1,T̂ � C |v̂|k+1,T̂
<latexit sha1_base64="Ls/3iKGD8x+bD+Ge4/pR8m25xsg="></latexit><latexit sha1_base64="Ls/3iKGD8x+bD+Ge4/pR8m25xsg="></latexit><latexit sha1_base64="Ls/3iKGD8x+bD+Ge4/pR8m25xsg="></latexit><latexit sha1_base64="Ls/3iKGD8x+bD+Ge4/pR8m25xsg="></latexit>

v̂(x̂) = v(Fl(x̂))
<latexit sha1_base64="dqOK72jxqex9XdrqdfjkIt5Mq+k="></latexit><latexit sha1_base64="dqOK72jxqex9XdrqdfjkIt5Mq+k="></latexit><latexit sha1_base64="dqOK72jxqex9XdrqdfjkIt5Mq+k="></latexit><latexit sha1_base64="dqOK72jxqex9XdrqdfjkIt5Mq+k="></latexit>

On pose
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                                    .  |Y � �O
LY|��,TP

� '�L�O+�
P |Y|�O+�,TP

� '�L�O+�
2XVM�

P=�

|Y|�O+�,TP

�

ã
(Y � �O

LY)� Hã =
2XVM�

P=�

|Y � �O
LY|��,TP

� '�
2XVM�

P=�

L�O+�
P |Y|�O+�,TP

                                    .  |Y � �O
LY|��,TP

� '
L�O+�
P
��
P

|Y|�O+�,TP

�

ã
��(Y � �O

LY)� Hã =
2XVM�

P=�

|Y � �O
LY|��,TP

� '�
2XVM�

P=�

L�O+�
P
��P

|Y|�O+�,TP

(TL)LOn a supposé que la famille de maillage       est régulièreRappel:

��, �TL, �P, LP

�P
� �

� '���L�O
2XVM�

P=�

|Y|�O+�,TP

On suppose que                   donc     |Y � �O
LY|�,TP � 'LO+�

P |Y|O+�,TP

|Y � �O
LY|�,TP � '

LO+�
P
�P

|Y|O+�,TP

�P, Y � ,O+�(TP)

On se ramène à l’étude d’erreurs d'interpolation locale

Etude de �Y � �O
LY�,�(ã)

�

ã
(Y� �O

LY)� Hã+

�

ã

�����(Y� �O
LY)

���
�
Hã�Y � �O

LY��,�(ã) =
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On suppose que                   donc     |Y � �O
LY|�,TP � 'LO+�

P |Y|O+�,TP

|Y � �O
LY|�,TP � '

LO+�
P
�P

|Y|O+�,TP

�P, Y � ,O+�(TP)

On se ramène à l’étude d’erreurs d'interpolation locale

Etude de �Y � �O
LY�,�(ã)

� �Y � �O
LY��,�(ã) � '�(�� + L�)L�O

2XVM�

P=�

|Y|�O+�,TP

(TL)LOn a supposé que la famille de maillage       est régulièreRappel:

��, �TL, �P, LP

�P
� �

�

ã
(Y� �O

LY)� Hã+

�

ã

�����(Y� �O
LY)

���
�
Hã�Y � �O

LY��,�(ã) =
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Convergence de la méthode

Remarques : Si k=1 (i.e. quand on utilise des éléments finis de Lagrange   ) et si       P�

�TL, P � ��,2XVM�, Y � ,�(TP)
alors la méthode converge à l’ordre 1. 
Exemples :

  est assez régulière (            ) et   convexe  � � '�(ã)� ã
� Y � ,�(ã) � �TL, P � ��,2XVM�, Y � ,�(TP)

ã

��
��

               et ã = ã� �ã� �
��
ãM

= �M = GWXI � Y
��
ãM

� ,�(ãM)

�TL, �P, TP � ã� SY TP � ã�si
� �TL, P � ��,2XVM�, Y � ,�(TP)

Théorème  
Si la famille de maillage       est régulière, que l’espace de 
discrétisation est    et que 

(TL)L
:O
L

�TL, P � ��,2XVM�, Y � ,O+�(TP) (Régularité locale de la solution)

alors pour h assez petit
�Y � YL�,�(ã) � '��Y � �O

LY�,�(ã) � '�LO
� 2XVM�

P=�

|Y|�O+�,TP

��
�
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Convergence de la méthode

Remarques : Si k=1 (i.e. quand on utilise des éléments finis de Lagrange   ) et si       P�

�TL, P � ��,2XVM�, Y � ,�(TP)
alors la méthode converge à l’ordre 1. 

Théorème  
Si la famille de maillage       est régulière, que l’espace de 
discrétisation est    et que 

(TL)L
:O
L

�TL, P � ��,2XVM�, Y � ,O+�(TP) (Régularité locale de la solution)

alors pour h assez petit
�Y � YL�,�(ã) � '��Y � �O

LY�,�(ã) � '�LO
� 2XVM�

P=�

|Y|�O+�,TP

��
�

Par contre si on utilise des E.F. d’ordre au moins 2, une vitesse de 
convergence meilleure n’est pas garantie. Il faudrait que u soit  
encore plus régulière. 
Si la solution n’est pas régulière, cette convergence n’implique pas  
une convergence ponctuelle de u ou de ses dérivées. 



23

Convergence de la méthode 

Idée de la Preuve: lorsque        , c’est le théorème précédent. � = O
lorsque            , on écrit                                       et on refait la preuve du 
théorème précédent en remplaçant k par p dans les estimations.  

� = T � O inf
ZL�:O

L

�Y � ZL�,�(ã) � �Y � �
T
LY�,�(ã)

Remarques : La régularité de la solution peut limiter la vitesse de 
convergence. 

Exemple : ã  est une constante et   a une géométrie en L  � ã
� Y � ,W(ã) � �TL, P � ��,2XVM�, Y � ,W(TP) EZIG W < �/�

Même avec des E.F. de Lagrange    , la vitesse de convergence est de 2/3.P�

�TL, P � ��,2XVM�, Y � ,T+�(TP)

Si la famille de maillage       est régulière, que l’espace de 
discrétisation est    et que 

(TL)L
:O
L

(Régularité locale de la solution)

alors pour h assez petit
� = min(O, T)où�Y � YL�,�(ã) � '�L�

� 2XVM�

P=�

|Y|��+�,TP

��
�

Théorème  



Il faut donc prendre en compte la régularité de la 

solution avant de choisir l’ordre de l’espace de discrétisation. 
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Convergence de la méthode 

Remarques :

L’erreur sur la solution n'est pas uniforme sur le domaine!
Raffinement local du maillage : raffiner le maillage (prendre un   plus 
petit) là où u varie beaucoup. 

LP

�TL, P � ��,2XVM�, Y � ,T+�(TP)

Si la famille de maillage       est régulière, que l’espace de 
discrétisation est    et que 

(TL)L
:O
L

(Régularité locale de la solution)

alors pour h assez petit
� = min(O, T)où�Y � YL�,�(ã) � '�L�

� 2XVM�

P=�

|Y|��+�,TP

��
�

Théorème  
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Remarque Ce résultat se généralise si u n’est pas aussi régulière...

�Y � YL�,�(ã) � 'WLW|Y|�+W,ã

�Y � YL�,�(ã) � 'WLW�J�0�(ã)

�W � WQE\ � �

Convergence de la méthode 

Soient    un domaine convexe, une famille régulière       de 
maillage,   supposée assez régulière et le second membre           .  

(TL)Lã
J � 0�(ã)�

Théorème (Estimation en fonction de la donnée) 

Dans les transparents suivants, on suppose les hypothèses de ce 
théorème vérifiées. 

�Y� YL�,�(ã) � ' L |Y|�,ã

�Y � YL�,�(ã) � 'L �J�0�(ã)

YL � :�
LAlors si          on a

et surtout
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Exemple numérique

IsoValue
-1.07294
-0.915719
-0.810908
-0.706096
-0.601284
-0.496473
-0.391661
-0.286849
-0.182037
-0.0772258
0.027586
0.132398
0.237209
0.342021
0.446833
0.551645
0.656456
0.761268
0.86608
1.12811

IsoValue
-1.10956
-0.950554
-0.844551
-0.738549
-0.632547
-0.526545
-0.420542
-0.31454
-0.208538
-0.102536
0.00346637
0.109469
0.215471
0.321473
0.427475
0.533477
0.63948
0.745482
0.851484
1.11649

IsoValue
-1.10639
-0.948117
-0.842599
-0.737081
-0.631563
-0.526045
-0.420527
-0.315009
-0.209491
-0.103972
0.00154563
0.107064
0.212582
0.3181
0.423618
0.529136
0.634654
0.740172
0.845691
1.10949

IsoValue
-0.0952027
-0.080881
-0.0713332
-0.0617854
-0.0522376
-0.0426898
-0.033142
-0.0235941
-0.0140463
-0.00449852
0.00504929
0.0145971
0.0241449
0.0336927
0.0432405
0.0527883
0.0623361
0.0718839
0.0814318
0.105301

IsoValue
-0.0274947
-0.0236833
-0.0211424
-0.0186015
-0.0160606
-0.0135197
-0.0109788
-0.00843795
-0.00589706
-0.00335616
-0.000815264
0.00172563
0.00426653
0.00680742
0.00934832
0.0118892
0.0144301
0.016971
0.0195119
0.0258641

IsoValue
-0.00805136
-0.00693514
-0.00619099
-0.00544684
-0.00470269
-0.00395854
-0.0032144
-0.00247025
-0.0017261
-0.000981949
-0.000237801
0.000506348
0.0012505
0.00199465
0.00273879
0.00348294
0.00422709
0.00497124
0.00571539
0.00757576

J(\, ]) = (��� + �) cos(�\) cos(�])

10�1.2 10�1 10�0.8

10�0.6

10�0.4

10�0.2

100

h

er
ro
r

1

courbe d'erreur en échelle log

EF de Lagrange P1 
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Exemple numérique

IsoValue
-1.07294
-0.915719
-0.810908
-0.706096
-0.601284
-0.496473
-0.391661
-0.286849
-0.182037
-0.0772258
0.027586
0.132398
0.237209
0.342021
0.446833
0.551645
0.656456
0.761268
0.86608
1.12811

IsoValue
-1.10956
-0.950554
-0.844551
-0.738549
-0.632547
-0.526545
-0.420542
-0.31454
-0.208538
-0.102536
0.00346637
0.109469
0.215471
0.321473
0.427475
0.533477
0.63948
0.745482
0.851484
1.11649

IsoValue
-1.10639
-0.948117
-0.842599
-0.737081
-0.631563
-0.526045
-0.420527
-0.315009
-0.209491
-0.103972
0.00154563
0.107064
0.212582
0.3181
0.423618
0.529136
0.634654
0.740172
0.845691
1.10949

J(\, ]) = (��� + �) cos(�\) cos(�])

IsoValue
-1.09954
-0.941935
-0.836866
-0.731798
-0.626729
-0.52166
-0.416592
-0.311523
-0.206455
-0.101386
0.00368271
0.108751
0.21382
0.318889
0.423957
0.529026
0.634094
0.739163
0.844232
1.1069

IsoValue
-1.10536
-0.947445
-0.842167
-0.73689
-0.631612
-0.526335
-0.421057
-0.315779
-0.210502
-0.105224
5.34536e-05
0.105331
0.210609
0.315886
0.421164
0.526441
0.631719
0.736997
0.842274
1.10547

IsoValue
-1.10527
-0.947373
-0.842109
-0.736844
-0.63158
-0.526316
-0.421052
-0.315788
-0.210523
-0.105259
5.16592e-06
0.105269
0.210534
0.315798
0.421062
0.526326
0.631591
0.736855
0.842119
1.10528

10�1.2 10�1 10�0.8

10�2

10�1

h

er
ro
r

2

courbe d'erreur en échelle log

EF de Lagrange P2 
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IsoValue
-0.0505652
0.0252826
0.0758478
0.126413
0.176978
0.227543
0.278108
0.328674
0.379239
0.429804
0.480369
0.530934
0.5815
0.632065
0.68263
0.733195
0.78376
0.834325
0.884891
1.0113

IsoValue
-0.0015112
-0.00129984
-0.00115894
-0.00101803
-0.000877126
-0.000736221
-0.000595316
-0.000454411
-0.000313506
-0.0001726
-3.16953e-05
0.00010921
0.000250115
0.00039102
0.000531925
0.00067283
0.000813736
0.000954641
0.00109555
0.00144781

IsoValue
-0.00225248
-0.00193642
-0.00172571
-0.001515
-0.00130429
-0.00109358
-0.000882877
-0.000672169
-0.000461461
-0.000250752
-4.00444e-05
0.000170664
0.000381372
0.00059208
0.000802788
0.0010135
0.0012242
0.00143491
0.00164562
0.00217239

IsoValue
-0.00411263
-0.00354065
-0.00315932
-0.00277799
-0.00239667
-0.00201534
-0.00163402
-0.00125269
-0.000871364
-0.000490038
-0.000108712
0.000272614
0.000653939
0.00103527
0.00141659
0.00179792
0.00217924
0.00256057
0.00294189
0.00389521

Un cas où          et Y � ,�
� YL � :�

L

10�1.2 10�1 10�0.8

10�3

10�2

h

er
ro
r

2

1

2/3

courbe d'erreur en échelle log
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Erreur de quadrature 

Question : Quelle est l’erreur d’approximation que nous faisons ? 

Remarque : Cela va dépendre de la régularité des fonctions.

Problématique

Principe : quand les données sont quelconques, certaines 
intégrales ne sont pas calculables exactement.

Par exemple, 
�

ã
�(\, ])��[M · ��[N Hã

�

ã
J(\, ])[M Hã

( dans la matrice de rigidité ) ( dans le second membre )

et 

L’idée est d’approcher ces intégrales par les suivantes�

ã
(�O

LJ)[M Hã
�

ã
(�Q

L �(\, ]))��[M · ��[N Hã et 

4EV�I\IQTPI� WM J IWX�PSGEPIQIRX ,�,

�J � (��
LJ)�0�(ã) � 'L�

� �

P���,2XVM�
|J|��,TP

� �
�
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Erreur de quadrature 
sur le second membre

On vient d’étudier la vitesse de convergence associée à  
�ZL � :�

L, E(YL, ZL) =

�

ã
JZL Hã

Comment se comporte maintenant                ?  �Y � ỸL�,�(ã)

�Y � ỸL�,�(ã) � �Y � YL�,�(ã) + �YL � ỸL�,�(ã) avec

On s’intéresse au nouveau problème discret (f remplacé par     )  ��
LJ

�ZL � :�
L, E(ỸL, ZL) =

�

ã
(�LJ)ZL Hã

  ��YL � ỸL��,�(ã) � E(YL � ỸL, YL � ỸL) =

�

ã
(J � (�LJ))(YL � ỸL) Hã

� �J � (�LJ)�0�(ã)�YL � ỸL�0�(ã)

� �YL � ỸL�,�(ã) � �/��J � (�LJ)�0�(ã)

  d’après le théorème précédent si Y IWX ,��Y � YL�,�(ã) � '�L
��

P

|Y|��,TP

� �
�

WM J IWX�PSGEPIQIRX ,�� 'L�
��

P

|J|��,TP

� �
�

�Y � ỸL�,�(ã) � '�L
� �

P���,2XVM�
|Y|��,TP

� �
�

+ 'L�
� �

P���,2XVM�
|J|��,TP

� �
�

La vitesse de convergence n’est pas modifiée par la quadrature!
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Cas des ouverts réguliers
On approche   par un domaine polyédrique     

que l’on maille ensuite par un maillage

Ω Ωh
Th

On peut choisir     et son maillage pour que  Ωh

dist(�Ω, �Ωh) � Ch2

On appelle    la solution de        dans    . uh �*�:�OL Vk
h

Ici,     n’est pas un sous espace de V dans lequel on cherche u!Vk
h

MAIS si n=2 alors on montre que pour k=1 et u � H2(Ω)

�Y� YL�,�(ã) � ' L |Y|�,ã
mais pour         et u � Hk+1(Ω)k � 2

�u � uh�H1(Ω) � C h3/2 |u|k+1,Ω

Cette méthode est donc satisfaisante pour les EF    mais décevante 
pour les EF

P1
Pk, k � 2

Il faut introduire des EF isoparamétriques ou courbes pour  
retrouver une convergence optimale.
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Théorème de Aubin Nitsche

ou comment se comporte               ?�Y� YL�0�(ã)

Principe de la preuve: On introduit un nouveau problème 
variationnel avec l’erreur comme donnée au second membre

(*:^)

�
�

�

8VSYZIV ^ � ,�(ã) X�U�

�Z � ,�(ã), E(^, Z) =

�

ã
(Y � YL)Z Hã

Plaçons nous encore dans la situation où nous pouvons montrer  
�Y � YL�,�(ã) � 'L�J�0�(ã)

On applique la même méthode de discrétisation            , on a 
donc l’estimation d’erreur, si 

�^ � ^L�,�(ã) � 'L�Y � YL�0�(ã)

(^L � :�
L)<latexit sha1_base64="y8WgQaBRMd2CTuLVsRm4FJRzSYY="></latexit>

z � H2(Ω)

(voir par exemple les hypothèses du théorème du transparent 24)
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Estimation de la norme 
si a est symétrique�Y � YL��0�(ã) =

�

ã
(Y � YL)� Hã = E(^, Y � YL) = E(Y � YL, ^)

Or E(Y, ^L) =

�

ã
J^L Hã = E(YL, ^L)

�u� uh�2L2(Ω) = a(u� uh, z� zh) � Ma�u� uh�H1(Ω)�z� zh�H1(Ω)

E(Y � YL, ^L) = ��
��u� uh�2L2(Ω) = a(u� uh, z� zh)

0�

Proposition 
On a donc le résultat de convergence :

� 1E'L�J�0�(ã) � 'L�Y� YL�0�(ã)

� �Y� YL�0�(ã) � 1E'�L��J�0�(ã)

ou comment se comporte               ?

Théorème de Aubin Nitsche

�Y� YL�0�(ã)

On en déduit que si  
<latexit sha1_base64="wCqUP5K0kdtZuZq6H57c3Tyb3jY="></latexit>

u � H2(Ω)

<latexit sha1_base64="15X44g6NAvOrMRihO0c0pZlGXF8="></latexit>

kY� YLk0�(ã)  'L�kJk0�(ã)
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TP2 aujourd'hui
Ce TP est noté (50% de la note finale). Il est à rendre 
le 25/11 (compte rendu, codes sources et maillages).

Examen le 14/11
Il aura lieu de 9h à 11h et se fera sans documents.

Le 14/11 de 11h15 a 12h15 aura lieu le cours d’ouverture :


Quelques applications et extensions de la Méthode des 
EF à des problèmes plus réalistes.

Tutorat le 08/11 après midi


