La methode des
elements finis

Convergence de la methode

Sonia FLISS



Quelques rappels...

Un probleme en formulation forte
Formulation variationnelle equivalente
Approximation
Méthode de Lax
Galerkin Milgram
Systeme lineaire Convergence ?
Al =iF Solution




Probleme modele

Trouver u € H'(Q) telle que (avec @ C R® un ouvert polygonal)
—div(ocVu) + u=f dans Q

oVu-n=0 sur dQ

avec f € L*(Q)et 0 € L™(Q), avec o(x) > 0o > 0 p.p. tout x € Q .

Ce probleme est équivalent a la formulation variationnelle (voir amphi 2)

Trouver u € H(Q) telle que

/((N Vv + v) dQ:/deQ, Wy € H(Q)
Q Q

On verifie que le theoreme de Lax-Milgram s’applique (voir amphi 3).

Dans la suite, on note la forme bilineaire

WAV cVvVwW + vw) dQ
/. )



Discretisation
Maillage
@ Toute arete d'un triangle est

soit une arete d'un autre triangle,
soit une arete portee par la frontiere

@(%l#@) 670—|ﬂ%|/:@5i|7£|/

On notera le pavage de Q compose de triangles : T = (71)icfi N ]

Pas du maillage h (qui sera amene a tendre vers 0)

h = max h ou h| est le rayon du plus petit cercle
1<I<Nyyi
contenant 7;

On introduit egalement pour chaque triangle 7; T
|
p| est le rayon du plus grand cercle inclus dans 7|
</



Discretisation
Maillage

Hypothese sur les maillages
On suppose que la famille de maillage (%h)n est reguliere

=0, mr A gl s 0
Pl

Remarque: @ en 2D, cette hypothese est éequivalente a la condition angulaire
1600 > 0, Vh > 0, VT, € Ty, 01, > 0p (07, plus petit angle de T,

Triangle non aplati Triangle aplati -> degénere

@ Cette hypothese est tout aussi importante en pratique que
pour |'analyse de convergence.

Exemple:
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Discretisation

, : , FV. discrete et lemme de Cea
Soit u € H'(Q2)solution de

Trouver u € H'(Q)telle que a(u,v) :/deQ, v e H(Q) (FV.)
Soit u,, € V{ solution de ;i
Trouver EVE telle que a(uy,vh) :/thdQ, VVH EV';, (F.V.':,)
Q

ol a un maillage ¥}, donné, on associe |'espace de discretisation
Vi ={v, €C°(Q), Vle{l,...,Ny}, vh\,rl c P}
ou P¥ est |'espace vectoriel des polynémes de degré au plus k.



Discretisation

. 1 , FV. discrete et lemme de Cea
Soit u € H'(Q2)solution de

Trouver u € H'(Q)telle que a(u,v) :/deQ, v e H(Q) (FV.)
Soit u,, € VE solution de 1

Trouver u;, € V telle que a(u;,vp) :/FVh dQ, Vv, € Vj (F.V.E)
Q

Lemme de Cea

Mq .
U —Upllme) £ — inf |lu — vullw(g)
\ ° oal VhGVﬁ . . P4
ou M est la constante de continuite et o celle de coercivite de a.

Preuve : 1. a est coercive et u—u, € H(Q) = a(u — up,u—uy) = affu — unllGg
2. W e VR cH(Q), uh — v, eH(Q) = —Vp) = —

Vh E h C ( )7 h ( k) a( ) Vh) ( Vh) :>a( Tt ’ _Vh) Vs O

—VhEVh = Cl( : —Vh): ( —Vh)
Conclusion: afu — unlGigy < a(u —up,u—up) 4+ a(u — up, U — V) = a(u — up, u — vy,
< Mgllu = Up (@) [[u — Vhllk(a)
”
= | Vv €V,, |u-— HHl(Q) < My/a| —VhHHl(Q)




Discretisation
FV. discrete et lemme de Cea

Lemme de Ceéa M,

— == —an N
| HHI(Q) = V:gth hHHl(Q)

ol M est la constante de continuite et o celle de coercivite de a.

Proposition
On suppose qu'il existe un sous espace W C H!(Q) dense dans H!(Q)
et une applicationr, : W — V¥ telle que

Vw e W, hme o5 rh(W)HHl(Q) == 0).

h—0
alors

lim = 1 =0

lim s — i o
Preuve : on va montrer queVv €V, lim inf ||v— vu|lv = O, puis il suffit d’utiliser le lemme
de Cea. de Al

Soient v € Vet € > 0,comme W est dense dans V, on sait que Iw e W, |v—w|y <eg/2

Pour ce w, on sait que Pl\irr(l)Hw —rh(W)|ly =0, i.e. Fhg >0, VYh €]0,hp[, [|[w—rn(w)|lv <e/2
—

Ceci implique que Vh €]0, ho[, [[V—rh(W)|lv < |[Vv—=w|v + |lw—rh(W)|ly <€

Comme r,(w) € Vi, on a Vh €]0,ho[, inf |[v—wu|lv <e, = lim inf |[v—wu|v =0,
VhEVH h—0 vh,EV) 8




Discretisation
FV. discrete et lemme de Céa

Lemme de Ceéa M,
[u — Up|lwia) £ — Hel\f/ U = Vh ()
Vh
ol M est la constante de continuite et o celle de coercivite de a.

Proposition
On suppose qu'il existe un sous espace W C H!(Q) dense dans H'(Q)

et une application r, : W — V{ telle que

vywe W, lim|w— ry(w)|lmq) =0,
h—0
alors .
lim u — v ey = O

Corollaire
Pour notre probleme modele, on a convergence de la methode EF

lim[u — s o) = O

Il suffit de choisir W = C*(Q) et d utiliser ce que nous allons faire dans la suite pour la

convergence dans W (avec 'y, = H )
Ce résultat est vrai pour toute solu’rlon u € H'(Q)(sans hypothése suppléementaire) .



Discretisation
Vitesse de convergence

Corollaire

Pour notre probleme modele, on a convergence de la methode EF
lim i 1 =0
lim||u — oo

Pouvons nous étre plus précis sur cette convergence ?

D'apres le lemme de Céa
M

- <. BT —V
Ju = il < 5 ink Ju ~ valluca
En étudiant comment se comporte inf [|u— V4o vis a vis de h et k

; V) :
on va deferminer la vitesse de convergence de la methode!

Definition : Vitesse de convergence
On dit que |'approximation converge a l'ordre 3 (8 € R, § > 0)ssi

3C >0, ||u— unllm(g) <Ch”

Ce resultat va dependre de la regularite de u! %



Discretisation
Operateur d'interpolation

Definition : Opérateur d’interpolation
¢ : C°(Q) — VK
v = IIfv tq. IRV (x,y) = ) v(M)wj(x,y), (X,y) € Q

JELNK]

[Tiv est ['unique fonction de VK qui prend les mémes valeurs que v aux noeuds (MDiepine -
Exemple Pour v(x,y) = x°y°
1
Zh (Hhv) (X, Y)

2 i A

/

///o: Les noeuds sont les sommets des triangles 11

N




Discretisation
Operateur d'interpolation

Definition : Opérateur d’interpolation
¢ : C°(Q) — VK
v = IIfv tq. IRV (x,y) = ) v(M)wj(x,y), (X,y) € Q

JEMLNET

[Tiv est ['unique fonction de VK qui prend les mémes valeurs que v aux noeuds (MDiepine -

Exemple Pour v(x,y) = x°y*

(Ipv)(x, y)

A

@ Les noeuds sont les sommets et le milieu des aretes 12




Discretisation
Operateur d'interpolation

Definition : Opérateur d’interpolation

IT§ :(C°(Q) ]| — V&

v — IIfv tq. (ITEv)(x,y) = Z viM)w;(X,y), (Xx,y) € Q
JEMN]

[Tiv est ['unique fonction de VK qui prend les mémes valeurs que v aux noeuds (MDiepine -

Proposition
I1} est un opérateur de projection

Yy € VE,  IIfvp, = v,

Remarque
On aimerait utiliser v, = ZI';u dans le lemme de Cea :

inf [|u— vhllw@e) < [lu- IIkulq)
VhEVh

Question : est ce que la solution u est dans C°(Q2) ?

13




Discretisation
Regularite de la solution

Proposition : Regularité des espaces de Sobolev
Soit Q un ouvert borne de R", a frontiere suffisamment requliere et
soit m > 2 " L Kk (k > 0) alors H™(Q) s'injecte continiment dans C*(Q) :

H™(Q) c c(Q) YueH™Q), |lullgg) =sup Y [0au(x)| < Clluflwm(2)

xEQ la|<k

Remarque On en deduit & siQ CR, H'(Q) c ¢°(Q), c'est faux si Q Cc R?0uQ c R®
o siQCR%ouQcCR3, H}(Q) c c’(Q)

Proposition : Régularité des espaces de solutions
Soit Q un ouvert borne de R", a frontiere suffisamment reguliere et

si u est dans H'(Q), Auest dansL?(Q)et u =0 OU Vu-n = 0sur 0Q
alors u € c°(Q).

Remarque @ Dans notre cas, si o est suffisamment réguliere ou si elle est constante

par morceaux par <« inclusions » halors u e C’(Q)
A




Discretisation

Vitesse de convergence
D'apres le lemme de Cea

Mg
X < gt —V
Ji = ey < 2 inf = lhaco

On suppose que la solution u est dans C°(Q), on a donc

inf |ju—v <l 1Y
ot~ alhwcay < 14~ Do
On est donc ramené a étudier ||u — II{u||y (q). l'erreur d'interpolation.

On se ramene a |’étude d’erreurs d'interpolation locale

15



Etude de Hu o HEUHHI(Q)

Definition : Normes locales 1

V|o. 7 = (/ VZdQ) vl — (/ Wv]de> dea— (/ S ((’)av)zd())
T T Tt

a€EN? |a|=n

Theoreme (Lemme de Bramble-Hilbert) (voir Proposition 2.5, p84)
Il existe une constante C independante de v et 7| telle que
w e HN(T), v —Thgvlo, s < Ch |Vlkia 7
K1

v — IIfv|y 7 < C:O—I|V'k—|—177T

16




Etude de H e HE HHl(Q)

Preuve (1D,k=1): On suppose vV € C™°([X|, X|+1]) et on conclura par densite.

=, X)), h=p=Xg1—x , Fi: T = (0712 e E = G X i)
On pose V(x) = Vv(F|(x))

Un changement de variable dans les in’régrales donne

2 g D A 2 ~ 1/ 2
i hl‘V‘O,T | / ‘

|V,|S,7T 5 ‘Vﬂ‘gm

Pour montrer le lemme de Bramble-Hilbert en 1D et pour k=1, il suffit donc de montrer
qu il existe C>0 W € cOO(O, 1), ’\A/ o ﬂl\?loﬁ’ < C‘\A"ZJA'

v —1IT'v
On montre que II'V(X) = (V(1) — ¥(0)) x + ¥(0)

(1) v—TII'V e H(0,1) = |V — ﬁlfl\o + < W = AIN) |+ (Inégalite de Poincaré, voir Cours3-TD3)

1 2 N
(2) (ﬁlv)’ :/ v/ = v (HIV)’ est a moyenne nulle
0

/‘//

= ¢ LN

o,erW" ( ) ‘07‘—’

(Inegalite de Poincare-Wirtinger, voir TD3)
17




Etude de H e HE HHl(Q)

Idées de la preuve dans le cas géenéral :

@ On 'utilise 'application affine qui transforme le triangle de référence en un triangle 7.

(0,1) 5l ;
| z l:l T S3
|
)

On pose V(x) = v(Fi(x)) ©.0) (1,0) 2
@ On montre par un changement de variable que

vV — TISvlq. 7 < Cpyp ldFi 2V — 1

A

q,7

Vpr, 7 < ChEHAR ™ 2V,

Il reste a demontrer les inégalités pour le triangle de ref.
A 2 k/\ A
V—1ITV]o 7 < CVeyy 7
A = k/\ A
V=10V 7+ = C V7

@ Sur le triangle de référence, on utilise des inegalites de type Poincare qui se
démontre dans le cas géneral par |'absurde (en utilisant le theoreme de Rellich
(enonce dans l'exo 5 du TD3)

18



Etude de H e HE HHl(Q)

On se ramene a |’étude d’erreurs d'interpolation locale

i ff SR

On suppose que VI, u € H"'(7}) donc — Mfulo 7 < Ch Y ul 7
k—|—1
k I
U — Tyl 7 < C7\ k1,71
o |u—TIIfuls + < C*hE T 4Julg,, 7
Nm N’rrl N’rrl
/Q( —w?dQ =) Ju—TIfulg - < €)Y hZ*Pulf, - <C%h#H2 D ulf,, +
=1 = =1
2k 2
e |u—IIf i <C lpz | ‘|§+1,Tl
l Niri N+ri h2k—|—2 i Niri
= 2
[ 9 he?d0 = >~ Tiultr €30 Py < S o
|1=1 |1=1 l |1=1

do, NIR oba — 0



Etude de ||u — II} 1, (Q)

On se ramene a |’étude d’erreurs d'interpolation locale

= 2
Ju - il @) = | (4~ Thw2da+ | [9(u - mw)| dn

On suppose que V1, u € H*"(T7)donc | [u — IT§ulo7; < Ch:(:l\ k1,77
o
u — I{uly, 7 < C——|ulk41,7r
Pl
N+ri
K K
= [u—T}ullig) < C5(6° + h*)h* Z| PR
=1

35, \V/‘Zh, \V/I, )



Convergence de la methode

Théoreme
Si la famille de maillage (%), est reguliere, que 'espace de
discrétisation est Vi et que

Vih, | € [[1, N’rri]]; U € Hk_l_l('ﬁ) (Regulariteé locale de la solution)

alors pour h assez petit Ni 2

Ju— unlluca) < Collu — Tiulluay < C'h" ulg

u Un HigQ) ~ Y0 U hU H(Q) > U Kl 75

=1
Remarques : @ Si k=1 (i.e. quand on utilise des éléments finis de Lagrange P') et si
2
\V/(zh, | € [[I,Nfri]]y ueH (7T)

alors la méthode converge a |'ordre 1.

Exemples : o
@ o est assez réquliere (o € C'(Q)) et Q convexe

= ueHYQ) = VT, | € [1,N4i], u € H3(TY)

@ Q=0Q,UQ, et O"Qi — g; =6ste — U‘Qi s HZ(Ql)
siVe, VI TTc Qloldic
= Y%, L& 1Nl e HEEh




Convergence de la methode

Théoreme
Si la famille de maillage (%), est reguliere, que |'espace de
discrétisation est Vet que

Vin, | € [[1, Nh»i]], & Hk+1(7T) (Regulariteé locale de la solution)

alors pour h assez petit (Nm )é

K Kk
Ju— unllia) < Collu — Miulluma) < C'h* | 3 |ulesy 7
|=1
Remarques : @ Si k=l (i.e. quand on utilise des éléments finis de Lagrange P!) et si

V(Sh, | € [[I,Nfri]], & HZ(W)
alors la méthode converge a |'ordre 1.

@ Par contre si on utilise des E.F. d’'ordre au moins 2, une vitesse de

convergence meilleure n'est pas garantie. Il faudrait que u soit
encore plus reguliere.

@ Si la solution n'est pas réguliere, cette convergence nimplique pas
une convergence ponctuelle de u ou de ses derivees. 22




Convergence de la methode

Théoreme
Si la famille de maillage (%), est reguliere, que |'espace de

discrétisation est Vet que
Vin, | € [[1, Nfri]], = I@’ﬁ) (Regularite locale de la solution)

1

alors pour h assez petit N P

= willweay < RO S s | od @ = min(k.p)
=1

Idée de la Preuve: @ lorsque 3 =k, c’est le theoreme précéedent.

Vh €

o lorsque3 = p <k, on écrit infﬁﬁ — Vhllhi(o) < |lu— r@HHl(Q)ef on refait la preuve du
theoreme precéedent en remplagant k par p dans les estimations.

Remarques : @ La regularite de la solution peut limiter la vitesse de
convergence.

Exemple : @ o est une constante et Qa une geometrie en L = Ve
= ueH(Q) = VvV, | € [1,Ny4], ue H¥(7)) avecs <5/3 “
Méme avec des E.F. de Lagrange P!, la vitesse de convergence est de 2/3. [ |23




Convergence de la methode

Théoreme
Si la famille de maillage (%), est reguliere, que |'espace de

discrétisation est Vet que

V&, | € [1,Ni], u & I@ﬁ) (Régularité locale de la solution)
alors pour h assez petit (Nm 2

2
Ju— unllwgey < RO Y] ;g+lm) o&gmin@
=1

Remarques : @ I| faut donc prendre en compte la réqularite de la
solution avant de choisir |'ordre de |'espace de discreétisation.

@ Lerreur sur la solution n'est pas uniforme sur le domaine!
Raffinement local du maillage : raffiner le maillage (prendre un h;plus
petit) la oU u varie beaucoup.

24




Convergence de la methode

Théoreme (Estimation en fonction de la donnée)

Soient Q un domaine convexe, une famille requliere (T, ), de
maillage, o supposée assez réguliere et le second membre f € L%(Q)
Alors siu, € Vi on a

U — Up|lng) < Chulz g
et surtout

U — un|lm) < Ch|IfflLzq)

Remarque Ce résultat se géneralise si u n'est pas aussi reguliere...

VS < Smax < 1 Hu i uhHHl(Q) < C:h |u‘1+ ,Q2

U — up|lmq) < Ch'||flLen)

Dans les transparents suivants, on suppose les hypotheses de ce
theoreme verifiées. 25




Exemple numerique f(x,y) = (2% + 1) cos(mx) cos(try

: EF de Lagrange Pl

IsoValue IsoValue IsoValue

IsoValue IsoValue | IsoValue

courbe d'erreur en échelle log

26



Exemple numerique f(x,y) = (2% + 1) cos(mx) cos(try

KR

: EF de Lagrange P2

IsoValue IsoValue IsoValue

0. 8
W0.237209
0342021
0.446833

IsoValue IsoValue IsoValue

courbe d'erreur en échelle log

27



Un cas ou u € Hs3 et u, € V¢
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Erreur de quadrature
Problematique

Principe : quand les donnees sont quelconques, certaines
integrales ne sont pas calculables exactement.

Par exemple, /

Q
( dans la matrice de rigidite ) ( dans le second membre )

O‘(X,Y)ﬁwi ° ﬁWJ' dQ et / F(X,Y)Wi dQ
Q

Lidee est d'approcher ces integrales par les suivantes

/(Hﬂ‘a(x,y))ﬁwi-ﬁwj dQ et /(Hﬁf)wi d0
0 0

Question : Quelle est |'erreur d'approximation que nous faisons ?

Remarque : Cela va déependre de la regularite des fonctions.

Par exemple, si f est localement HZ,
If = () ey < h2( Y IF37)

1€ [1,N4i] 29

1
2




Erreur de quadrature
sur |le second membre
@ On vient d’etudier la vitesse de convergence associée a

Yvh € Vi,  a(up,Vh) = / fvi, dQ
\ . Q P4
@ On s'intéresse au nouveau probleme discret (f remplacé parII; f)

O ST W) :/(th)vth
Q
@ Comment se comporte maintenant ||u — Uy, ||y () ?

lu—unll@) < [lu—unllw@) + llun — Unllie) avec

O ||u—uplm) < C’h(Z\ |§,TI)E d'apres le theoreme préecédent si u est H?

o oflun — Gnl|Ziq) < G(Uh — Gy Up — >=/Q<f—<nhf>>< _G,)d0

< ||f = (Tnf)|[L2) = IL2(0)
= ||un — Un|lnq) < 1/al|f — (IIhf)||2q) < Ch (Z‘ﬂ%,ﬂ> " si f est localement H?
|

Ju — HHI(Q)SC/h( Z | gfn) +Ch2( Z \Fg,fn)

1€ [1,N4r] 1€ [1,N4r]
La vitesse de convergence n'est pas modifiee par la quadrature! 3o




Cas des ouverts reguliers

On approche Q2 par un domaine polyedrique Q
que |'on maille ensuite par un maillage ‘%1,

On peut choisir Q,, et son maillage pour que
dist(0Q, 0Q4) < Ch?

On appelle u;, la solution de (FV.) dans VX .

, Vi n'est pas un sous espace de V dans lequel on cherche
MAIS si n=2 alors on montre que pour k=1 et u € H*(Q)
Ju = u gy < Ch lulzg
mais pour k > 2 et u e H(Q)
U — Upllm) <C 2 |ulkpr,0
Cette methode est donc satisfaisante pour les EF PP, mais
pour les EF P, kK > 2

Il faut introduire des EF isoparametriques ou courbes pour
retrouver une convergence optimale. 31



Theoreme de Aubin Nitsche

ou comment se comporte |[u— u ||z ?

Placons nous encore dans la situation ou nous pouvons montrer
[u = Unllm@) < ChlfflL2(a)
(voir par exemple les hypotheses du théoreme du transparent 24)

Principe de la preuve: On introduit un nouveau probleme
variationnel avec |'erreur comme donnee au second membre

Trouver z € H(Q) tq.
YW e H(Q), a ,v):/( — up)vdQ
0

On applique la méme méthode de discrétisation (z, € V), on a
donc |'estimation d’erreur, si z € H*(Q)

(FVz)

1Z = Zh|lw ) < Ch|lu — up|Lzcq)

32



Theoreme de Aubin Nitsche

ou comment se comporte |[u — u |2 ?
Estimation de la norme L°?
lu — HEZ(Q):/( e dQ —a(Z,u — Up) = a(u — up, @ si a est symetrique
Q
Or a(u, ):/F dQ = a(up,z,) = a(u—up,z,) =0
Q
= [|u = Unllfz gy = alu = un, z — zp)

On en déduit que si u € H*(Q)

Ju — HEZ(Q):G( — Up,Z — 2Zp) S Mgllu — @)z = 2Znlle)
= MaChHFHLZ(Q) x Chlju — HL?(Q)
= |Ju—unlLz) £ MaC?h?||f||L2(q)
Proposition

On a donc le resultat de convergence :
U — Up|leee) < ChZHFHLZ(Q)

33




TP2 aujourd'hui

Ce TP est note (50% de la note finale). Il est a rendre
le 25/11 (compte rendu, codes sources et maillages).

Tutorat le 08/11 apres midi

Examen le 14/11

Il aura lieu de 9h a 1l1h et se fera sans documents.

Le 14/11 de 11h15 a 12h15 aura lieu le cours d'ouverture :

Quelques applications et extensions de la Méthode des
EF a des problemes plus reéalistes.

34



