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Problème d’EDP elliptique sous 
forme forte

Formulation variationnelle 
équivalente

Discrétisation

Méthode de Galerkin

Système linéaire inversible

Analyse

Lax-Milgram

SolutionConvergence ?

Existence



Séance 6 : Analyse numérique de la méthode des éléments finis
Problème modèle et hypothèses 

Convergence de l’approximation interne 
Vitesse de convergence 

Autres erreurs



Soient            un ouvert polygonal, 
 

Problème modèle
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<latexit sha1_base64="vObwGnr4lYN4F8eH2o0oP1iLJZQ="></latexit>

Ω

<latexit sha1_base64="z5nriqpDFQV9iOBhuNHrXfLD/hA="></latexit>

κ ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω)

<latexit sha1_base64="P+asIN6FXflGns8efLxnVmTfN34="></latexit>

V = H
1(Ω)

<latexit sha1_base64="ltBJ9tP+Q3mdwT75DxZFLSiDWFY="></latexit>

0 < κ0 ≤ κ ≤ κ̄

<latexit sha1_base64="Z9LSp9WSvUniLUvw8sHxdU+Xv5E="></latexit>



−div(κ(x)∇ u(x)) + u(x) = f (x), x ∈ Ω
∂u

∂n
(x) = 0, x ∈ ∂Ω

<latexit sha1_base64="s9XL8nBKniie8otGEwV2ilcXT7k="></latexit>

Ω ⊂ Rd

On cherche la solution u dans

<latexit sha1_base64="Iftheo3pU/Hw7bJuveZqDPKcs3Y="></latexit>

∀v ∈ V , a(u, v) = !(v) ou






a(u, v) =
∫

Ω

[
κ(x)∇ u(x) ·∇ v(x) + u(x)v(x)

]
dΩ

!(v) =
∫

Ω
f (x)v(x) dΩ

<latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>⇒ <latexit sha1_base64="oyIBZ0RW62PhVQWALvDx79MQOVw="></latexit>

⇒

<latexit sha1_base64="P+asIN6FXflGns8efLxnVmTfN34="></latexit>

V = H
1(Ω)On cherche la solution u dans

On vérifie que le théorème de Lax-Milgram s’applique!

voir Amphi 2

voir Amphi 3



Maillage 2D
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Définition : Maillage triangulaire
<latexit sha1_base64="UPyCuenhaczIUPmXWrMLS2z18jU="></latexit>

Soit ⌦ un ouvert connexe polyédrique de R2. Un maillage triangulaire de ⌦ est un ensemble de Ne triangles
{Tl}1lNe

tels que

• Tout triangle Tk est d’intérieur non vide (c’est-à-dire
�
T k 6= ?). On définit alors rk le rayon du cercle

inscrit au triangle Tk et hk le rayon du cercle circonscrit.

•
�
T k \

�
T k 0= ? si k 6= k 0,

• S
` Tk = ⌦,

• toute arête d’un triangle est soit une arête d’un autre triangle soit une arête portée par la frontière ∂⌦.
<latexit sha1_base64="o9DDF51Dy2Z2dm43v7DCTXmWUKQ="></latexit>

h(T ) = inf
T⊂B(x,r )

r , ρ(T ) = sup
B(x,r )⊂T

r .
<latexit sha1_base64="f4trqOALur7bSqelwkiLH/wlDfA="></latexit>

hl

<latexit sha1_base64="Gizx64dewmkG9VE6HYgWAgEeIHA="></latexit>

ρl
<latexit sha1_base64="KppgsOeO8xUw738NUvVa3pof8Fg="></latexit>

Tl
<latexit sha1_base64="ylP5rZmdj8Us0vGqv4IeqTat4+s="></latexit>

h = max
1≤l≤Ne

hl

Pas du maillage



Séquence de maillages
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Hypothèse
<latexit sha1_base64="9HLZ4QPYts+8OvVDqs7PIqGxdPc="></latexit>

Soit (Th)h>0 une suite de maillages de Ω. On suppose que la famille de maillages (Th)h est réguliere,
c’est à dire que

1. la suite h = maxTl∈Th h(Tl ) tend vers 0,

2. il existe une constante C telle que, pour tout h > 0 et tout T ∈ Th,

h(T )
ρ(T )

≤ C .

Remarques:                            !

<latexit sha1_base64="c/figaR4L5v/GN+lIjFjc3EnrRM="></latexit>

C1 max
Tl∈Th

diam(Tl ) ≤ h ≤ C2 max
Tl∈Th

diam(Tl )c’est équivalent car 

<latexit sha1_base64="dbVm9P2A9nY+pNPKgT/SZGNAWQ8="></latexit>

Parfois, on définit h comme étant maxTl∈Th diam(Tl ) où diam(T ) = max(x,y)∈T 2 |x− y|•  

<latexit sha1_base64="AYpiSC4EQYwOWfwwyAS2ySuv2Jk="></latexit>

En dimension d = 2 la condition est équivalente à la condition suivante sur les angles du triangle T : il
existe un angle minimum θ0 > 0 qui minore (uniformément en h) tous les angles de tout T ∈ Th.

•  



Séquence de maillage
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Séance 6 : Analyse numérique de la méthode des éléments finis
Problème modèle et hypothèses 

Convergence de l’approximation interne 
Vitesse de convergence 

Autres erreurs



Formulation variationnelle discrete
• On écrit la formulation variationnelle dans un espace de dimension finie                          où 

 

• La formulation variationnelle discrète s’écrit 
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<latexit sha1_base64="xB/FpqlEhfRf6IkLb7mCWyJFnOY="></latexit>

Vh = Vk
h =

n
vh ∈ C0(Ω̄) tel que vh

��
Ti

∈ Pk pour tout Ti ∈ Th
o

<latexit sha1_base64="JZuMJ2DTuEV8Z0dzwkAjF4jumLI="></latexit>

où Pk (Tl ) désigne l’ensemble des polynômes multivariés sur Tl de degré au maximum k

<latexit sha1_base64="4i8DbkHsM8F/JYP/v56BMQdu6Vw="></latexit>

On cherche uh ∈ Vh telle que ∀vh ∈ Vh, a(uh, vh) = !(vh)

Lemme de Céa :
<latexit sha1_base64="kDDnIPmmfPNby5BB+zIcW52iVjQ="></latexit>

‖u − uh‖V ≤ Ma

α
inf

vh∈Vh

‖u − vh‖V ,
<latexit sha1_base64="eBVEYUi9HRhoUNf9TiTHAuceMp0="></latexit>où Ma est la constante de continuité de a, et α sa constante de coercivité

Preuve au tableau

<latexit sha1_base64="WzkiSj0W8y09ePUtvvbSS8cmaU4="></latexit>

∃Ma > 0, ∀v ,w ∈ V , |a(v ,w)| ≤ Ma‖v‖V ‖w‖V
<latexit sha1_base64="GEM47x9uNFar6GagpJiPhnFp3no="></latexit>

∃α > 0, ∀v ∈ V , a(v , v) ≥ α‖v‖2V
Continuité Coercivité

Erreur de meilleure approximation

<latexit sha1_base64="UaBLrnx1403vs7btGH8pKAAjv58="></latexit>

Vh = Vk
h ⊂ H

1(Ω)



Un résultat abstrait de convergence
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Proposition
<latexit sha1_base64="LgNjYfpqmEOLP/XNWY76DAGl/wA="></latexit>

On suppose qu’il existe un sous-espace W dense de V et, pour chaque h, une application rh : W → Vh
tels que

∀v ∈ W , lim
h→0

‖v − rhv‖V = 0,

alors
lim
h→0

‖u − uh‖V = 0,

<latexit sha1_base64="LgNjYfpqmEOLP/XNWY76DAGl/wA="></latexit>

On suppose qu’il existe un sous-espace W dense de V et, pour chaque h, une application rh : W → Vh
tels que

∀v ∈ W , lim
h→0

‖v − rhv‖V = 0,

alors
lim
h→0

‖u − uh‖V = 0,

<latexit sha1_base64="7nWglNJcXPx+EI2sUzhYIyZIjXo="></latexit>

D’après le lemme de Céa, nous avons donc

‖u − uh‖V ≤ M

ν
‖u − rhw‖V ≤ M

ν

[
‖u − w‖V + ‖w − rhw‖V

]
≤ ε

<latexit sha1_base64="96GCtFz71Sro3QXIJOH1aLngluE="></latexit>

Par hypothèse, il existe h(ε) > 0 tel que ∀h ≤ h(ε), ‖w − rhw‖V ≤ αε

2Ma
.

<latexit sha1_base64="ZaB7mEvCO6opMa5CRQypHmPtaek="></latexit>

Soit ε > 0, W est dense dans V donc, il existe w ∈ W tel que ‖u − w‖V ≤ αε

2Ma
.Preuve

<latexit sha1_base64="X/Z6AZ7x8I4H4zhY/5TX0ViTLz4="></latexit>

‖u − uh‖V ≤ Ma

α
‖u − rhw‖V ≤ Ma

α

[
‖u − w‖V + ‖w − rhw‖V

]
≤ ε

Corollaire

<latexit sha1_base64="LgNjYfpqmEOLP/XNWY76DAGl/wA="></latexit>

On suppose qu’il existe un sous-espace W dense de V et, pour chaque h, une application rh : W → Vh
tels que

∀v ∈ W , lim
h→0

‖v − rhv‖V = 0,

alors
lim
h→0

‖u − uh‖V = 0,
Pour notre problème modèle, on a convergence de la méthode EF

Il suffit de choisir                 ,            et d’utiliser ce que nous allons faire dans la suite pour la convergence 
dans W.Ce résultat est vrai sans hypothèse supplémentaire sur u.

<latexit sha1_base64="BtigQuCv6LCnA9ub1gIAAd5SJkY="></latexit>

W = C∞(Ω)
<latexit sha1_base64="b8jdzJk1rrhbXq3Mxc+hZki+VIU="></latexit>

rh = Πk
h
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Vitesse de convergence

12

Définition : Vitesse de convergence
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<latexit sha1_base64="xLJuSh8WMGNP+ADKKaleJph1SKk="></latexit>On dit que l’approximation interne est convergente à l’ordre β s’il existe une constante C > 0, indépendante
de h telle que

‖u − uh‖V ≤ Chβ.

Erreur de meilleure approximation

Ce résultat va dépendre de la régularité de u ! 

Comme

on est donc ramené à étudier la vitesse de convergence de  
<latexit sha1_base64="suk0V7YsHBHtDLPekbfSAjJ8W1s="></latexit>

‖u − uh‖V ≤ Ma

α
inf

vh∈Vk
h

‖u − vh‖V ,

<latexit sha1_base64="JQ+4jDA8Yjkg8QJItAqYmMuHWkY="></latexit>

‖u − uh‖V ≤ Ma

α
inf

vh∈Vk
h

‖u − vh‖V



Opérateur d’interpolation

• Exemple 
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<latexit sha1_base64="eR9xpLkSJB6QwIklUbCGNv6zBts="></latexit>

v : (x , y) 7! x2y2

<latexit sha1_base64="6hCjxS0eJeOQFsmsyqQdJ7A33Og="></latexit>

Th

<latexit sha1_base64="WPkiNONRhLJ0jI2/DW6+v2vHWHs="></latexit>

Π1
hv

<latexit sha1_base64="M0GI82UwhbXSkr81VjN8CdGbK1w="></latexit>

Π2
hv

<latexit sha1_base64="6hCjxS0eJeOQFsmsyqQdJ7A33Og="></latexit>

Th

Définition : Opérateur d’interpolation<latexit sha1_base64="WCHzxOvZxnP3BjUPRJ9DDBBP/kM="></latexit>

On appelle opérateur d’interpolation Pk l’application linéaire Πk
h de C0(Ω) dans VPk

h , définie par

∀v ∈ C0(Ω), (Πk
hv)(x) =

N

∑
j=1

v(S j )φj (x),

où la famille {φj , j ∈ J1,NK} est la base éléments-finis de Pk

<latexit sha1_base64="WCHzxOvZxnP3BjUPRJ9DDBBP/kM="></latexit>

On appelle opérateur d’interpolation Pk l’application linéaire Πk
h de C0(Ω) dans VPk

h , définie par

∀v ∈ C0(Ω), (Πk
hv)(x) =

N

∑
j=1

v(S j )φj (x),

où la famille {φj , j ∈ J1,NK} est la base éléments-finis de Pk

<latexit sha1_base64="tQzwDBRvQY0xlHthiwAAhyBv/EE="></latexit>

On appelle opérateur d’interpolation Pk l’application linéaire Πk
h de C0(Ω) dans Vk

h , définie par

est l’unique fonction de     qui prend les mêmes valeurs que v aux noeuds               . 
<latexit sha1_base64="8qO2IbVbzKmYa7NQTiCuAKbyw44="></latexit>

Πk
hv

<latexit sha1_base64="MJVFrOkjaKBc9QAsKA2bdjgw9+M="></latexit>

Vh
<latexit sha1_base64="pfk7vgtO6+DzM/c/jEonszdKEzI="></latexit>

(S i )i



Opérateur d’interpolation

14S. Fliss — Introduction à la méthode des éléments finis / 35

Définition : Opérateur d’interpolation<latexit sha1_base64="WCHzxOvZxnP3BjUPRJ9DDBBP/kM="></latexit>

On appelle opérateur d’interpolation Pk l’application linéaire Πk
h de C0(Ω) dans VPk

h , définie par

∀v ∈ C0(Ω), (Πk
hv)(x) =

N

∑
j=1

v(S j )φj (x),

où la famille {φj , j ∈ J1,NK} est la base éléments-finis de Pk

<latexit sha1_base64="WCHzxOvZxnP3BjUPRJ9DDBBP/kM="></latexit>

On appelle opérateur d’interpolation Pk l’application linéaire Πk
h de C0(Ω) dans VPk

h , définie par

∀v ∈ C0(Ω), (Πk
hv)(x) =

N

∑
j=1

v(S j )φj (x),

où la famille {φj , j ∈ J1,NK} est la base éléments-finis de Pk

<latexit sha1_base64="tQzwDBRvQY0xlHthiwAAhyBv/EE="></latexit>

On appelle opérateur d’interpolation Pk l’application linéaire Πk
h de C0(Ω) dans Vk

h , définie par

Proposition
<latexit sha1_base64="o49ScEeuKFUd1k1JBZCFCAUCdWE="></latexit>

L’opérateur Πk
h est un opérateur de projection.

<latexit sha1_base64="3pRWvfZe9qbl0TYFehUHihurliM="></latexit>

∀vh ∈ Vk
h , Πk

hvh = vh

Remarque: on aimerait utiliser       dans le lemme de Céa                       
<latexit sha1_base64="Bh4gFeSJHczTJrqKF0PijATqHU0="></latexit>

Πk
hu!

<latexit sha1_base64="l7rVSrIgcbP7chRfZRwP5OmlFdk="></latexit>

‖u − uh‖V ≤ Ma

α
inf

vh∈Vh

‖u − vh‖V ≤ Ma

α
‖u −Πk

hu‖H1(Ω)

Question : est ce que la solution u est dans         ?
<latexit sha1_base64="5BPtKwdLx1ZFmz1p9DHKqnRmETs="></latexit>

C0(Ω)



Régularité de la solution
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Proposition : Régularité des espaces de Sobolev [ADMIS]

Proposition : Régularité des espaces de solutions [ADMIS]
<latexit sha1_base64="u1j3MWhct7b6QF3I0IwAIEBZ6KE="></latexit>

Si Ω est un ouvert de frontière suffisamment régulière et si u ∈ H
1(Ω) avec ∆u ∈ L

2(Ω) et u = 0 ou
∇ u · n = 0 sur ∂Ω alors u ∈ C

0(Ω)

<latexit sha1_base64="KQMM7jNaObl6LhcrTQ/46fITbMI="></latexit>

Si Ω est un ouvert de frontière suffisamment régulière et si m > d
2
+ k alors Hm(Ω) s’injecte de manière

continue dans C
k (Ω), c’est à dire:

H
m(Ω) ⊂ C

k (Ω) et ∃C > 0, ∀u ∈ H
m(Ω), ‖u‖

Ck (Ω) := sup

x∈Ω
∑

|α|≤k

|∂αu(x)| ≤ C‖u‖Hm(Ω).

<latexit sha1_base64="KQMM7jNaObl6LhcrTQ/46fITbMI="></latexit>

Si Ω est un ouvert de frontière suffisamment régulière et si m > d
2
+ k alors Hm(Ω) s’injecte de manière

continue dans C
k (Ω), c’est à dire:

H
m(Ω) ⊂ C

k (Ω) et ∃C > 0, ∀u ∈ H
m(Ω), ‖u‖

Ck (Ω) := sup

x∈Ω
∑

|α|≤k

|∂αu(x)| ≤ C‖u‖Hm(Ω).

<latexit sha1_base64="nrEfYwhK+kSBbl+I+bcgZRlqyfU="></latexit>

si d = 1 alors H
1(Ω) ⊂ C

0(Ω) mais c’est faux pour d ≥ 2

si d = 2, 3 alors H
2(Ω) ⊂ C

0(Ω)

• On en déduit que

<latexit sha1_base64="YQzsjftAzRP0svs11rUO6ohXtQE="></latexit>

κ Pour le problème modèle, le coefficient   doit être assez régulier ou  
réguliers par morceaux par inclusions



Étude de l’erreur d’interpolation 
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<latexit sha1_base64="eS0owmFiUN+jQaFiOmnXQNyU6iE="></latexit>

‖u −Πk
hu‖H1(Ω)

Definition : semi-normes locales
<latexit sha1_base64="XgY07U2BqRbC1bMlv+Nw4Ic1DsM="></latexit>

Sur chaque élément T! de Th, on définit les semi-normes |v |2m,T!
:= ∑

α∈Nd

|α|=m

Z

T!

����∂
|α|
x

α1
1 ···xαd

d

v

����
2

dΩ.

<latexit sha1_base64="l7rVSrIgcbP7chRfZRwP5OmlFdk="></latexit>

‖u − uh‖V ≤ Ma

α
inf

vh∈Vh

‖u − vh‖V ≤ Ma

α
‖u −Πk

hu‖H1(Ω)

D'après le lemme de Céa et si on suppose que               , on peut utiliser l’opérateur d’interpolation 

<latexit sha1_base64="u1j3MWhct7b6QF3I0IwAIEBZ6KE="></latexit>

Si Ω est un ouvert de frontière suffisamment régulière et si u ∈ H
1(Ω) avec ∆u ∈ L

2(Ω) et u = 0 ou
∇ u · n = 0 sur ∂Ω alors u ∈ C

0(Ω)

Erreur d’interpolation

<latexit sha1_base64="RVOJcJc49Yq4Ro8voATpYkTCNBQ="></latexit>Z

Ω
(u −Πk

hu)
2 dΩ+

Z

Ω

���!∇(u −Πk
hu)

���
2
dΩ

<latexit sha1_base64="bqNdi2dviZzrTxEM70S2oI1YF2U="></latexit>

‖u −Πk

h
u‖2

H1(Ω) =

On se ramène à l’étude d’erreurs d'interpolation locale

<latexit sha1_base64="uhkt3IY1nHBV8wh+7YdPhobZlsI="></latexit>

=
Ne

∑
!=1

Z

T!

(u −Πk
hu)

2 dΩ+
Ne

∑
!=1

Z

T!

���"∇(u −Πk
hu)

���
2
dΩ

<latexit sha1_base64="xpV8v6l2D8CfB+kFzPSRJySnfz4="></latexit>

|v |0,T!
=

(∫

T!

v2 dΩ

) 1
2

et |v |1,T!
=

(∫

T!

|∇ v |2 dΩ
) 1

2

et |v |2,T!
=

(∫

T!

|∇2v |2 dΩ
) 1

2
En particulier



Théorème de Bramble Hilbert
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Théorème : Bramble-Hilbert
<latexit sha1_base64="W/go/dd4CaIOGl1gBLz+YAEQ6AM="></latexit>

Pour tout triangle Tl ∈ Th supposé non dégénéré, on note hl = h(Tl ) "= 0 et ρl = ρ(Tl ) "= 0. Il existe
une constante C indépendante de Tl telle que pour tout v ∈ C

0(Tl ) ∩H
k+1(Tl ) on a

∀m ∈ J0, kK,
���v −Π

k
hv

���
m,Tl

≤ C
hk+1
l

ρml
|v |k+1,Tl

.

Lemme 1: Retour à l’élément de référence :
<latexit sha1_base64="x3uIK/SWkf5rft1dCUhFC7PI7Kc="></latexit>

Pour tout triangle Tl ∈ Th supposé non dégénéré, on note hl = h(Tl ) "= 0 et ρl = ρ(Tl ) "= 0. Soient
m ∈ N, v ∈ H

m(Tl ) et v̂ = v ◦ ϕ̂l ∈ H
m(T̂ ), il existe des constantes Cm et C ′

m telles que

|v |m,Tl
≤ Cmρ−m

l | detF l |
1
2 |v̂ |m,T̂ ,

|v̂ |m,T̂ ≤ C ′
mhml | detF l |−

1
2 |v |m,Tl

.

<latexit sha1_base64="x3uIK/SWkf5rft1dCUhFC7PI7Kc="></latexit>

Pour tout triangle Tl ∈ Th supposé non dégénéré, on note hl = h(Tl ) "= 0 et ρl = ρ(Tl ) "= 0. Soient
m ∈ N, v ∈ H

m(Tl ) et v̂ = v ◦ ϕ̂l ∈ H
m(T̂ ), il existe des constantes Cm et C ′

m telles que

|v |m,Tl
≤ Cmρ−m

l | detF l |
1
2 |v̂ |m,T̂ ,

|v̂ |m,T̂ ≤ C ′
mhml | detF l |−

1
2 |v |m,Tl

.

0 1

<latexit sha1_base64="VDVcuWCS5wd/NlaUi/HseOdZ5Fw="></latexit>

T̂

<latexit sha1_base64="KppgsOeO8xUw738NUvVa3pof8Fg="></latexit>

Tl

<latexit sha1_base64="28Ji5xkDOXLuuQAqLQaxxrw7NEA="></latexit>

ϕl (x) = F l · x + d

<latexit sha1_base64="CRIxvAioh9jtPHz0qo5rk/8onjA="></latexit>

|F−1
l |2 ≤ ĥ

ρl

<latexit sha1_base64="127jrJWF6eCjyPduWz+J9k2Kuc4="></latexit>

|v |21,Tl
≤

∫

T̂
|F l

−ᵀ ·∇ v̂ |2| det(F l )| dΩ ≤ |F−1
l |22| det(F l )|

∫

T̂
|∇ v̂ |2 dΩ

≤ ĥ

ρ̂l
| det(F l )|

∫

T̂
|∇ v̂ |2 dΩ

<latexit sha1_base64="127jrJWF6eCjyPduWz+J9k2Kuc4="></latexit>

|v |21,Tl
≤

∫

T̂
|F l

−ᵀ ·∇ v̂ |2| det(F l )| dΩ ≤ |F−1
l |22| det(F l )|

∫

T̂
|∇ v̂ |2 dΩ

≤ ĥ

ρ̂l
| det(F l )|

∫

T̂
|∇ v̂ |2 dΩ

Preuve: Changement de variable
<latexit sha1_base64="eaSra0HLFz86aP7gp9sEIQ1Z30I="></latexit>

|v |20,Tl
≤

∫

T̂
|v̂ |2| det(F l )| dΩ ≤ | det(F l )| |v̂ |20,T̂



Preuve du théorème de Bramble-Hilbert — étape ii
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Lemme 2: inégalité sur l’élément de référence :
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<latexit sha1_base64="Z+wgPUF5dejSDiJ15gmyQMwATE4="></latexit> ���v̂ ′ − (Π̂1v̂)′
���
L2(]0,1[)

≤
���v̂ ′′ − (Π̂1v̂)′′

���
L2(]0,1[)

=
��v̂ ′′

��
L2(]0,1[)

<latexit sha1_base64="ThUveKX5SnWoAqs1YCDzSM9hVUE="></latexit>

Soit Π̂
k l’opérateur d’interpolation sur (T̂ ). Il existe une constante C telle que pour tout v̂ ∈ H

k+1(T̂ )
on a

|v̂ − Π̂
k v̂ |

Hk (T̂ ) ≤ C |v̂ |k+1,T̂ .

<latexit sha1_base64="PeKEgGdnvrN6EFWwd50C5iFvyR4="></latexit>

v̂ −Π
1v̂ ∈ H

1
0([0, 1])

<latexit sha1_base64="Sg3uGiEpdo486AmK84o3xMDE5N8="></latexit>

|v̂ − Π̂1v̂ |L2(]0,1[) ≤ C |v̂ ′ − (Π̂1v̂)′|L2(]0,1[)On a                             donc par l’inégalité de Poincaré  

<latexit sha1_base64="0coZXIPVtDw7ca1hjtx+/XEh9bc="></latexit>

Π̂1v̂ = (v̂(1)− v̂(0))x + v̂(0)• Preuve dans le cas particulier k=1, d=1. Dans ce cas,

<latexit sha1_base64="i8ylTACdc5kzfypK0kC8vHJ2OKA="></latexit>

v̂ ′ − (Π̂1v̂)′ ∈ H
1
! ([0, 1]) :=

{
w ∈ H

1([0, 1]) |
∫ 1
0 w = 0

}
De plus,                      donc

<latexit sha1_base64="Ibq5nw4JNPwGrVZ+xpcolSdiGE8="></latexit>

(Π̂1v̂)′ =
∫ 1

0
v̂ ′

donc par l’inégalité de Poincaré-Wirtinger, 

On obtient:
<latexit sha1_base64="CjxuvJPoeTIA0iA1nHtk1bp17j4="></latexit>���v̂ − (Π̂1v̂)

���
L2(]0,1[)

≤
���v̂ ′ − (Π̂1v̂)′

���
L2(]0,1[)

≤
��v̂ ′′

��
L2(]0,1[)

voir Amphi 3

voir TD3, exo4.

• Preuve dans le cas général : par l’absurde, on suppose qu’il existe une suite de fonctions qui ne vérifient  
pas l’inégalité et on utilise le théorème de Rellich hors programme, voir TD3 Exo5 et 5ANA1 



Convergence de la méthode
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Théorème :

/ 32S. Fliss — Introduction à la méthode des éléments finis

<latexit sha1_base64="Pl7+YE09P1Kn0Xa96+Z3qQRIlFM="> </latexit>

Soit (Th)h>0
une suite de maillages régulière de Ω. Si u ∈ C

0(Ω) et pour tout Tl ∈ Th, u ∈ H
k+1(Tl )

il existe C une constante indépendante de h et de u telle que

‖u − uh‖H1(Ω) ≤ Chk
)

Ne

∑
l=1

|u|2k+1,Tl

) 1

2

<latexit sha1_base64="cj8bpR/xz3U/6V9/FmJujieARm0="></latexit>

‖v −Πk
hv‖2H1(Ω) =

∫

Ω

|∇ (v −Πk
hv)|2 dΩ+

∫

Ω

(v −Πk
hv)

2 dΩ
Preuve

<latexit sha1_base64="Wa5sCYEyxGSgLSDaXuzIjLYhXrE="></latexit>

Z

Ω
(v −Πk

hv)
2 dΩ =

Ne

∑
l=1

���v −Πk
hv

���
2

0,Tl

≤ C
Ne

∑
l=1

h2k+2
l |v |2k+1,Tl

où
<latexit sha1_base64="euy0s5HMkKfW5UVrr5BxphgjRJs="></latexit>

Z

Ω
|∇ (v −Πk

hv)|2 dΩ =
Ne

∑
l=1

���v −Πk
hv

���
2

1,Tl

≤ C
Ne

∑
l=1

h2k+2
l

ρ2l
|v |2k+1,Tl

et
<latexit sha1_base64="eWih3/6VbGn66s71QB7ETxK391Q="></latexit>

∀Th, ∀Tl ∈ Th,
h(Tl )
ρ(Tl )

≤ δComme la suite de maillage est régulière
<latexit sha1_base64="5gNoGBlCR00TwtD0PPnmF5gnWcQ="></latexit>

‖v −Πk
hv‖2H1(Ω) ≤ C (δ2 + h2)h2k

Ne

∑
l=1

|v |2k+1,Tl
on en déduit

<latexit sha1_base64="im5e+MTmuCSB4jtTOxAiQHPMho0="></latexit>

On rappelle que uh ∈ Vk
h .



Convergence de la méthode
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Théorème :
<latexit sha1_base64="Pl7+YE09P1Kn0Xa96+Z3qQRIlFM="> </latexit>

Soit (Th)h>0
une suite de maillages régulière de Ω. Si u ∈ C

0(Ω) et pour tout Tl ∈ Th, u ∈ H
k+1(Tl )

il existe C une constante indépendante de h et de u telle que

‖u − uh‖H1(Ω) ≤ Chk
)

Ne

∑
l=1

|u|2k+1,Tl

) 1

2

Remarques:                            ! • ce résultat de convergence nécessite une hypothèse de régularité sur la solution.

<latexit sha1_base64="im5e+MTmuCSB4jtTOxAiQHPMho0="></latexit>

On rappelle que uh ∈ Vk
h .

• Si k=1 (i.e. quand on utilise des éléments finis de Lagrange    ) et si      
<latexit sha1_base64="GUvyAG2YW+Kn3utFd1YLlkfs6qs="></latexit>

P1

alors la méthode converge à l’ordre 1 en norme 
<latexit sha1_base64="PPhJNXgXwcWwW6CkzUFA+mhpO/4="></latexit>

∀Th, ∀T!, u ∈ H
2(T!)

<latexit sha1_base64="Fp3n0Ac82OxsoiiPwXwCy1u1lGE="></latexit>

H
1

Exemples :

<latexit sha1_base64="CZkYiVE5+Jvg6+Oj78GZJ5+xpog="></latexit>

Si Ω = Ω1 ∪Ω2 avec Ω1 et Ω2 convexe et κ constant par domaine
u ∈ H

2(Ω1) et u ∈ H
2(Ω2) mais u #∈ H

2(Ω)
<latexit sha1_base64="UC9trCZkdLgrU7e0vKyir74M1hs="></latexit>

∀Th, ∀!, T! ⊂ Ω1 ou T! ⊂ Ω2 ⇒ ∀Th, ∀T!, u ∈ H
2(T!)

<latexit sha1_base64="qAqzQoURYDX1XBvSWijMIlIpSyo="></latexit>

κ1
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Théorème :
<latexit sha1_base64="Pl7+YE09P1Kn0Xa96+Z3qQRIlFM="> </latexit>

Soit (Th)h>0
une suite de maillages régulière de Ω. Si u ∈ C

0(Ω) et pour tout Tl ∈ Th, u ∈ H
k+1(Tl )

il existe C une constante indépendante de h et de u telle que

‖u − uh‖H1(Ω) ≤ Chk
)

Ne

∑
l=1

|u|2k+1,Tl

) 1

2

Remarques:                            ! • ce résultat de convergence nécessite une hypothèse de régularité sur la solution.

• Si k=1 (i.e. quand on utilise des éléments finis de Lagrange    ) et si      
<latexit sha1_base64="GUvyAG2YW+Kn3utFd1YLlkfs6qs="></latexit>

P1

<latexit sha1_base64="im5e+MTmuCSB4jtTOxAiQHPMho0="></latexit>

On rappelle que uh ∈ Vk
h .

alors la méthode converge à l’ordre 1 en norme 
<latexit sha1_base64="PPhJNXgXwcWwW6CkzUFA+mhpO/4="></latexit>

∀Th, ∀T!, u ∈ H
2(T!)

<latexit sha1_base64="Fp3n0Ac82OxsoiiPwXwCy1u1lGE="></latexit>

H
1

• Par contre si on utilise des E.F. d’ordre au moins 2, une vitesse de convergence meilleure  
n’est pas garantie. Il faudrait que u soit encore plus régulière.

• Si la solution n’est pas régulière, cette convergence n’implique pas  
une convergence ponctuelle de u ou de ses dérivées.



• Il faut prendre en compte la régularité de la solution avant de choisir l’espace de discrétisation 

Attention à l’éventuelle perte de regularité locale

• L’erreur sur la solution n’est pas uniforme sur le domaine 
- On peut donc raffiner localement le maillage

22

Théorème :

/ 32S. Fliss — Introduction à la méthode des éléments finis

<latexit sha1_base64="pJBtof3SmZM/Gb7vLnOH7NuFDuM="></latexit>

Soit (Th)h>0
une suite de maillages réguliers de Ω. Si u ∈ C

0(Ω) et pour tout Tl ∈ Th, u ∈ H
p+1(Tl ),

il existe C une constante indépendante de h et de u telle que

‖u − uh‖H1(Ω) ≤ Chβ

)
Ne

∑
l=1

|u|2k+1,Tl

) 1

2

où β = min(k , p)
<latexit sha1_base64="im5e+MTmuCSB4jtTOxAiQHPMho0="></latexit>

On rappelle que uh ∈ Vk
h .

Remarques:                            !

<latexit sha1_base64="5kAQNLtrN0sxb2ByGUd4FLglt+o="></latexit>

Si κ est une constante et Ω est un domaine en forme de L (donc non convexe)
<latexit sha1_base64="x0fDqcN8cjPNmTN/9vmpD579N0I="></latexit>

u ∈ H
s (Ω) ⇒ ∀Th, ∀T!, u ∈ H

s (T!) avec s < 5/3

Exemple



Estimation en fonction des données

• Remarque: Si u n’est pas assez régulière on va perdre un ordre de convergence
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Théorème :

/ 32S. Fliss — Introduction à la méthode des éléments finis

<latexit sha1_base64="4+tWAn2qNP3yP0Q3m9mySkTfmFY="></latexit>

Soit Ω un ouvert convexe polygonal et (Th)h>0
une suite de maillages réguliers de Ω. Soit uh ∈ Vh,

l’approximation interne par la méthode des éléments finis P1 pour d ∈ {2, 3}. On suppose par ailleurs
que f ∈ L2(Ω). Alors il existe C est une constante indépendante de h et de u telle que

‖u − uh‖H1(Ω) ≤ Ch‖u‖2,Ω

et surtout
‖u − uh‖H1(Ω) ≤ Ch‖f ‖L2(Ω)

<latexit sha1_base64="OijYbXo2I1tKhvHVd3nRE78UWx0="></latexit>

∀s ≤ smax ≤ 1, ‖u − uh‖H1(Ω) ≤ Csh
s‖u‖1+s,Ω

‖u − uh‖H1(Ω) ≤ Csh
s‖f ‖L2(Ω)



• Pour 

Exemple numérique
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IsoValue
-1.07294
-0.915719
-0.810908
-0.706096
-0.601284
-0.496473
-0.391661
-0.286849
-0.182037
-0.0772258
0.027586
0.132398
0.237209
0.342021
0.446833
0.551645
0.656456
0.761268
0.86608
1.12811

IsoValue
-1.10956
-0.950554
-0.844551
-0.738549
-0.632547
-0.526545
-0.420542
-0.31454
-0.208538
-0.102536
0.00346637
0.109469
0.215471
0.321473
0.427475
0.533477
0.63948
0.745482
0.851484
1.11649

IsoValue
-1.10639
-0.948117
-0.842599
-0.737081
-0.631563
-0.526045
-0.420527
-0.315009
-0.209491
-0.103972
0.00154563
0.107064
0.212582
0.3181
0.423618
0.529136
0.634654
0.740172
0.845691
1.10949

10�1.2 10�1 10�0.8

10�0.6

10�0.4

10�0.2

100

h

er
ro
r

1

<latexit sha1_base64="7cdGjHmRA1bls9iF1ZsaG3uUQmE="></latexit>

f (x , y) = (2π2 + 1) cos(πx) cos(πy) et κ = 1

<latexit sha1_base64="p27YAUoNeSbLq7L21fU/da/v5V0="></latexit>

u − uh

<latexit sha1_base64="1+yUeEfcJlsH3mp2MNFRQRPCVeg="></latexit>

Th

<latexit sha1_base64="cBW9+Z0TWsKzwIErPqnIkPjv+0U="></latexit>

uh ∈ V1
h

IsoValue
-0.0952027
-0.080881
-0.0713332
-0.0617854
-0.0522376
-0.0426898
-0.033142
-0.0235941
-0.0140463
-0.00449852
0.00504929
0.0145971
0.0241449
0.0336927
0.0432405
0.0527883
0.0623361
0.0718839
0.0814318
0.105301

IsoValue
-0.0274947
-0.0236833
-0.0211424
-0.0186015
-0.0160606
-0.0135197
-0.0109788
-0.00843795
-0.00589706
-0.00335616
-0.000815264
0.00172563
0.00426653
0.00680742
0.00934832
0.0118892
0.0144301
0.016971
0.0195119
0.0258641

IsoValue
-0.00805136
-0.00693514
-0.00619099
-0.00544684
-0.00470269
-0.00395854
-0.0032144
-0.00247025
-0.0017261
-0.000981949
-0.000237801
0.000506348
0.0012505
0.00199465
0.00273879
0.00348294
0.00422709
0.00497124
0.00571539
0.00757576



Exemple numérique
• Pour 
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IsoValue
-1.07294
-0.915719
-0.810908
-0.706096
-0.601284
-0.496473
-0.391661
-0.286849
-0.182037
-0.0772258
0.027586
0.132398
0.237209
0.342021
0.446833
0.551645
0.656456
0.761268
0.86608
1.12811

IsoValue
-1.10956
-0.950554
-0.844551
-0.738549
-0.632547
-0.526545
-0.420542
-0.31454
-0.208538
-0.102536
0.00346637
0.109469
0.215471
0.321473
0.427475
0.533477
0.63948
0.745482
0.851484
1.11649

IsoValue
-1.10639
-0.948117
-0.842599
-0.737081
-0.631563
-0.526045
-0.420527
-0.315009
-0.209491
-0.103972
0.00154563
0.107064
0.212582
0.3181
0.423618
0.529136
0.634654
0.740172
0.845691
1.10949

IsoValue
-1.09954
-0.941935
-0.836866
-0.731798
-0.626729
-0.52166
-0.416592
-0.311523
-0.206455
-0.101386
0.00368271
0.108751
0.21382
0.318889
0.423957
0.529026
0.634094
0.739163
0.844232
1.1069

IsoValue
-1.10536
-0.947445
-0.842167
-0.73689
-0.631612
-0.526335
-0.421057
-0.315779
-0.210502
-0.105224
5.34536e-05
0.105331
0.210609
0.315886
0.421164
0.526441
0.631719
0.736997
0.842274
1.10547

IsoValue
-1.10527
-0.947373
-0.842109
-0.736844
-0.63158
-0.526316
-0.421052
-0.315788
-0.210523
-0.105259
5.16592e-06
0.105269
0.210534
0.315798
0.421062
0.526326
0.631591
0.736855
0.842119
1.10528 10�1.2 10�1 10�0.8

10�2

10�1

h

er
ro
r

2

<latexit sha1_base64="7cdGjHmRA1bls9iF1ZsaG3uUQmE="></latexit>

f (x , y) = (2π2 + 1) cos(πx) cos(πy) et κ = 1

<latexit sha1_base64="1+yUeEfcJlsH3mp2MNFRQRPCVeg="></latexit>

Th

<latexit sha1_base64="YWJAg2P4DkcxH/1k9eUaMYjwJaw="></latexit>

uh ∈ V2
h

<latexit sha1_base64="cBW9+Z0TWsKzwIErPqnIkPjv+0U="></latexit>

uh ∈ V1
h



Un cas où u n’est pas assez régulière
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10�1.2 10�1 10�0.8

10�3

10�2

h

er
ro
r

IsoValue
-0.0505652
0.0252826
0.0758478
0.126413
0.176978
0.227543
0.278108
0.328674
0.379239
0.429804
0.480369
0.530934
0.5815
0.632065
0.68263
0.733195
0.78376
0.834325
0.884891
1.0113

IsoValue
-0.0015112
-0.00129984
-0.00115894
-0.00101803
-0.000877126
-0.000736221
-0.000595316
-0.000454411
-0.000313506
-0.0001726
-3.16953e-05
0.00010921
0.000250115
0.00039102
0.000531925
0.00067283
0.000813736
0.000954641
0.00109555
0.00144781

IsoValue
-0.00225248
-0.00193642
-0.00172571
-0.001515
-0.00130429
-0.00109358
-0.000882877
-0.000672169
-0.000461461
-0.000250752
-4.00444e-05
0.000170664
0.000381372
0.00059208
0.000802788
0.0010135
0.0012242
0.00143491
0.00164562
0.00217239

IsoValue
-0.00411263
-0.00354065
-0.00315932
-0.00277799
-0.00239667
-0.00201534
-0.00163402
-0.00125269
-0.000871364
-0.000490038
-0.000108712
0.000272614
0.000653939
0.00103527
0.00141659
0.00179792
0.00217924
0.00256057
0.00294189
0.00389521

2

⅔

1

<latexit sha1_base64="JH5X6knQlv5WgG7spIP/zbW36IY="></latexit>

uh ∈ V1
h

<latexit sha1_base64="AO9PvBwHA8qaom15ekwvw5T2s30="></latexit>

uh ∈ V2
h

Solution de référence calculée sur un maillage très fi



Séance 6 : Analyse numérique de la méthode des éléments finis
Problème modèle et hypothèses 

Convergence de l’approximation interne 
Vitesse de convergence 

Autres erreurs 



Erreur sur la donnée
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<latexit sha1_base64="iUJi3wf5cqDDc1Yvz7wSztXVDUA="></latexit>

∀vh ∈ Vh, a(ũh, vh) = !h(vh) où !h(vh) =
∫

Ω
(Π1

hf )v dΩ

<latexit sha1_base64="tqmIk2NUHXb9UZlU2KFS+FHoPyA="></latexit>

ν‖uh − ũh‖2H1(Ω) ≤ a(uh − ũh, uh − ũh) =
∫

Ω

(f − (Π1

hf ))(uh − ũh) dΩ ≤ ‖f − (Π1

hf )‖L2(Ω)‖uh − ũh‖L2(Ω)

<latexit sha1_base64="jlhdHRZBpO17V4mrYW/4xMl5dao="></latexit>

‖u − ũh‖H1(Ω) ≤ Ch

)
Ne

∑
l=1

|u|2
2,Tl

) 1

2

+
C ′

ν
h2

)
Ne

∑
l=1

|f |2
2,Tl

) 1

2

≤ C ′′h(1+ h)‖f ‖L2(Ω)

<latexit sha1_base64="Rvwxi3RNvCvdS4fP+yMHNCCBIOU="></latexit>

‖u − ũh‖H1(Ω) ≤ ‖u − uh‖H1(Ω) + ‖uh − ũh‖H1(Ω)

• Par inégalité triangulaire

<latexit sha1_base64="9Tm5tKMv4RAA/wRXvXqzac1pLxE="></latexit>

‖u − uh‖H1(Ω) ≤ Ch

)
Ne

∑
l=1

|u|2
2,Tl

) 1

2

<latexit sha1_base64="hpXGUzlLo2J7MBYBlqw8UVngYCI="></latexit>

‖f −Π1
hf ‖L2(Ω) ≤ C ′h2



 ∑
l∈J1,NeK

|f |22,Tl





1
2

où on a d’après ce qui précède

et

• Par ailleurs  

• On en déduit

• Donc la vitesse de convergence n’est pas modifiée par l’approximation de f

• Dans la pratique, nous avons plutôt calculé avec des EF P1



Plus généralement erreur de quadrature
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<latexit sha1_base64="gdEZGlcAcWaKXmr3CffnuSIELW8="></latexit> ∫

Ω
κ(x)∇ uh(x) ·∇ vh(x) dΩ = ∑

Tl∈Th
∑

1≤n≤Nq

αlnκ(ϕl (q̂n))∇ uh(ϕl (q̂n)) ·∇ vh(ϕl (q̂n))

<latexit sha1_base64="+VyBzCA368mz6gx5KrXaEjr+dNo="></latexit>

∀vh ∈ Vh, ah(uh, vh) = !h(vh)

Lemme de Strang (admis) :
Si les ah forment une famille stable, i.e. 
 
 
alors il existe une constante C indépendante de h telle que 
 

<latexit sha1_base64="+oVGfkzQM1BlEF3MNnIEDHWRies="></latexit>

∃β > 0, ∀vh ∈ V , sup
wh∈Vh

ah(vh,wh)
‖wh‖V

≥ β‖vh‖V ,

erreur de consistance

<latexit sha1_base64="QT4YO2qQO5OnXYCkAs96UIefSe8="></latexit>

‖u − uh‖V ≤ C inf
vh∈Vh

{
‖u − vh‖V + sup

wh∈Vh

|a(vh,wh)− ah(vh,wh)|
‖wh‖V

+ sup
wh∈Vh

|!(wh)− !h(wh)
‖wh‖V

}

<latexit sha1_base64="GVebwFTBHhjFF+vbueTWkhXfGm4="></latexit> ∫

Ω
(Πm

h κ)(x)∇ uh(x) ·∇ vh(x) dΩ

• ce qui revient à analyser l’erreur commise en utilisant des approximation du type

• On considère l’approximation par quadrature

• On résout donc en pratique une formulation variationnelle de la forme



Domaine courbe
• On approche un domaine courbe par une séquence de maillages polyédriques telle que 
 
 
 
 
 
 

• Dans ce cas nous n’avons plus une approximation interne 
• Mais on arrive tout de même à montrer que si 
 
mais si  
 

• Donc la méthode n’est pas très satisfaisante au delà du    .  

• Dans le cas général on introduit une description courbe (   ) de la géométrie.  
• On parle d’éléments finis isoparamétriques 
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<latexit sha1_base64="f5mKRPmFx4BKpGcLT3hv1N20q/c="></latexit>

dist(∂Ω, ∂Ωh) ≤ Ch2

<latexit sha1_base64="8eu+ZIKtQV+TAl404vQj/4ICH9o="></latexit>

Vh !⊂ V

<latexit sha1_base64="E1RTCc1geosYH6rCDSUwGZRkNu0="></latexit>

Pk

<latexit sha1_base64="7R0TPFY0qCme6am+8vjUdOnpZzA="></latexit>

P1

<latexit sha1_base64="Mqo6cuk2O7nPPEx0ip5FBKzFIes="></latexit>

‖u − uh‖H1(Ω) ≤ Ch
3

2 |u|k+1,Ω

<latexit sha1_base64="d74idz7q4BdFb9CkiuwNaqIR9FU="></latexit>

‖u − uh‖H1(Ω) ≤ Ch|u|2,Ω

<latexit sha1_base64="gFP6mQ7KKsLevXpywH1J8QuHHlM="></latexit>

k = 1 et u ∈ H
2(Ω)

<latexit sha1_base64="IAwdAIKOOLI+QZcLGHb6Kcf9Ll4="></latexit>

k ≥ 2 et u ∈ H
k+1(Ω)



Théorème de Aubin-Nitsche

• Preuve: On introduit un problème auxiliaire, où on cherche                tel que  
 

• pour lequel on a l’estimation 
 

• On en déduit, en supposant que 
 

• On obtient donc bien
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Lemme d’Aubin Nitsche :

Pour la méthode des éléments finis     on a sous les mêmes conditions le résultat de convergence L2 :
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<latexit sha1_base64="CP78bdnlbCZsvPoesn28cvH3ssA="></latexit>

‖u − uh‖L2(Ω) ≤ Ch2‖f ‖L2(Ω)

<latexit sha1_base64="7R0TPFY0qCme6am+8vjUdOnpZzA="></latexit>

P1

<latexit sha1_base64="CP78bdnlbCZsvPoesn28cvH3ssA="></latexit>

‖u − uh‖L2(Ω) ≤ Ch2‖f ‖L2(Ω)

<latexit sha1_base64="7HAUmk92MIKbWteXaHhqtYkgTR8="></latexit>

w ∈ H
2(Ω)



Examen la semaine prochaine sans documents
Programme: tout ce qui a été fait jusqu’à présent. 

Je réponds aux questions dans mon bureau le vendredi 17 après midi. 

Un amphi d’ouverture suivra.


