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Probléeme modéle

Soient Q C IRY un ouvert polygonal, x € L®(Q), f € L?(Q)
0<xg <K<K

On cherche la solution  dans V = H'(Q)

—div(x(x)V u(x)) + u(x) = f(x), xe€Q
9 ) =0 « € 90

on
ﬂ .' voir Amphi 2

On cherche la solution « dans V = H(Q)

a(u,v) = /Q ()Y u(x) - T v(x) + u(x)v(x)] dO
() = [

On vérifie que le théoreme de Lax-Milgram s'applique! Iyl voir Amphi 3

VveV, a(uv)=14L(v) ou -
v(x) dQ
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Maillage 2D

Définition : Maillage triangulaire

Soit Q un ouvert connexe polyédrique de IR?. Un maillage triangulaire de Q est un ensemble de N, triangles
{Tit1<i<n. tels que

@)
= Tout triangle Tj est d'intérieur non vide (c'est-a-dire T, # &). On définit alors p, le rayon du cercle
inscrit au triangle T, et hy le rayon du cercle circonscrit.

O

. Tkﬂ%klzgsikyék’,

m UéTk:Q1

= toute aréte d'un triangle est soit une aréte d'un autre triangle soit une aréte portée par la frontiere 0X2.

Pas du maillage

h: MaxXx h/
1</< N,
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Séquence de maillages

Hypothese

Soit (7h)p~o une suite de maillages de €2. On suppose que la famille de maillages (7p)p est réguliere,
c' est a dire que

1. la suite h = max,c7, h(T;) tend vers 0,

2. il existe une constante C telle que, pour tout h > 0 et tout T € Ty,

h(T)

o(1) = ¢

A Remarques:

o Parfois, on définit h comme étant max,c7, diam(T;) ot diam(T) = MaX(y y)e T2 x =y

c'est équivalent car C; max diam(T;) < h < G max diam(Ty)
T/€Th Ti€Th

e En dimension d = 2 la condition est équivalente a la condition suivante sur les angles du triangle T: |l
existe un angle minimum 6g > 0 qui minore (uniformément en h) tous les angles de tout T € 7,
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Séance 6 : Analyse numérique de la méthode des éléments finis

Probleme modele et hypotheéses
Convergence de |'approximation interne
Vitesse de convergence
Autres erreurs



Formulation variationnelle discrete

AN

e On écrit la formulation variationnelle dans un espace de dimension finie Vj = V,/,( C Hl(Q) ol
Vi = V;,( = {vh c CO(Q) tel que v, ‘T; c IP, pour tout T; € Th}

ou IP, (T;) désigne I'ensemble des polyndmes multivariés sur T; de degré au maximum k

e La formulation variationnelle discréte s écrit

On cherche v, € V), telle que Vv, € V4, a(up, vy) = £(vp)

Lemme de Ceéa :

pg.| Erreur de meilleure approximation
a

_ < 2 inf |ju— |
Ju—uplly < =2 inf [lu= vyl

ou M, est la constante de continuité de a, et & sa constante de coercivité

Preuve au tableau

‘@, INSTITUT . . N p 2= .
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Un résultat abstrait de convergence

Proposition

On suppose qu'il existe un sous-espace )V dense de V et, pour chaque h, une application ry, : W — V)
tels que
VveW, liml|lv—ryvl]y =0,
h—0
alors
I — = 0,
lim | — u
Preuve Soit ¢ > 0, W est dense dans V donc, il existe w € W tel que |[u — wl|y < 2
a
Par hypothese, il existe h(e) > 0 tel que Vh < h(e), |lw— rpw]ly < 27\; .
D'apres le lemme de Céa, nous avons donc °
M, M,
Ju—unlly < =2u—rwly < =2 {llu=wly+[lw—rawly| <

Corollaire

Pour notre probléeme modéle, on a convergence de la méthode EF

I — = 0,
lim ([ — up |

Il suffit de choisir W = C®(Q), rp, = I_Iﬁ et d utiliser ce que nous allons faire dans la suite pour la convergence
dans W.Ce résultat est vrai sans hypothése supplémentaire sur u.

@\, INSTITUT . . N . 2z -
'2 roLyTEchNiaue S, Fliss — Introduction a la méthode des éléments finis 10 / 35




Séance 6 : Analyse numérique de la méthode des éléments finis
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Vitesse de convergence
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Vitesse de convergence

Définition : Vitesse de convergence

On dit que |'approximation interne est convergente a |'ordre B s'il existe une constante C > 0, indépendante
de h telle que

Ju—uplly < CHP.

M,
Comme lu—uplly < — inf [ju— vy

¢ VhEV

on est donc ramené 3 étudier la vitesse de convergence de inf ||u— vp||yp,
VhEV/:
Erreur de meilleure approximation

ACe résultat va dépendre de la régularité de u !

> INSTITUT
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Opérateur d'interpolation

Définition : Opérateur d’'interpolation

On appelle opérateur d'interpolation P |'application linéaire I’I,’; de CO(Q) dans VX, définie par
N

vv e C°(Q), (Mfv)(x) = Zl v(Sj)$;(x),
£

ou la famille {¢;, j € [1, N]} est la base éléments-finis de IP

I'Iﬁv est I'unique fonction de V), qui prend les mémes valeurs que v aux noeuds (S;);

- Exemple v: (x,y) — x?y?

sariih

i

OQOLVTE%%D IN T . . N Pe |~ .
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Opérateur d'interpolation

Définition : Opérateur d’'interpolation

On appelle opérateur d'interpolation P |'application linéaire I_I,/g de CO(Q) dans VX, définie par
N
I'e) k
Vv e CO(Q), (Mgv)(x) = Y, v(Sj)¢;(x),
j=1
ou la famille {¢;, j € [1, N]} est la base éléments-finis de IP

Proposition

| 'opérateur I’Iﬁ est un opérateur de projection.
\V/Vh - V/;, I'Iﬁvh = Vp

ARemarque: on aimerait utiliser I’Iﬁu dans le lemme de Céa

M, M,
|u— uplly < — inf HU_Vh||V<_HU_n ullH1(q)
X vpeV)

Question : est ce que la solution u est dans C°(Q) 7

Q: :F;ESLE‘T:{CITQN'GUE S. Fliss — Introduction a la méthode des éléments finis 14 / 35



Régularité de la solution

Proposition : Régularité des espaces de Sobolev [ADMIS]

Si Q est un ouvert de frontiere suffisamment réguliére et si m > ¢ + k alors H™(Q) s'injecte de maniére
continue dans CK(Q), c'est a dire:

H™(Q) € CX(Q) et 3C>0, Yue H™(Q), |ullcrg) = sup ) [0%u(x)] < Cllullpm(e).

o)

- On en déduit que si d =1 alors H}(Q) ¢ C°(Q) mais c’est faux pour d > 2
si d = 2,3 alors H3(Q) c C°(Q)

Proposition : Régularité des espaces de solutions [ADMIS]

Si Q est un ouvert de frontiere suffisamment réguliere et si u € HY(Q) avec Au € L?(Q) et u = 0 ou

V u-n=0surdQ alors u € CO(Q)

Pour le probleme modéle, le coefficient x doit étre assez régulier ou
réguliers par morceaux par inclusions

@\, INSTITUT . . N . 2z -
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Ftude de I'erreur d'interpolation Hu N« uH|_|1 (Q)

D'aprés le lemme de Céa et si on suppose que u € C°(Q), on peut utiliser I'opérateur d'interpolation

M, M,
|u—uplly < == inf [Ju—wvylly < —=]lu— My ullh o)
X vyeV .
Erreur d’'interpolation

On se rameéne 3 |'étude d'erreurs d'interpolation locale

2
u— N — / — ¥ 2d§2+/ V(u— 1§ d{2
| H H1(Q) Q(U ht) o (v ht')

N, N, .
Z:/TE(U—I_I,ﬁu)2 dQ + Z/Tg V(u—l_lﬁu) dQ)
/=1 /=1

Definition : semi-normes locales

Sur chaque élément T, de 7T, on définit les semi-normes M%? =) / B‘Ofx‘l g V| d2.
B d Tg X1 Xd
o €N
a|=m
En particulier 1 1 1

> 2 2 2 2 12 2
Vo, T, = (/Tg v dQ) et |v]; 7, = (/Te Vv dQ) et |v|p 7, = (/Tg Vv dQ)
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Théoreme de Bramble Hilbert

Théoreme : Bramble-Hilbert

Pour tout triangle T; € Tj supposé non dégénéré, on note hy = h(T;) # 0 et pj = p(T;) # 0. Il existe
une constante C indépendante de T; telle que pour tout v € CO(T;) "HX1(T;) on a

K h/
Vme [0, k], [v—T v < C Vi1 T

Lemme 1: Retour a I'élément de réference :

Pour tout triangle T; € T, supposé non dégénéré, on note hy = h(T;) # 0 et p; = p(T;) # 0. Soient
meIN,veH"(T))et?V=vo@, € H™(T), il existe des constantes Cp, et C/, telles que

_ 1.,
Vim1, < Cmpy | det Ef[2]V] 5,

9]+ < Crb[det Bl 2 VimT o gi(x) = Ejox+d |\

Preuve: Changement de variable

2 ~ |2 ~ 12
Vi < [ 19 det(E))] @ < |det(E))| 917 ¢ N
Lo i A % 2
Vg, < [ 1T T o det() 0 < F Bl der())| [, 1900 < | det(Ep)] [ [V 940 - |EL]
'\ INSTITUT
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Preuve du théoreme de Bramble-Hilbert — étape 1ii

Lemme 2: inégalité sur I’élément de référence :

Soit ¥ I'opérateur d'interpolation sur (7’) Il existe une constante C telle que pour tout v & Hk+1(7')
on a

. .

=110 iy < ClV g 1

Ona v —Nly e H(l)([O, 1]) donc par l'inégalité de Poincaré |y — T ‘7‘L2(]0,1[) < C\\A// — (léll\A/)/\Lz(]o,lD

.. voir Amphi 3

1

De plus, (M) :/0 ' donc ¥/ — (M0) e H%([O, 1]) := {W c HY(]0,1]) | fol w = O}
donc par l'inégalité de Poincaré-Wirtinger, Il voir TD3, exo4.
~l (Al 1 ALl aN | al
O oy <17 V0 g 1 = 1720
: . ~  (Ala ~l Bl N/
On obtient: v— (11°0) 2(6,1) < [V — (I"7) 20,1 < |V |L2(]0,1[)

- Preuve dans le cas général : par I'absurde, on suppose qu'il existe une suite de fonctions qui ne vérifient
pas l'inégalité et on utilise le théoréme de Rellich Wil hors programme, voir TD3 Exo5 et 5ANAI

@\, INSTITUT . . N . 2z -
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Convergence de la méthode

Théoreme :

Soit (7h) g une suite de maillages réguliere de Q. Si u € C°(Q) et pour tout T; € Tp,
il existe C une constante indépendante de h et de u telle que

1
N, 2
k 2
||U_UhHH1(Q) < Ch (Zu|k+1,T,> .
=1 On rappelle que up € Vp.
Preuve
v — vl o /Q\y(v—n,’;v)|2dg2+/ﬂ(v—n,’;v)2dsz
N, N N,
ol /(v—ﬂﬁv)de:Z v — MKy <C2h2k+2\v\k+17-
Q =1 0.7; =1 |
B} , N . N, 2k—|—2 ,
et /Q\z(v—l_lhvﬂ dQ:Z v—ﬂhv Z ‘V|k+1,T,
[=1 [=1
. . o h(T/)
Comme la suite de maillage est réguliere V7, VT, €7, o(T)) <
Ne /
Ad i k. 112 2 2\ 1.2k 2
on en déduit v — nhVHHl(Q) < C(8° + h*)h Z |V|k+1,T,

OQOLVTEC‘%O TTTTTTTT . . N Ve | - - -
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Convergence de la méthode

Théoreme :

Soit (7h) g une suite de maillages réguliere de Q. Si u € C°(Q) et pour tout T; € Tp,
il existe C une constante indépendante de h et de u telle que

1
Ne 2
k 2
|u— UhHHl(Q) < Ch (Z U|k+1,T,)
=1

On rappelle que up, € V,lf.

ARemarques: e ce résultat de convergence nécessite une hypothése de régularité sur la solution.

o Si k=1 (i.e. quand on utilise des éléments finis de LagrangeP!) et si
VT, YTy, u € H?*(T;) alors la méthode converge a I'ordre 1 en norme HY

Exemples :

Si k € C1(Q), et Q est convexe alors on peut montrer que
uc H?(Q) = VT, u€H*(T))

Si 2 = Q1 U2 avec (21 et {2» convexe et k¥ constant par domaine
u € H?(Qq) et u € H?(Qs) mais u & H?(Q)
VT Y0 Ty CQiouTy, C Qo= VT, VTy, ue HA(T))

@\, INSTITUT . . N . 2z -
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Convergence de la méthode

Théoreme :

Soit (7h) g une suite de maillages réguliere de Q. Si u € C°(Q) et pour tout T; € Tp,
il existe C une constante indépendante de h et de u telle que

1
N, 2
k 2
||u—uhH|_|1(Q) < Ch Z‘u|k+1,T/ k
= On rappelle que uj € V.

ARemarques: e ce résultat de convergence nécessite une hypothése de régularité sur la solution.

o Si k=1 (i.e. quand on utilise des éléments finis de LagrangeP!) et si
VT, YTy, u € H?*(T;) alors la méthode converge a I'ordre 1 en norme HY

e Par contre si on utilise des E.F. d' ordre au moins 2, une vitesse de convergence meilleure
n est pas garantie. Il faudrait que u soit encore plus réguliere,

e Si |la solution n'est pas réguliére, cette convergence n'implique pas
une convergence ponctuelle de u ou de ses dérivées.

@\, INSTITUT . . N . 2z -
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Attention a |'éventuelle perte de regularité locale

Théoréeme :

Soit (7h)p~q une suite de maillages réguliers de Q. Si u € C%(Q) et pour tout T; € Tp,lu € HP1(T))

il existe C une constante indépendante de h et de u telle que

1
N 2
> \ -
lu—upllpr) < CH° (Y luliq 7, | ot p=min(k p)
[=1 On rappelle que up, € V,lf.

ARemarques: - Il faut prendre en compte la régularité de la solution avant de choisir I'espace de discrétisation

Exemple
Si k est une constante et {2 est un domaine en forme de L (donc non convexe)

VAVAVA
ve H Q)= VT, VTy, ue€ H>(T;) avecs <5/3 RORRAARIER
R

DAY,
S
</
)
<]

U INAKER
AyﬂzAgt“"é :‘S;:

ORI
DO OSSR
KD
:5’1av£51§1¢15::'5;: SRR ?A‘A‘AVA"A""Y"
KISR0 SEEISKISIAER
| _ , _ _ OERSES
S KRIRRRREEAINSATKINIOS
- L'erreur sur la solution n’est pas uniforme sur le domaine R KRR
R OKEIROOORESOS IS
. . RESRERARIASERER
- On peut donc raffiner localement le maillage S s
SOAAIIARARAARIIOAR
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Estimation en fonction des données

Théoréeme :

Soit 2 un ouvert convexe polygonal et (7Tp)p- une suite de maillages réguliers de Q. Soit up € Vy,
"approximation interne par la méthode des éléments finis IP; pour d € {2,3}. On suppose par ailleurs
que f € L2(Q). Alors il existe C est une constante indépendante de h et de u telle que

lu— upllHr (@) < Chllull2.0

et surtout
|u—upllhiq) < Chl[flli2q)

- Remarque: Si u n'est pas assez réguliére on va perdre un ordre de convergence

N\ 4
N Vv
55 gﬂ’ vmﬂsxg
SRR
Vs < <1 — < C.h° SRR
S5 > Smax > 1, Uu— Up HI(Q) = s Ul[1+5.0 55555,'42'5%'&
KPP
<K PK

S ROYAVAY,VAVAY % ‘hVAVAVAVAVAVAVAVAV

4 tnllve) = Gl ) S R

S A s

V
\/ N/ \/\/\/
SO NAVAVAVAY vV
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Exemple numérique

- Pour f(x,y) = (271° + 1) cos(7tx) cos(rty) et k =1

uhGVh
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\TUT
3 °

Exemple numérique

- Pour f(x,y) = (271° + 1) cos(7tx) cos(rty) et k =1

IsoValue IsoValue IsoValue

m-0.31454

l0:$8828837 T 0.107064 B )

3948
W0.745482
m0.851484
m1.11649

CIror
|
|

uhGVh

IsoVall
IsoValue Ear IsoValue —

m-0.526335 m-0.526316
.421052

416592 L]
m-0.315788 —

L
m-0.311523

W5.34536e-05
05331

10609
m0.315886

.16592e-06
.105269

.842274
m1.10547

10—1.2 1 —1 10—0.8
Up -~ Vh

YT
QO fey
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QTUT

Un cas ol u n'est pas assez réguliere

IsoValue

IsoValue

m-0.00239667
0.00201534
0.00163402
0.00125269
H-0.000871364

m-0.000108712
m0.000272614

Solution de référence calculée sur un maillage trés fin

m0.176978
m0.227543

m0.278108 2000703595
m0.328674 2000179555

m0.379239

m0.480369
m0.530934
W0.5815
W0.632065
m0.68263
m0.733195
m0.78376
m0.834325
m0.884891
m1.0113

m0.00217924
m0.00256057
m0.00294189
m0.00389521

ANANNANNAVANN,

IsoValue

m-0.00130429

-4.00444e-05
M0.000170664
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Séance 6 : Analyse numérique de la méthode des éléments finis

Probleme modeéle et hypotheéses
Convergence de |'approximation interne
Vitesse de convergence
Autres erreurs



Erreur sur la donnée

- Dans la pratique, nous avons plutot calculé avec des EF P1

Vv € Vi, alip, vp) = Lp(vp) ot £p(vy) = /Q

- Par inégalité triangulaire

- Par ailleurs
~ (12
VHUh — uhHHl(Q) < 3(

- On en déduit

(ﬂ})f)de
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Plus généralement erreur de quadrature

- On considére |'approximation par quadrature

/Q )V up(x) - Vve(x)d= Y Y anx(9/(gn)V un(9i(dn)) - ¥ vin(@i(an))
TeThp 1<n<N,

- ce qui revient 3 analyser |'erreur commise en utilisant des approximation du type
L 7)Y un(x) - ¥ v (x) d2

- On résout donc en pratique une formulation variationnelle de la forme Vv, € Vi,  an(up, vi) = £4(vp)

Lemme de Strang (admis) :

Si les ap, forment une famille stable, i.e.

46 >0, Vvp€V, sup 2 (Vh, Wh) > Bllvally,
weVy || Whlly

alors il existe une constante C indépendante de h telle que

, — , 4 —/
lu—uplly < C inf < |lu—wvylly + sup [a(vh, wh) — ap(Vh, wy)| - sup U(wp) — Lh(wp)
VhE€Vh WhEV} [whlly Wi EV) | wh !y
T T~——"_ _———

erreur de consistance

OQOLVTE%%D TTTTTTTT . . N Ve | - - -
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On approche un domaine courbe par une séquence de maillages polyédriques telle que

dist(9Q, 0Q,) < Ch?

D PRINS
: V)‘A‘AVAVA'A‘;Ag‘?# C VA

SRRSO
RSOOSR
> }"iga"" 2 ANAVAS NXTSALCKD
4 n‘¢VA74 v @ATAYAY I ¢ L“AVAVAVA'A'Q ‘vt
OVOAVSARIVNAANSANO
OVONBANNAZRAINDK]
AV, SAVAY AN AN AN A VA VAVAYATA (g, 00
AVAV‘V A\ VA""
AANNANAA

\/
2\
2\
PYAYS

N avAVA vsVi
SRR
AN\

S
QL

Dans ce cas nous n'avons plus une approximation interne V, ¢ V
Mais on arrive tout de méme a montrer que si k =1 et u € H*(Q)

. |u— upllhiq) < Chlulzq
mais si k > 2 et u € H*1(Q)

3
lu— upllH (@) < Ch2fulkyi1,0

Donc la méthode n'est pas trés satisfaisante au dela du I1.

Dans le cas général on introduit une description courbe (IPx) de la géométrie.
- On parle d'éléments finis isoparamétriques

% INSTITUT

LY T
?0
[ ]
1 SNOK
= c
5 :
1, <
DE \’"
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Théoreme de Aubin-Nitsche

Lemme d'Aubin Nitsche :

Pour la méthode des éléments finis I°1 on a sous les mémes conditions le résultat de convergence L2 :

|lu— uplli20) < CH°|IF|lL2(q)

- Preuve: On introduit un probléme auxiliaire, oti on cherche w € H(Q) tel que
a(v, w) = /Q (u—up)vdQ, veHY(Q).

- pour lequel on a |'estimation

|u— upllZ2i) = a(u— up,w) = a(u oy, w— n},w) < Mllw—niw o 10— oy
- On en déduit, en supposant que w & HQ(Q)
|u—unlli2iq) < Cuhllwlle ) Cohllflli2q) et par ailleurs [|wl|y2(q) < Csl|lu— ull 2
- On obtient donc bien
|u—unlliz@) < Ch°(IFll2q)
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Examen l[a semaine prochaine sans documents

Programme: tout ce qui a été fait jusqu'a présent.
Je réponds aux questions dans mon bureau le vendredi 17 apres midi..

Un amphi d ouverture suivra.



