La methode des
elements finis

Partie 1 : Approximation et discretisation (suite et fin)
Partie 2 : convergence de la methode (debut)

Sonia Fliss



Probleme avec une Condition de Neumann homogene

Trouver |'unique solution u dans H'(Q) de

—Au+u=*Ff dans Q
Vu-n=20 sur 012

)
Trouver |'unique solution u dans H'(Q) de
vv e H'(Q), a(u,v)=£(v) (P)

ou

(u, v) /Vu-Vde+/ude
Q

a S
Q
0 - / FvdQ
Q




Probleme avec une Condition de Neumann homogene

Soit u,, € Vy, solution de
Trouver u,, € V! telle que a(un,vh) =£(vh), Yvh € Vi  (EV.)

ot Vi ={vn €C°(Q2), VL€ {l,...,Nii}, Vn| € P}
Soit (Wi)icin, jla base de Vi définie par

v'yJ = {17°"7N50m}7 WJ(SI) e 5IJ
On a montre que
€ V}, solution de (FV.,) < Vie [Lnn], a(u,,wi)=~4(w;)

NSOm
o En utilisant que u;, = Z (S)W,
=1
€ V4, solution de (FV.,)
o

Vi € [1L,Nsom], Y Un(Si) a(wj, wi) = £(w;)
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Systeme matriciel

Trouver |'unique solutionu, dans V, C H'(Q) de
U L (Pn)

ou |A=K+M K,J_/VWJ VwidQ M= [ wjwdQ

0
f(wi) / fw;dQ

Q

On en deduit — Z (Si)wi




Assemblage et resolution

Calcul des coefficients des matrices M et K

Assemblage des matrices : boucle sur les triangles, Calcul des
matrices elementaires, Ajout des contributions de chaque
triangle dans les maftrices.

Calcul des coefficients du second membre IL ‘

Sif € €°(Q) on 'approche par son interpolée 1y f = > f(S;)w
N
som J 1

IL; ——/FW.dQ /ﬂhFWidQ—ZF Sj /WJ'WidQ:(M]F)i ou F; = f(S))
=

Q

Calcul de |'unique solution U € R de
all) = I,
ou A = K 4 M est inversible
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Validation

Pour valider le code, on choisit une geometrie simple (un
carre) et une fonction u qu'on souhaite approcher.
Attention elle doit verifier la condition aux limites.

On calcule ensuite le terme source associe.
u(x,y) = cos(mx) cos(my) est solution de

— AW —f dans Q
ssi f(x,y) = (2m° + 1) cos(mx) cos(my)
Vu-n=20 sur 0f2

La solution calculee semble
converger vers u.




Validation

Calcul de 'erreurL?
U — nlee % [Tt — upllie= 4/ H(US = TM(U> — )

Calcul de 'erreur en semi-norme H!

|74 — Vugllee & | V0u — V|l = 4/H(0 — DK (U — 1)
Nsom
ol on a approche u par son interpolée T, U = Z (Sj)w;
et ou = u(S;) et Ui = un(Si) j=1
On trace en rouge pointille
log h — log [|mhu — up|[2 /[l mhul|.e
et en bleu

logh — log [|[Vmau — Vug || 2/||Vhul| 2

Une regression lineaire montre que
2
[Tt — U |z ~ h

HVﬂh g V HLZ g h
Ceci sera justifie en Amphi 6.




Programme de la partie 1 de |'amphi

@ Conditions de type Fourier non homogenes
@ Prise en compte des conditions de Dirichlet homogenes

@ Formules de quadrature

® Autres exemples d’elements finis ...



Probleme avec une Condition de Fourier

Soient A > 0, f € L5(Q) et g € L%(0Q).
Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=Ff dans Q
Vu-n+Au=g suroQ

(:
Trouver u € H(Q) felle que Vv € H'(Q),

~
{/ [V - VV + V} dQ—l—)\/ Yo ’)/onﬁ:/lchQ—l— g’}/onﬂ
Q 00 /0 00

ety o




Systeme matriciel

Trouver |'unique solutionu,dans V;, C H'(Q) de
e (Pn)

ou A= KL NiEs AS avec Sij = / W; Wi dl’ matrice de masse

0Q surfacique

Li zé(wi) :/FWidQ—l— gWidF
Q 0Q

= up(Si)

Q

On en deduit — Z (Si)wi
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Assemblage et resolution

Calcul des coefficients des matrices M, K et S
Pour |'assemblage de la matrice S

Sij:/ WJ'WidF: /WJW|dF
oQ Ay

ot {A1,...,As...,AN, }est I'ensemble des arétes du bord.
S=0( initialisation )
Pour £=1,N; ( boucle sur les arétes )
Calcul de la matrice élémentaire S§¢'°" —

A, C0Q,S;,S;

Ajout des contributions dans la matrice
e Numaretes(ﬁ, l) T Numaretes(€ 2)

Si: =S +Si" S;i =S5+ S5°"

Al Q SJJ T SJ] i Selem Sji i S' + 5

Composi’rin des
aretes du bord




Assemblage et resolution

Calcul des coefficients des matrices M, K et S

Pour |'assemblage de la matrice S : boucle sur les aretes,
Calcul des matrices elementaires, Ajout des contributions de
chaque arete dans la matrice.

Calcul des coefficients du second membre

Li :g(Wi) — / FWid.Q gWidF
Q 0Q

Si g € €°(9Q) on utilise la fonction Thg € Vh, Thg= »  g(Sj)w;

Notez que mhg(S;) =|g(S;) si Sj€ 0Q
0, Si Sj §§ 0Q

Nsom

/gWi dl’ ~ / Thg W, dl ' = Zﬂ'hg(Sj)/ W; Wi dl 2 (SG)i ou G; = ﬂhg(si)
r I 1919,

=1
Calcul de |'unique solution 1J € RN~ de
A= L



Programme de cet amphi...

@ Conditions de type Fourier non homogenes
@ Prise en compte des conditions de Dirichlet homogenes

@ Formules de quadrature

® Autres exemples d’elements finis ...
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Condition aux limites de Dirichlet

RomOgefs Problematique

Trouver |'unique solution v dans H'(Q) de
—Au+u=+*Ff dans @
— 19, sur 012
()

Trouver |'unique solution udans Hy(Q) de
v e HYBY+ afu ,v) .o

a(u,v) /Vu Vde+/ude
0

/deQ

La condition aux limites est prise en compfte
dans la definition de |'espace :

ou
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Condition aux limites de Dirichlet

RomOgefs Problematique

Trouver |'unique solution u dans Hy(Q) de
v e Hi(12), a(u,v) =#4V

a(u,v) /Vu Vde+/ude
Q

/deQ

3 e 1
Question : peut on utiliser V|, pour
0 ecrire la formulation discrete ?
VL == {Vh = 60(5), VI € {1 ..... Nfl"i}) Vh"ﬁ 6 Pl}

ou

: choisir VI = VI N HL(Q)
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Condition aux limites de Dirichlet
homogene
Construction de | espace
Vi, = {vh e C2()E VUieth i Nw T, vh\,rl c P}
Fonctions de forme de V;
o Vi,j et Negmb, W;(Si) =
@ Support w; = U i

|, Si€7T,
0 @ Si le noeud S; est un noeud interieur

Wi © \7:1
@ Si le noeud S; est un noeud du bord
wi ¢ V}
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Condition aux limites de Dirichlet

homogene
Construction de |'espace

\N/l — {Vh & V|1,\, vh(Si) =0 5 c (9Q}
= {Vh = Va, Vh = Z Vh(si)wi}

I,S|¢8Q 5 Nl e 0)
= Vect{wi, S ¢ 0Q;}

Comment reconnaitre en pratique les noeuds interieurs de

ceux du bord?
Coommed

Tableau de coordonnees des
sommets




Condition aux limites de Dirichlet

homogeNne Application
Trouver l‘unique solution u,dans W Ho(Q) de
Aeklo-= (Pn)

N\

o AO = a(wj,w;), Si,S; ¢ 0Q  matrice N° x N°

f(wi) / fw;dQ

S;) ou on a decompose u, = 5 U (Si) Wi
Q i, Si200
N® inconnues
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Condition aux limites de Dirichlet

homogene
ik Mise en oeuvre

Calcul des coefficients de la matrice A = K + M matrice N x N
Calcul des coefficients du second membre L

Calcul de l'unique solution 11 € RM2~ de

Ax — L (Ph>
a(wj, wi) ( est inversible )
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Une illustration ou les points du bord
apparaissent en premier

Pour comprendre, on suppose que les sommets du bords

sont numerotes en premier (a(w), W)))s conetibe
Ags  Apr\ [(Us Lg
(a(wj, Wi))s;can,s,e50 —
A1p Arr Us L
(G(WJaWi))sigao,sjeaQ V\

(a(wj, Wi))s ¢oq,s;¢00

ce qu il faut résoudre pour le probleme de Dirichlet...

AIIUI s LI

lcommen’r changer le systeme?

Id O Us O
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Condition aux limites de Dirichlet

homogene

Mise en oeuvre

Dans le cas general on utilise le tableau Refneu pour
reconnaitre les noeuds du bord.

Y. e N ase

* * *..O
Yo Yoo e e

oo ol sk L
cee S Y

I R i o
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Condition aux limites de Dirichlet

homogene
S Mise en oeuvre
Dans le cas general on utilise le tableau Refneu pour

C it u u bord. Tné
reconnaitre les noeuds d ord ReF

|;Q®. @
& * *x - Y
O *x * *x - :
‘ ®
Q% 8- = ®
@
: ...**E
e % % K :
1\ gl CE o o LY

Methode de pseudo-elimination 7



Condition aux limites de Dirichlet

homogene
S Mise en oeuvre
Dans le cas general on utilise le tableau Refneu pour

C it u u bord. Tné
reconnaitre les noeuds d ord ReF

|;Q(')(). O
C * % - Y
(] * % % : :
‘ 0
O % 0O-- = 0
O
: ...**E
e % % K :
1\ w000 0F et 0

Methode de pseudo-elimination i



Condition aux limites de Dirichlet non

homogene
Soient f € L%(Q) et g € C°(0Q)
Trouver u € H'(Q) telle que | _ AL+ u—=f dans Q

)

Trouver u € H(Q) telle que u=g surdQ et

=g sur 0Q

Vv € Hy(Q) /ﬁ '€Vdf2—|—/ de:/deQ
o Q Q
"
Trouver u, € V; telle que u, = m,g surdQ et

\V/VhE\/?# /6 '€Vth—|-/ Vth:/FVth
Q Q Q

avec Mg = Z g(Si)wi

1,5,€00Q
En passant par un relevement, on pourrait revenir au cas

precedent mais on peut aussi ecrire...



Condition aux limites de Dirichlet non

homogene
Systeme matriciel
Trouver u;, = Z (Si)w; telle que uy(Si) = g(Si), Sj € 9Q et
i o R, S

ol | A% =a(wj,wi), S;€Q,S ¢IQ matrice N x N
L = ¢lwifi= / fwidQ,S; ¢ 0Q
Q

= & N° inconnues



Condition aux limites de Dirichlet non

homogene
ik Mise en oeuvre

Calcul des coefficients de la matrice A = K + M matrice N x N
Calcul des coefficients du second membre L

Pour comprendre, on suppose que les sommets du bords

sont numerotés en premier
Ags Agr Us Lg

A1g A1 Us Ly

ce qu il faut résoudre pour le probleme de Dirichlet non homogene...

AUg + AtUs = g et Ug = Gg

lcommen’r changer le systeme?

Id 0, UB GB

Arg Arr Uz Lz



Condition aux limites de Dirichlet non

homogene

Mise en oeuvre

Dans le cas general on utilise le tableau Refneu pour
reconnaitre les noeuds du bord.

Y. e N ase

* * *..O
Yo Yoo e e

oo ol sk L
cee S Y

I R i o
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Condition aux limites de Dirichlet non

homogene
ik Mise en oeuvre

Dans le cas general on utilise le tableau Refneu pour
C It u u bord. o
reconnaitre les noeuds d ord ReF

O 0 .. | g08,)
% Yo ¥ ede %
Yo S kel e ine .
® % 6 = |9(8&1)
%
. oo sk s E
seel e X e %
: 000t gl
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Condition aux limites de Dirichlet non

homogene
ik Mise en oeuvre

Dans le cas general on utilise le tableau Refneu pour
C It u u bord. o
reconnaitre les noeuds d ord ReF

100 5 _9(515
Y Y Y e %
% ekt .
010 = 198
Y
. ceoiiglel st E
ses. Soi Yo inle sl %

29



Programme de cet amphi...

@ Conditions de type Fourier non homogenes
@ Prise en compte des conditions de Dirichlet homogenes

@ Formules de quadrature

@ Autres exemples d'elements finis ...
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Formules de quadrature

Dans la méthode des EF, on doit souvent calculer des integrales sur des
elements du maillage
/ ©wdQ
T

On utilise souvent des formules de calcul de telles integrales, qui sont
exactes pour des polynomes d'un certain degré et approchees en généeral

En 1D: ce sont les formule des trapezes, de Simpson, de Newton Cotes,...

] S. sont les points de quadrature
CTORS L o(SEilan S
/7; SO 2k #(S) wi, sont les poids de quadrature

On dit qu'une formule de quadrature est d'ordre K quand elle integre
exactement les polynomes de degre K.

Si la formule de quadrature est d'ordre K alors il existe C>0 telle que

q
Vit G / pdQ — > wy p(S)| < C|Telhy ™
T

k=1
ou |T;| est l'aire de 7; et h, son diametre. 31




Formules de quadrature

Quelques exemples pour / @ d§2
Te S1:b S5 -L:5s
[ Te]

3
@ (0(S1) + ©(S2) + ©(S3)) d'ordre 1

) d'ordre O

| S1 + S3 B Sz + 33 d'ordre 2
20 + o232 + o 21 )

D'autres exemples pour/ pdQ ~ E Wq go(éq)
7-
q

SO
Sq (1/3,1/3) | (1/5,1/5) | (1/5,3/5) | (3/5,1/5) 4ordre 3
3 s, | -9/32° | 25/96 | 25/96 | 25/96

(0.0) (1.0)

voir le poly pour une formule d'ordre 5.
Remarques :@ les formules de quadrature d’ordre eleve sont souvent
calculées pour le triangle de reference. Il faut donc passer
du triangle courant au triangle de reference.

@ ces formules sont indispensables quand on s‘interesse a des
problemes avec coef. variables ou quand on utilise des EF d'ordre éleve... 3,



Programme de cet amphi...

@ Conditions de type Fourier non homogenes
@ Prise en compte des conditions de Dirichlet homogenes

@ Formules de quadrature

@ Autres exemples d’elements finis ...
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Element fini de Lagrange Pxen 2D

VE = {v, €C°(Q), Vle{1,...,Niil, vh\Tl c By}
ou Py espace vectoriel des polynomes de degre < K
Sur un triangle de reference,
P, ={ ax®+ by* + cxy +dx + ey + f }
Si, i € M;, i€ {1,2, 3}

Fonctions de base locale associees
4 iE{l,2,3} I iE{l, 2,3}

+ "
7
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Element fini de Lagrange Pxen 2D

VE = {v, €C°(Q), Vle{1,...,Niil, V|- € Py}
ou Py espace vectoriel des polynomes de degre < K
Sur un triangle de reference,
P; = { ax® + by® + cx®y + dxy® + p(x,Y), p(x,y) € P, }

Si,i€{1,2,3} Ti,iE{l,...,é} M
Fonctions de base locale associees

ni7i€{17273} "}/i,iE 1,,6} 14
©, o,




Element fini de Lagrange Pxen 2D

V= {vh €C%(Q), VI€{l,...,Ngi}, vh\Tl c Py}
ou Py espace vectoriel des polynomes de degré < K

Pour définir une base de V}

Vi Vi
Fonctions de base globales Fonctions de base globales
WilkS i 0 wi(S;) = I
2 types 3 types

dim Vﬁ — Nsom NG dim Va — Nsom i 2Nar 03 N’rri

Q Q




Element fini de Lagrange Pxen 2D

VI;\ = {Vh ECO(E), VI € {17°°°7N'|'I"i}7 Vh‘7T E]P)k}
ou Py espace vectoriel des polynomes de degré < K
Application et mise en oeuvre

@ Algorithme similaire pour |'assemblage des matrices
les matrices elementaires sont de plus grande taille

® Les matrices sont creuses
plus de termes non nuls par ligne

@ les calculs sont plus lourds mais |‘approximation est a
priori meilleure quand k augmente

a condition que la solution soit assez reguliere
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Programme de la partie 2 de |'amphi
Convergence de la methode des EF

@ Probleme modele
® Lemme de Cea

@ Convergence de |'approximation interne

@ On verra la prochaine fois : vitesse de convergence,
estimation d'erreur Hl et L2,...
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Quelques rappels...

Un probleme en formulation forte
Formulation variationnelle equivalente
Approximation
Méthode de Lax
Galerkin Milgram
Systeme lineaire Convergence ?
Al =iF Solution

39



Probleme modele

Trouver u € H'(Q) telle que (avec @ C R® un ouvert polygonal)
—div(ocVu) + u=f dans Q

oVu-n=0 sur dQ

avec f € L*(Q)et 0 € L™(Q), avec o(x) > 0o > 0 p.p. tout x € Q .

Ce probleme est équivalent a la formulation variationnelle (voir amphi 2)

Trouver u € H(Q) telle que

/((N Vv + v) dQ:/deQ, Wy € H(Q)
Q Q

On verifie que le theoreme de Lax-Milgram s’applique (voir amphi 3).

Dans la suite, on note la forme bilineaire

WAV cVvVwW + vw) dQ
/. )



Discretisation
Maillage
@ Toute arete d'un triangle est

soit une arete d'un autre triangle,
soit une arete portee par la frontiere

@(%l#@) 670—|ﬂ%|/:@5i|7£|/

On notera le pavage de Q compose de triangles : T = (71)icfi N ]

Pas du maillage h (qui sera amene a tendre vers 0)

h = max h ou h| est le rayon du plus petit cercle
1<I<Nyyi
contenant 7;

On introduit egalement pour chaque triangle 7; T
|
p| est le rayon du plus grand cercle inclus dans 7|
</



Discretisation
Maillage

Hypothese sur les maillages
On suppose que la famille de maillage (%h)n est reguliere

=0, mr A gl s 0
Pl

Remarque: @ en 2D, cette hypothese est éequivalente a la condition angulaire
1600 > 0, Vh > 0, VT, € Ty, 01, > 0p (07, plus petit angle de T,

Triangle non aplati Triangle aplati -> degénere

@ Cette hypothese est tout aussi importante en pratique que
pour |'analyse de convergence.

Exemple:
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Discretisation

. 1 , FV. discrete et lemme de Cea
Soit u € H'(Q2)solution de

Trouver u € H'(Q)telle que a(u,v) :/deQ, v e H(Q) (FV.)
Soit u,, € VE solution de 1

Trouver u;, € V telle que a(u;,vp) :/FVh dQ, Vv, € Vj (F.V.E)
Q

Lemme de Cea

Mq .
U —Upllme) £ — inf |lu — vullw(g)
\ ° oal VhGVﬁ . . P4
ou M est la constante de continuite et o celle de coercivite de a.

Preuve : 1. a est coercive et u—u, € H(Q) = a(u — up,u—uy) = affu — unllGg
2. W e VR cH(Q), uh — v, eH(Q) = —Vp) = —

Vh E h C ( )7 h ( k) a( ) Vh) ( Vh) :>a( Tt ’ _Vh) Vs O

—VhEVh = Cl( : —Vh): ( —Vh)
Conclusion: afu — unlGigy < a(u —up,u—up) 4+ a(u — up, U — V) = a(u — up, u — vy,
< Mgllu = Up (@) [[u — Vhllk(a)
”
= | Vv €V,, |u-— HHl(Q) < My/a| —VhHHl(Q)




Discretisation
FV. discrete et lemme de Cea

Lemme de Ceéa M,

— == —an N
| HHI(Q) = V:gth hHHl(Q)

ol M est la constante de continuite et o celle de coercivite de a.

Proposition
On suppose qu'il existe un sous espace W C H!(Q) dense dans H!(Q)
et une applicationr, : W — V¥ telle que

Vw e W, hme o5 rh(W)HHl(Q) == 0).

h—0
alors

lim = 1 =0

lim s — i o
Preuve : on va montrer queVv €V, lim inf ||v— vu|lv = O, puis il suffit d’utiliser le lemme
de Cea. de Al

Soient v € Vet € > 0,comme W est dense dans V, on sait que Iw e W, |v—w|y <eg/2

Pour ce w, on sait que Pl\irr(l)Hw —rh(W)|ly =0, i.e. Fhg >0, VYh €]0,hp[, [|[w—rn(w)|lv <e/2
—

Ceci implique que Vh €]0, ho[, [[V—rh(W)|lv < |[Vv—=w|v + |lw—rh(W)|ly <€

Comme r,(w) € Vi, on a Vh €]0,ho[, inf |[v—wu|lv <e, = lim inf |[v—wu|v =0,
VhEVH h—0 vhEV) 44



Discretisation
Vitesse de convergence

Pour notre probleme il suffit de choisir W = ¢'(Q) et d'utiliser ce
que nous allons faire la prochaine fois pour la convergence dans W
(ClV€C | — H:: )

Ce resultat est vrai pour toute solution u € H'(Q) !

Pouvons nous étre plus précis sur cette convergence ?

D'apres le lemme de Céa

Ma
— = - by
| HHI(Q) = V:gth hHHl(Q)
En étudiant comment se comporte inf [|u—Vhlu(o) vis a vis de h et k
VhEVh

on va determiner la vitesse de convergence de la methode!

Definition : Vitesse de convergence

On dit que |'approximation converge a l'ordre 3 (8 € R, § > 0)ssi
1@ (O H = HHl(Q) = Chﬁ

Ce resultat va dependre de la regularite de u! 4



Seance de tutorat

Prochain cours : le 4 novembre a 8h30. TP2 a 10h
le lundi 4 novembre de 16h a 18h
le vendredi 8 novembre apres midi

Sonia Fliss
(bureau 2230)
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