
La méthode des 
éléments finis

Partie 1 : Approximation et discrétisation (suite et fin)

Partie 2 : convergence de la méthode (début)

Sonia Fliss 
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Trouver l’unique solution   dans        de � ��(�)

�
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�
��u + u = f dans Ω

�u · n = 0 sur �Ω

Problème avec une Condition de Neumann homogène
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Problème avec une Condition de Neumann homogène
Soit          solution de  

Trouver          telle que �*�:�L

uh � V1

h
<latexit sha1_base64="4C6Vw6eMOhQUV3UfnHlk/HO94cA="></latexit>

uh � V1
h

<latexit sha1_base64="4C6Vw6eMOhQUV3UfnHlk/HO94cA="></latexit>

a(uh, vh) = �(vh), �vh � V1
h

<latexit sha1_base64="w6nzOID90sP8xA6tnDKZ8BQSWjw="></latexit>

où

�

V1
h =

�
vh � C0(Ω), �l � {1, . . . ,Ntri}, vh

��
Tl

� P1
�

<latexit sha1_base64="9/kEs5Ro1GQvICVyNrLrEAEl8ZQ="></latexit>

Soit              la base de     définie par��
�(wi)i��1,Nsom�

�M, N � {�, . . . ,2WSQ}, [N(7M) = �MN

On a montré que
YL � :L solution de  �*�:�L
 �M � ��, RL�, E(YL,[M) = �([M)�

En utilisant que =
�����

�=�
(��)���� ��

�

YL � :L solution de  �*�:�L


�i � �1,Nsom�,
Nsom�

j=1

uh(Si) a(wj,wi) = �(wi)

<latexit sha1_base64="UOTVprovd+prlsAqRB6034drQNo="></latexit>



Trouver l’unique solution   dans               de ��
A = LU (P�)

��
� � ��(�)

�

Kij =

∫

Ω
∇wj ·∇wi dΩ Mij =

∫

Ω
wj wi dΩA = K+Moù

On en déduit

Li = !(wi) =

∫

Ω
fwi dΩ

=
�����

�=�
(��)���� ��

��U� = (��)

Système matriciel
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Calcul des coefficients des matrices    et

Assemblage et résolution

5

M
<latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit><latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit><latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit><latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit> K

<latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit><latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit><latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit><latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit>

Calcul de l’unique solution            de 
A = LU
U

où               est inversible.

� RNsom

A = K+M

Assemblage des matrices : boucle sur les triangles, Calcul des 
matrices élémentaires, Ajout des contributions de chaque 
triangle dans les matrices.

Calcul des coefficients du second membre L
Si on l’approche par son interpolée πh f =

Nsom�

j=1

f(Sj)wjf � C0(Ω̄)

= (M F)i Fi = f(Si)oùLi =

�

Ω
fwi dΩ �

�

Ω
πhfwi dΩ

<latexit sha1_base64="aZ21WmLY3IpaKs4gCV+VcvEmfro="></latexit><latexit sha1_base64="aZ21WmLY3IpaKs4gCV+VcvEmfro="></latexit><latexit sha1_base64="aZ21WmLY3IpaKs4gCV+VcvEmfro="></latexit><latexit sha1_base64="aZ21WmLY3IpaKs4gCV+VcvEmfro="></latexit>

=
Nsom�

j=1

f(Sj)
�

Ω
wj wi dΩ

<latexit sha1_base64="qRQFYDfM5ubnnJh6BGGTbE8WL7s="></latexit><latexit sha1_base64="qRQFYDfM5ubnnJh6BGGTbE8WL7s="></latexit><latexit sha1_base64="qRQFYDfM5ubnnJh6BGGTbE8WL7s="></latexit><latexit sha1_base64="qRQFYDfM5ubnnJh6BGGTbE8WL7s="></latexit>



Validation 
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Pour valider le code, on choisit une géométrie simple (un 
carré) et une fonction u qu’on souhaite approcher. 
Attention elle doit vérifier la condition aux limites.  
On calcule ensuite le terme source associé.
u(x, y) = cos(πx) cos(πy)

<latexit sha1_base64="8qXzGs7THzQLwjDJT+gajfFNRRs=">AAADFXicjVFNixNBEO2MX2v8yurRy2AQEghhIoIeFBZWWA8e1sXsLmSGUNNTSZr0F909a4Zhfoe/wqs3b+LVgydB/4s9s1nZBAULunm896qquyrVnFkXRT9awZWr167f2LnZvnX7zt17nd37x1blhuKYKq7MaQoWOZM4dsxxPNUGQaQcT9Llfq2fnKGxTMl3rtCYCJhLNmMUnKemnYMybopMzDxNytEwamIQDZ9ugiqveqtB0X /p7bYXaxau+n9g0Q+nne5Fcvhv0CXrOJzutj7FmaK5QOkoB2sno0i7pATjGOVYtePcoga6hDlOPJQg0CZl89gqfOyZLJwp4490YcNezihBWFuI1DsFuIXd1mryb9okd7PnScmkzh1Ket5olvPQqbAeX5gxg9TxwgOghvm3hnQBBqjzQ97o0tTWSDd+Uq5yyajKcIvlbuUMeNKiE8Bk/atyfwF8mSow2YXgK9ZK7xWbM2cHb/wS5eDAIC77G+52LPE9VUKAzMo4s7ryN7OaQ2Fd0Uz3sgG19YYzMB4wruSWfOTFunealkdV9X+bPn4yHHn8NuruvVjvfIc8JI9Ij4zIM7JHXpNDMiaUfCTfyU/yK/gQfA6+BF/PrUFrnfOAbETw7TcUkP7r</latexit><latexit sha1_base64="8qXzGs7THzQLwjDJT+gajfFNRRs=">AAADFXicjVFNixNBEO2MX2v8yurRy2AQEghhIoIeFBZWWA8e1sXsLmSGUNNTSZr0F909a4Zhfoe/wqs3b+LVgydB/4s9s1nZBAULunm896qquyrVnFkXRT9awZWr167f2LnZvnX7zt17nd37x1blhuKYKq7MaQoWOZM4dsxxPNUGQaQcT9Llfq2fnKGxTMl3rtCYCJhLNmMUnKemnYMybopMzDxNytEwamIQDZ9ugiqveqtB0X /p7bYXaxau+n9g0Q+nne5Fcvhv0CXrOJzutj7FmaK5QOkoB2sno0i7pATjGOVYtePcoga6hDlOPJQg0CZl89gqfOyZLJwp4490YcNezihBWFuI1DsFuIXd1mryb9okd7PnScmkzh1Ket5olvPQqbAeX5gxg9TxwgOghvm3hnQBBqjzQ97o0tTWSDd+Uq5yyajKcIvlbuUMeNKiE8Bk/atyfwF8mSow2YXgK9ZK7xWbM2cHb/wS5eDAIC77G+52LPE9VUKAzMo4s7ryN7OaQ2Fd0Uz3sgG19YYzMB4wruSWfOTFunealkdV9X+bPn4yHHn8NuruvVjvfIc8JI9Ij4zIM7JHXpNDMiaUfCTfyU/yK/gQfA6+BF/PrUFrnfOAbETw7TcUkP7r</latexit><latexit sha1_base64="8qXzGs7THzQLwjDJT+gajfFNRRs=">AAADFXicjVFNixNBEO2MX2v8yurRy2AQEghhIoIeFBZWWA8e1sXsLmSGUNNTSZr0F909a4Zhfoe/wqs3b+LVgydB/4s9s1nZBAULunm896qquyrVnFkXRT9awZWr167f2LnZvnX7zt17nd37x1blhuKYKq7MaQoWOZM4dsxxPNUGQaQcT9Llfq2fnKGxTMl3rtCYCJhLNmMUnKemnYMybopMzDxNytEwamIQDZ9ugiqveqtB0X /p7bYXaxau+n9g0Q+nne5Fcvhv0CXrOJzutj7FmaK5QOkoB2sno0i7pATjGOVYtePcoga6hDlOPJQg0CZl89gqfOyZLJwp4490YcNezihBWFuI1DsFuIXd1mryb9okd7PnScmkzh1Ket5olvPQqbAeX5gxg9TxwgOghvm3hnQBBqjzQ97o0tTWSDd+Uq5yyajKcIvlbuUMeNKiE8Bk/atyfwF8mSow2YXgK9ZK7xWbM2cHb/wS5eDAIC77G+52LPE9VUKAzMo4s7ryN7OaQ2Fd0Uz3sgG19YYzMB4wruSWfOTFunealkdV9X+bPn4yHHn8NuruvVjvfIc8JI9Ij4zIM7JHXpNDMiaUfCTfyU/yK/gQfA6+BF/PrUFrnfOAbETw7TcUkP7r</latexit><latexit sha1_base64="8qXzGs7THzQLwjDJT+gajfFNRRs=">AAADFXicjVFNixNBEO2MX2v8yurRy2AQEghhIoIeFBZWWA8e1sXsLmSGUNNTSZr0F909a4Zhfoe/wqs3b+LVgydB/4s9s1nZBAULunm896qquyrVnFkXRT9awZWr167f2LnZvnX7zt17nd37x1blhuKYKq7MaQoWOZM4dsxxPNUGQaQcT9Llfq2fnKGxTMl3rtCYCJhLNmMUnKemnYMybopMzDxNytEwamIQDZ9ugiqveqtB0X /p7bYXaxau+n9g0Q+nne5Fcvhv0CXrOJzutj7FmaK5QOkoB2sno0i7pATjGOVYtePcoga6hDlOPJQg0CZl89gqfOyZLJwp4490YcNezihBWFuI1DsFuIXd1mryb9okd7PnScmkzh1Ket5olvPQqbAeX5gxg9TxwgOghvm3hnQBBqjzQ97o0tTWSDd+Uq5yyajKcIvlbuUMeNKiE8Bk/atyfwF8mSow2YXgK9ZK7xWbM2cHb/wS5eDAIC77G+52LPE9VUKAzMo4s7ryN7OaQ2Fd0Uz3sgG19YYzMB4wruSWfOTFunealkdV9X+bPn4yHHn8NuruvVjvfIc8JI9Ij4zIM7JHXpNDMiaUfCTfyU/yK/gQfA6+BF/PrUFrnfOAbETw7TcUkP7r</latexit>

est solution de �
�

�
��u + u = f dans Ω

�u · n = 0 sur �Ω
<latexit sha1_base64="uaGtXM604AVY/lvZYKMuhSuyJ+o="></latexit><latexit sha1_base64="uaGtXM604AVY/lvZYKMuhSuyJ+o="></latexit><latexit sha1_base64="uaGtXM604AVY/lvZYKMuhSuyJ+o="></latexit><latexit sha1_base64="uaGtXM604AVY/lvZYKMuhSuyJ+o="></latexit>

ssi J(\, ]) = (��� + �) cos(�\) cos(�])

IsoValue
-1.07294
-0.915719
-0.810908
-0.706096
-0.601284
-0.496473
-0.391661
-0.286849
-0.182037
-0.0772258
0.027586
0.132398
0.237209
0.342021
0.446833
0.551645
0.656456
0.761268
0.86608
1.12811

IsoValue
-1.10956
-0.950554
-0.844551
-0.738549
-0.632547
-0.526545
-0.420542
-0.31454
-0.208538
-0.102536
0.00346637
0.109469
0.215471
0.321473
0.427475
0.533477
0.63948
0.745482
0.851484
1.11649

IsoValue
-1.10639
-0.948117
-0.842599
-0.737081
-0.631563
-0.526045
-0.420527
-0.315009
-0.209491
-0.103972
0.00154563
0.107064
0.212582
0.3181
0.423618
0.529136
0.634654
0.740172
0.845691
1.10949

La solution calculée semble  
converger vers u.
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où on a approché u par son interpolée πh u =
Nsom�

j=1

u(Sj)wj

<latexit sha1_base64="2wuAUJb/2A6SctVgJoebaqugr/4="></latexit><latexit sha1_base64="2wuAUJb/2A6SctVgJoebaqugr/4="></latexit><latexit sha1_base64="2wuAUJb/2A6SctVgJoebaqugr/4="></latexit><latexit sha1_base64="2wuAUJb/2A6SctVgJoebaqugr/4="></latexit>Uex
i = u(Si) et Ui = uh(Si)

<latexit sha1_base64="I2Bp+zOcffcNZzLVvSidyelZd/A="></latexit><latexit sha1_base64="I2Bp+zOcffcNZzLVvSidyelZd/A="></latexit><latexit sha1_base64="I2Bp+zOcffcNZzLVvSidyelZd/A="></latexit><latexit sha1_base64="I2Bp+zOcffcNZzLVvSidyelZd/A="></latexit>

et où
On trace en rouge pointillé

log h �� log �πhu � uh�L2/�πhu�L2
<latexit sha1_base64="v2P1mYRCmiBEjl1AbtCEvTb6C/g="></latexit><latexit sha1_base64="v2P1mYRCmiBEjl1AbtCEvTb6C/g="></latexit><latexit sha1_base64="v2P1mYRCmiBEjl1AbtCEvTb6C/g="></latexit><latexit sha1_base64="v2P1mYRCmiBEjl1AbtCEvTb6C/g="></latexit>

 et en bleu
log h �� log ��πhu � �uh�L2/��πhu�L2

<latexit sha1_base64="llpFHjRpWyfc284sjaycQApIg/s="></latexit><latexit sha1_base64="llpFHjRpWyfc284sjaycQApIg/s="></latexit><latexit sha1_base64="llpFHjRpWyfc284sjaycQApIg/s="></latexit><latexit sha1_base64="llpFHjRpWyfc284sjaycQApIg/s="></latexit>

Une régression linéaire montre que 

��πhu � �uh�L2 � h
<latexit sha1_base64="peGKd0e1DseLpTI4gdRhf1VysAQ="></latexit><latexit sha1_base64="peGKd0e1DseLpTI4gdRhf1VysAQ="></latexit><latexit sha1_base64="peGKd0e1DseLpTI4gdRhf1VysAQ="></latexit><latexit sha1_base64="peGKd0e1DseLpTI4gdRhf1VysAQ="></latexit>

�πhu � uh�L2 � h2
<latexit sha1_base64="oi1ng+t2TImj06J4op3P53qEKIQ="></latexit><latexit sha1_base64="oi1ng+t2TImj06J4op3P53qEKIQ="></latexit><latexit sha1_base64="oi1ng+t2TImj06J4op3P53qEKIQ="></latexit><latexit sha1_base64="oi1ng+t2TImj06J4op3P53qEKIQ="></latexit>

Ceci sera justifié en Amphi 6.

Calcul de l’erreur L2
<latexit sha1_base64="v9/aQWBfKhQhltdSc63ae9DpfNg="></latexit><latexit sha1_base64="v9/aQWBfKhQhltdSc63ae9DpfNg="></latexit><latexit sha1_base64="v9/aQWBfKhQhltdSc63ae9DpfNg="></latexit><latexit sha1_base64="v9/aQWBfKhQhltdSc63ae9DpfNg="></latexit>

�u � uh�L2 � �πhu � uh�L2
<latexit sha1_base64="DA3yV84ZmpttqkMjO13LDUyNk1w=">AAADonicnVJdb9MwFHUWPkb56uCRl4iCNKRSpRMSiKeJIYHQHrZBt0l1CTeO25g6tmU7o5Wbv8Uv4YV/g5N10lqBVHElW0fnnHuv7etUcWZsHP8OtsIbN2/d3r7Tunvv/oOH7Z1Hp0aWmtABkVzq8xQM5UzQgWWW03OlKRQpp2fp9KDWzy6oNkyKL3au6KiAiWBjRsB6Kmn/wguHmzJDPUlHrt+Lm+jGvVeroCqr6GW0sTnJK7 xI3OHXvSrCoJSWM7zAiiX55jX+t2HS7lw5o3+DDlrGUbIT/MSZJGVBhSUcjBn2Y2VHDrRlhNOqhUtDFZApTOjQQwEFNSPXnKyKnnsmi8ZS+yVs1LDXMxwUxsyL1DsLsLlZ12ryb9qwtOM3I8eEKi0V5LLRuOSRlVE9yyhjmhLL5x4A0cyfNSI5aCDWT3ylS1NbUbJyEzcrBSMyo2sstzOrwZOG2gKYqG/lDnLg01SCzq4EX7FWdt+zCbOme+h/lOh+0JROX6y4W1jQH0QWBYjM4cyoyu/MKA5zY+fN6143UGW84QK0B4xLsSafeLHunabupNpw0qd7vb7Hx3Fn/91y5tvoCXqKdlEfvUb76CM6QgNEgrfBt4AF38Nn4afwOPx8ad0KljmP0UqE+A9UXSSr</latexit><latexit sha1_base64="DA3yV84ZmpttqkMjO13LDUyNk1w=">AAADonicnVJdb9MwFHUWPkb56uCRl4iCNKRSpRMSiKeJIYHQHrZBt0l1CTeO25g6tmU7o5Wbv8Uv4YV/g5N10lqBVHElW0fnnHuv7etUcWZsHP8OtsIbN2/d3r7Tunvv/oOH7Z1Hp0aWmtABkVzq8xQM5UzQgWWW03OlKRQpp2fp9KDWzy6oNkyKL3au6KiAiWBjRsB6Kmn/wguHmzJDPUlHrt+Lm+jGvVeroCqr6GW0sTnJK7 xI3OHXvSrCoJSWM7zAiiX55jX+t2HS7lw5o3+DDlrGUbIT/MSZJGVBhSUcjBn2Y2VHDrRlhNOqhUtDFZApTOjQQwEFNSPXnKyKnnsmi8ZS+yVs1LDXMxwUxsyL1DsLsLlZ12ryb9qwtOM3I8eEKi0V5LLRuOSRlVE9yyhjmhLL5x4A0cyfNSI5aCDWT3ylS1NbUbJyEzcrBSMyo2sstzOrwZOG2gKYqG/lDnLg01SCzq4EX7FWdt+zCbOme+h/lOh+0JROX6y4W1jQH0QWBYjM4cyoyu/MKA5zY+fN6143UGW84QK0B4xLsSafeLHunabupNpw0qd7vb7Hx3Fn/91y5tvoCXqKdlEfvUb76CM6QgNEgrfBt4AF38Nn4afwOPx8ad0KljmP0UqE+A9UXSSr</latexit><latexit sha1_base64="DA3yV84ZmpttqkMjO13LDUyNk1w=">AAADonicnVJdb9MwFHUWPkb56uCRl4iCNKRSpRMSiKeJIYHQHrZBt0l1CTeO25g6tmU7o5Wbv8Uv4YV/g5N10lqBVHElW0fnnHuv7etUcWZsHP8OtsIbN2/d3r7Tunvv/oOH7Z1Hp0aWmtABkVzq8xQM5UzQgWWW03OlKRQpp2fp9KDWzy6oNkyKL3au6KiAiWBjRsB6Kmn/wguHmzJDPUlHrt+Lm+jGvVeroCqr6GW0sTnJK7 xI3OHXvSrCoJSWM7zAiiX55jX+t2HS7lw5o3+DDlrGUbIT/MSZJGVBhSUcjBn2Y2VHDrRlhNOqhUtDFZApTOjQQwEFNSPXnKyKnnsmi8ZS+yVs1LDXMxwUxsyL1DsLsLlZ12ryb9qwtOM3I8eEKi0V5LLRuOSRlVE9yyhjmhLL5x4A0cyfNSI5aCDWT3ylS1NbUbJyEzcrBSMyo2sstzOrwZOG2gKYqG/lDnLg01SCzq4EX7FWdt+zCbOme+h/lOh+0JROX6y4W1jQH0QWBYjM4cyoyu/MKA5zY+fN6143UGW84QK0B4xLsSafeLHunabupNpw0qd7vb7Hx3Fn/91y5tvoCXqKdlEfvUb76CM6QgNEgrfBt4AF38Nn4afwOPx8ad0KljmP0UqE+A9UXSSr</latexit><latexit sha1_base64="DA3yV84ZmpttqkMjO13LDUyNk1w=">AAADonicnVJdb9MwFHUWPkb56uCRl4iCNKRSpRMSiKeJIYHQHrZBt0l1CTeO25g6tmU7o5Wbv8Uv4YV/g5N10lqBVHElW0fnnHuv7etUcWZsHP8OtsIbN2/d3r7Tunvv/oOH7Z1Hp0aWmtABkVzq8xQM5UzQgWWW03OlKRQpp2fp9KDWzy6oNkyKL3au6KiAiWBjRsB6Kmn/wguHmzJDPUlHrt+Lm+jGvVeroCqr6GW0sTnJK7 xI3OHXvSrCoJSWM7zAiiX55jX+t2HS7lw5o3+DDlrGUbIT/MSZJGVBhSUcjBn2Y2VHDrRlhNOqhUtDFZApTOjQQwEFNSPXnKyKnnsmi8ZS+yVs1LDXMxwUxsyL1DsLsLlZ12ryb9qwtOM3I8eEKi0V5LLRuOSRlVE9yyhjmhLL5x4A0cyfNSI5aCDWT3ylS1NbUbJyEzcrBSMyo2sstzOrwZOG2gKYqG/lDnLg01SCzq4EX7FWdt+zCbOme+h/lOh+0JROX6y4W1jQH0QWBYjM4cyoyu/MKA5zY+fN6143UGW84QK0B4xLsSafeLHunabupNpw0qd7vb7Hx3Fn/91y5tvoCXqKdlEfvUb76CM6QgNEgrfBt4AF38Nn4afwOPx8ad0KljmP0UqE+A9UXSSr</latexit>

=
�

t(Uex � U)M(Uex � U)
<latexit sha1_base64="WM8PiPK9YzBrXtsoqNBULSd3Ak4="></latexit><latexit sha1_base64="WM8PiPK9YzBrXtsoqNBULSd3Ak4="></latexit><latexit sha1_base64="WM8PiPK9YzBrXtsoqNBULSd3Ak4="></latexit><latexit sha1_base64="WM8PiPK9YzBrXtsoqNBULSd3Ak4="></latexit>

Calcul de l’erreur en semi-norme  H1
<latexit sha1_base64="eH+j8W/NMA38LPG8vFyHdrRplMM="></latexit><latexit sha1_base64="eH+j8W/NMA38LPG8vFyHdrRplMM="></latexit><latexit sha1_base64="eH+j8W/NMA38LPG8vFyHdrRplMM="></latexit><latexit sha1_base64="eH+j8W/NMA38LPG8vFyHdrRplMM="></latexit>

��u � �uh�L2 � ��πhu � �uh�L2
<latexit sha1_base64="XRRCcJZOI5oVhNo69N+KSD1LTbw=">AAADunicvVLLbhMxFPV0eJTwSmHJxiJCKlKIJhUSLFhUFAkWXZSItJUyYXTtcRIrHtuyPSWROwv4KP6Ff+Aj8EwTqYlAgg1XsnV0zrn32r4mWnDrkuRHtBPfuHnr9u6d1t179x88bO89OrWqNJQNqRLKnBOwTHDJho47wc61YVAQwc7I/KjWzy6YsVzJT26p2biAqeQTTsEFKmv/TC9TCUSAT5tiIzMlY9/vJU10k97LTVCVFX 6B/zElm1XpZeaPPx9UOAWtjVqs26aaZzP8n5pn7c7aif8MOmgVJ9le9D3NFS0LJh0VYO2on2g39mAcp4JVrbS0TAOdw5SNApRQMDv2zckq/CwwOZ4oE5Z0uGGvZ3gorF0WJDgLcDO7rdXk77RR6Savx55LXTom6VWjSSmwU7ieMc65YdSJZQBADQ9nxXQGBqgLP2GjS1NbM7pxE78oJacqZ1uscAtnIJCWuQK4rG/lj2Yg5kSByddCqFgr++/4lDvbPQ4/TXbfG8bmzzfcrVSyL1QVBcjcp7nVVdi51QKW1i2b171uYNoGwwWYALhQckseBLHuTYgfVH856dODXj/gj0nn8O1q5rvoCXqK9lEfvUKH6AM6QUNEo0G0iL5G3+I3MYl5PL+y7kSrnMdoI2L3CzBrLwM=</latexit><latexit sha1_base64="XRRCcJZOI5oVhNo69N+KSD1LTbw=">AAADunicvVLLbhMxFPV0eJTwSmHJxiJCKlKIJhUSLFhUFAkWXZSItJUyYXTtcRIrHtuyPSWROwv4KP6Ff+Aj8EwTqYlAgg1XsnV0zrn32r4mWnDrkuRHtBPfuHnr9u6d1t179x88bO89OrWqNJQNqRLKnBOwTHDJho47wc61YVAQwc7I/KjWzy6YsVzJT26p2biAqeQTTsEFKmv/TC9TCUSAT5tiIzMlY9/vJU10k97LTVCVFX 6B/zElm1XpZeaPPx9UOAWtjVqs26aaZzP8n5pn7c7aif8MOmgVJ9le9D3NFS0LJh0VYO2on2g39mAcp4JVrbS0TAOdw5SNApRQMDv2zckq/CwwOZ4oE5Z0uGGvZ3gorF0WJDgLcDO7rdXk77RR6Savx55LXTom6VWjSSmwU7ieMc65YdSJZQBADQ9nxXQGBqgLP2GjS1NbM7pxE78oJacqZ1uscAtnIJCWuQK4rG/lj2Yg5kSByddCqFgr++/4lDvbPQ4/TXbfG8bmzzfcrVSyL1QVBcjcp7nVVdi51QKW1i2b171uYNoGwwWYALhQckseBLHuTYgfVH856dODXj/gj0nn8O1q5rvoCXqK9lEfvUKH6AM6QUNEo0G0iL5G3+I3MYl5PL+y7kSrnMdoI2L3CzBrLwM=</latexit><latexit sha1_base64="XRRCcJZOI5oVhNo69N+KSD1LTbw=">AAADunicvVLLbhMxFPV0eJTwSmHJxiJCKlKIJhUSLFhUFAkWXZSItJUyYXTtcRIrHtuyPSWROwv4KP6Ff+Aj8EwTqYlAgg1XsnV0zrn32r4mWnDrkuRHtBPfuHnr9u6d1t179x88bO89OrWqNJQNqRLKnBOwTHDJho47wc61YVAQwc7I/KjWzy6YsVzJT26p2biAqeQTTsEFKmv/TC9TCUSAT5tiIzMlY9/vJU10k97LTVCVFX 6B/zElm1XpZeaPPx9UOAWtjVqs26aaZzP8n5pn7c7aif8MOmgVJ9le9D3NFS0LJh0VYO2on2g39mAcp4JVrbS0TAOdw5SNApRQMDv2zckq/CwwOZ4oE5Z0uGGvZ3gorF0WJDgLcDO7rdXk77RR6Savx55LXTom6VWjSSmwU7ieMc65YdSJZQBADQ9nxXQGBqgLP2GjS1NbM7pxE78oJacqZ1uscAtnIJCWuQK4rG/lj2Yg5kSByddCqFgr++/4lDvbPQ4/TXbfG8bmzzfcrVSyL1QVBcjcp7nVVdi51QKW1i2b171uYNoGwwWYALhQckseBLHuTYgfVH856dODXj/gj0nn8O1q5rvoCXqK9lEfvUKH6AM6QUNEo0G0iL5G3+I3MYl5PL+y7kSrnMdoI2L3CzBrLwM=</latexit><latexit sha1_base64="XRRCcJZOI5oVhNo69N+KSD1LTbw=">AAADunicvVLLbhMxFPV0eJTwSmHJxiJCKlKIJhUSLFhUFAkWXZSItJUyYXTtcRIrHtuyPSWROwv4KP6Ff+Aj8EwTqYlAgg1XsnV0zrn32r4mWnDrkuRHtBPfuHnr9u6d1t179x88bO89OrWqNJQNqRLKnBOwTHDJho47wc61YVAQwc7I/KjWzy6YsVzJT26p2biAqeQTTsEFKmv/TC9TCUSAT5tiIzMlY9/vJU10k97LTVCVFX 6B/zElm1XpZeaPPx9UOAWtjVqs26aaZzP8n5pn7c7aif8MOmgVJ9le9D3NFS0LJh0VYO2on2g39mAcp4JVrbS0TAOdw5SNApRQMDv2zckq/CwwOZ4oE5Z0uGGvZ3gorF0WJDgLcDO7rdXk77RR6Savx55LXTom6VWjSSmwU7ieMc65YdSJZQBADQ9nxXQGBqgLP2GjS1NbM7pxE78oJacqZ1uscAtnIJCWuQK4rG/lj2Yg5kSByddCqFgr++/4lDvbPQ4/TXbfG8bmzzfcrVSyL1QVBcjcp7nVVdi51QKW1i2b171uYNoGwwWYALhQckseBLHuTYgfVH856dODXj/gj0nn8O1q5rvoCXqK9lEfvUKH6AM6QUNEo0G0iL5G3+I3MYl5PL+y7kSrnMdoI2L3CzBrLwM=</latexit>

=
�

t(Uex � U)K(Uex � U)
<latexit sha1_base64="dIj8ELe9BPl5X3+4wE917Zzmoh0="></latexit><latexit sha1_base64="dIj8ELe9BPl5X3+4wE917Zzmoh0="></latexit><latexit sha1_base64="dIj8ELe9BPl5X3+4wE917Zzmoh0="></latexit><latexit sha1_base64="dIj8ELe9BPl5X3+4wE917Zzmoh0="></latexit>



Programme de la partie 1 de l’amphi

Autres exemples d’éléments finis ... 

Prise en compte des conditions de Dirichlet homogènes 

8

Conditions de type Fourier non homogènes

Formules de quadrature



�

9

Soient                    et             . J � 0�(ã) K � 0�(�ã)� � �,

Problème avec une Condition de Fourier

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã

�Y · R + � Y = K WYV �ã

Trouver             telle queY � ,�(ã) �Z � ,�(ã),

�

�

ã

�
��Y · ��Z + Y Z

�
Hã + �

�

�ã
��Y ��Z H� =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K ��Z H�

E(Y, Z) �(Z)



Trouver l’unique solution   dans               de ��
A = LU (P�)

où avec

��
� � ��(�)

�
��U� = (��)

Système matriciel

10

Sij =
∫

∂Ω
wj wi dΓ

<latexit sha1_base64="HufiYff9pMo19+TWhvGNsJpMe7o="></latexit><latexit sha1_base64="ssbTa0I9F8MOtwSFKITXDGzF74M="></latexit><latexit sha1_base64="ssbTa0I9F8MOtwSFKITXDGzF74M="></latexit><latexit sha1_base64="bYJUjYdCYQ5Uc51eO1TOo8dRcrM="></latexit>

matrice de masse  
surfacique

Li = �(wi) =

�

Ω
fwi dΩ +

�

�Ω
gwi d�

<latexit sha1_base64="bstp5YcPQIYM5an0oxIS3z2rXC0="></latexit><latexit sha1_base64="bstp5YcPQIYM5an0oxIS3z2rXC0="></latexit><latexit sha1_base64="bstp5YcPQIYM5an0oxIS3z2rXC0="></latexit><latexit sha1_base64="bstp5YcPQIYM5an0oxIS3z2rXC0="></latexit>

A = K+M+ λ S
<latexit sha1_base64="lyesIDGuGefSoFNtw+8V6xjOtyQ="></latexit><latexit sha1_base64="uRyjuEIpgWT2LxQEMAt42qjmRoo="></latexit><latexit sha1_base64="uRyjuEIpgWT2LxQEMAt42qjmRoo="></latexit><latexit sha1_base64="YeNlDs5wfGR2VXoWXp7muZIuHuY="></latexit>

On en déduit =
�����

�=�
(��)���� ��



*
**

*

Calcul des coefficients des matrices   ,    et 

11

M
<latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit><latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit><latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit><latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit> K

<latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit><latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit><latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit><latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit>

S
<latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit>

Pour l'assemblage de la matrice S
<latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit>

Composition des 

aretes du bord

1 3

i j

..
.

..
.

���� l

..
.

..
.

A1
<latexit sha1_base64="a5UYfjhOt5kDs9qdXg27z230WOc="></latexit><latexit sha1_base64="/FmeS1GXLel2zJdmlbZMD+3Xmu8="></latexit><latexit sha1_base64="/FmeS1GXLel2zJdmlbZMD+3Xmu8="></latexit><latexit sha1_base64="cWtg91dbaWhhKmQgwz/dLEsPPQ4="></latexit>

A!
<latexit sha1_base64="G6xvQHCdywSzLVrzc6IqkW9HgAU="></latexit><latexit sha1_base64="T08IOubsJOauhaXcah9AnNbNqic="></latexit><latexit sha1_base64="T08IOubsJOauhaXcah9AnNbNqic="></latexit><latexit sha1_base64="qdEsHaPz3S1G6kijzgiok8GWVmg="></latexit>

ANa
<latexit sha1_base64="rPtsCEkqSmF8vsdGCp9BsHn0Ux0="></latexit><latexit sha1_base64="Y6SWKfzdd5v1Of1G53pUxgTKwVM="></latexit><latexit sha1_base64="Y6SWKfzdd5v1Of1G53pUxgTKwVM="></latexit><latexit sha1_base64="0JoJx+Wcku6tFtxHw1O6Djd1V84="></latexit>

Sij =
∫

∂Ω
wj wi dΓ =

∑

A!⊂∂Ω,Si,Sj

∫

A!

wj wi dΓ
<latexit sha1_base64="4LFtqDmUxdbXN+1oaTmRLTSVQSo="></latexit><latexit sha1_base64="Szhk3V26EwD6DsGASUVECjDYMGc="></latexit><latexit sha1_base64="Szhk3V26EwD6DsGASUVECjDYMGc="></latexit><latexit sha1_base64="Zr6lRT1Mk29BKzwTGdnas6LTUTs="></latexit>

{A1, . . . ,A!, . . . ,ANa}
<latexit sha1_base64="jYTmFVkSXZIJDpa72J99lIoFML4="></latexit><latexit sha1_base64="jYTmFVkSXZIJDpa72J99lIoFML4="></latexit><latexit sha1_base64="jYTmFVkSXZIJDpa72J99lIoFML4="></latexit><latexit sha1_base64="eHkB6PvuOcIAan9MBEO6qMDJon8="></latexit>

où                         est l’ensemble des arêtes du bord.

�

S =
<latexit sha1_base64="cIVXovrSGA24BSC3SfbaN7phB1w="></latexit><latexit sha1_base64="cIVXovrSGA24BSC3SfbaN7phB1w="></latexit><latexit sha1_base64="cIVXovrSGA24BSC3SfbaN7phB1w="></latexit><latexit sha1_base64="cIVXovrSGA24BSC3SfbaN7phB1w="></latexit>

Pour � = 1,Na
<latexit sha1_base64="GrkhdsoOU61AoDcSCat7HlJhEEk="></latexit><latexit sha1_base64="GrkhdsoOU61AoDcSCat7HlJhEEk="></latexit><latexit sha1_base64="GrkhdsoOU61AoDcSCat7HlJhEEk="></latexit><latexit sha1_base64="GrkhdsoOU61AoDcSCat7HlJhEEk="></latexit>

( boucle sur les arêtes )

Ajout des contributions dans la matrice
i = Numaretes(�,1)

<latexit sha1_base64="6N1ONdN/ialWN/S+2PNDVVnmZEw="></latexit><latexit sha1_base64="6N1ONdN/ialWN/S+2PNDVVnmZEw="></latexit><latexit sha1_base64="6N1ONdN/ialWN/S+2PNDVVnmZEw="></latexit><latexit sha1_base64="6N1ONdN/ialWN/S+2PNDVVnmZEw="></latexit>

j = Numaretes(�,2)
<latexit sha1_base64="sbEnZ1AonmKKzFwyHC5By7w6iP4="></latexit><latexit sha1_base64="sbEnZ1AonmKKzFwyHC5By7w6iP4="></latexit><latexit sha1_base64="sbEnZ1AonmKKzFwyHC5By7w6iP4="></latexit><latexit sha1_base64="sbEnZ1AonmKKzFwyHC5By7w6iP4="></latexit>

Sii = Sii + Selem11
<latexit sha1_base64="nW6z/6TvDWydH64N9buCWM2iW+c="></latexit><latexit sha1_base64="nW6z/6TvDWydH64N9buCWM2iW+c="></latexit><latexit sha1_base64="nW6z/6TvDWydH64N9buCWM2iW+c="></latexit><latexit sha1_base64="nW6z/6TvDWydH64N9buCWM2iW+c="></latexit>

Sij = Sij + Selem12
<latexit sha1_base64="oB03wsiZHQIoHeA6AnFlT8awVhQ="></latexit><latexit sha1_base64="oB03wsiZHQIoHeA6AnFlT8awVhQ="></latexit><latexit sha1_base64="oB03wsiZHQIoHeA6AnFlT8awVhQ="></latexit><latexit sha1_base64="oB03wsiZHQIoHeA6AnFlT8awVhQ="></latexit>

Sji = Sji + Selem21
<latexit sha1_base64="oFmlXGlFuqxMJNFBmOdcc96dEtM="></latexit><latexit sha1_base64="oFmlXGlFuqxMJNFBmOdcc96dEtM="></latexit><latexit sha1_base64="oFmlXGlFuqxMJNFBmOdcc96dEtM="></latexit><latexit sha1_base64="oFmlXGlFuqxMJNFBmOdcc96dEtM="></latexit>

��

A!
<latexit sha1_base64="G6xvQHCdywSzLVrzc6IqkW9HgAU="></latexit><latexit sha1_base64="T08IOubsJOauhaXcah9AnNbNqic="></latexit><latexit sha1_base64="T08IOubsJOauhaXcah9AnNbNqic="></latexit><latexit sha1_base64="qdEsHaPz3S1G6kijzgiok8GWVmg="></latexit>

ANa
<latexit sha1_base64="rPtsCEkqSmF8vsdGCp9BsHn0Ux0="></latexit><latexit sha1_base64="Y6SWKfzdd5v1Of1G53pUxgTKwVM="></latexit><latexit sha1_base64="Y6SWKfzdd5v1Of1G53pUxgTKwVM="></latexit><latexit sha1_base64="0JoJx+Wcku6tFtxHw1O6Djd1V84="></latexit>

�� ����
��

�����

A1
<latexit sha1_base64="a5UYfjhOt5kDs9qdXg27z230WOc="></latexit><latexit sha1_base64="/FmeS1GXLel2zJdmlbZMD+3Xmu8="></latexit><latexit sha1_base64="/FmeS1GXLel2zJdmlbZMD+3Xmu8="></latexit><latexit sha1_base64="cWtg91dbaWhhKmQgwz/dLEsPPQ4="></latexit>

Sjj = Sjj + Selem22
<latexit sha1_base64="M/VAShUoYAxdvW4xd3vFvt2QvS4="></latexit><latexit sha1_base64="M/VAShUoYAxdvW4xd3vFvt2QvS4="></latexit><latexit sha1_base64="M/VAShUoYAxdvW4xd3vFvt2QvS4="></latexit><latexit sha1_base64="M/VAShUoYAxdvW4xd3vFvt2QvS4="></latexit>

( initialisation )S = 0
<latexit sha1_base64="KHB2lPcwNL5OIXn0KtI+yytiyP0=">AAADX3icdVLNbtNAEN7GQEuANoVTxcUiQiqoiuweoD0gVSoSHBAqhaSV4igaryfpKvtjdtdtLctvwdNwhZfgyJuwdl0pMTCSvZ/m+3Zm5ydOOTM2CH6tdbw7d++tb9zvPnj4aHOrt/14ZFSmKQ6p4kqfx2CQM4lDyyzH81QjiJjjWbw4rvizS9SGKfnF5ilOBMwlmzEK1rmmvUEU45zJAr9K0Bryl2U3EmAv4rj4XL4JuhHKZI mc9vrB4DAID1+F/t8gHAS19UljJ9Ptzk6UKJoJlJZyMGYcBqmdFKAtoxxdtsxgCnQBcxw7KEGgmRR1YaX/3HkSf6a0+6T1a+/yjQKEMbmInbJ6tGlzlfOfnLECdK6TVn47O5gUTKaZRUlv0s8y7lvlV73zE6aRWp47AFQzV4FPL0ADta7DK/HrjCnSlfjFdSYZVQm2vNxeWw3OadA9i8mq1uLYTZih9j/i1S3jQlbU7ls2Z9bsfXAjlHvvNOLixaq8G0m8okoIcMOLEpOW7s9MyiE3Nq+7vizA1DjBJWgHGFeyRZ86slmJ07LFQWzKcTgpIu6WzPbDSFdnSySVFo1q1Kiqs1qm243x/w9G+4PQ4U/7/aODZq02yFPyjOySkLwmR+Q9OSFDQsk38p38ID87v711b9Pr3Ug7a82dJ2TFvJ0/VRseqw==</latexit><latexit sha1_base64="KHB2lPcwNL5OIXn0KtI+yytiyP0=">AAADX3icdVLNbtNAEN7GQEuANoVTxcUiQiqoiuweoD0gVSoSHBAqhaSV4igaryfpKvtjdtdtLctvwdNwhZfgyJuwdl0pMTCSvZ/m+3Zm5ydOOTM2CH6tdbw7d++tb9zvPnj4aHOrt/14ZFSmKQ6p4kqfx2CQM4lDyyzH81QjiJjjWbw4rvizS9SGKfnF5ilOBMwlmzEK1rmmvUEU45zJAr9K0Bryl2U3EmAv4rj4XL4JuhHKZI mc9vrB4DAID1+F/t8gHAS19UljJ9Ptzk6UKJoJlJZyMGYcBqmdFKAtoxxdtsxgCnQBcxw7KEGgmRR1YaX/3HkSf6a0+6T1a+/yjQKEMbmInbJ6tGlzlfOfnLECdK6TVn47O5gUTKaZRUlv0s8y7lvlV73zE6aRWp47AFQzV4FPL0ADta7DK/HrjCnSlfjFdSYZVQm2vNxeWw3OadA9i8mq1uLYTZih9j/i1S3jQlbU7ls2Z9bsfXAjlHvvNOLixaq8G0m8okoIcMOLEpOW7s9MyiE3Nq+7vizA1DjBJWgHGFeyRZ86slmJ07LFQWzKcTgpIu6WzPbDSFdnSySVFo1q1Kiqs1qm243x/w9G+4PQ4U/7/aODZq02yFPyjOySkLwmR+Q9OSFDQsk38p38ID87v711b9Pr3Ug7a82dJ2TFvJ0/VRseqw==</latexit><latexit sha1_base64="KHB2lPcwNL5OIXn0KtI+yytiyP0=">AAADX3icdVLNbtNAEN7GQEuANoVTxcUiQiqoiuweoD0gVSoSHBAqhaSV4igaryfpKvtjdtdtLctvwdNwhZfgyJuwdl0pMTCSvZ/m+3Zm5ydOOTM2CH6tdbw7d++tb9zvPnj4aHOrt/14ZFSmKQ6p4kqfx2CQM4lDyyzH81QjiJjjWbw4rvizS9SGKfnF5ilOBMwlmzEK1rmmvUEU45zJAr9K0Bryl2U3EmAv4rj4XL4JuhHKZI mc9vrB4DAID1+F/t8gHAS19UljJ9Ptzk6UKJoJlJZyMGYcBqmdFKAtoxxdtsxgCnQBcxw7KEGgmRR1YaX/3HkSf6a0+6T1a+/yjQKEMbmInbJ6tGlzlfOfnLECdK6TVn47O5gUTKaZRUlv0s8y7lvlV73zE6aRWp47AFQzV4FPL0ADta7DK/HrjCnSlfjFdSYZVQm2vNxeWw3OadA9i8mq1uLYTZih9j/i1S3jQlbU7ls2Z9bsfXAjlHvvNOLixaq8G0m8okoIcMOLEpOW7s9MyiE3Nq+7vizA1DjBJWgHGFeyRZ86slmJ07LFQWzKcTgpIu6WzPbDSFdnSySVFo1q1Kiqs1qm243x/w9G+4PQ4U/7/aODZq02yFPyjOySkLwmR+Q9OSFDQsk38p38ID87v711b9Pr3Ug7a82dJ2TFvJ0/VRseqw==</latexit><latexit sha1_base64="KHB2lPcwNL5OIXn0KtI+yytiyP0=">AAADX3icdVLNbtNAEN7GQEuANoVTxcUiQiqoiuweoD0gVSoSHBAqhaSV4igaryfpKvtjdtdtLctvwdNwhZfgyJuwdl0pMTCSvZ/m+3Zm5ydOOTM2CH6tdbw7d++tb9zvPnj4aHOrt/14ZFSmKQ6p4kqfx2CQM4lDyyzH81QjiJjjWbw4rvizS9SGKfnF5ilOBMwlmzEK1rmmvUEU45zJAr9K0Bryl2U3EmAv4rj4XL4JuhHKZI mc9vrB4DAID1+F/t8gHAS19UljJ9Ptzk6UKJoJlJZyMGYcBqmdFKAtoxxdtsxgCnQBcxw7KEGgmRR1YaX/3HkSf6a0+6T1a+/yjQKEMbmInbJ6tGlzlfOfnLECdK6TVn47O5gUTKaZRUlv0s8y7lvlV73zE6aRWp47AFQzV4FPL0ADta7DK/HrjCnSlfjFdSYZVQm2vNxeWw3OadA9i8mq1uLYTZih9j/i1S3jQlbU7ls2Z9bsfXAjlHvvNOLixaq8G0m8okoIcMOLEpOW7s9MyiE3Nq+7vizA1DjBJWgHGFeyRZ86slmJ07LFQWzKcTgpIu6WzPbDSFdnSySVFo1q1Kiqs1qm243x/w9G+4PQ4U/7/aODZq02yFPyjOySkLwmR+Q9OSFDQsk38p38ID87v711b9Pr3Ug7a82dJ2TFvJ0/VRseqw==</latexit>

Calcul de la matrice élémentaire Selem =

� �
A�
wiwi

�
A�
wiwj�

A�
wjwi

�
A�
wjwj

�

<latexit sha1_base64="NgO3bYIoEm6asZk1Lr44CuGpXLk="></latexit><latexit sha1_base64="NgO3bYIoEm6asZk1Lr44CuGpXLk="></latexit><latexit sha1_base64="NgO3bYIoEm6asZk1Lr44CuGpXLk="></latexit><latexit sha1_base64="NgO3bYIoEm6asZk1Lr44CuGpXLk="></latexit>

Assemblage et résolution

i

i j

j



Calcul des coefficients des matrices   ,    et M
<latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit><latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit><latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit><latexit sha1_base64="73pMupfPpl+lhE7XhvHiw9gEHEc="></latexit> K

<latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit><latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit><latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit><latexit sha1_base64="XpJUcXCSiCYdFYA6+h8pBHu6xZA="></latexit>

Pour l'assemblage de la matrice    : boucle sur les aretes, 
Calcul des matrices élémentaires, Ajout des contributions de 
chaque arête  dans la matrice.

S
<latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit>

S
<latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit><latexit sha1_base64="WbIEJw3Z+YIvF4Zi5tM+2vf63g0="></latexit>

Assemblage et résolution

Calcul des coefficients du second membre
Li = �(wi) =

�

Ω
fwi dΩ +

�

�Ω
gwi d�

<latexit sha1_base64="bstp5YcPQIYM5an0oxIS3z2rXC0="></latexit><latexit sha1_base64="bstp5YcPQIYM5an0oxIS3z2rXC0="></latexit><latexit sha1_base64="bstp5YcPQIYM5an0oxIS3z2rXC0="></latexit><latexit sha1_base64="bstp5YcPQIYM5an0oxIS3z2rXC0="></latexit>

�

�
gwi d� �

�

�
πhgwi d�

<latexit sha1_base64="6XDW31PGCKx/ULOIv9WhKnbh/Rk="></latexit><latexit sha1_base64="6XDW31PGCKx/ULOIv9WhKnbh/Rk="></latexit><latexit sha1_base64="6XDW31PGCKx/ULOIv9WhKnbh/Rk="></latexit><latexit sha1_base64="6XDW31PGCKx/ULOIv9WhKnbh/Rk="></latexit>

Si on utilise la fonctiong � C0(�Ω)
<latexit sha1_base64="OBnN3O9Bwga8iM06FU0gCjs5moU="></latexit><latexit sha1_base64="OBnN3O9Bwga8iM06FU0gCjs5moU="></latexit><latexit sha1_base64="OBnN3O9Bwga8iM06FU0gCjs5moU="></latexit><latexit sha1_base64="OBnN3O9Bwga8iM06FU0gCjs5moU="></latexit>

πh g � V1
h, πh g =

�

j,Sj��Ω

g(Sj)wj

<latexit sha1_base64="Mi60uWVPBjqr4FnaxP6HboLN7m8="></latexit><latexit sha1_base64="Mi60uWVPBjqr4FnaxP6HboLN7m8="></latexit><latexit sha1_base64="Mi60uWVPBjqr4FnaxP6HboLN7m8="></latexit><latexit sha1_base64="Mi60uWVPBjqr4FnaxP6HboLN7m8="></latexit>

Notez que πh g(Sj) = g(Sj) si Sj � �Ω
<latexit sha1_base64="DOtS8d7ppslzYanUCKwOqsCGbSI="></latexit><latexit sha1_base64="DOtS8d7ppslzYanUCKwOqsCGbSI="></latexit><latexit sha1_base64="DOtS8d7ppslzYanUCKwOqsCGbSI="></latexit><latexit sha1_base64="DOtS8d7ppslzYanUCKwOqsCGbSI="></latexit>

0 si Sj /� �Ω
<latexit sha1_base64="9nIzijI3XE5OxN+Tl5Hma6Ie1J0="></latexit><latexit sha1_base64="9nIzijI3XE5OxN+Tl5Hma6Ie1J0="></latexit><latexit sha1_base64="9nIzijI3XE5OxN+Tl5Hma6Ie1J0="></latexit><latexit sha1_base64="9nIzijI3XE5OxN+Tl5Hma6Ie1J0="></latexit>

=
Nsom�

j=1

πhg(Sj)
�

�Ω
wj wi d�

<latexit sha1_base64="lEe0c4wm53+EvH1Q+y+zOdR/bcA="></latexit><latexit sha1_base64="lEe0c4wm53+EvH1Q+y+zOdR/bcA="></latexit><latexit sha1_base64="lEe0c4wm53+EvH1Q+y+zOdR/bcA="></latexit><latexit sha1_base64="lEe0c4wm53+EvH1Q+y+zOdR/bcA="></latexit>

où Gi = πhg(Si)
<latexit sha1_base64="fzMRr3gOxhw8T0lUPXzyrefrB18="></latexit><latexit sha1_base64="fzMRr3gOxhw8T0lUPXzyrefrB18="></latexit><latexit sha1_base64="fzMRr3gOxhw8T0lUPXzyrefrB18="></latexit><latexit sha1_base64="fzMRr3gOxhw8T0lUPXzyrefrB18="></latexit>

= (S G)i
<latexit sha1_base64="ojLLXFYKzY6FZXHE9gvhtw1LEW4="></latexit><latexit sha1_base64="ojLLXFYKzY6FZXHE9gvhtw1LEW4="></latexit><latexit sha1_base64="ojLLXFYKzY6FZXHE9gvhtw1LEW4="></latexit><latexit sha1_base64="ojLLXFYKzY6FZXHE9gvhtw1LEW4="></latexit>

Calcul de l’unique solution            de 
A = LU
U� RNsom



Programme de cet amphi...

Autres exemples d’éléments finis ... 

Prise en compte des conditions de Dirichlet homogènes 

13

Conditions de type Fourier non homogènes

Formules de quadrature



�
�� + = f dans Ω

= 0 sur �Ω

Condition aux limites de Dirichlet 
homogène

Trouver l’unique solution   dans        de �
� �

��(�)

�

�

Problématique

14

⇥� � ��(�), �( , �) = ⇥(�)
Trouver l’unique solution   dans        de �

�
��(�)

où

�(�) =
�

�
� � ��

�(�, �) =
�

�
⇥� ·⇥� ��+

�

�
� � ��

0

0
�

La condition aux limites est prise en compte 
dans la définition de l’espace :

condition aux limites essentielle



Condition aux limites de Dirichlet 
homogène

�

⇥� � ��(�), �( , �) = ⇥(�)
Trouver l’unique solution   dans        de �

�
��(�)

où

�(�) =
�

�
� � ��

�(�, �) =
�

�
⇥� ·⇥� ��+

�

�
� � ��

0

0

Question : peut on utiliser    pour 

écrire la formulation discrète ? 

��
�

NON car V1h �� H10(Ω)
<latexit sha1_base64="6YpHac2U1dYv7lOzJTYFRp18/KY="></latexit><latexit sha1_base64="6YpHac2U1dYv7lOzJTYFRp18/KY="></latexit><latexit sha1_base64="6YpHac2U1dYv7lOzJTYFRp18/KY="></latexit><latexit sha1_base64="6YpHac2U1dYv7lOzJTYFRp18/KY="></latexit>

Problématique

15
�V1h = V1h � H10(Ω)Solution : choisir 

V1
h =

�
vh � C0(Ω), �l � {1, . . . ,Ntri}, vh

��
Tl

� P1
�

<latexit sha1_base64="9/kEs5Ro1GQvICVyNrLrEAEl8ZQ="></latexit>



Construction de l’espace �V1h = V1h � H10(Ω)

Si le noeud    est un noeud du bordSi

Condition aux limites de Dirichlet 
homogène

�

��
� =

�
� � C�(�), ⇥� � {�, . . . ,�	��}, 
�
⇤⇤
T�
� P�

⇥

Fonctions de forme de ��
�

 ⇥�, � � {�, . . . ,����}, 	�(��) = ���

 ������� 	� =
�

�, ���T�

T�

��

Si le noeud    est un noeud intérieur Si

wi ∈ Ṽ1
h

wi /∈ Ṽ1
h

��

16



Condition aux limites de Dirichlet 
homogène

�

Construction de l’espace

Ṽ1
h =

{
vh ∈ V1

h, vh(Si) = 0, Si ∈ ∂Ω
}

=
{
vh ∈ V1

h, vh =
∑

i, Si /∈∂Ω

vh(Si)wi
}

= Vect{wi, Si /∈ ∂Ω}
Comment reconnaître en pratique les noeuds intèrieurs de 
ceux du bord? Tableau de coordonnées des 

sommets

�� ��

����

����� �����

..
.

..
.

..
.

..
.

��

��

�����

Coorneu
Réf


1

0

0

..
.

..
.

Refneu

�V1h = V1h � H10(Ω)

dim Ṽ1
h = N0

17



Condition aux limites de Dirichlet 
homogène

uh =
∑

i, Si /∈∂Ω

uh(Si)wi
�

Application
Trouver l’unique solution   dans               de ��

A = LU (P�)

où

où on a décomposé

Li = !(wi) =

∫

Ω
fwi dΩ

��(�)

����U� = (��)

Ṽ1
h ⊂ 0

��

0

dim Ṽ1
h = N0

18

0 0

<latexit sha1_base64="xhbawjXQi5GkjHdVd3mDiIHs9CY="></latexit>

QEXVMGI 2� ⇥ 2�

<latexit sha1_base64="mZExbW+3hVGOwpR2BeL7adjWm3c="></latexit>

2� MRGSRRYIW

<latexit sha1_base64="l7JxrzwbAkAaweafu4RsQ73W4sw="></latexit>

A�
MN = E([N,[M), 7M,7N /∈ ∂ã



Calcul de l’unique solution              de 

(P�)A = LU

U

A�� = �(��,��)où ( est inversible )
L� = �(��)

= (��)

� RNsom
Calcul des coefficients du second membre
Calcul des coefficients de la matriceA = K+M

L

��U�

Condition aux limites de Dirichlet 
homogène Mise en oeuvre

solution du problème 
de Neumann

19

<latexit sha1_base64="ynVYLVOWb8TJPwWJIEbmmV20qgw="></latexit>

QEXVMGI 2⇥ 2

Pseudo-élimination : modifier les termes de la matrice et 
du second membre pour se ramener au problème de 

Dirichlet



<latexit sha1_base64="8aFX7a22/CxCpwY4hk5Kj9RuzfM="></latexit>0

@
A&& A&-

A-& A--

1

A

0

@
U&

U-

1

A =

0

@
L&

L-

1

A

Pour comprendre, on suppose que les sommets du bords 
sont numérotés en premier

Une illustration où les points du bord 
apparaissent en premier

20

<latexit sha1_base64="2g4xTPA2QE3mq5LxCrXAiJDaHNM="></latexit>


-H �

� A--








U&

U-



 =




�

L-





0

ce qu il faut résoudre pour le problème de Dirichlet…

comment changer le système?

<latexit sha1_base64="G8uoFx2rMev7koOTLX6UAjlHcFs="></latexit>

A--U- = L-

<latexit sha1_base64="PznMOkweV5S5BOyDPVat+ooQWGo="></latexit>

(E([N,[M))7M /2@ã,7N2@ã

<latexit sha1_base64="WyNHQVQ3l4YGczbq4WXllDOLU+s="></latexit>

(E([N,[M))7M2@ã,7N2@ã

<latexit sha1_base64="XxEZVmOlLVk4xN2YWUuuqCnkRgU="></latexit>

(E([N,[M))7M /2@ã,7N /2@ã

<latexit sha1_base64="ya6mm3BaJMfmA8h+z0738CsiVPk="></latexit>

(E([N,[M))7M2@ã,7N /2@ã



Condition aux limites de Dirichlet 
homogène Mise en oeuvre

A =U*

* * *
* * * ...* * * *

*

...

* ...*

*
* *
* * *
* * * *

...

...
......

...

...

...

...

*
*

*

*
*

L

Réf


1
0

0

..
.

..
.

1

1

0

0

Refneu

21

Dans le cas général on utilise le tableau Refneu pour  
reconnaitre les noeuds du bord.



Condition aux limites de Dirichlet 
homogène Mise en oeuvre

=
U

*

* * *
* * * ...* * * *

*

...

* ...*

*
* *
* * *
* * * *

...

...
......

...

...

...

...

*
*

*

*
*

Réf


1
0

0

..
.

..
.

1

1

0

0

Refneu

0
0

0 0 0

0
0

0
0 0

0 0 0 0

Méthode de pseudo-élimination 22

Dans le cas général on utilise le tableau Refneu pour  
reconnaitre les noeuds du bord.



Condition aux limites de Dirichlet 
homogène Mise en oeuvre

=
U

*
* * ...* * *

...

* ...

* *
* * *

*

...

...
......

...

...

...

...

*

*

Réf


1
0

0

..
.

..
.

1

1

0

0

Refneu

0
0

0 0 0

0
0

0
0 0

0 0 0 0

Méthode de pseudo-élimination 23

Dans le cas général on utilise le tableau Refneu pour  
reconnaitre les noeuds du bord.



Condition aux limites de Dirichlet non 
homogène

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã
Soient             et           J � 0�(ã)

Y = K WYV �ã�

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Trouver             telle que                    et
�Z � ,��(ã)

Y � ,�(ã) Y = K WYV �ã

�
Formulation discrète

Trouver             telle que                       et
<latexit sha1_base64="9n7NX1x/8rP2uHrp6AAqjCztIf8="></latexit>

YL 2 :�
L

<latexit sha1_base64="76EvnVPqu6q/bunUinvuC1PnKKo="></latexit>

YL = �LK WYV @ã
<latexit sha1_base64="ntVj8OClOFGh6X07xAkQJmnZVOI="></latexit>

8ZL 2 e:�
L

<latexit sha1_base64="A9RKG2vTGFsadAI6+85IhLehdDA="></latexit>Z

ã
~rYL · ~rZL Hã+

Z

ã
YL ZL Hã =

Z

ã
J ZL Hã

�

<latexit sha1_base64="Sb2iOy1A1nrHmAz/QS/xQUiXiZw="></latexit>

EZIG �LK =
X

M,7M2@ã

K(7M)[M

<latexit sha1_base64="hxyUX7pC+G4PqtbVu8gTr2pu59E="></latexit>

K 2 C�(@ã)

En passant par un relèvement, on pourrait revenir au cas 
précédent mais on peut aussi écrire…



Condition aux limites de Dirichlet non 
homogène

Systeme matriciel

Trouver                      telle que                             et
<latexit sha1_base64="8KGNCYwiiOi/jQu7VX2/ZuBuE0k="></latexit>

YL(7M) = K(7M), 7M 2 @ã
<latexit sha1_base64="jL9FccPzJvoiE7ZL1r2HgRDRaXo="></latexit>

YL =
X

M

YL(7M)[M

U
<latexit sha1_base64="9EVtelwmlr463ReTRwkgZDWIxiI="></latexit>

Ã� = L�

où

��U� = (��)

<latexit sha1_base64="SEJdKXMSrKQvcfFb8T7qHLjk7iU="></latexit>

Ã�
MN = E([N,[M), 7N ∈ ã, 7M /∈ ∂ã

<latexit sha1_base64="KwwIMnrc8Jg+RMRbzKpcj1YSvrE="></latexit>

L�
M = !([M) =

∫

ã
J[M Hã,7M /∈ ∂ã

<latexit sha1_base64="ovSldFDjQi6FgKfzM6rk/1rrP5Y="></latexit>

QEXVMGI 2� ⇥ 2

<latexit sha1_base64="mZExbW+3hVGOwpR2BeL7adjWm3c="></latexit>

2� MRGSRRYIW



<latexit sha1_base64="ODi7cRKDHSw393oEgPGdITFakaM="></latexit>0

@
-H �

A-& A--

1

A

0

@
U&

U-

1

A =

0

@
G&

L-

1

A

Calcul des coefficients du second membre
Calcul des coefficients de la matriceA = K+M

L

Condition aux limites de Dirichlet non 
homogène Mise en oeuvre

<latexit sha1_base64="ynVYLVOWb8TJPwWJIEbmmV20qgw="></latexit>

QEXVMGI 2⇥ 2

Pour comprendre, on suppose que les sommets du bords 
sont numérotés en premier

<latexit sha1_base64="8aFX7a22/CxCpwY4hk5Kj9RuzfM="></latexit>0

@
A&& A&-

A-& A--

1

A

0

@
U&

U-

1

A =

0

@
L&

L-

1

A

ce qu il faut résoudre pour le problème de Dirichlet non homogène…
<latexit sha1_base64="Cky8EruwS/+poWBAyOOUFM9RAM4="></latexit>

A-&U& + A--U- = L- et
<latexit sha1_base64="dXb0gEc6rxyhKpXOYsP7PuUpnVA="></latexit>

U& = G&

comment changer le système?



Condition aux limites de Dirichlet non 
homogène Mise en oeuvre

A =U*

* * *
* * * ...* * * *

*

...

* ...*

*
* *
* * *
* * * *

...

...
......

...

...

...

...

*
*

*

*
*

L

Réf


1
0

0

..
.

..
.

1

1

0

0

Refneu

27

Dans le cas général on utilise le tableau Refneu pour  
reconnaitre les noeuds du bord.



Condition aux limites de Dirichlet non 
homogène Mise en oeuvre

=
U

*

*
*

*
* * ...

*

* * *
*

...

* ...* *

* *
* * *
* *

*
*

...

...
......

...

...

...

...

*
*

*

*
*

Réf


1
0

0

..
.

..
.

1

1

0

0

Refneu

0 0

0 0

0

28

Dans le cas général on utilise le tableau Refneu pour  
reconnaitre les noeuds du bord.

<latexit sha1_base64="e5tdetrYcx8whUhsGGyOnh+H9yM="></latexit>

K(7�)

<latexit sha1_base64="EfCOWGzEPNFA0kCXnhFwh9LtJg0="></latexit>

K(7-)

<latexit sha1_base64="sJT39svuAIH7WJ3A5pw4PzMnqfc="></latexit>

K(72)

*

1

1

100



Condition aux limites de Dirichlet non 
homogène Mise en oeuvre

=
U

*
* * * ...* * *

*

...

...

* *
* * * *

...

...
......

...

...

...

...

*

*

Réf


1
0

0

..
.

..
.

1

1

0

0

Refneu

0 0

0 0

0

29

Dans le cas général on utilise le tableau Refneu pour  
reconnaitre les noeuds du bord.

<latexit sha1_base64="e5tdetrYcx8whUhsGGyOnh+H9yM="></latexit>

K(7�)

<latexit sha1_base64="EfCOWGzEPNFA0kCXnhFwh9LtJg0="></latexit>

K(7-)

<latexit sha1_base64="sJT39svuAIH7WJ3A5pw4PzMnqfc="></latexit>

K(72)

*

1

1

100



Programme de cet amphi...

Autres exemples d’éléments finis ... 

Prise en compte des conditions de Dirichlet homogènes 

30

Conditions de type Fourier non homogènes

Formules de quadrature



Formules de quadrature

31

Dans la méthode des EF, on doit souvent calculer des intégrales sur des 
éléments du maillage �

Tl

� dΩ
<latexit sha1_base64="7HQp5TK+dvvrWaKQtMUSdhdlxzU="></latexit><latexit sha1_base64="7HQp5TK+dvvrWaKQtMUSdhdlxzU="></latexit><latexit sha1_base64="7HQp5TK+dvvrWaKQtMUSdhdlxzU="></latexit><latexit sha1_base64="7HQp5TK+dvvrWaKQtMUSdhdlxzU="></latexit>

On utilise souvent des formules de calcul de telles intégrales, qui sont 
exactes pour des polynômes d’un certain degré et approchées en général.
En 1D: ce sont les formule des trapèzes, de Simpson, de Newton Cotes,…

�

T�

� dΩ �
q�

k=1

��
k �(S�

k)
<latexit sha1_base64="VvwsXqAJ8Pve593VHg0+SNitrPo="></latexit><latexit sha1_base64="VvwsXqAJ8Pve593VHg0+SNitrPo="></latexit><latexit sha1_base64="VvwsXqAJ8Pve593VHg0+SNitrPo="></latexit><latexit sha1_base64="VvwsXqAJ8Pve593VHg0+SNitrPo="></latexit>

où
S�
k

<latexit sha1_base64="2Yb5K0MJtA2bbvaw02GxHC4OAMc="></latexit><latexit sha1_base64="2Yb5K0MJtA2bbvaw02GxHC4OAMc="></latexit><latexit sha1_base64="2Yb5K0MJtA2bbvaw02GxHC4OAMc="></latexit><latexit sha1_base64="2Yb5K0MJtA2bbvaw02GxHC4OAMc="></latexit>

��
k

<latexit sha1_base64="8yXQuBMqCsu0fuutTP2gtRAlDrI="></latexit><latexit sha1_base64="8yXQuBMqCsu0fuutTP2gtRAlDrI="></latexit><latexit sha1_base64="8yXQuBMqCsu0fuutTP2gtRAlDrI="></latexit><latexit sha1_base64="8yXQuBMqCsu0fuutTP2gtRAlDrI="></latexit>

sont les points de quadrature
sont les poids de quadrature

On dit qu’une formule de quadrature est d’ordre K quand elle intègre 
exactement les polynômes de degré K.

Si la formule de quadrature est d’ordre K alors il existe C>0 telle que

où |T�| est	l’aire	de T� et h� son	diamètre.
<latexit sha1_base64="mk8HpVyYI47hyUYLP1GLFFsgOkc="></latexit><latexit sha1_base64="mk8HpVyYI47hyUYLP1GLFFsgOkc="></latexit><latexit sha1_base64="mk8HpVyYI47hyUYLP1GLFFsgOkc="></latexit><latexit sha1_base64="mk8HpVyYI47hyUYLP1GLFFsgOkc="></latexit>

�� � CK+1(T�),

�����

�

T�

� dΩ �
q�

k=1

��
k �(S�

k)

����� � C|T�|hK+1
�

<latexit sha1_base64="HpSMd/BdrtuMvmKVnZLIb7qZKoM="></latexit><latexit sha1_base64="HpSMd/BdrtuMvmKVnZLIb7qZKoM="></latexit><latexit sha1_base64="HpSMd/BdrtuMvmKVnZLIb7qZKoM="></latexit><latexit sha1_base64="HpSMd/BdrtuMvmKVnZLIb7qZKoM="></latexit>
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Quelques exemples pour

Remarques : 

T!
<latexit sha1_base64="dx4+9DhZCGVxB60cipugG8//HGQ="></latexit><latexit sha1_base64="zBJpwTca63g1mh4ATt2uWrNLwGI="></latexit><latexit sha1_base64="zBJpwTca63g1mh4ATt2uWrNLwGI="></latexit><latexit sha1_base64="TGr+LToftoxfomsGtyCWsUCqwpI="></latexit>

S3
<latexit sha1_base64="qz8zmdb+80J2CrquoSSt2Pj3PFw="></latexit><latexit sha1_base64="jq5cHPNV6zt+XJ+y+l6aAAd8psE="></latexit><latexit sha1_base64="jq5cHPNV6zt+XJ+y+l6aAAd8psE="></latexit><latexit sha1_base64="eYcpjPf/4KOUGvJvHa8kY3rayC4="></latexit>

S2
<latexit sha1_base64="1FcGALiqoV8YTed/5zKtslkT76A="></latexit><latexit sha1_base64="734qUUO2MQsL+0NXuP01U7tIydo="></latexit><latexit sha1_base64="734qUUO2MQsL+0NXuP01U7tIydo="></latexit><latexit sha1_base64="29XYBykzeqCuAomXuDJ59Jt9RGY="></latexit>

S1
<latexit sha1_base64="T+xhI+EIjGexDdkXZg2EKJhE/jY="></latexit><latexit sha1_base64="cA9MKFr4xDZWqnRvWkt5L6Fb3Ck="></latexit><latexit sha1_base64="cA9MKFr4xDZWqnRvWkt5L6Fb3Ck="></latexit><latexit sha1_base64="2L3qWThHU8d0pQjKvk6HB4m1K5I="></latexit>

d’ordre 0|T�| �(
S1 + S2 + S3

3 )
<latexit sha1_base64="V0W7Ou2WTT1jxc/Zr59bnY/9XDw="></latexit><latexit sha1_base64="V0W7Ou2WTT1jxc/Zr59bnY/9XDw="></latexit><latexit sha1_base64="V0W7Ou2WTT1jxc/Zr59bnY/9XDw="></latexit><latexit sha1_base64="V0W7Ou2WTT1jxc/Zr59bnY/9XDw="></latexit>

�

T�

� dΩ
<latexit sha1_base64="YlGDg53w6mPWCUqiIjm3rIggTBg="></latexit><latexit sha1_base64="YlGDg53w6mPWCUqiIjm3rIggTBg="></latexit><latexit sha1_base64="YlGDg53w6mPWCUqiIjm3rIggTBg="></latexit><latexit sha1_base64="YlGDg53w6mPWCUqiIjm3rIggTBg="></latexit>

|T�|
3 (�(S1) + �(S2) + �(S3))

<latexit sha1_base64="L6vxZblKPyORmwTUc34z+lvX7VE="></latexit><latexit sha1_base64="L6vxZblKPyORmwTUc34z+lvX7VE="></latexit><latexit sha1_base64="L6vxZblKPyORmwTUc34z+lvX7VE="></latexit><latexit sha1_base64="L6vxZblKPyORmwTUc34z+lvX7VE="></latexit>

d’ordre 1

|T�|
3

�
�(
S1 + S2

2 ) + �(
S1 + S3

2 ) + �(
S2 + S3

2 )

�

<latexit sha1_base64="PDA4Y8cWLEwWvDHbfqAim+F4So4="></latexit><latexit sha1_base64="PDA4Y8cWLEwWvDHbfqAim+F4So4="></latexit><latexit sha1_base64="PDA4Y8cWLEwWvDHbfqAim+F4So4="></latexit><latexit sha1_base64="PDA4Y8cWLEwWvDHbfqAim+F4So4="></latexit>

d’ordre 2

D'autres exemples pour

T̂Ŝ1 Ŝ2

Ŝ3

(0,0)

(0, 1)

(1,0)

�

T̂
� dΩ �

�

q
�̂q �(Ŝq)

<latexit sha1_base64="zfd39TaTCodqCmAb4YJ3iKnt2Yw="></latexit><latexit sha1_base64="zfd39TaTCodqCmAb4YJ3iKnt2Yw="></latexit><latexit sha1_base64="zfd39TaTCodqCmAb4YJ3iKnt2Yw="></latexit><latexit sha1_base64="zfd39TaTCodqCmAb4YJ3iKnt2Yw="></latexit>

Ŝq (1/3, 1/3) (1/5, 1/5) (1/5,3/5) (3/5, 1/5)
�̂q �9/32 25/96 25/96 25/96

<latexit sha1_base64="eozh0/Wdvdr8etcIMEkju6z4WoA="></latexit><latexit sha1_base64="eozh0/Wdvdr8etcIMEkju6z4WoA="></latexit><latexit sha1_base64="eozh0/Wdvdr8etcIMEkju6z4WoA="></latexit><latexit sha1_base64="eozh0/Wdvdr8etcIMEkju6z4WoA="></latexit>

d’ordre 3

voir le poly pour une formule d’ordre 5.
 les formules de quadrature d’ordre élevé sont souvent 
calculées pour le triangle de référence. Il faut donc passer  
du triangle courant au triangle de référence.

 ces formules sont indispensables quand on s’intéresse à des  
problèmes avec coef. variables ou quand on utilise des EF d’ordre élevé…



Programme de cet amphi...

Autres exemples d’éléments finis ... 

Prise en compte des conditions de Dirichlet homogènes 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Mi, i � {1,2,3}Si, i � {1,2,3}

P� espace vectoriel des polynômes de degréoù � �

Élément fini de Lagrange    en 2DP�

Sur un triangle de référence,

�

��
� =

��� � C�(�), ⇥� � {�, . . . ,�
	�}, ��
⇤⇤
T�
� P�

⇥

(0,0) (1,0)

(0,1)

Fonctions de base locale associées

P� =
� ��� + �	� + ��	+ ��+ �	+ � ⇥

�i, i � {1, 2, 3} µi, i � {1, 2, 3}
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P� espace vectoriel des polynômes de degréoù � �

Élément fini de Lagrange    en 2DP�

Sur un triangle de référence,

��
� =

��� � C�(�), ⇥� � {�, . . . ,�
	�}, ��
⇤⇤
T�
� P�

⇥

(0,0) (1,0)

(0,1)

(0,0) (1,0)

(0,1)

P� =
� ��� + �	� + ���	+ ��	� + �(�, 	), �(�, 	) � P�

⇥

Fonctions de base locale associées
Si, i � {1,2,3} Ti, i � {1, . . . ,6} �

��i, i � {1, 2, 3} �i, i � {1, . . . , 6}
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P� espace vectoriel des polynômes de degréoù � �

Élément fini de Lagrange    en 2DP�
��
� =

��� � C�(�), ⇥� � {�, . . . ,�
	�}, ��
⇤⇤
T�
� P�

⇥

Pour définir une base de ��
�

� �

��
� ��

�

��(��) = ���
Fonctions de base globales 

2 types
��(��) = ���

Fonctions de base globales 

3 types

��� ��
� = ��	� + ��
 ��	 ��

� = ��
	 + ���� + �
��
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Algorithme similaire pour l’assemblage des matrices 

Application et mise en oeuvre

les matrices élémentaires sont de plus grande taille

Les matrices sont creuses 
plus de termes non nuls par ligne

les calculs sont plus lourds mais l’approximation est a 
priori meilleure quand k augmente 

à condition que la solution soit assez régulière

Élément fini de Lagrange    en 2DP�

P� espace vectoriel des polynômes de degréoù � �
��
� =

��� � C�(�), ⇥� � {�, . . . ,�
	�}, ��
⇤⇤
T�
� P�

⇥

37



Convergence de la méthode des EF
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Programme de la partie 2 de l’amphi

Problème modèle

Lemme de Céa

Convergence de l’approximation interne

On verra la prochaine fois : vitesse de convergence, 
estimation d’erreur H1 et L2,…



Quelques rappels...

Un problème en formulation forte

Formulation variationnelle équivalente

AnalyseApproximation

Lax 
Milgram

Méthode de 
Galerkin

Système linéaire 
AU = F Solution

39

Convergence ?



Problème modèle
Trouver             telle que (avec          un ouvert polygonal)Y � ,�(ã) ã � R�

�HMZ (� ��Y) + Y = J HERW ã

��Y · R = � WYV �ã

avec            et                                                        .J � 0�(ã) � � 0�(ã), EZIG �(\) � �� > � T�T� XSYX \ � ã

On vérifie que le théorème de Lax-Milgram s’applique (voir amphi 3).

Dans la suite, on note la forme bilinéaire

E(Z,[) =

�

ã

�
� ��Z ��[ + Z[

�
Hã

Ce problème est équivalent à la formulation variationnelle (voir amphi 2)

Trouver             telle que Y � ,�(ã)�

ã

�
� ��Y ��Z + Y Z

�
Hã =

�

ã
J Z Hã, �Z � ,�(ã)

ã �R



Discrétisation
ã Maillage

T�

Toute arête d’un triangle est  
soit une arête d’un autre triangle,  
soit une arête portée par la frontière 

 
S
T P �

S
T P� = � WM P �= P�

 
�

P

TP = ã

Pas du maillage h (qui sera amené à tendre vers 0)
LPoù     est le rayon du plus petit cercle 


contenant TP

L = max
��P�2XVM

LP
��
T�

On introduit également pour chaque triangle TP

    est le rayon du plus grand cercle inclus dans TP�P
T�

ρP

 (
S
T P �= � )

On notera le pavage de    composé de triangles : ã TL = (TP)P���,2XVM�
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Hypothèse sur les maillages
On suppose que la famille de maillage       est régulière(TL)L

��, �TL, �P, LP

�P
� �

 en 2D, cette hypothèse est équivalente à la condition angulaireRemarque:

Discrétisation
Maillage

��0 > 0, �h > 0, �T� � Th, �T� � �0 (�Tl plus	petit	angle	de T�)

T� Triangle aplati -> dégénéréT�Triangle non aplati

 Cette hypothèse est tout aussi importante en pratique que  
pour l’analyse de convergence.

Exemple:
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Discrétisation
F.V. discrète et lemme de Céa

Soit            solution de  
Trouver            telle que (F.V.)
Y � ,�(ã)

Y � ,�(ã) E(Y, Z) =

�

ã
JZ Hã, �Z � ,�(ã)

Lemme de Céa 

où    est la constante de continuité et   celle de coercivité de a.1E �

�Y� YL�,�(ã) � 1E

�
inf
ZL�:OL

�Y� ZL�,�(ã)

Rappel �� > �, �Z � :, E(Z, Z) � ��Z��:�1E > �, �Z,[ � :, |E(Z,[)| � 1E�Z�: �[�: et

� E(Y, YL � ZL) = �(YL � ZL)
E(YL, YL � ZL) = �(YL � ZL)�

Conclusion: = E(Y � YL, Y � ZL)

E(Y � YL, YL � ZL) = ��

Preuve : 1. a est coercive et  Y � YL � ,�(ã) � E(Y � YL, Y � YL) � ��Y � YL��,�(ã)

2. �ZL � :O
L � ,�(ã), YL � ZL � ,�(ã)

YL � ZL � :O
L

��Y � YL��,�(ã) � E(Y � YL, Y � YL) + E(Y � YL, YL � ZL)

� 1E�Y� YL�,�(ã) �Y� ZL�,�(ã)

� �ZL � :OL, �Y� YL�,�(ã) � 1E/� �Y� ZL�,�(ã)

Soit          solution de  
Trouver          telle que
YL � :O

L
YL � :O

L E(YL, ZL) =

�

ã
JZL Hã, �ZL � :O

L �*�:�OL
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Discrétisation
F.V. discrète et lemme de Céa

Proposition
On suppose qu’il existe un sous espace              dense dans        
et une application               telle que  

; � ,�(ã) ,�(ã)
VL : ; � :OL

�[ � ;, lim
L��

�[� VL([)�,�(ã) = �,
alors

lim
L��

�Y� YL�,�(ã) = �

Preuve : on va montrer  que                                     puis il suffit d’utiliser le lemme 
de Céa.

�Z � :, lim
L��

inf
ZL�:L

�Z � ZL�: = �,

Soient       et        comme W est dense dans V, on sait que� > �,Z � : �[ � ;, �Z� [�: � �/�
Pour ce w, on sait que                           i.e. lim

L��
�[� VL([)�: = �, �L� > �, �L �]�, L�[, �[� VL([)�: � �/�

Ceci implique que �L �]�, L�[, �Z � VL([)�: � �Z � [�: + �[ � VL([)�: � �

Comme              , on a VL([) � :L �L �]�, L�[, inf
ZL�:L

�Z � ZL�: � �, � lim
L��

inf
ZL�:L

�Z � ZL�: = �,

Lemme de Céa 

où    est la constante de continuité et   celle de coercivité de a.1E �

�Y� YL�,�(ã) � 1E

�
inf
ZL�:OL

�Y� ZL�,�(ã)



Pouvons nous être plus précis sur cette convergence ? 
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Discrétisation
Vitesse de convergence

Definition : Vitesse de convergence
On dit que l’approximation converge à l’ordre                    ssi     (� � R, � > �)�

�' > �, �Y� YL�,�(ã) � 'L�

�Y� YL�,�(ã) � 1E

�
inf
ZL�:OL

�Y� ZL�,�(ã)

En étudiant comment se comporte                     vis à vis de h et k?inf
ZL�:O

L

�Y � ZL�,�(ã)

on va déterminer la vitesse de convergence de la méthode!

D’après le lemme de Céa

Ce résultat va dépendre de la régularité de u! 

Pour notre problème il suffit de choisir               et d’utiliser ce 
que nous allons faire la prochaine fois pour la convergence dans W  
(avec            ).  
Ce résultat est vrai pour toute solution             ! 

W = C1(Ω)

VL = �O
L

Y � ,�(ã)



Séance de tutorat
Prochain cours : le 4 novembre à 8h30. TP2 à 10h


le lundi 4 novembre de 16h à 18h

le vendredi 8 novembre après midi

Sonia Fliss 

(bureau 2230) 
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