Introduction a la methode
des elements finis

Les formulations variationnelles

Sonia Fliss



Pour les Tps

Avant le premier TP (14 octobre), il faudra avoir installe
imperativement

1) MATLAB (payant) ou OCTAVE (libre)

2) GMSH

J’enverrai un email contenant des instructions pour [’
installation de ces logiciels.

Merci de m’envoyer un email si vous avez des soucis
d'ordinateurs, d’installations,...

Le premier TP fera |'objet d'un bonus, ainsi que la
participation en petite classe sur la note de TP.



Theoreme de trace (1) Rappel

Premier théoréme de trace
Lapplication trace 7o : C°(Q) — L%(0Q)= {f mes. sur 0Q tq. [,,|f2dl < +oo}

V= Y0(V) =0V = V]so
verifie 3Co, Vv € C(Q), ||70VllLe(aa) < CollViln(a)

Comme C*°(Q) est dense dans H!(Q), ’application se prolonge par
densite en 70 : H(Q) — L%2(0Q) qui verifie
V = YoV = V|aq

3Co, W € H(Q), [|70Vliz90) < CollVlm(a)

@ Linegalitée suivante est fausse
Co; WV E €722 dlaovhezomy X Col V2 (o)

On ne peut pas parler de la trace d'une fonction de L?(Q)




Theoreme de trace (1)

Exemple en 2D :

La fonction v:(X,Y¥) — In(In( x21+y2))

@ elle appartient a C°(Q)

@ mais elle n'appartient pas a c°(Q)
puisqu’elle n'est pas continue en (0,0).
On ne peut donc pas définir v(0,0)!

@ Elle appar’rien’r a HI(Q) (a faire en exercice)

donc d'apres le théoreme de trace, on peut
definir sa trace sur le bord 9Q et c'est une
fonction de L%(0Q).




Theoreme de trace (1)

@ 70 n'est pas surjective de H'(Q2) dans L?(0Q)

Proposition

L'image de~y, est un sous-espace strict de L?(0Q), constitué de

fonctions plus regulieres. Cet espace est dense dans L%(0Q) .
Cet espace est noté H/2(0Q).

Proposition
Le noyau de 7o est Hy(Q) . Autrement dit
Ho(Q) = {v e H(Q), V|sq =0}

Preuve de C :toute fonction de v de D(Q) vérifieyov = 0 .De plus, D(Q) est dense dansH(Q)
Soit v € H(l)(Q), = (Vn)ngN < D(Q)N ].IGI%HVn s VHHI(Q) e )
n

Yo étant continue pour la norme H!, on trouve lier%\hovn — YoVlizq) =0 = v =0
n




Generalisation des formules de Green (1)

w € C>®(Q)

(GO) /—dQ / w n; dl’ 1<i<n
OX;

/ YoW N dI’
00

® Lintégrale volumique s’'étend aux fonctions w de H'(Q)

@ Lintégrale surfacique s'étend également aux fonctions w de H'(Q)
w € C>®(Q)

1/2 1/2
[ sownari< ([ infzar) ([ powar) " < Calowlson
50 c.s. \JoQ on

< Cg ‘WHHl(Q)

Il suffit ensuite d'utiliser le théoreme de prolongement par densite.



Generalisation des formules de Green (1)

Théoreme
Pour toute fonction w € H'(Q)

(GO bis) / 8—X| dQ = / Yow n;dI’

Vous trouverez les notations suivantes :U YoW N dlj oug W50 N dlj ou/ wn; dIl’
o0 o0 Yo,

Corollaire 1
Pour toutes fonctions u,v € H'(Q)

ou ov :
(G1 bis) / (a—x|v — ua—XI> dQ:/(?Q’}/OU’}/OvnidF 1§|§n

Vous trouverez les notations suivantes {/ YoU YoV i da oug Ulaq V|aq N da ou/ uvn;dI’
oQ o0 oQ




Generalisation des formules de Green (2)

Peut on généraliser la Formule de Green d'ordre 2? £
. n
u,v e C>*(Q) a

(G2) / (Auv + ﬁu-?v) dQ:/ Vu - nvdl
Q oQ

@ Lintegrale volumique s’étend aux fonctions u € H4(Q), v € H(Q)

1/2 1/2
r Auvdm<( / rAurzda) ( / M2d9> < 1Al [Mlx < ullee [Vl

C.S
2

1/2 1/
[ Sudvaal < ([9upaa) ([ 9vier) < fulle vl < e 191

Il suffit d’ u’rlllser le theoreme de prolongement par continuite.

@ Peut on etendre |'integrale surfacique a ces fonctions ?
C'est le deuxieme théoreme de ’rrace

‘Rappel: H2(Q) = {v € H(Q) tg. o
] | J

2
Mty = My + [ | lpaael? | a0

is)=}




Theoreme de trace (2)

Deuxieme théoreme de trace

L'application tracey; : C®(Q) — L3(0Q)= {f mes. surdQ tq. [, |f|2dT < +o0}
VH%VZ?V-R@Q

véerifie 3Ci, W € C°(Q), [[mVlliza0) < CillV]lHe(a)

Comme C*(Q)est dense dans H*(2), 'application se prolonge par
continuité en v : H(Q) — L*(0Q) qui verifie

Vi mVv = VV-nlgo
3C1, W € H3(Q), [ImVllizaa) < CilIVlke(a)

Remarques : @ Linegalite suivante est fausse

G NN E L2 )r Hmvilenany L GV

On ne peut pas parler de la trace normale d’'une fonction de H'(Q)




Generalisation des formules de Green (2)

u,v € C>®(Q)

(G2) / (Auv - ﬁu-ﬁv) dQ) = Vu-nvdl
Q o0

"
/ U yovdl
o0

@ Lintégrale volumique s’étend aux fonctions u € H*(Q), v € H(Q)
\/Q (Auv + Fu-Tv) da| < ulea) M)

@ Lintégrale surfacique s'étend aux fonctions u € H4(Q), v € H'(Q)
car dans ce cas 11u et oV sont dans L%(9Q).

| Vu-nvdl'| < [[mulliza9) [[70V]iizea) < Ca llulluea) [[VIk(a)
2e C.S. d'apres les ler et 2eme

theoremes de trace



Generalisation des formules de Green (2)

u,v € C>(Q) ~

(G2) / (Auv + Vu- Vv) dQ) = Vu - nv
Q 3o
"
/ U yovdl
o0
Théoreme
Pour toutes fonctions u € H*(Q), v € H(Q) ~
(62 bis) / (Auv + Vu- ﬁv) dQ = / ~Mu~ovdl
o e

Vous trouverez les notations suivantes :@ Y1U YoV dljoua Vu - Alaq V]oo dljou/ Vu-avdl
0 20 20




Une petite parenthese (hors programme)

On vient de voir que pour tout u € H5(Q), v € H(Q)

(G2) / (Auv i ﬁu : €V) ail — ﬁu - ﬁ|aQ V‘ag dI’
Q ).

Peut on étendre la formule aux fonctions u € H(Q, A), v € H(Q)?

On rappelle que H*(Q) c H'(Q, A)
mais il n'y a pas egalite...




Une petite parenthese (hors programme)

On vient de voir que pour tout u € H5(Q), v € H(Q)

(G2) / (Auv i ﬁu : €V) ail — ﬁu - ﬁ|ag V‘aQ dI’
Q ).

Peut on étendre la formule aux fonctions u € H(Q, A), v € H(Q)?
@ On peut etendre l'integrale volumique

1/2 1/2
[ auval < ( / ymzda) ( /Q Mzdﬂ) < [ ulle ¥l < lullwca,a) [Vl

1/2

1/2 /
[, uvanl < ([ Furan) - ( [19veda) < lulle IVl < Ieleca ) Moo




Une petite parenthese (hors programme)

On vient de voir que pour tout u € H5(Q), v € H(Q)

(G2) / (Auv i ﬁu : €V) ail — ﬁu - ﬁ|aQ V‘ag dI’
Q ).

Peut on étendre la formule aux fonctions u € H(Q, A), v € H(Q)?
@ On peut etendre l'integrale volumique

1/2 1/2
[ auval < ( / ymzda) ( /Q Mzdﬂ) < [ ulle ¥l < lullwca,a) [Vl

1/2

1/2 /
[, uvanl < ([ Furan) - ( [19veda) < lulle IVl < Ieleca ) Moo

@ Quant a l integrale surfacique...
Si v est dans H'(Q, AA) mais pas dans H3(Q) , viv ¢ L?(0Q) mais on
peut lui donner un sens plus faible. Il faudrait remplacer

/8(2 ﬁu .nvdll’ ———p (Im~o)’ < ﬁu ' r_ﬂaQ ,VIaQ >Im70



Une petite parenthese (hors programme)

On vient de voir que pour tout u € H5(Q), v € H(Q)

(G2) / (Auv i ﬁu : €V) ail — ﬁu - ﬁ|ag V‘aQ dI’
Q ).

Peut on etendre la formule aux fonctions u € H(Q, A), v e H(Q)?
La reponse est OUI mais c’est plus complique !

/ (Auv + Vu- ﬁv) dQ = Imy, < Vu - n|aa, V]s0 > Imo
Q

Dans ce cours, des qu’une fonction est dans H'(2,A), on fera
I'hypothese qu’elle est dans H%(Q) pour simplifier et on
appliquera la formule de Green avec des integrales.

On admettra que cette hypothese n'est pas necessaire, les
preuves sont seulement un peu plus techniques.



Formulations variationnelles

Dans cet amphi, nous nous intéeressons a la résolution des problemes

Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q "
+conditions aux limites A

avec f € L*(Q).

1) avec conditions de Dirichlet homogenes
=0 surdQ

2) avec conditions de Dirichlet non homogenes
=g surdQ avec ge€...

3) avec conditions de Neumann (non) homogenes
Vu-n=g surdQ avec g € L*(0Q) .

4) Le cas des conditions de Fourier Vu-ni+ Au=g surdQ avec g€ L*(0Q)
sera etudie dans |'exercice 1 (TD2).

Les conditions aux limites jouent un role crucial !




Conditions aux limites de type Dirichlet
homogenes

Soit f € L%(Q).
Trouver u € H'(Q) telle que | —A = f dans Q

=0 sur 01

On multiplie |’equation volumique par une fonction test v € H!'(Q)
et on integre sur Q

—/A vdf2+/ de:/deQ
Q Q Q

cH(Q) et Au=u—fel?(@) = ucH(QA)

On suppose u € H2(Q) et on a v € H(Q), on peut donc appliquer
la formule de Green

\VAVIAVAVY [0 2 6 'ﬁ‘aQV|8Q dF—I—/
Q

de:/deQ (d’apres
Q G2 bis)
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Conditions aux limites de type Dirichlet
homogenes

Soit f € L%(Q).
Trouver u € H'(Q) telle que | —A = f dans Q

( =0 sur 8(2)

Pour toute fonction test v € H'(Q)

/ﬁ . VvdQ — Y -ﬁ‘aQV‘anF—i—/
Q

de:/deQ (d’apres
Q Q

oQ G2 bis)

w—/

Que faire de ce terme?

Si on considere v € H,(Q), l'intégrale surfacique disparait

/ﬁ .VvdQ / de:/deQ
0 o) o)

Comme u € H(Q) et u=0 surdQ, on a également u € Hy(Q) .




Conditions aux limites de type Dirichlet

homogenes
Soit f € L%(Q).
Trouver u € H'(Q) telle que | —A = f dans Q
( =0 SUr 8(2)
4

Trouver(u € H}(Q))telle que
QE) /6 -ﬁvdf2+/ de:/deQ
Q Q Q

Remarques :

@ La solution u et les fonctions test v appartiennent au meme
espace H;,(Q), un espace de Hilbert (c’est un sous espace fermé de H!(Q))

@ La condition aux limites apparait dans la definition de l'espace
(iciHy(Q)) . On parle de condition aux limites essentielle.



Conditions aux limites de type Dirichlet

Soit f € L%(Q).
Trouver

c H(Q) telle que

Trouver u € H,(Q) telle que
Vv € HL(Q) /ﬁ ﬁvdf2+/ de:/deQ
Q Q Q

— /A

$

homogenes

— f dans Q

=0 sur 01

Remarques : @ La FV. admet au plus une solution.

Siu, et
Vv € Hy(Q) /

Q
En particulier

/Qi(—>

V (U — )ﬁvda+/(
Q
pour v =u; — U, € Hy(Q),
: :
+u —up|?| d2 =0 = ||

sont solutions alors

—,

) vdQ =0

HEP(Q) =0



Conditions aux limites de type Dirichlet

homogenes
Soit f € L%(Q).
Trouver u € H'(Q) telle que | —A = f dans Q
=0 sur 0Q
4
Trouver u € H,(Q) telle que
Vv € Hy(Q) /V VdeJr/ de:/deQ
Q Q

Remarques : @ La solution u de la FV. est unique.
La solution du probleme de depart est donc également unique.

@ Dependance continue par rapport a la donnee f
Si on choisit v = u dans la FV.

/Q[\V = | dQ /FudQ — HHI(Q) <||FHL2(Q)H ILecay

= | HHl(Q) < Iz U]l



Conditions aux limites de type Dirichlet
homogenes

Soit f € L%(Q).
Trouver u € H'(Q) felle que | —A

$

Trouver u € H,(Q) telle que

B dans.0
n

=0 sur 01

Vv € HL(Q) /ﬁ ﬁvdf2+/ de:/deQ
Q Q Q

Remarques : @ La solution u de la FV. est unique.
La solution du probleme de depart est donc également unique.

@ Dependance continue par rapport a la donnee f

[ullrq) <

flliz(a)

@ La FV. et le probleme de depar

- sont equivalents. En effet...



Conditions aux limites de type Dirichlet
homogenes

Soit f € L*(Q).
Trouver u € H})(Q) telle que

Vv € Hy(Q) /ﬁ -ﬁdeJr/ de:/deQ
o o. Q

1) On cherche u dans Hy(Q)donc u=0 sur 0Q

On a donc retrouve la condition aux limites du probleme de depart.




Conditions aux limites de type Dirichlet

homogenes
Soit f € L%(Q).
Trouver u € Hy(Q) telle que
Vv € Hy(Q) /V Vde+/ de:/deQ
Q Q

2) On aimerait appliquer la formule (G2 bis) mais on ne sait pas a
priori que u € H%(Q) ou au moins que u € H(Q, A)

On choisit ensuite v € D(Q) C H.(Q)
veD(Q): v a support compact K € Q + v e oK), Vve K" = veH(Q)
" V'ag =@ =" NG HIO(Q)

On passe par une derivation au sens des distributions

Ou Ov i Ou  Ov . H?
Q Q: T AR P
/V . Vvd Z/ % 6’x.d Z< e > Z< (‘9x2’v>

6— € 1:5(Q) ¢ DI(Q) der. au sens des distrib.
Xi
| — _ < Au,v >




Conditions aux limites de type Dirichlet
homogenes

Soit f € L*(Q).
Trouver u € H})(Q) telle que

Vv € Hy(Q) /ﬁ '§VdQ—|—/ de:/deQ
Q Q Q
2) On choisit ensuite v € D(Q) C H,(Q)
On passe par une derivation au sens des distributions

[ Fu-Fvda—- < auy>
et en utilisant égalgmen’r
/ vdQl =< u,v >, / fvdQ =< f,.v> car uy fcl?Q)cD(Q)
; < —AuA F,vi: 0, Vv € D(Q)
—Au+u—f=0  dans D(Q)
—Au+u=Ff  dansL?Q) car:f =L (Q)
—Au+u=f presque partout dans Q

U




Conditions aux limites de type Dirichlet
homogenes

Soit f € L*(Q).
Trouver u € H})(Q) telle que

Vv € Hy(Q) /ﬁ -ﬁdeJr/ de:/deQ
o o. Q

;

Trouver u € H(Q) felle que | —Au+u=f dans Q
=0 sur 01

Il y a donc équivalence entre les 2 problemes. Qu'a-t-on gagneé?

On verra a la prochaine seance que la FV. est un probleme

bien pose ( existence, unicité d'une solution et continuité par rapport aux
données ) en utilisant le theoreme de Lax Milgram.

L'approximation de la FV. par la méthode des éelements finis
sera |'objet des seances suivantes.




Conditions aux limites de type Dirichlet non

homogenes
Soient f € L?(Q) et(ge ...

Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q

=g surdQ

A quel espace doit appartenir la donnee g ?
Est ce qu'une donnée surfacique dans L%(9Q)suffit? NON !

Comme on cherche u € H'(Q), pour que la condition aux
limites ait un sens, il faut que

g € Im(70) (=H/2(00Q))

: Rappel Lapplication trace vo : H'(Q) — L*(9Q) n'est pas surjective. Limage deo est
: V = YoV = V|ag
un sous-espace strict de L%(0Q), constitué de fonctions plus régulieres




Conditions aux limites de type Dirichlet non

homogenes
Soient f € L*(Q) et g € Im(yo)
Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q
=g sur 0J{

On multiplie |’equation volumique par une fonction test v € H!'(Q)
et on integre sur Q

—/A vdQ / de:/deQ
o) 0 0

cH(Q) et Au=u—fel?(@) = ucH(QA)

On suppose u € H2(Q) et on a v € H(Q), on peut donc appliquer
la formule de Green

/ﬁ TvdO —
Q

6 ‘ﬁ‘@QV'anF+/
1919, Q

Si on considere v € H,(Q), l'integrale surfacique disparait

/6 -ﬁvdf2+/ de:/deQ
Q Q Q

de:/deQ (d'apres
Q G2 bis)



Conditions aux limites de type Dirichlet non

homogenes
Soient f € L*(Q) et g € Im(yo)
Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q
=g sur 0J{

I

Trouver u € H'(Q) telle que u=g surdQ et
Vv € HL(Q) /ﬁ ﬁvdf2+/ de:/deQ
Q o o

Remarques : @ La solution u de la FV. est unique.
La solution du probleme de depart est donc egalement unique.

@ La FV. et le probleme de depart sont équivalents.

C’'est exactement la meme demonstration que dans le cas des conditions de Dirichlet
homogenes.



Conditions aux limites de type Dirichlet non

homogenes
Soient f € L*(Q) et g € Im(yo)
Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q
=g sur 0J{

I

Trouver u € H'(Q) telle que u=g surdQ et
Vv € HL(Q) /ﬁ ﬁvdf2+/ de:/deQ
Q o o

Remarques : @ La solution u et les fonctions test v
n'appartiennent pas au meme espace.

Comme o est surjective de H'(Q) dans Im(vp), on sait que
Juy € H(Q), uglan =g ug est un relevement de g.

On montre facilement que u, = u — uy est dans Hy(Q) et vérifie

vVeHg(Q)/ﬁ -6vdf2+/ de:/(fv—ﬁugﬁv—ugv) dQ
Q Q Q



Conditions aux limites de type Dirichlet non

homogenes
Soient f € L*(Q) et g € Im(yo)

Trouver u € H'(Q) telle que u=g surdQ et
5 i n
Vv € Hy(Q) /V -VdeJr/ de:/deQ
Q Q Q

I

Trouver u € H'(Q) avec u = uy + ug ol
@ ug € H(Q), uglon =g

® Uy € Hy(Q) est telle que
vVeHg(Q)/ﬁ -6de+/ de:/ (Fv—ﬁugﬁv—ugv) dQ
Q Q Q

Remarques : @ La solution est indépendante du choix du relevement!

@ Pour toutg € Im(yo), comment construire un ug ?
Exemple simple : pour g=C (une constante), il suffit de choisir ug=C.

Dans le cas général, on verra qu'on aura simplement besoin de le
faire au niveau discret et que c’est relativement simple.



Conditions aux limites de type Dirichlet non
homogenes

Soient f € L4(Q) et g € Im(yo)
PR -

Trouver u € H'(Q) avec u = u, + ug ou
% | ug o |'|1((2)7 UglaQ e g
® Uy € Hp(Q) est telle que

Vv € Hy(Q) /ﬁ ﬁvda+/ de:/(fv—ﬁugﬁv—ugv) dQ
Q Q Q

C'est ce probleme dont on etudiera le caractere bien poseé
(grace au theoreme de Lax Milgram) et que l'on pourra
discréetiser par la methode des elements finis.




Conditions aux limites de type Neumann

Soient f € L%(Q) et g € L%(0Q) .
Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q
Vu-n=g sur 0

On multiplie |’équation volumique par une fonction test v € H(Q)
et on integre sur Q

—/A de+/ de:/deQ
Q Q Q

cH(Q) et Au=u—fel?(@) = ucH(QA)

On suppose u € H2(Q) et on a v € H(Q), on peut donc appliquer
la formule de Green

/6 -%da—/ \Y, .ﬁ\agv|agdr+/ de:/deQ (d"apres
Q oQ Q Q G2 bis)

/6 -6vdf2+/ de:/deQ+ gV|oadl' (dapres
Q Q Q 0Q

la cond. aux lim.)




Conditions aux limites de type Neumann

Soient f € L%(Q) et g € L%(0Q) .

Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q

(V -n=g surc‘?QJ
4

Trouver( c H'(Q)/telle que

e

de:/deQ+ gV|aqdl
Q \aQ J

(W € H(Q)) Qﬁ -%dfn/Q

Remarques :

@ La solution u et les fonctions test v appartiennent au meme
espace H'(Q), un espace de Hilbert.

@ La conditions aux limites n‘apparait pas dans la definition de
I'espace (ici H'(Q)) mais directement dans la FV.

On parle de condition aux limites naturelle.



Conditions aux limites de type Neumann

Soient f € L%(Q) et g € L%(0Q) .

Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q

Vu-n=g sur 0
4

Trouver u € H'(Q) telle que
Vv € H'(Q), /ﬁ -§vd(2+/ vdQ = / fvdQ + gV|gqdl
Q Q Q o0

Remarques : @ La solution u de la FV. est unique
et donc la solution du probleme départ est aussi unique.

@ La FV. et le probleme de déepart sont équivalents. En effet...



Conditions aux limites de type Neumann
Soient f € L%(Q) et g € L(8Q) . ﬁ
Trouver u € H'(Q) telle que

Vv € H'(Q), /ﬁ '§Vd.(2—|—/ de:/deQ+/ gV|oqdl
Q Q Q 50

1) On aimerait appliquer la formule (G2 bis) mais on ne sait pas a
priori que u € H2(Q) ou au moins que u € H'(Q, A)

On commence par choisir v e D(Q) C H(Q)

veED(Q): v a support compact K € Q + v e Co(K), Vv e CO(K)" = veH(Q)
Comme v|gq = 0, dans la EV. il reste

/V Vde+/ vdQ = /deQ
o)

On passe par une derivation au sens des dls’rrlbu’rlons

comme au transparent 25

ou OV ou Ov = 92
/V .VvdQ = Z/@x.ax.dg Z<6x. % >TZ<axv><A

i=1

& cl® (Q) G P der. au sens des distrib.



Conditions aux limites de type Neumann

Soient(f € L2(Q) et g € L2(0Q) . ﬁ

Trouver u € H'(Q) telle que
Vv € H(Q), /ﬁ '§Vd.(2—|—/ de:/deQ+ gV|oqdl
o Q o 20

1) On commence par choisir v € D(Q) Cc H(Q)
On passe par une derivation au sens des distributions

/6 Tvda Ao A
Q

et en utilisant egalement
/ vdQl =< u,v >, / fvdQ =< f,.v> car uy fcl?Q)cD(Q)
; <\ F,vi: 0, Y € D(Q)
—Au4+u—f=0  dans D'(Q)
—Au+u=Ff  dansL?Q) car:f =L (Q)
—Au+u=f presque partout dans Q

U




Conditions aux limites de type Neumann

Soient f € L3(Q) et g € L2(0Q) . ﬁ

Trouver u € H'(Q) telle que

Vv € H'(Q), /ﬁ '§Vd.(2—|—/ de:/deQ+ gV|oqdl
Q Q Q 50

2) On choisit ensuite v € H(Q)

On sait maintenant que Au = u — f € L%(Q) donc u € H'(Q, AA). On
suppose u € H2(Q) et on peut appliquer la formule (G2 bis)

La FV. devient Vv € H'(Q),
—/ AuvdQ + ﬁ : ﬁ‘@QV’@QdF"‘/ vd(] = / fvdQ + gV‘anF
Q o) Q Q e,

On vient de démontrer que —Au+u=f dansL*(Q) donc il reste

Vv € HI(Q), (6 - ﬁ‘@g o g,V‘aQ) —10)
L2(0Q)



Conditions aux limites de type Neumann

Soient f € L%(Q) et g € L(8Q) . ﬁ

Trouver u € H'(Q) telle que

Vv € H'(Q), /ﬁ '§Vd.(2—|—/ de:/deQ+ gV|oqdl
Q Q Q 50
2) On choisit ensuite v € H(Q)

On vient de démontrer que —Au +u=f dansL*(Q) donc il reste
1 vili b
W € HY(Q), (v il o0 g,v|aQ)L2(aQ) 0
= Vi) € Imnp, (ﬁ flgog — q, ) =0
b € Imo Nloq — g, ¥ ¢
comme Im~o est dense dans L?(0Q)
2 = . N iy s
= Wi € L3(09), (Vu-flag g,¢>L2(aQ) 0
ce qui implique Vu-flpe =g dans L2(6Q)

ou encore Vu-filspa =g presque partout sur OQ



Conditions aux limites de type Neumann

Soient f € L2(Q) et g € L2(9Q) . ﬁ

)
Trouver u € H'(Q) telle que

Vv € H(Q / 6Vd.(2—|—/ de:/deQ+/ gV|oodl
Q Q o0

I

Trouver u € H(Q) felle que | —Au+u=f dans Q
Vu-n=g surdQ

Il y a donc équivalence entre les 2 problemes. Qu'a-t-on gagneé?

On verra a la prochaine seance que la FV. est un probleme
bien posé ( existence et unicité d’une solution ) en utilisant le
theoreme de Lax Milgram.

L'approximation de la FV. par la méthode des éelements finis
sera |'objet des seances suivantes.




Comparaison entre les conditions aux limites
essentielles et naturelles

Soit f € L%(Q).

Trouver u € Hy(Q2) felle que

VVEH})(Q) /ﬁ '§VdQ+/ de:/deQ
Q Q Q

)
Trouver u € Hy(Q) telle que
—Au+u=f dansQ
=0 surdQ

@ La condition aux limites intervient
dans l'espace: C.L. essentielle.

@ Il est impossible de prendre en
compte cette condition directement
dans la FV.

@ Pourquoi ne pas prendre V € HI(Q)

et garder le terme | Vu-nvdl'?
0Q

Pour une fct de H' Vu-nn'a pas de sens.

c H(Q) felle que

Vv € H(Q), /

Q

Trouver

Vu-vda+ |
1} Q

c H(Q) telle que

—Au4+u=fFf dans(

| Vu-n=0 surodQ

vdQ = / fvdQ
Q

Trouver

@ La condition aux limites intervient
naturellement dans la FV.: C.L. naturelle

@ Dans la FV. pourquoi ne pas chercher
u dans ..
]y EX ) Vam H= D]
pour une fonction de H' Vv -n n‘a pas de sens.
(VY93 Vv =B =20)
la forme bilineaire n'est pas coercive sur cet

espace : on ne peut pas appliquer le
theoreme de Lax Milgram.



Introduction a la methode
des elements finis

Les formulations variationnelles

Sonia Fliss



