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Pour les Tps 

Avant le premier TP (14 octobre), il faudra avoir installé

impérativement

1) MATLAB (payant) ou OCTAVE (libre)

2) GMSH

J’enverrai un email contenant des instructions pour l' 
installation de ces logiciels. 


Merci de m’envoyer un email si vous avez des soucis 
d’ordinateurs, d’installations,…


Le premier TP fera l’objet d’un bonus, ainsi que la 
participation en petite classe sur la note de TP.


Vous devez venir avec vos ordinateurs portables.



L’inégalité suivante est fausse
<latexit sha1_base64="j7Ri7KKKRkZ2cWs168TiHAKar1k="></latexit>

9C0, 8v 2 C1(Ω), k�0vkL2(@Ω)  C0kvkL2(Ω)

Premier théorème de trace
L’application trace = {J QIW� WYV �ã X�U�

�
�ã|J|� H� < +�}

vérifie

On ne peut pas parler de la trace d’une fonction de 0�(ã)

Z �� ��(Z) = ��Z = Z|�ã

Théorème de trace (1) Rappel

<latexit sha1_base64="+tK8bV+8gxNAzF6AtmmSaC6Hh3U="></latexit>

�0 : C1(Ω) ! L2(@Ω)

<latexit sha1_base64="k4MaaTC9jrL2O2M+7TUEPViImHQ="></latexit>

9C0, 8v 2 C1(Ω), k�0vkL2(@Ω)  C0kvkH1(Ω)
Comme         est dense dans        , l’application se prolonge par 
densité en                                qui vérifie

�'�, �Z � ,�(ã), ���Z�0�(�ã) � '��Z�,�(ã)

,�(ã)
�� : ,�(ã) � 0�(�ã)

Z �� ��Z = Z|�ã

<latexit sha1_base64="nDB3DfCr3U1/ollFcwiNtf46Hm8="></latexit>

C1(Ω̄)



Théorème de trace (1)
Exemple en 2D :

(\, ]) �� ln(ln( ��
\�+]�

))La fonction  v:

elle appartient à '�(ã)

mais elle n’appartient pas à '�(ã)
puisqu’elle n’est pas continue en (0,0). 
On ne peut donc pas définir v(0,0)!

Elle appartient à        (à faire en exercice) ,�(ã)

donc d’après le théorème de trace, on peut 
définir sa trace sur le bord     et c’est une 
fonction de         .      

�ã
0�(�ã)

ã

(0,0)



Proposition

Théorème de trace (1)

   n’est pas surjective de        dans 0�(�ã),�(ã)��

L’image de    est un sous-espace strict de         , constitué de 
fonctions plus régulières. Cet espace est dense dans          .

0�(�ã)��

Cet espace est noté           .,�/�(�ã)

0�(�ã)

Proposition
Le noyau de    est        . Autrement dit �� ,��(ã)

,��(ã) = {Z � ,�(ã), Z|�ã = �}

�� étant continue pour la norme    , on trouve,� lim
R�N

���ZR � ��Z�0�(�ã) = � � ��Z = �

De plus,        est dense dans        : D(ã) ,��(ã)

7SMX Z � ,�
�(ã), � (ZR)R�N � D(ã)N lim

R�N
�ZR � Z�,�(ã) = �

Preuve de   :toute fonction de v de        vérifie          .D(ã) �� Z = ��



Généralisation des formules de Green (1)

ã �R

�

ã

�[
�\M

Hã =

�

�ã
[RM H� � � M � R(G0)

L’intégrale volumique s’étend aux fonctions w de ,�(ã)

L’intégrale surfacique s’étend également aux fonctions w de ,�(ã)

=�

�ã
��[ RM H�

|
�

�ã
��[ RM H�| �

��

�ã
|RM|� H�

��/� ��

�ã
|��[|� H�

��/�

� 'ã���[�0�(�ã)
C.S.

w � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="YoN6VE9LZEuoTCJZPhEqmgZU2eU="></latexit>

w � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="YoN6VE9LZEuoTCJZPhEqmgZU2eU=">AAADmXicjZLbbtNAEIa3MYdSTilc9sYiqpRKVRSXC7gMChIVQqUUklaNQzReT5JV9mDtrttGKz8BT8MtPAlvw9oNUg4gMZLt8Xz/HuaQZJwZ227/2qoFd+7eu7/9YOfho8dPntZ3n/WNyjXFHlVc6YsEDHImsWeZ5XiRaQSRcDxPZt2Sn1+hNkzJL3ae4VDARLIxo2B9aFTfv46ZDGMBdkqBu27x1f+P7bwZJ6Bd/FHgBIqDUb 0RtdqVhf92GmRhp6PdWhyniuYCpaUcjBlE7cwOHWjLKMdiJ84NZkBnMMGBdyUINENX5VOE+z6ShmOl/SNtWEWXVzgQxsxF4pXlxc06K4N/Y4Pcjl8PHZNZblHS24PGOQ+tCsvihCnTSC2feweoZv6uIZ2CBmp9CVdOqfbOkK5k4m5yyahKcS3K7Y3V4IMGrQBfX5+V606BzxIFOv0D/I4lab5lE2bN4QffInn4TiPODlbVEq+pEgJk6mJITDGIhi7mvs22EcW6/K6JpNJioeovVP1NVWqywr+ZyTjMjZ1XfVoWYGa84Aq0dxhXcg2fFc5Vk5Qk7qwo1ujJEj3ZoN0l2t2gl0v00tP/m8f+USt62Tr6FDU6ncVkbpM98oI0SURekQ45JqekRyj5Rr6TH+RnsBe8CY6D97fS2tZizXOyYsHn3yJJN3Q=</latexit>

Il suffit ensuite d’utiliser le théorème de prolongement par densité.

� C�
Ω�w�H1(Ω)

<latexit sha1_base64="rIDhqwgIH2tM4AjLR7n+Baf+sGg="></latexit>



Pour toute fonction ã �R

� � M � R(G0 bis)

Théorème
[ � ,�(ã)

�

ã

�[
�\M

Hã =

�

�ã
��[ RM H�

�

ã

�
�Y
�\M

Z + Y �Z
�\M

�
Hã =

�

�ã
��Y ��Z RM H�

Corollaire 1

� � M � R(G1 bis)

Pour toutes fonctions Y, Z � ,�(ã)

Vous trouverez les notations suivantes :                ou                  ou
�

�ã
��[ RM H�

�

�ã
[|�ã RM H�

�

�ã
[RM H�

Vous trouverez les notations suivantes :                   ou                     ou
�

�ã
��Y ��Z RM H�

�

�ã
Y|�ã Z|�ã RM H�

�

�ã
Y Z RM H�

Généralisation des formules de Green (1)



(G2)

�

ã

�
�Y Z + ��Y · ��Z

�
Hã =

�

�ã
��Y · �R Z H�

L’intégrale volumique s’étend aux fonctions Y � ,�(ã), Z � ,�(ã)

Peut on étendre l’intégrale surfacique à ces fonctions ?
C’est le deuxième théorème de trace.

Généralisation des formules de Green (2)
�R

|
�

Ω
��u·��v dΩ| �

��

Ω
|��u|2dΩ

�1/2 ��

Ω
|��v|2dΩ

�1/2

� �u�H1 �v�H1 � �u�H2 �v�H1

C.S.

|
�

Ω
�u v dΩ| �

��

Ω
|�u|2dΩ

�1/2 ��

Ω
|v|2dΩ

�1/2

� ��u�L2 �v�L2 � �u�H2 �v�H1

C.S.

,�(ã) = {Z � ,�(ã) X�U� ��Z
�\M�\N

� 0�(ã) �M, N � {�, . . . , R} }

�v�2H2(Ω) = �v�2H1(Ω) +

�

Ω

�

�
n�

i,j=1

| �2v
�xi�xj

|2
�

� dΩ

Rappel:

Peut on généraliser la Formule de Green d’ordre 2?

Il suffit d’utiliser le théorème de prolongement par continuité.

u, v � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="u1LT7fXLYSv1DQyH4t8w7vwwHlI="></latexit>



Théorème de trace (2)
Deuxième théorème de trace
L’application trace = {J QIW� WYV �ã X�U�

�
�ã|J|� H� < +�}

vérifie
Z �� ��Z = ��Z · �R|�ã

Z �� ��Z = ��Z · �R|�ã
�� : ,�(ã) � 0�(�ã)

Comme         est dense dans        , l’application se prolonge par 
continuité en                                qui vérifie

,�(ã)

�'�, �Z � ,�(ã), ���Z�0�(�ã) � '��Z�,�(ã)

<latexit sha1_base64="/Cw8woLLHCC1mA+h7AMwWdDvwBc="></latexit>

9C1, 8v 2 C1(Ω), k�1vkL2(@Ω)  C1kvkH1(Ω)

On ne peut pas parler de la trace normale d’une fonction de

L’inégalité suivante est fausseRemarques :

,�(ã)

<latexit sha1_base64="qu80A43SHSmOcOI01xT59/IzuXw="></latexit>

�1 : C1(Ω) ! L2(@Ω)

<latexit sha1_base64="qu80A43SHSmOcOI01xT59/IzuXw="></latexit>

�1 : C1(Ω) ! L2(@Ω)

<latexit sha1_base64="ihq/CFi7Cz1QxLqzwnDPOi4Jofc="></latexit>

9C1, 8v 2 C1(Ω), k�1vkL2(@Ω)  C1kvkH2(Ω)



(G2)

L’intégrale volumique s’étend aux fonctions Y � ,�(ã), Z � ,�(ã)

�

ã

�
�Y Z + ��Y · ��Z

�
Hã =

�

�ã
��Y · �R Z H�

=�

�ã
��Y ��Z H�

L’intégrale surfacique s’étend aux fonctions Y � ,�(ã), Z � ,�(ã)
car dans ce cas      et     sont dans         .��Y ��Z 0�(�ã)

Généralisation des formules de Green (2)
�R

|
�

Ω

�
�u v + ��u · ��v

�
dΩ| � �u�H2(Ω) �v�H1(Ω)

C.S.
|
�

�Ω
��u · �n v d�| � ��1u�L2(�Ω) ��0v�L2(�Ω) � CΩ �u�H2(Ω) �v�H1(Ω)

d’après les 1er et 2ème  
théorèmes de trace

u, v � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="u1LT7fXLYSv1DQyH4t8w7vwwHlI=">AAADnHicjZJbaxNBFMenXS+1XprqoyCLQUghhGx90MdACgpqrcWkpdkYzs6eJEPmsszMxoZhv4Kfxlf9Hn4bZ7cRclHwwO4c/r//XM7MSTLOjG23f+3sBrdu37m7d2///oOHjw5qh4/7RuWaYo8qrvRlAgY5k9izzHK8zDSCSDheJLNuyS/mqA1T8rNdZDgUMJFszChYL41qjbw5j5kMw1iAnVLgrlt88cLYLhpxAtrFHwVOoD ga1epRq11F+O+kTpZxNjrcjeNU0VygtJSDMYOondmhA20Z5Vjsx7nBDOgMJjjwqQSBZuiqkorwhVfScKy0/6QNK3V1hgNhzEIk3lke3GyyUvwbG+R2/HromMxyi5LebDTOeWhVWN5PmDKN1PKFT4Bq5s8a0ilooNbf4tou1doZ0rVK3HUuGVUpbqjcXlsNXjRoBfj79VW57hT4LFGg0z/Ar1iSxgmbMGua7/0ryeYbjTg7WndL/EqVECBTF0NiikE0dDH3L23rUazLccMklRZLV3/p6m+7UpMV/s9MxmFh7KJ6p1UDZsYb5qB9wriSG/i8cK7qpCRx50WxQU9X6OkW7a7Q7ha9WqFXnv5fP/aPW9HL1vGnqN7pLDtzjzwlz0mDROQV6ZC35Iz0CCXfyHfyg/wMngUnwbvgw411d2c55wlZi6D/GwA+OFI=</latexit>



(G2)

�

ã

�
�Y Z + ��Y · ��Z

�
Hã =

�

�ã
��Y · �R Z H�

=�

�ã
��Y ��Z H�

Généralisation des formules de Green (2)
�Ru, v � C�(Ω̄)

<latexit sha1_base64="u1LT7fXLYSv1DQyH4t8w7vwwHlI=">AAADnHicjZJbaxNBFMenXS+1XprqoyCLQUghhGx90MdACgpqrcWkpdkYzs6eJEPmsszMxoZhv4Kfxlf9Hn4bZ7cRclHwwO4c/r//XM7MSTLOjG23f+3sBrdu37m7d2///oOHjw5qh4/7RuWaYo8qrvRlAgY5k9izzHK8zDSCSDheJLNuyS/mqA1T8rNdZDgUMJFszChYL41qjbw5j5kMw1iAnVLgrlt88cLYLhpxAtrFHwVOoD ga1epRq11F+O+kTpZxNjrcjeNU0VygtJSDMYOondmhA20Z5Vjsx7nBDOgMJjjwqQSBZuiqkorwhVfScKy0/6QNK3V1hgNhzEIk3lke3GyyUvwbG+R2/HromMxyi5LebDTOeWhVWN5PmDKN1PKFT4Bq5s8a0ilooNbf4tou1doZ0rVK3HUuGVUpbqjcXlsNXjRoBfj79VW57hT4LFGg0z/Ar1iSxgmbMGua7/0ryeYbjTg7WndL/EqVECBTF0NiikE0dDH3L23rUazLccMklRZLV3/p6m+7UpMV/s9MxmFh7KJ6p1UDZsYb5qB9wriSG/i8cK7qpCRx50WxQU9X6OkW7a7Q7ha9WqFXnv5fP/aPW9HL1vGnqN7pLDtzjzwlz0mDROQV6ZC35Iz0CCXfyHfyg/wMngUnwbvgw411d2c55wlZi6D/GwA+OFI=</latexit>

(G2 bis)

Théorème
Pour toutes fonctions�

ã

�
�Y Z + ��Y · ��Z

�
Hã =

�

�ã
��Y ��Z H�

ã �R

Vous trouverez les notations suivantes :                ou                        ou
�

�ã
��Y ��Z H�

�

�ã
��Y · �R|�ã Z|�ã H�

�

�ã
��Y · �R Z H�

Y � ,�(ã), Z � ,�(ã)



(G2)

Y � ,�(ã), Z � ,�(ã)

Peut on étendre la formule aux fonctions                            ? Y � ,�(ã, �), Z � ,�(ã)

Une petite parenthèse (hors programme)
�ROn vient de voir que pour tout

,�(ã) � ,�(ã, �)On rappelle que
mais il n’y a pas égalité...

�

Ω

�
�u v + ��u · ��v

�
dΩ =

�

�Ω
��u · �n|�Ω v|�Ω d�

<latexit sha1_base64="8BcZWJEWV5vHb1qGOaBTthilHu4="></latexit>

,�(ã, �) = {Z � ,�(ã) X�U� �Z � 0�(ã) }Rappel:

<latexit sha1_base64="oiKu09Jp00xdxruLkRk5CwV+BHA="></latexit>

�Z��,�(ã,�) = �Z��,�(ã) +

�

ã

�����

R�

M=�

��Z
�\�M

�����

�

Hã



(G2)

Peut on étendre la formule aux fonctions                            ? 

Y � ,�(ã), Z � ,�(ã)

Y � ,�(ã, �), Z � ,�(ã)

Une petite parenthèse (hors programme)
�ROn vient de voir que pour tout

On peut étendre l’intégrale volumique

C.S.

C.S.

|
�

Ω
��u·��v dΩ| �

��

Ω
|��u|2dΩ

�1/2 ��

Ω
|��v|2dΩ

�1/2

� �u�H1 �v�H1 � �u�H1(Ω,�) �v�H1(Ω)

|
�

Ω
�u v dΩ| �

��

Ω
|�u|2dΩ

�1/2 ��

Ω
|v|2dΩ

�1/2

� ��u�L2 �v�L2 � �u�H1(Ω,�) �v�H1(Ω)

,�(ã, �) = {Z � ,�(ã) X�U� �Z � 0�(ã) }Rappel:

<latexit sha1_base64="oiKu09Jp00xdxruLkRk5CwV+BHA="></latexit>

�Z��,�(ã,�) = �Z��,�(ã) +

�

ã

�����

R�

M=�

��Z
�\�M

�����

�

Hã

�

Ω

�
�u v + ��u · ��v

�
dΩ =

�

�Ω
��u · �n|�Ω v|�Ω d�

<latexit sha1_base64="8BcZWJEWV5vHb1qGOaBTthilHu4="></latexit>



(G2)

Peut on étendre la formule aux fonctions                            ? 

Y � ,�(ã), Z � ,�(ã)

Y � ,�(ã, �), Z � ,�(ã)

Quant à l’intégrale surfacique…

Une petite parenthèse (hors programme)
�ROn vient de voir que pour tout

On peut étendre l’intégrale volumique

C.S.

C.S.

|
�

Ω
��u·��v dΩ| �

��

Ω
|��u|2dΩ

�1/2 ��

Ω
|��v|2dΩ

�1/2

� �u�H1 �v�H1 � �u�H1(Ω,�) �v�H1(Ω)

|
�

Ω
�u v dΩ| �

��

Ω
|�u|2dΩ

�1/2 ��

Ω
|v|2dΩ

�1/2

� ��u�L2 �v�L2 � �u�H1(Ω,�) �v�H1(Ω)

Si v est dans            mais pas dans        ,                mais on 
peut lui donner un sens plus faible. Il faudrait remplacer

,�(ã, �) ,�(ã) ��Z /� 0�(�ã)

�

�Ω
��u · �n v d� (Im �0)� < ��u · �n|�Ω , v|�Ω >Im �0

<latexit sha1_base64="QYQjSmFURHy/LFUg+C78skv9gqA="></latexit>

�

Ω

�
�u v + ��u · ��v

�
dΩ =

�

�Ω
��u · �n|�Ω v|�Ω d�

<latexit sha1_base64="8BcZWJEWV5vHb1qGOaBTthilHu4="></latexit>



(G2)

Peut on étendre la formule aux fonctions                            ? 

Y � ,�(ã), Z � ,�(ã)

Y � ,�(ã, �), Z � ,�(ã)

H1(Ω, �)

Une petite parenthèse (hors programme)
�ROn vient de voir que pour tout

La réponse est OUI mais c’est plus compliqué !

Dans ce cours, dès qu’une fonction est dans           , on fera 
l’hypothèse qu’elle est dans        pour simplifier et on  
appliquera la formule de Green avec des intégrales. 

H2(Ω)

On admettra que cette hypothèse n’est pas nécessaire, les 
preuves sont seulement un peu plus techniques. 

�

Ω

�
�u v + ��u · ��v

�
dΩ =

�

�Ω
��u · �n|�Ω v|�Ω d�

<latexit sha1_base64="8BcZWJEWV5vHb1qGOaBTthilHu4="></latexit>

�

Ω

�
�u v + ��u · ��v

�
dΩ = Im��

0
< ��u · �n|�Ω, v|�Ω >Im�0
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Formulations variationnelles
Dans cet amphi, nous nous intéressons à la résolution des problèmes

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã

avec            .J � 0�(ã)

Y = � WYV �ã
1) avec conditions de Dirichlet homogènes

+conditions aux limites
ã �R

�Y · R = K WYV �ã
3) avec conditions de Neumann (non) homogènes

avec              .K � 0�(�ã)

K � . . .
2) avec conditions de Dirichlet non homogènes

Y = K WYV �ã avec          

4) Le cas des conditions de Fourier                               avec                                                            
sera étudié dans l’exercice 1 (TD2).

�Y · �R + � Y = K WYV �ã K � 0�(�ã)

Les conditions aux limites jouent un rôle crucial !



Conditions aux limites de type Dirichlet 
homogènes

On multiplie l’équation volumique par une fonction test  
et on intègre sur  ã

Z � ,�(ã)

�
�

ã
�Y Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Y � ,�(ã, �)u � H1(Ω) et �u = u � f � L2(Ω) �

�

ã
��Y · ��Z Hã �

�

�ã
��Y · �R|�ãZ|�ã H� +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã (d’après 


G2 bis)

(G2 bis)

Pour toutes fonctions u � H2(Ω), v � H1(Ω)�

ã

�
�Y Z + ��Y · ��Z

�
Hã =

�

�ã
��Y · �R|�ã Z|�ã H�

Rappel

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã
Soit           .J � 0�(ã)

Y = � WYV �ã

ã
�R

On suppose             et on a            , on peut donc appliquer  
la formule de Green

Z � ,�(ã)u � H2(Ω)



Conditions aux limites de type Dirichlet 
homogènes

ã
�R

�

ã
��Y · ��Z Hã �

�

�ã
��Y · �R|�ãZ|�ã H� +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã (d’après 


G2 bis){
Que faire de ce terme?

Si on considère            ,            Z � ,��(ã)

Rappel.
est défini come l’adhérence de        dans       . On montre de plus que,��(ã) D(ã) ,�(ã)

,��(ã) = {Z � ,�(ã), Z|�ã = �}

Pour toute fonction test Z � ,�(ã)

, l’intégrale surfacique disparaît  
�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Comme             et                  , on a également             .Y � ,�(ã) Y = � WYV �ã Y � ,��(ã)

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã
Soit           .J � 0�(ã)

Y = � WYV �ã



Conditions aux limites de type Dirichlet 
homogènes

ã
�R

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Y � ,��(ã)Trouver             telle que

�

�Z � ,��(ã)

Remarques :
La solution u et les fonctions test v appartiennent au même 
espace        , un espace de Hilbert (c’est un sous espace fermé de       ),��(ã) ,�(ã)

La condition aux limites apparaît dans la définition de l’espace 
(ici       ) . On parle de condition aux limites essentielle.,��(ã)

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã
Soit           .J � 0�(ã)

Y = � WYV �ã



Conditions aux limites de type Dirichlet 
homogènes

ã
�R

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Y � ,��(ã)Trouver             telle que

�

�Z � ,��(ã)

Remarques : La F.V. admet au plus une solution.

�

ã

������(Y� � Y�)
���
�

+ |Y� � Y�|�
�
Hã = � � �Y� � Y���,�(ã) = �

� Y� = Y�

Y� Y�Si    et    sont solutions alors�

ã
�� (Y� � Y�) · ��Z Hã +

�

ã
(Y� � Y�) Z Hã = ��Z � ,��(ã)

En particulier pour                        ,Z = Y� � Y� � ,�
�(ã)

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã
Soit           .J � 0�(ã)

Y = � WYV �ã



Conditions aux limites de type Dirichlet 
homogènes

ã
�R

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Y � ,��(ã)Trouver             telle que

�

�Z � ,��(ã)

Remarques : La solution u de la F.V. est unique.

Dépendance continue par rapport à la donnée f
Si on choisit v = u dans la F.V.  �

ã

�
|��Y|� + |Y|�

�
Hã =

�

ã
J Y Hã � �Y��,�(ã) � �J�0�(ã)�Y�0�(ã)

C.S.

� �Y��,�(ã) � �J�0�(ã)�Y�,�(ã)

La solution du problème de départ est donc également unique.

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã
Soit           .J � 0�(ã)

Y = � WYV �ã



Conditions aux limites de type Dirichlet 
homogènes

ã
�R

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Y � ,��(ã)Trouver             telle que

�

�Z � ,��(ã)

Remarques :
La solution du problème de départ est donc également unique.

La F.V. et le problème de départ sont équivalents. En effet...

La solution u de la F.V. est unique.

Dépendance continue par rapport à la donnée f
�Y�,�(ã) � �J�0�(ã)

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã
Soit           .J � 0�(ã)

Y = � WYV �ã



Conditions aux limites de type Dirichlet 
homogènes

ã
�R�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Y � ,��(ã)Trouver             telle que
�Z � ,��(ã)

1) On cherche u dans        donc ,��(ã) Y = � WYV �ã

On a donc retrouvé la condition aux limites du problème de départ.

Rappel de l’amphi 1.
est défini come l’adhérence de        dans       . On montre de plus que,��(ã) D(ã) ,�(ã)

,��(ã) = {Z � ,�(ã), Z|�ã = �}

Soit           .J � 0�(ã)



Conditions aux limites de type Dirichlet 
homogènes

ã
�R

On passe par une dérivation au sens des distributions
�

ã
��Y · ��Z Hã =

R�

M=�

�

ã

�Y
�\M

�Z
�\M

Hã =
R�

M=�
<

�Y
�\M

,
�Z
�\M

>=�
R�

M=�
<

��Y
�\�

M
, Z >

= � < �Y, Z >

�Y
�\M

� 0�(ã) � D�(ã) dér. au sens des distrib.

   On choisit ensuite Z � D(ã) � ,��(ã)
/ � ã Z � '�(/), ��Z � '�(/)R � Z � ,�(ã)Z � D(ã) : v à support compact         +   

+ Z|�ã = � � Z � ,��(ã)

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Y � ,��(ã)Trouver             telle que
�Z � ,��(ã)

Soit           .J � 0�(ã)

2) On aimerait appliquer la formule (G2 bis) mais on ne sait pas a 
priori que              ou au moins que u � H2(Ω) Y � ,�(ã, �)



Conditions aux limites de type Dirichlet 
homogènes

ã
�R

2) On choisit ensuite Z � D(ã) � ,��(ã)

= � < �Y, Z >
�

ã
��Y · ��Z Hã

On passe par une dérivation au sens des distributions

�

ã
Y Z Hã =< Y, Z > ,

�

ã
J Z Hã =< J, Z >

et en utilisant également                                            
Y, J � 0�(ã) � D�(ã)

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Y � ,��(ã)Trouver             telle que
�Z � ,��(ã)

Soit           .J � 0�(ã)

car

��u + u � f = 0 dans D�(Ω)�
car J � 0�(ã)��u + u = f dans L2(Ω)�

��Y + Y = J TVIWUYI�TEVXSYX�HERW ã�

< ��u + u � f, v >= 0, �v � D(Ω)�



Conditions aux limites de type Dirichlet 
homogènes

ã
�R

On verra à la prochaine séance que la F.V. est un problème 
bien posé ( existence, unicité d’une solution et continuité par rapport aux 

données ) en utilisant le théorème de Lax Milgram.

L’approximation de la F.V. par la méthode des éléments finis 
sera l’objet des séances suivantes.

Il y a donc équivalence entre les 2 problèmes. Qu’a-t-on gagné?

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã
Y = � WYV �ã

�

�

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Y � ,��(ã)Trouver             telle que
�Z � ,��(ã)

Soit           .J � 0�(ã)



Soient             et           Soient             et           J � 0�(ã)

Conditions aux limites de type Dirichlet non 
homogènes

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã ã
�R

K � . . .

Y = K WYV �ã

A quel espace doit appartenir la donnée g ?
Est ce qu’une donnée surfacique dans         suffit?0�(�ã)

   un sous-espace strict de         , constitué de fonctions plus régulières               .

n’est pas surjective.Rappel L’application trace �� : ,�(ã) � 0�(�ã)
Z �� ��Z = Z|�ã

��

0�(�ã)

L’image de    est 

Comme on cherche            , pour que la condition aux 
limites ait un sens, il faut que

Y � ,�(ã)

K � -Q(��) (� ,�/�(�ã))

NON !



Conditions aux limites de type Dirichlet non 
homogènes

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã ã
�R

Y = K WYV �ã
On multiplie l’équation volumique par une fonction test  
et on intègre sur  ã

Z � ,�(ã)

�
�

ã
�Y Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

�

ã
��Y · ��Z Hã �

�

�ã
��Y · �R|�ãZ|�ã H� +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã (d’après 


G2 bis)

Soient             et           J � 0�(ã) K � -Q(��)

Y � ,�(ã, �)u � H1(Ω) et �u = u � f � L2(Ω) �

On suppose             et on a            , on peut donc appliquer  
la formule de Green

Z � ,�(ã)u � H2(Ω)

Si on considère            , l’intégrale surfacique disparaît           Z � ,��(ã)�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã



Conditions aux limites de type Dirichlet non 
homogènes

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã ã
�R

Y = K WYV �ã

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Trouver             telle que                    et

�

�Z � ,��(ã)

Y � ,�(ã) Y = K WYV �ã

Remarques : La solution u de la F.V. est unique.

La F.V. et le problème de départ sont équivalents. 

La solution du problème de départ est donc également unique.
�

C’est exactement la même démonstration que dans le cas des conditions de Dirichlet 
homogènes.

Soient             et           J � 0�(ã) K � -Q(��)



Conditions aux limites de type Dirichlet non 
homogènes

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã
Soient             et           J � 0�(ã)

ã
�R

Y = K WYV �ã
�

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Trouver             telle que                    et
�Z � ,��(ã)

Y � ,�(ã) Y = K WYV �ã

Remarques : La solution u et les fonctions test v  
n’appartiennent pas au même espace.

On montre facilement que               est dans        et vérifie  Y� = Y � YK ,��(ã)

�

�Z � ,��(ã)
�

ã
��Y� · ��Z Hã +

�

ã
Y� Z Hã =

�

ã

�
J Z � ��YK · ��Z � YK Z

�
Hã

Comme    est surjective de        dans        , on sait que -Q(��)�� ,�(ã)
YK est un relèvement de g.�YK � ,�(ã), YK|�ã = K

K � -Q(��)



Conditions aux limites de type Dirichlet non 
homogènes

ã
�R

Remarques :

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Trouver             telle que                    et
�Z � ,��(ã)

Y � ,�(ã) Y = K WYV �ã

�

Soient             et           J � 0�(ã)

Pour tout             , comment construire un    ?K � -Q(��) YK

Dans le cas général, on verra qu’on aura simplement besoin de le 
faire au niveau discret et que c’est relativement simple.

Exemple simple : pour g=C (une constante), il suffit de choisir   =C.YK

Trouver             avec               où                   

�

Y � ,�(ã) Y = Y� + YK
YK � ,�(ã), YK|�ã = K  
              est telle que  Y� � ,��(ã)

�Z � ,��(ã)

�

ã
��Y� · ��Z Hã +

�

ã
Y� Z Hã =

�

ã

�
J Z � ��YK · ��Z � YK Z

�
Hã

La solution est indépendante du choix du relèvement!

K � -Q(��)



Conditions aux limites de type Dirichlet non 
homogènes

ã
�R

Trouver             avec               où                   Y � ,�(ã) Y = Y� + YK
YK � ,�(ã), YK|�ã = K  
              est telle que  Y� � ,��(ã)�

ã
��Y� · ��Z Hã +

�

ã
Y� Z Hã =

�

ã

�
J Z � ��YK · ��Z � YK Z

�
Hã�Z � ,��(ã)

Soient             et           J � 0�(ã)

C’est ce problème dont on étudiera le caractère bien posé 
(grâce au théorème de Lax Milgram) et que l’on pourra 

discrétiser par la méthode des éléments finis.

K � -Q(��)



Conditions aux limites de type Neumann

ã
�R

On multiplie l’équation volumique par une fonction test  
et on intègre sur  ã

Z � ,�(ã)

�
�

ã
�Y Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã

�Y · R = K WYV �ã

Soient            et              .J � 0�(ã) K � 0�(�ã)

�

ã
��Y · ��Z Hã �

�

�ã
��Y · �R|�ãZ|�ã H� +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã (d’après 


G2 bis)

On suppose             et on a            , on peut donc appliquer  
la formule de Green

Z � ,�(ã)

Y � ,�(ã, �)u � H1(Ω) et �u = u � f � L2(Ω) �

u � H2(Ω)

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z|�ã H� (d’après 


la cond. aux lim.)



Conditions aux limites de type Neumann

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã

�Y · R = K WYV �ã

Soient            et              .J � 0�(ã)

ã
�R

K � 0�(�ã)

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z|�ã H�

Trouver             telle queY � ,�(ã)

�

�Z � ,�(ã),

Remarques :
La solution u et les fonctions test v appartiennent au même 
espace       , un espace de Hilbert.,�(ã)

La conditions aux limites n’apparaît pas dans la définition de 
l’espace (ici       ) mais directement dans la F.V. ,�(ã)

On parle de condition aux limites naturelle.



�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z|�ã H�

Conditions aux limites de type Neumann

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã

�Y · R = K WYV �ã

Soient            et              .J � 0�(ã)

ã
�R

K � 0�(�ã)

Trouver             telle queY � ,�(ã)

�

�Z � ,�(ã),

Remarques : La solution u de la F.V. est unique
et donc la solution du problème départ est aussi unique.

La F.V. et le problème de départ sont équivalents. En effet...



�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z|�ã H�

Conditions aux limites de type Neumann
Soient            et              .J � 0�(ã) ã �RK � 0�(�ã)

Trouver             telle queY � ,�(ã)

�Z � ,�(ã),

   On commence par choisir Z � D(ã) � ,�(ã)
Z � D(ã) : v à support compact         +   / � ã Z � '�(/), ��Z � '�(/)R � Z � ,�(ã)

Comme           , dans la F.V. il reste�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Z|�ã = �

On passe par une dérivation au sens des distributions

1) On aimerait appliquer la formule (G2 bis) mais on ne sait pas a 
priori que              ou au moins que u � H2(Ω) Y � ,�(ã, �)

�

ã
��Y · ��Z Hã =

R�

M=�

�

ã

�Y
�\M

�Z
�\M

Hã =

R�

M=�
<

�Y
�\M

,
�Z
�\M

>= �
R�

M=�
<

��Y
�\�

M
, Z > = � < �Y, Z >

�Y
�\M

� 0�(ã) � D�(ã) der. au sens des distrib.

comme au transparent 25



�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z|�ã H�

Conditions aux limites de type Neumann
Soient            et              .J � 0�(ã) ã �RK � 0�(�ã)

Trouver             telle queY � ,�(ã)

�Z � ,�(ã),

1) On commence par choisir Z � D(ã) � ,�(ã)

= � < �Y, Z >
�

ã
��Y · ��Z Hã

On passe par une dérivation au sens des distributions

�

ã
Y Z Hã =< Y, Z > ,

�

ã
J Z Hã =< J, Z >

et en utilisant également                                            
Y, J � 0�(ã) � D�(ã)car

��u + u � f = 0 dans D�(Ω)�
car J � 0�(ã)��u + u = f dans L2(Ω)�

��Y + Y = J TVIWUYI�TEVXSYX�HERW ã�

< ��u + u � f, v >= 0, �v � D(Ω)�



�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z|�ã H�

Conditions aux limites de type Neumann
Soient            et              .J � 0�(ã) ã �RK � 0�(�ã)

Trouver             telle queY � ,�(ã)

�Z � ,�(ã),

2) On choisit ensuite Z � ,�(ã)

La F.V. devient �Z � ,�(ã),

�
�

ã
�Y Z Hã +

�

�ã
��Y · �R|�ãZ|�ã H� +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z|�ã H�

On vient de démontrer que                                donc il reste��Y + Y = J HERW 0�(ã)

�Z � ,�(ã),
<latexit sha1_base64="dPH1cPu6RRjv55PaFrYV1qWQNgw="></latexit>�
��Y · �R|�ã � K, Z|�ã

�

0�(�ã)
= �

On sait maintenant que                        donc               . On 
suppose             et on peut appliquer la formule (G2 bis)

�Y = Y � J � 0�(ã)
u � H2(Ω)

Y � ,�(ã, �)



�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z|�ã H�

Conditions aux limites de type Neumann
Soient            et              .J � 0�(ã) ã �RK � 0�(�ã)

Trouver             telle queY � ,�(ã)

�Z � ,�(ã),

2) On choisit ensuite Z � ,�(ã)

On vient de démontrer que                                donc il reste��Y + Y = J HERW 0�(ã)

ce qui implique ��Y · �R|�ã = K HERW 0�(�ã)

��Y · �R|�ã = K TVIWUYI�TEVXSYX�WYV �ãou encore

<latexit sha1_base64="vA8bnLReAsE7FoGvIl3rz8vmg2Q="></latexit>

� �� � -Q��,
�

��Y · �R|�ã � K, �
�

0�(�ã)
= �

comme        est dense dans-Q �� L2(�Ω)
<latexit sha1_base64="3DD2y08YekDOsNCIve9a912yScw="></latexit>

� �� � 0�(�ã),
�

��Y · �R|�ã � K, �
�

0�(�ã)
= �

�Z � ,�(ã),
<latexit sha1_base64="dPH1cPu6RRjv55PaFrYV1qWQNgw="></latexit>�
��Y · �R|�ã � K, Z|�ã

�

0�(�ã)
= �



�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z|�ã H�

Conditions aux limites de type Neumann
Soient            et              .J � 0�(ã) ã �RK � 0�(�ã)

Trouver             telle queY � ,�(ã)

�Z � ,�(ã),

Trouver             telle queY � ,�(ã) ��Y + Y = J HERW ã

�Y · R = K WYV �ã

� �
On verra à la prochaine séance que la F.V. est un problème 

bien posé ( existence et unicité d’une solution ) en utilisant le 
théorème de Lax Milgram.

L’approximation de la F.V. par la méthode des éléments finis 
sera l’objet des séances suivantes.

Il y a donc équivalence entre les 2 problèmes. Qu’a-t-on gagné?



Comparaison entre les conditions aux limites 
essentielles et naturelles

Trouver             telle queY � ,�(ã)

�Z � ,�(ã),

��Y + Y = J HERW ã
�Y · R = � WYV �ã

Trouver             telle queY � ,�(ã)

Soit           .J � 0�(ã)

�Z � ,��(ã)

Trouver             telle queY � ,��(ã)

Trouver             telle que

Y = � WYV �ã
��Y + Y = J HERW ã
Y � ,��(ã)

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

La condition aux limites intervient  
dans l’espace: C.L. essentielle.

La condition aux limites intervient 
naturellement dans la F.V.: C.L. naturelle

��

Dans la F.V. pourquoi ne pas chercher 
u dans ...

{Z � ,�(ã), ��Z · �R = �}
pour une fonction de    ,       n’a pas de sens.��Z · �R,�

{Z � ,�(ã), ��Z · �R = �}

Il est impossible de prendre en 
compte cette condition directement 
dans la F.V.

la forme bilinéaire n’est pas coercive sur cet 
espace : on ne peut pas appliquer le 
théorème de Lax Milgram.

Pour une fct de     ,       n’a pas de sens.,� �u · n

Pourquoi ne pas prendre             
 

et garder le terme               ?
v � H1(Ω)�

�Ω
�u · n v d�
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