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But du cours ANNI1

Introduction au calcul scientifique avec |'accent
mis sur la methode des elements finis

Objectifs du calcul scientifique :

Concevoir (des antennes, avions,
automobiles,...)

Prévoir pour 'environnement, la surete
nucleaire, la sante,...

I'écoulement

Modélisation d’une éolienne Propagation d’'une onde

(Baptiste Martel, PRE 2024) électromagnétique a I'extérieur
d’un avion (Marc Durufle, INRIA)

Propagation d'un tsunami
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(Philippe Moireau, INRIA)



But du cours ANNZ201

Introduction au calcul scientifique avec |'accent
mis sur la methode des elements finis

Objectifs du calcul scientifique :

Comprendre

Etude des propriéetés de Structures optiques
(Luiz Faria, INRIA, UMA)

Modélisation d’une guitare (Gregoire Derveaux)

Diffraction d’'une onde élastique
par une fissure (Sébastien Imperiale, INRIA, CEA) /

Ce cours est un cours d’introduction (on va se concentrer sur les
problemes modeles plus simples et je reviendrai sur ces exemples dans le cours

d'ouverture), pour aller plus loin, il faudra suivre
ANN2, SIM3, ANA2 et/ou MF6 puis le parcours de 3A
"Modeélisation et Simulation”




Quelques exemples de modeles

Conduction de la chaleur

@ Equations volumiques dans le domaine

o -
p@’r - divjr = 6 Loi de conservation
IT — _\V Loi de comportement
@ Conditions aux limites |
~+ Home
@ Flux imposeé (radiateur): = Touti

@ Temperature fixee (fenetre ouverte):

@ Flux controle (climatiseur regulé):

@ une condition initiale... o

ov Ov ov )
OX1 " OXou OXn

o ol e
Rappel : divU = Z - Vv = (
=r !




Quelques exemples de modeles
Conduction de la chaleur

@ Probleme stationnaire correspondant % 0
normale unitaire
_dirigée vers
AT =% dans Tnl'ex’rérieur
Ti= Teait L SUE Conditions de Dirichlet

VT-n=g/\ sur Iy Conditions de Neumann

AVT-n+alT =7 sur I'y Conditions de Fourier

| - - L BEY,
Notation : Vu-n= — Rappel : AN U Z 8xi2

on o



Quelques exemples de modeles
Ondes et vibrations

@ Equations volumiques dans le domaine

O0%u
T g =F dans Q VYVt >0
o't )
densite de la membrane tension de la membrane source

(si la membrane est frappeée)

/T\\\

u le deplacement latéral de la membrane




Quelques exemples de modeles
Ondes et vibrations

@ Equations volumiques dans le domaine

0°u
081'2 Tow=Ff dans Q VYVt >0

@ Conditions aux limites
si la membrane est fixée... u=2>0 sur I'p , V>0
CL de type surface libre Vu-n=0 kN VE> 0
CL de type élastique Yu-n+lu=0 sirilp Vi>0

® deux conditions initiales...
~~
/_T\ VN

u le deplacement latéral de la membrane




Quelques exemples de modeles
Ondes et vibrations

@ Probleme stationnaire correspondant ol 0

ki
—TAu=+f dans Q
=0 . surlp Conditions de Dirichlet
Vu-n=0 sur Iy Conditions de Neumann
Vu-n+ Au=0 sur Conditions de Fourier

T < R

u le deplacement latéral de la membrane




Quelques exemples de modeles
Probleme issu de la neutronique

@ En fout point du volume

divj. + X0 = f
WJCJrlﬁ = —Ag-ado = f

ou o flux neutronique (densité de neutron par section efficace)
Y section efficace (1/libre parcours moyen)
jc vecteur courant
D Coefficient de diffusion

® Conditions aux limites
@ Cuve etanche ¢ = 0, sur 012

@ Ou pas completement

%:B, sur 012




Quelques exemples de modeles
Diffusion de nutriments dans un milieu cellulaire

@ Loi de Fick
jr=—AV

@ loi de conservation avec absorption

diij—I—Oz = Q

.  _diviaVeac—Q



Quelques exemples de modeles

@ Un domaine/une geometrie

@ Une éequation volumique posee dans € (indépendante du temps)

LAy —Autu=f
—divkVu = f —divkVu+u=f

@ Des conditions aux limites posees sur le bord 9Q (ou une partie
du bord)

(Dirichlet) — gp
(Neumann) Yiu-n aN :
(Fourier) XUE VAT gF 0O



But du cours ANNZ201

Exemple : Trouver u € 7?? (avec f et g donneées)
/—Au+u:F dans
. Vu-fi=g sur 0Q
Amphi 1+TD1 .
‘ T Amphi 2 + TD2
/ Trouver u e 7?77

b diosle /ﬁu-ﬁvdﬂir/ude:/deQJr gvdl’
Q Q o 3o

Prouver que le modéle est bien pose Amphi 3 + Td3

=
@ Choisir une methode d'approximation ou de discretisation Amphi 4
@ Construire le probleme discretise Amphi 5
=

Evaluer a priori la qualité de la solution approchee (précision de la
méthode et erreur commise par rapport a la solution exacte) Amphi 6

@ Résoudre le probleme discretisé et valider les resultats TPs

@ Extensions a des cas plus complexes Amphi 7



Introduction a la methode
des elements finis

Outils mathematiques

1. Formules de Green pour les fonctions regulieres
2. Espaces de Soboley, derivation au sens faible

3. Theoremes de trace

4. Retour sur les formules de Green



Le domaine physique Q

Q un ouvert borne de R"de frontiere 9Q suffisamment requliere.

Définition 0Q suffisamment réguliere si en tout point de 9Q

® Qest localement d’'un seul cote de la frontiere 0Q

@ On peut localement cartographier la frontiere par
une application lipschitzienne

Exemples de domaines d’etude:

Exemples de domaines exclus:

iy . Domaines avec
| Domaines fissures un point de rebroussement

Rappel:  f: X — Y lipschitzienne < 3n >0, Vx,x' € X, ||f(x) — f(X')[ly < n|jx — x'||x




Formules de Green

Theoreme_ N normale unitaire
weC®(Q) (W(Xq,...,%n) ) dirigée vers

|"exterieur

(cl0) a—wdQ / wn;dI’ 1<i<n
o OX; 50

W_JW_/

integrale volumique  intégrale surfacique
Theoreme admis (la preuve a ete faite en Mal02)

Formule de Green en 1D = Formule d’integration par parties.
w € C*(|a, b)), / _dx_ (b) — w(a)

=|a, b|

— 02 = {a,b}




Formules de Green

Théoréme_
W C COO(.Q) ( (Xl,...

N normale unitaire
dirigee vers

|'exterieur
(<o) /—dQ / wn; dI’ I 1 <n
OX;
Corollaire 1
u,v e C*(Q)
(G1) / ﬁeruﬁ dQ:/ uvn;dl’ 1. <gF—in
8X| aX| o0

Preuve : il suffit de choisir w = uv




Formules de Green

Théoréme i o
3 N normale unitaire
weC®(Q) (W(Xy,...,%Xn) ) dirigée vers
p |'exterieur
(60) —WdQ:/ wn dl Fi<n
o 0% Yo

Corollaire 1

u,v e C*(Q)

(G1) /(ﬁv—kuﬁ) dQ:/ uvn;dl’ 1. <gF—in

o \ 0% OX;i 50

Corollaire 1bis
Uc (@) e (0

/(div0v+0‘ﬁv) dQ:/ vU-Rdl
Q 0Q

e e - v Ov Ov
Rappel : dlvU:Zb——x—i V":(axl’axz"”’axn)
=

Preuve : voir |‘exercice 1 du TD1



Formules de Green

Théoréme_
W COO(.Q) ( (Xl,...

N normale unitaire
dirigee vers

|'exterieur
(<o) /—dQ / wn; dI’ I 1 <n
OX;
Corollaire _2
u,v e C*(Q)
2
/(8—zv: -, av)dQ: &vndI‘ 1<i<n
a \ 0% OXi OX; o0 OX%i
ou
Preuve : il suffit de choisir w = —v
OX;i

Remarque : cetfe formule de Green est valide aussi pour
ucCsQ), veC(Q)




Formules de Green

Théoreme

w e C®(Q) twha o Xnl )

N normale unitaire
dirigee vers

p |'exterieur
—wdQ:/ wn; dl’ I i <n
o 0% o0
Corollaire 2
u,v e C*(Q)
2
/(8—2v | “. av)dQ: %vnidI‘ 1 <gF-in
0 8xi 8xi 8xi Ye) 6xi
Corollaire 2bis
u,v &,C )
(62) / (Auv 4 ﬁuﬁv) dQ = [ Vu-nAvdl
Q o0
Rappel : Au= Z —g;; Notation : Vu - = %

i=1

Preuve : il suffit de faire une somme sur i des expressions du Corollaire 2




Des formules de Green aux formulations
variationnelles

Application : On peut construire une formulation variationnelle
(ou Principe des travaux virtuels en Mecanique)

Exemple : Trouver u € C3(Q)

{—Au+u = f dans Q
Vu- =g sur 0Q .
avec f € C°(Q) et g € C°(0Q)
On multiplie la lere équation par une fonction test v € C}(Q)
et on integre sur Q

—/AudeJr/ude:/deQ
o) o) 0

/ﬁu-ﬁvd()—/ ﬁu-ﬁvdFJr/ude:/deQ d'apres (G2)
Q 5Jo Q Q

/ﬁu-ﬁvdﬂ—l—/uvd{):/{-‘vdg_F gvdl’ ( d'apres
< Q Q GJe.

la 2eme équation )



Des formules de Green aux formulations
variationnelles

Application : On peut construire une formulation variationnelle
(ou Principe des travaux virtuels en Mécanique)

Exemple : Trouver u € C?(Q)

{—Au+u— f dans Q

Vu- =g sur 0Q
avec f € C°(Q) et g € C°(0Q)

4
Trouver u € CY(Q)

vv'e CHQ /Vu Vde+/ude /def2+ gvdl
Q 3Je

On peut montrer que le probleme de départ et la formulation
variationnelle sont équivalents si u € C¢(Q) .




Des formules de Green aux formulations
variationnelles

Application : On peut construire une formulation variationnelle
(ou Principe des travaux virtuels en Mécanique)

Exemple : Trouver u € C}(Q)

v e CH(Q /Vu Vvd(2+/uvdf2 /deQ+ gvdl
Q 3Je

Pourquoi avoir introduit une formulation variationnelle (FV) ?

@ Elle permet d’evaluer des integrales plutot que des deérivees en
tout point.
@ On a reduit 'ordre de derivation sur l'inconnue en augmentant

celle sur une fonction tfest.
Cela engendre une certaine "symetrie" entre inconnue et fonctions test.

@ Elle a un lien avec |’ « énergie" du probleme.
Le lien sera montrée plus tard dans ce cours.

@ La methode des elements finis se base sur la formulation
variationnelle.




Des formules de Green aux formulations
variationnelles

Exemple : Trouver u € C{(Q)

Vv € CH(Q /Vu Vvd(2+/uvd(2 /deQ+/ gvdl’
Q 3o

Le probleme est-il bien posée?

Unicite? Si et u- sont solutions alors

Yv € CH(Q /V - ﬁdenL/( —uy)vd2 =0
En particulier pour v =u, —u, Cfi(ﬁ) ,
/Q_ﬁ( i )(2 w2 do—0 BE, |oul
Exis’renc_e? _ Plus difficile a demontrer!

On verra qu'il n'existe pas toujours
une solution aussi réguliere...

Continuité par rapport aux donnees? |




Des formules de Green aux formulations
variationnelles

Il existe une theorie pour resoudre les formulations variationnelles :
le theoreme de Lax Milgram.

MAIS |'espace d’etude doit etre un espace de Hilbert.

Définition Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d'un
produit scalaire qui est complet pour la norme induite par
e produit scalaire

Rappel : un espace complet est un espace normé dans lequel toutes les suites de Cauchy
convergent.

Proposition Soit F un sous espace ferme d'un espace de Hilbert E
alors muni de la norme induite par le produit scalaire,
c’est un espace de Hilbert.

Preuve : soit une suite de Cauchy d’element de F, comme F est inclus dans E et que E est
complet, la suite de Cauchy converge dans E. Comme F est fermé, la suite converge dans F.




Des formules de Green aux formulations
variationnelles

Exemple : Trouver u € C}(Q)

Vv:elCH O /Vu Vde+/ude /deQ+ gvdl
Q 3o

Proposition (admis, voir le cours MALO2 pour la preuve)
® C'(Q) muni de la norme ||f]| = sup|f(x)| + sup|f’(x)| est complet
XEQ xEQ
mais cette norme n'est pas induite par un produit scalaire

@ C1(Q)muni du produl’r scalaire “naturel” pour ce probleme
(u, Vv H/ uv + Vu - Vv) dQ n'est pas complet.

On ne peut pas appliquer le théoreme de Lax Milgram dans C}(Q) .

On introduit dans la suite un cadre dans lequel nous
pourrons appliquer le théoreme de Lax-Milgram.




1. Formules de Green pour les fonctions regulieres
2. Espaces de Soboley, derivation au sens faible

3. Theoremes de trace

4. Retour sur les formules de Green



L'espace de Sobolev L4(Q)

Définition L%(Q) = {f mesurable sur Q tq. [,|f|?dQ < +oc}

Exemple :

Si Q est un ouvert borne, toute fonction dans C°(Q) est dans L%(Q).

Preuve : soit f dans C°(Q) alors /\F\ZdQ < (sup j_]c(x)|)2 Q|
o

xE

Rappel : @ Les fonctions mesurables dans Q sont definies presque partout dans Q .




L'espace de Sobolev L*(Q)

Définition L%(Q) = {f mesurable sur Q tq. [,|f|?dQ < +oc}

Théoreme (admis, voir le cours MALO2 pour la preuve)

L%(Q) muni du produit scalaire (u, V) 2(q) / uvdQ est complet.
Q

C’est donc un espace de Hilbert. On notera |f| zq) = ([, f? dQ)l/.2

Définition
D(Q)(=CX(Q2)) ={f € C>®(Q), tqg. Supp(f) compact dans 2}

Rappel : @ Les fonctions mesurables dans Q sont definies presque partout dans Q .

@ Le support d'une fonction continue f est le complementaire du plus grand
ouvert sur lequel f=0.




L'espace de Sobolev L*(Q)

Définition L%(Q) = {f mesurable sur Q tq. [,|f|?dQ < +oc}

Théoréme (admis, voir le cours MALO2 pour la preuve)

L=(Q) muni du produit scalaire (u, V) 2(q) / uvdQ est complet.
C’est donc un espace de Hilbert. On notera |f| z(q) = (J, f? dQ)I/2

Définition
D(Q)(=CX(Q2)) ={f € C>®(Q), tqg. Supp(f) compact dans 2}

Théoréme (admis, voir le cours MALO2 pour la preuve)

Lespace D(Q2) est dense dans L2(Q) c'est a dire que
\V/F = LZ(Q), EI(Fn>n - ’ZD(_Q)N7 nlgi_n HF— FnHLZ(Q) =()




Espaces de Sobolev et distributions

Définition (Espaces des distributions)
D'(Q) = ens. des formes linéaires continues sur D(Q)

Rappel : T est une forme surD(Q)si T:D(Q)+— R. On notera T(v) =< T,v >

T est lineaire si
Yu,ve D), VAER, <T,Au4+v>=A<Tu>+<T,v>

T est continue si pour tout compact K C Q,

dCk > 0, dmg e N Vv &€ D(K) ‘< T,V >’ < Ck sup sup\@o‘v(x)j
|oz|§m|< xeK




Espaces de Sobolev et distributions

Définition (Espaces des distributions)
D'(Q) = ens. des formes linéaires continues sur D(Q)

Exemple fondamental 1 : soient f € L*(Q) et T¢:v [, fvdQ
T¢ est une distribution : T est une forme lineaire et
pour tout compact K C Q et pour toute v € D(K)

el < [ IfvldQ < suph | [Fld@ < supil (| 4% [Flusca
K K

d'apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz

On peut identifier f et T¢. On vient de montrer que [L?(Q) C D'(Q)
Exemple fondamental 2 :

soient A un point € Q, I' C Q une variete de dimension < d ( ligne, surface,...

les mesures de Dirac < da,V >:=V(A),< dr,v>= [V € D(Q)

Mais ce ne sont pas des fonctions mesurables da, or ¢ L .(2),L*(Q).




Derivation au sens des distributions

Définition (dérivation au sens des distributions)

Pour tout T € D/(Q), on note 9T /dx;la distribution définie par

oT ov
Vv € D(Q), <E)—x.v> —<T3—x|>

La derivation au sens des distributions n'est qu’'une extension de derivation classique

> D(Q —vdQ = — /—dQ
ue C(Q), ve /8x.v u(?x.




L'espace de Sobolev H'(Q)

Définition (dérivation au sens des distributions)
Pour tout T € D/(Q), on note 9T /dx;la distribution définie par

oT ov
D R E—— e LAl
Vv € D(Q), <8xi’v> <T’8xi>
Définition ( Espace de Sobolev H'(Q) )
H'(Q) = {v € L%(Q) t.q. g—; o) Vicil ol !

Exemples :
@ Si Q est un ouvert borne, toute fonction dans C}(Q) est dans H!(Q).

Preuve : soit f dans C!(Q)alors (1) fec’(Q) = fel?Q)
of .3 of
2 i, — e (f L —cL’
(el i % e C°(Q) e c L°(Q)

@ Si Qest un ouvert borne avec Q=Q,UQ, et Q,NQ, =0

1D L
o, ENGE Fec®@ o feH(Q)
FQz < CI(QZ)

Preuve : voir |‘exercice 2 du TDI




L'espace de Sobolev H'(Q)

Théoréme (admis, voir le cours MALO2 pour la preuve)
H'(Q2)muni du produit scalaire (u, V)hi(q) / uv + Vu - Vv) dQ

est complet : c’est donc un espace de Hilbert. On notera

1/2
i e ( /Q (&2 + [ V) drz)

Théoréme (admis, voir le cours MALO2 pour la preuve)
SiQ est un ouvert borné, D(Q) (= C°(Q)) est dense dans H'(Q)

( mais attention pas D(Q) ).




L'espace de Sobolev H'(Q)

Définition ( Espace de Sobolev H;(Q) )
H,(Q) est déefini comme 'adhérence de D(Q)dans H!(Q) c'est a dire

I'ensemble des limites des suites d’éléments de D(Q) qui sont convergentes dans H'(Q).

Par déefinition, D(Q) est dense dans H,(Q) .

Proposition
Muni du produit scalaire de H'(Q), H},(2) est un espace de Hilbert.

Preuve : H,(Q) est, par définition, un sous-espace fermé de H'(Q).

Remarques : @ SiQ est un ouvert borné H.(Q) C H'(Q)
@ SiQ=R" H,(R") = H'(R")

H!(Q) et H}(Q)sont des espaces fondamentaux
pour la suitfe du cours




Les espace de Sobolev H™(Q)

Définition ( Espaces de Sobolev H™(Q) )
Ym > 2, H™Q)={veH"'(Q) tq. 0% cL*(Q)VacN"tq.|a|]=m}

; Bl
Notation : a = (a1,...,an) €N a| =371 i, 0% = 8Xf‘?...gxﬁ‘”

Théoreéme (admis, voir le cours MALO2 pour la preuve)

SiQ est un ouvert borne, D(Q) est dense dans H"(Q).

Exemple :

H2(Q) = {v € H'(Q) .

2 40
t.q. O cL°(Q)Vi,je{l,...,n}}

Dans la suite, on utilisera également |'espace suivant

Définition ( Espace de Sobolev H!(Q,A) = U)
H'(Q,A) = {ve H(Q) tq. Av e L*(Q) }

Proposition

H*(Q) C H(Q2, ) mais il n'y a pas nécessairement égalité...




Prolongement par densite

Pourquoi les resultats de densite sont-ils si importants?

PFOPOSi‘I‘iOﬂ Voir |'exercice 3 du TD1 pour la preuve.

Soit H, W ewv.normé, W complet et V un sev* dense dans H.
Soit ¢ une application lineaire de V dans W telle que

3Ce >0, W eV, |lé(v)[lw < Crlviln

Alors ¢ se prolonge par continuite de facon unique en une
application ¢ lineaire et continue de H dans W.

ev. : espace vectoriel, sev* = sous espace vectoriel

Corollaire

Soit H, W ewv.norme, W complet et V un sev* dense dans H.
Soit a une application bilinéaire deV x V dans W telle que

3C >0, V(u,v) e VXV, la(u,v)[w < Cllulln [|v]H

Alors a se prolonge par continuite de facon unique en une
application a bilineaire et continue deH x H dans W.




Pourquoi tant de haine?

Avec ces espaces de Hilberft, on a infroduit un cadre dans lequel nous
pouvons appliquer le theoreme de Lax-Milgram.

Mais peut on generaliser la Formule de Green ? q :ﬁ'
w € C®(Q) sk i / wndl  1<i<n A
aX| aQ

® Lintégrale volumique s’étend aux fonctions w de H'(Q)

1/2 1/2
w € C®(Q) \/ —dQ\ ¥ (/ dQ) </|8x \Zd(2> < Co|wl|
I

Il suffit ensuite d’ u’rlllser le theoreme de prolongement par densite.
® Peut on étendre l'intégrale surfacique aux fonctions w de H'(Q) ?
Ce n'est pas évident car excepté en 1D, H(Q) ¢ C°(Q)
mais on peut définir la “valeur” d’une fonction de H'(Q) sur le bord!

C'est le theoreme de trace.



1. Formules de Green pour les fonctions regulieres
2. Espaces de Soboley, derivation au sens faible

3. Theoremes de trace

4. Retour sur les formules de Green



Theoreme de trace (1)

Premier théoreme de trace
Lapplication trace 7o : C°(Q) — L*(0Q)= {f mes. sur 0Q tq. [,,|fl2dl < +oo}

V= Y0(V) =0V = V]so
verifie JCp, Vv € C*(Q), H%VHLZ(aQ) < Co IVHHI(Q)
Comme C*°(Q) est dense dans H!(Q), ’application se prolonge par

densite en 70 : H(Q) — L%2(0Q) qui verifie
V = YoV = V|aq

3Co, W € H(Q), [|70Vliz90) < CollVlm(a)

Voir |'exercice 4 du TD1 pour la preuve dans un cas particulier

Remarques :
® Soit I' C 0Q de mesure non nulle alors v|,. € L*(T') et
ICr, W € H(Q), HV‘FHLZ(F) < Cr V||
@ Linegalite suivante est fausse
3Co, YV € T2 £0); =y @ - <o Ca V[ 2 (0)

On ne peut pas parler de la trace d'une fonction de L?(Q)




Theoreme de trace (1)

Les fonctions deL?(Q)n'ont pas nécessairement une trace sur le bord.
Exemple en 1D : x — x” € L2(]0,1]) ssi B > —1/2
n'a pas de trace en x=0 pour 8 < 0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x

Par contre les fonctions de H!(Q) ont bien une trace sur le bord.
ainsi... x—=x? e R0 1) ssi B = 1/2
a bien une trace en x=0



: (0.0.5)
Theoreme de trace (1)

Exemple en 2D : oo+

v: (X, Y) — ln(ln(ﬁ))

@ Elle n‘appartient pas a C°(Q)
puisqu’elle n'est pas continue en (0,0).
On ne peut donc pas deéfinir v(0,0)!

@ Elle appartient a H'(Q) (a faire en exercice)

donc d'apres le theoreme de trace, on peut
definir sa trace sur le bord 0Q et
c’est une fonction de L4(0Q).

w: (X,Yy) — In( x21+y2)

@ Elle est dans L%(Q) mais pas dans H'(Q)

sa trace sur le bord 9Q n'est pas
une fonction de L2(0Q).




Theoreme de trace (1)

Premier théoreme de trace
L'application trace 7o : H'(Q) — L2(0Q)= {f mes. surdQ tq. [,,|f|2dl' < 400}

V= Y(V) = YoV = V|aq
est continue, I.e.

3Co, WV € H(Q), [[10vllLza0) < CollVilm(a)

Remarques : @ v n'est pas surjective de H'(Q2) dans L2(9Q)

Proposition

Im Yo est un sous-espace strict de L*(0Q) qui est dense dans L%(0Q)
Cet espace est noté H/?(0Q).

Le noyau de Yo est H,,(Q2) . Autrement dit
Ho(Q2) = {v e H(Q), Vv|pq =0}

Preuve de C :toute fonction de v de D(Q) vérifieyoV = 0 .De plus, D(2) est dense dansH;(Q):
Soit v € Hy(Q), 3 (Va)nen € D(Q)N liérgan — V|lwi(g) =0
n

Yo etant continue pour la norme H', on trouve liEI%H%Vn — YoV|lLz(a0) =0 = v =0
n




1. Formules de Green pour les fonctions regulieres
2. Espaces de Soboley, derivation au sens faible
3. Théeoremes de trace

4. Retour sur les formules de Green



Generalisation des formules de Green (1)

w € C>®(Q)

(GO) /—dQ / w n; dl’ 1<i<n
OX;

/ YoW N dI’
00

® Lintégrale volumique s’'étend aux fonctions w de H'(Q)

@ Lintégrale surfacique s'étend également aux fonctions w de H'(Q)
w € C>®(Q)

1/2 1/2
[ sownari< ([ infzar) ([ powar) " < Calowlson
50 c.s. \JoQ on

< Cg ‘WHHl(Q)

Il suffit ensuite d'utiliser le théoreme de prolongement par densite.



Generalisation des formules de Green (1)

Théoreme
Pour toute fonction w € H'(Q)
(GO bis) / 8—X| dQ = / Yow n;dI’

Vous trouverez les notations suivantes :U YoW N dlj oug W50 N dlj ou/ wn; dIl’
o0 o0 Yo,

Corollaire 1
Pour toutes fonctions u,v € H'(Q)

(Gl bis) /(S—:VJH‘S—,:) dQ:/m%uyovnidF =il n

Vous trouverez les notations suivantes {/ YoU YoV i da oug Ulaq V|aq N da ou/ uvn;dI’
oQ o0 oQ




Generalisation des formules de Green (2)

u,v e

(G2) / (Auv + ﬁu-ﬁv) dQ) = Vu-nvdl
Q 50
@ Lintégrale volumique s'étend aux fonctions u € H4(Q), v € H(Q)
82
H2(Q) = {v € H(Q) tq. axiavxj cL¥@Q) Vi, je{l,...,n}

elle s’étend meme aux fonctions u € H'(Q, A), v € H(Q)
HI(Q, A) = {v € H(Q) tq. Av € L2(Q) }
Il suffit d'utiliser le théoreme de prolongement par densite.

@ Peut on etendre l‘integrale surfacique a ces fonctions ?

La question est encore moins evidente que precedemment.

C'est le deuxieme théeoreme de trace...
qu’on verra la prochaine fois.
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