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Déroulement du cours
6 cours magistraux de 1h15 (transparents disponibles sur mon site 
web le vendredi avant la séance) de 8h30 à 09h45.


3TDs de 2h (de 10h à 12h). Corrigés disponibles sur mon site web.

Un premier TP (le 14/10 de 10h à 12h) à faire en binôme,  
rapport à rendre la semaine suivante. Pas de mélange entre les 
groupes 

TD de 2h (de 10h à 12h)

Un deuxième TP (le 4/11 de 10h à 12h) à faire en binôme,  
rapport à rendre le 18 novembre 2024. Pas de mélange entre les 
groupes TP Noté (50% note finale)

Examen le 14/11 de 2h suivi d’un cours d’ouverture d'1h.
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But du cours ANN1
Introduction au calcul scientifique avec l’accent 

mis sur la méthode des éléments finis 

Objectifs du calcul scientifique :

Prévoir pour l’environnement, la sureté 
nucléaire, la santé,…

 
(Philippe Moireau, INRIA)

Battement cardiaque Aorte ascendante

Propagation d’un tsunami

Concevoir (des antennes, avions, 
automobiles,…)

Propagation d’une onde 
électromagnétique à l’extérieur  

d’un avion (Marc Duruflé, INRIA)

Modélisation d’une éolienne 
(Baptiste Martel, PRE 2024)

Bang sonique du C608 (Adrien Loseille, INRIA)



But du cours ANN201
Introduction au calcul scientifique avec l’accent 

mis sur la méthode des éléments finis 

Objectifs du calcul scientifique :
Comprendre

Modélisation d’une guitare (Grégoire Derveaux)

Diffraction d’une onde élastique 
par une fissure (Sébastien Imperiale, INRIA, CEA)

Etude des propriétés de Structures optiques 
(Luiz Faria, INRIA, UMA)

Ce cours est un cours d’introduction (on va se concentrer sur les 
problèmes modèles plus simples et je reviendrai sur ces exemples dans le cours 
d’ouverture), pour aller plus loin, il faudra suivre  
ANN2, SIM3, ANA2 et/ou MF6 puis le parcours de 3A 
“Modélisation et Simulation” 



Quelques exemples de modèles

Equations volumiques dans le domaine 
 
 

Conditions aux limites


Flux imposé (radiateur):


Température fixée (fenêtre ouverte):


Flux contrôlé (climatiseur régulé):

Loi de comportement

Loi de conservation
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une condition initiale…
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Problème stationnaire correspondant

Conditions de Neumann

Conditions de Dirichlet

Conditions de Fourier

Quelques exemples de modèles

�R

normale unitaire 
dirigée vers 
l’extérieur

Notation : ��Y · �R � �Y
�R

Rappel : �Z = HMZ��Z =
R�

M=�

��Z
�\�

M

�8
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��T = f dans Ω

T = Tout sur �D

�T · n = g/� sur �N

��T · n + �T = � sur �R

Conduction de la chaleur



Ondes et vibrations 


 

densité de la membrane tension de la membrane source 

(si la membrane est frappée)

dans Ω , ∀t > 0σ
∂2u
∂t2

− T"u = fu u

Quelques exemples de modèles

Equations volumiques dans le domaine

le déplacement latéral de la membraneu

u(x, t)



Ondes et vibrations 


 

dans Ω , ∀t > 0σ
∂2u
∂t2

− T"u = fu u

Quelques exemples de modèles

Equations volumiques dans le domaine

le déplacement latéral de la membraneu

u(x, t)

Conditions aux limites

sur , ∀t > 0�si la membrane est fixée... u = 0u ΓD

sur , ∀t > 0CL de type surface libre ∇u · n = 0u ΓN

sur , ∀t > 0CL de type élastique �u · n + � u = 0uu ΓR

deux conditions initiales…



Problème stationnaire correspondant

Quelques exemples de modèles

�u
�t = 0

Ondes et vibrations 


 

le déplacement latéral de la membraneu

u(x)

Conditions de Neumann

Conditions de Dirichlet

Conditions de Fourier

�
�������

�������

�T�u = f dans Ω

u = 0 sur �D

�u · n = 0 sur �N

�u · n + �u = 0 sur �R



Problème issu de la neutronique
En tout point du volume 
 
 
 
où   flux neutronique (densité de neutron par section efficace) 
      section efficace (1/libre parcours moyen) 
      vecteur courant 
      Coefficient de diffusion


Conditions aux limites


Cuve étanche


Ou pas complètement

� ��� + �� = J

� = �, WYV �ã

��

�R = ��, WYV �ã

�

!NG
�

(

Quelques exemples de modèles

�
�

�
HMZ�NG + �� = J

�� +
�
(
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Loi de Fick 

loi de conservation avec absorption

Quelques exemples de modèles
Diffusion de nutriments dans un milieu cellulaire

�NJ = ����G

HMZ�NJ + �G = 5

�HMZ� ��G + �G = 5�



Un domaine/une géométrie


Une équation volumique posée dans   (indépendante du temps) 

Des conditions aux limites posées sur le bord      (ou une partie 
du bord)

��Y = J ��Y + Y = J

�HMZ O ��Y + Y = J�HMZ O ��Y = J

ã

ã

�ã

Y = K(
��Y · �R = K2
�Y + ��Y · �R = K*

(Dirichlet)

(Neumann)

(Fourier)

�R

Quelques exemples de modèles



Prouver que le modèle est bien posé

Exemple : Trouver �
��Y + Y = J HERW ã
��Y · �R = K WYV �ã

(avec f et g données)u � ???

� Amphi 2 + TD2

Amphi 3 + Td3

Résoudre le problème discrétisé et valider les résultats 

Choisir une méthode d’approximation ou de discrétisation

Construire le problème discrétisé

 

Amphi 4

Evaluer a priori la qualité de la solution approchée (précision de la  
méthode et erreur commise par rapport à la solution exacte)

Amphi 5

Amphi 6
TPs

Extensions à des cas plus complexes Amphi 7

�

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z H��v � ???

Trouver u � ???

Amphi 1+TD1

But du cours ANN201



Introduction à la méthode 
des éléments finis 

Outils mathématiques

1. Formules de Green pour les fonctions régulières


2. Espaces de Sobolev, dérivation au sens faible


3. Théorèmes de trace


4. Retour sur les formules de Green




Le domaine physique

  est localement d’un seul côté de la frontière

ã
un ouvert borné de    de frontière     suffisamment régulière.

Définition suffisamment régulière si en tout point de 

�ãRRã

�ã �ã

ã �ã

On peut localement cartographier la frontière par 
une application lipschitzienne

Rappel: J : < � = PMTWGLMX^MIRRI �� > �, �\, \� � <, �J(\) � J(\�)�= � ��\ � \��<�

Exemples de domaines d’étude: 

Exemples de domaines exclus: 

Domaines fissurés 
Domaines avec 


un point de rebroussement 



Formules de Green

{
intégrale volumique

{
intégrale surfacique

Théorème admis (la preuve a été faite en Ma102)

Théorème
( [(\�, . . . , \R) ) ã �R normale unitaire 

dirigée vers 
l’extérieur�

ã

�[
�\M

Hã =

�

�ã
[RM H� � � M � R(G0)

w � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="YoN6VE9LZEuoTCJZPhEqmgZU2eU=">AAADmXicjZLbbtNAEIa3MYdSTilc9sYiqpRKVRSXC7gMChIVQqUUklaNQzReT5JV9mDtrttGKz8BT8MtPAlvw9oNUg4gMZLt8Xz/HuaQZJwZ227/2qoFd+7eu7/9YOfho8dPntZ3n/WNyjXFHlVc6YsEDHImsWeZ5XiRaQSRcDxPZt2Sn1+hNkzJL3ae4VDARLIxo2B9aFTfv46ZDGMBdkqBu27x1f+P7bwZJ6Bd/FHgBIqDUb 0RtdqVhf92GmRhp6PdWhyniuYCpaUcjBlE7cwOHWjLKMdiJ84NZkBnMMGBdyUINENX5VOE+z6ShmOl/SNtWEWXVzgQxsxF4pXlxc06K4N/Y4Pcjl8PHZNZblHS24PGOQ+tCsvihCnTSC2feweoZv6uIZ2CBmp9CVdOqfbOkK5k4m5yyahKcS3K7Y3V4IMGrQBfX5+V606BzxIFOv0D/I4lab5lE2bN4QffInn4TiPODlbVEq+pEgJk6mJITDGIhi7mvs22EcW6/K6JpNJioeovVP1NVWqywr+ZyTjMjZ1XfVoWYGa84Aq0dxhXcg2fFc5Vk5Qk7qwo1ujJEj3ZoN0l2t2gl0v00tP/m8f+USt62Tr6FDU6ncVkbpM98oI0SURekQ45JqekRyj5Rr6TH+RnsBe8CY6D97fS2tZizXOyYsHn3yJJN3Q=</latexit>

Formule de Green en 1D = Formule d’intégration par parties.
� F

E

H[
H\ H\ = [(F) � [(E)

<latexit sha1_base64="XzgVNFj/7JwckosghtSD/tS/dYo="></latexit>

w 2 C1([a, b]),

<latexit sha1_base64="ZwOJ60BmEfPRIcdM4a+cQodS/uA="></latexit>

Ω =]a, b[
<latexit sha1_base64="3ZAZRHD8s8oQsC5S63StDhA1aRU="></latexit>

@Ω = {a, b}
<latexit sha1_base64="xpMTSHNpqkP74pYsX4p4cL311zM="></latexit>a

<latexit sha1_base64="mFVa3QDPoDHaP0lIIiiWlVuICVU="></latexit>

b

<latexit sha1_base64="gEoq+z/CjY9G6JYymYNscwECHA8="></latexit>

n = +1<latexit sha1_base64="0J1yk8uuoeSamKEoFwatQ/XO6Uw="></latexit>n = −1



Formules de Green
Théorème

ã �R normale unitaire 
dirigée vers 
l’extérieur

Preuve : il suffit de choisir [ = YZ

Corollaire 1
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<latexit sha1_base64="YoN6VE9LZEuoTCJZPhEqmgZU2eU=">AAADmXicjZLbbtNAEIa3MYdSTilc9sYiqpRKVRSXC7gMChIVQqUUklaNQzReT5JV9mDtrttGKz8BT8MtPAlvw9oNUg4gMZLt8Xz/HuaQZJwZ227/2qoFd+7eu7/9YOfho8dPntZ3n/WNyjXFHlVc6YsEDHImsWeZ5XiRaQSRcDxPZt2Sn1+hNkzJL3ae4VDARLIxo2B9aFTfv46ZDGMBdkqBu27x1f+P7bwZJ6Bd/FHgBIqDUb 0RtdqVhf92GmRhp6PdWhyniuYCpaUcjBlE7cwOHWjLKMdiJ84NZkBnMMGBdyUINENX5VOE+z6ShmOl/SNtWEWXVzgQxsxF4pXlxc06K4N/Y4Pcjl8PHZNZblHS24PGOQ+tCsvihCnTSC2feweoZv6uIZ2CBmp9CVdOqfbOkK5k4m5yyahKcS3K7Y3V4IMGrQBfX5+V606BzxIFOv0D/I4lab5lE2bN4QffInn4TiPODlbVEq+pEgJk6mJITDGIhi7mvs22EcW6/K6JpNJioeovVP1NVWqywr+ZyTjMjZ1XfVoWYGa84Aq0dxhXcg2fFc5Vk5Qk7qwo1ujJEj3ZoN0l2t2gl0v00tP/m8f+USt62Tr6FDU6ncVkbpM98oI0SURekQ45JqekRyj5Rr6TH+RnsBe8CY6D97fS2tZizXOyYsHn3yJJN3Q=</latexit>

u, v � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="u1LT7fXLYSv1DQyH4t8w7vwwHlI=">AAADnHicjZJbaxNBFMenXS+1XprqoyCLQUghhGx90MdACgpqrcWkpdkYzs6eJEPmsszMxoZhv4Kfxlf9Hn4bZ7cRclHwwO4c/r//XM7MSTLOjG23f+3sBrdu37m7d2///oOHjw5qh4/7RuWaYo8qrvRlAgY5k9izzHK8zDSCSDheJLNuyS/mqA1T8rNdZDgUMJFszChYL41qjbw5j5kMw1iAnVLgrlt88cLYLhpxAtrFHwVOoD ga1epRq11F+O+kTpZxNjrcjeNU0VygtJSDMYOondmhA20Z5Vjsx7nBDOgMJjjwqQSBZuiqkorwhVfScKy0/6QNK3V1hgNhzEIk3lke3GyyUvwbG+R2/HromMxyi5LebDTOeWhVWN5PmDKN1PKFT4Bq5s8a0ilooNbf4tou1doZ0rVK3HUuGVUpbqjcXlsNXjRoBfj79VW57hT4LFGg0z/Ar1iSxgmbMGua7/0ryeYbjTg7WndL/EqVECBTF0NiikE0dDH3L23rUazLccMklRZLV3/p6m+7UpMV/s9MxmFh7KJ6p1UDZsYb5qB9wriSG/i8cK7qpCRx50WxQU9X6OkW7a7Q7ha9WqFXnv5fP/aPW9HL1vGnqN7pLDtzjzwlz0mDROQV6ZC35Iz0CCXfyHfyg/wMngUnwbvgw411d2c55wlZi6D/GwA+OFI=</latexit>



Formules de Green
Théorème

ã �R normale unitaire 
dirigée vers 
l’extérieur

Corollaire 1bis
�
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Corollaire 1

Preuve : voir l’exercice 1 du TD1
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<latexit sha1_base64="YoN6VE9LZEuoTCJZPhEqmgZU2eU=">AAADmXicjZLbbtNAEIa3MYdSTilc9sYiqpRKVRSXC7gMChIVQqUUklaNQzReT5JV9mDtrttGKz8BT8MtPAlvw9oNUg4gMZLt8Xz/HuaQZJwZ227/2qoFd+7eu7/9YOfho8dPntZ3n/WNyjXFHlVc6YsEDHImsWeZ5XiRaQSRcDxPZt2Sn1+hNkzJL3ae4VDARLIxo2B9aFTfv46ZDGMBdkqBu27x1f+P7bwZJ6Bd/FHgBIqDUb 0RtdqVhf92GmRhp6PdWhyniuYCpaUcjBlE7cwOHWjLKMdiJ84NZkBnMMGBdyUINENX5VOE+z6ShmOl/SNtWEWXVzgQxsxF4pXlxc06K4N/Y4Pcjl8PHZNZblHS24PGOQ+tCsvihCnTSC2feweoZv6uIZ2CBmp9CVdOqfbOkK5k4m5yyahKcS3K7Y3V4IMGrQBfX5+V606BzxIFOv0D/I4lab5lE2bN4QffInn4TiPODlbVEq+pEgJk6mJITDGIhi7mvs22EcW6/K6JpNJioeovVP1NVWqywr+ZyTjMjZ1XfVoWYGa84Aq0dxhXcg2fFc5Vk5Qk7qwo1ujJEj3ZoN0l2t2gl0v00tP/m8f+USt62Tr6FDU6ncVkbpM98oI0SURekQ45JqekRyj5Rr6TH+RnsBe8CY6D97fS2tZizXOyYsHn3yJJN3Q=</latexit>

u, v � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="u1LT7fXLYSv1DQyH4t8w7vwwHlI=">AAADnHicjZJbaxNBFMenXS+1XprqoyCLQUghhGx90MdACgpqrcWkpdkYzs6eJEPmsszMxoZhv4Kfxlf9Hn4bZ7cRclHwwO4c/r//XM7MSTLOjG23f+3sBrdu37m7d2///oOHjw5qh4/7RuWaYo8qrvRlAgY5k9izzHK8zDSCSDheJLNuyS/mqA1T8rNdZDgUMJFszChYL41qjbw5j5kMw1iAnVLgrlt88cLYLhpxAtrFHwVOoD ga1epRq11F+O+kTpZxNjrcjeNU0VygtJSDMYOondmhA20Z5Vjsx7nBDOgMJjjwqQSBZuiqkorwhVfScKy0/6QNK3V1hgNhzEIk3lke3GyyUvwbG+R2/HromMxyi5LebDTOeWhVWN5PmDKN1PKFT4Bq5s8a0ilooNbf4tou1doZ0rVK3HUuGVUpbqjcXlsNXjRoBfj79VW57hT4LFGg0z/Ar1iSxgmbMGua7/0ryeYbjTg7WndL/EqVECBTF0NiikE0dDH3L23rUazLccMklRZLV3/p6m+7UpMV/s9MxmFh7KJ6p1UDZsYb5qB9wriSG/i8cK7qpCRx50WxQU9X6OkW7a7Q7ha9WqFXnv5fP/aPW9HL1vGnqN7pLDtzjzwlz0mDROQV6ZC35Iz0CCXfyHfyg/wMngUnwbvgw411d2c55wlZi6D/GwA+OFI=</latexit>

�U � C�(Ω̄)n, v � C�(Ω)
<latexit sha1_base64="rYDapKodC4Ev8KIBq5TMX8Z2AkI=">AAADznicjZJLbxMxEMfdLI9SXikcuayIkFIpirLtASQukYIEB1RCRdIqcRrNep3Eih8r2xu6slZc+Vh8Db4AV/gIeNOA8qASlnZ3dn5/e8YzE6ecGdtqfd+rBLdu37m7f+/g/oOHjx5XD5/0jco0oT2iuNIXMRjKmaQ9yyynF6mmIGJOz+N5p+TnC6oNU/KTzVM6EjCVbMIIWO8aVwd4QYnrFZjJEAuwMwLcdYpL/z+xeR3HoB 3+IOgUiqNL2cCvFzcplQ9TZvFXPq7WomZrucKbjRpare74sIJxokgmqLSEgzHDqJXakQNtGeG0OMCZoSmQOUzp0JsSBDUjtyxCEb7wniScKO0facOld32HA2FMLmKvLLM326x0/osNMzt5NXJMppmlklwHmmQ8tCosKxomTFNiee4NIJr5XEMyAw3E+rpvRFmenVKycRN3lUlGVEK3vNxeWQ3eaagV4Ivsb+U6M+DzWIFO/gB/Yknqb9iUWdN47/sqG281pfOjTbWkn4kSAmTiMMSmGEYjh7lvmq1FWJffLZFUWqxU/ZWqv6tKTFr4NzMph9zYfNmndQFNjRcsQHuDcSW38Fnh3HKc4tidFcUWPV2jpzu0s0Y7O3SwRgee/t889o+b0Unz+GNUa7dXk7mPnqHnqI4i9BK10TvURT1E0Df0A/1Ev4JusAiK4Mu1tLK32vMUbazg62+00E3x</latexit>



Formules de Green
Théorème

ã �R normale unitaire 
dirigée vers 
l’extérieur�

ã

�[
�\M

Hã =
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Corollaire 2
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Preuve : il suffit de choisir [ =
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Z

(G0)

( [(\�, . . . , \R) )w � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="YoN6VE9LZEuoTCJZPhEqmgZU2eU=">AAADmXicjZLbbtNAEIa3MYdSTilc9sYiqpRKVRSXC7gMChIVQqUUklaNQzReT5JV9mDtrttGKz8BT8MtPAlvw9oNUg4gMZLt8Xz/HuaQZJwZ227/2qoFd+7eu7/9YOfho8dPntZ3n/WNyjXFHlVc6YsEDHImsWeZ5XiRaQSRcDxPZt2Sn1+hNkzJL3ae4VDARLIxo2B9aFTfv46ZDGMBdkqBu27x1f+P7bwZJ6Bd/FHgBIqDUb 0RtdqVhf92GmRhp6PdWhyniuYCpaUcjBlE7cwOHWjLKMdiJ84NZkBnMMGBdyUINENX5VOE+z6ShmOl/SNtWEWXVzgQxsxF4pXlxc06K4N/Y4Pcjl8PHZNZblHS24PGOQ+tCsvihCnTSC2feweoZv6uIZ2CBmp9CVdOqfbOkK5k4m5yyahKcS3K7Y3V4IMGrQBfX5+V606BzxIFOv0D/I4lab5lE2bN4QffInn4TiPODlbVEq+pEgJk6mJITDGIhi7mvs22EcW6/K6JpNJioeovVP1NVWqywr+ZyTjMjZ1XfVoWYGa84Aq0dxhXcg2fFc5Vk5Qk7qwo1ujJEj3ZoN0l2t2gl0v00tP/m8f+USt62Tr6FDU6ncVkbpM98oI0SURekQ45JqekRyj5Rr6TH+RnsBe8CY6D97fS2tZizXOyYsHn3yJJN3Q=</latexit>

u, v � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="u1LT7fXLYSv1DQyH4t8w7vwwHlI=">AAADnHicjZJbaxNBFMenXS+1XprqoyCLQUghhGx90MdACgpqrcWkpdkYzs6eJEPmsszMxoZhv4Kfxlf9Hn4bZ7cRclHwwO4c/r//XM7MSTLOjG23f+3sBrdu37m7d2///oOHjw5qh4/7RuWaYo8qrvRlAgY5k9izzHK8zDSCSDheJLNuyS/mqA1T8rNdZDgUMJFszChYL41qjbw5j5kMw1iAnVLgrlt88cLYLhpxAtrFHwVOoD ga1epRq11F+O+kTpZxNjrcjeNU0VygtJSDMYOondmhA20Z5Vjsx7nBDOgMJjjwqQSBZuiqkorwhVfScKy0/6QNK3V1hgNhzEIk3lke3GyyUvwbG+R2/HromMxyi5LebDTOeWhVWN5PmDKN1PKFT4Bq5s8a0ilooNbf4tou1doZ0rVK3HUuGVUpbqjcXlsNXjRoBfj79VW57hT4LFGg0z/Ar1iSxgmbMGua7/0ryeYbjTg7WndL/EqVECBTF0NiikE0dDH3L23rUazLccMklRZLV3/p6m+7UpMV/s9MxmFh7KJ6p1UDZsYb5qB9wriSG/i8cK7qpCRx50WxQU9X6OkW7a7Q7ha9WqFXnv5fP/aPW9HL1vGnqN7pLDtzjzwlz0mDROQV6ZC35Iz0CCXfyHfyg/wMngUnwbvgw411d2c55wlZi6D/GwA+OFI=</latexit>

Remarque : cette formule de Green est valide aussi pour
<latexit sha1_base64="KHkw6TdC9djYYDfHrO3ymIAjAC8="></latexit>

u 2 C2(Ω), v 2 C1(Ω)



Formules de Green
Théorème

ã �R normale unitaire 
dirigée vers 
l’extérieur�

ã

�[
�\M

Hã =

�

�ã
[RM H�

Corollaire 2
�

ã

�
��Y
�\�M

Z +
�Y
�\M

�Z
�\M

�
Hã =

�

�ã

�Y
�\M

Z RM H�

� � M � R

� � M � R

Corollaire 2bis

�

ã

�
�Y Z + ��Y · ��Z

�
Hã =

�

�ã
��Y · �R Z H�

Rappel : �Y =
R�

M=�

��Y
�\�

M
Notation : ��Y · �R � �Y

�R

Preuve : il suffit de faire une somme sur i des expressions du Corollaire 2 

(G2)

( [(\�, . . . , \R) )w � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="YoN6VE9LZEuoTCJZPhEqmgZU2eU=">AAADmXicjZLbbtNAEIa3MYdSTilc9sYiqpRKVRSXC7gMChIVQqUUklaNQzReT5JV9mDtrttGKz8BT8MtPAlvw9oNUg4gMZLt8Xz/HuaQZJwZ227/2qoFd+7eu7/9YOfho8dPntZ3n/WNyjXFHlVc6YsEDHImsWeZ5XiRaQSRcDxPZt2Sn1+hNkzJL3ae4VDARLIxo2B9aFTfv46ZDGMBdkqBu27x1f+P7bwZJ6Bd/FHgBIqDUb 0RtdqVhf92GmRhp6PdWhyniuYCpaUcjBlE7cwOHWjLKMdiJ84NZkBnMMGBdyUINENX5VOE+z6ShmOl/SNtWEWXVzgQxsxF4pXlxc06K4N/Y4Pcjl8PHZNZblHS24PGOQ+tCsvihCnTSC2feweoZv6uIZ2CBmp9CVdOqfbOkK5k4m5yyahKcS3K7Y3V4IMGrQBfX5+V606BzxIFOv0D/I4lab5lE2bN4QffInn4TiPODlbVEq+pEgJk6mJITDGIhi7mvs22EcW6/K6JpNJioeovVP1NVWqywr+ZyTjMjZ1XfVoWYGa84Aq0dxhXcg2fFc5Vk5Qk7qwo1ujJEj3ZoN0l2t2gl0v00tP/m8f+USt62Tr6FDU6ncVkbpM98oI0SURekQ45JqekRyj5Rr6TH+RnsBe8CY6D97fS2tZizXOyYsHn3yJJN3Q=</latexit>

u, v � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="u1LT7fXLYSv1DQyH4t8w7vwwHlI=">AAADnHicjZJbaxNBFMenXS+1XprqoyCLQUghhGx90MdACgpqrcWkpdkYzs6eJEPmsszMxoZhv4Kfxlf9Hn4bZ7cRclHwwO4c/r//XM7MSTLOjG23f+3sBrdu37m7d2///oOHjw5qh4/7RuWaYo8qrvRlAgY5k9izzHK8zDSCSDheJLNuyS/mqA1T8rNdZDgUMJFszChYL41qjbw5j5kMw1iAnVLgrlt88cLYLhpxAtrFHwVOoD ga1epRq11F+O+kTpZxNjrcjeNU0VygtJSDMYOondmhA20Z5Vjsx7nBDOgMJjjwqQSBZuiqkorwhVfScKy0/6QNK3V1hgNhzEIk3lke3GyyUvwbG+R2/HromMxyi5LebDTOeWhVWN5PmDKN1PKFT4Bq5s8a0ilooNbf4tou1doZ0rVK3HUuGVUpbqjcXlsNXjRoBfj79VW57hT4LFGg0z/Ar1iSxgmbMGua7/0ryeYbjTg7WndL/EqVECBTF0NiikE0dDH3L23rUazLccMklRZLV3/p6m+7UpMV/s9MxmFh7KJ6p1UDZsYb5qB9wriSG/i8cK7qpCRx50WxQU9X6OkW7a7Q7ha9WqFXnv5fP/aPW9HL1vGnqN7pLDtzjzwlz0mDROQV6ZC35Iz0CCXfyHfyg/wMngUnwbvgw411d2c55wlZi6D/GwA+OFI=</latexit>

u, v � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="u1LT7fXLYSv1DQyH4t8w7vwwHlI=">AAADnHicjZJbaxNBFMenXS+1XprqoyCLQUghhGx90MdACgpqrcWkpdkYzs6eJEPmsszMxoZhv4Kfxlf9Hn4bZ7cRclHwwO4c/r//XM7MSTLOjG23f+3sBrdu37m7d2///oOHjw5qh4/7RuWaYo8qrvRlAgY5k9izzHK8zDSCSDheJLNuyS/mqA1T8rNdZDgUMJFszChYL41qjbw5j5kMw1iAnVLgrlt88cLYLhpxAtrFHwVOoD ga1epRq11F+O+kTpZxNjrcjeNU0VygtJSDMYOondmhA20Z5Vjsx7nBDOgMJjjwqQSBZuiqkorwhVfScKy0/6QNK3V1hgNhzEIk3lke3GyyUvwbG+R2/HromMxyi5LebDTOeWhVWN5PmDKN1PKFT4Bq5s8a0ilooNbf4tou1doZ0rVK3HUuGVUpbqjcXlsNXjRoBfj79VW57hT4LFGg0z/Ar1iSxgmbMGua7/0ryeYbjTg7WndL/EqVECBTF0NiikE0dDH3L23rUazLccMklRZLV3/p6m+7UpMV/s9MxmFh7KJ6p1UDZsYb5qB9wriSG/i8cK7qpCRx50WxQU9X6OkW7a7Q7ha9WqFXnv5fP/aPW9HL1vGnqN7pLDtzjzwlz0mDROQV6ZC35Iz0CCXfyHfyg/wMngUnwbvgw411d2c55wlZi6D/GwA+OFI=</latexit>



�
�

ã
�Y Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

�

ã
��Y · ��Z Hã �

�

�ã
��Y · �R Z H� +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã

Des formules de Green aux formulations 
variationnelles

Application : On peut construire une formulation variationnelle

(ou Principe des travaux virtuels en Mécanique)

d’après (G2)

On multiplie la 1ère équation par une fonction test  
et on intègre sur  ã

Z � C�(ã)

Exemple : Trouver 

EZIG J � '�(ã) IX K � '�(�ã)

Y � C�(ã)�
��Y + Y = J HERW ã
��Y · �R = K WYV �ã

( d’après 

la 2ème équation )

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z H�



Application : On peut construire une formulation variationnelle

(ou Principe des travaux virtuels en Mécanique)

Exemple :

On peut montrer que le problème de départ et la formulation 
variationnelle sont équivalents si             .

Trouver Y � C�(ã)

�Z � C�(ã)

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z H�

Trouver 

EZIG J � '�(ã) IX K � '�(�ã)
�

Y � C�(ã)�
��Y + Y = J HERW ã
��Y · �R = K WYV �ã

Des formules de Green aux formulations 
variationnelles

Y � C�(ã)



Trouver 

Application : On peut construire une formulation variationnelle

(ou Principe des travaux virtuels en Mécanique)

Exemple : Y � C�(ã)

�Z � C�(ã)

Pourquoi avoir introduit une formulation variationnelle (FV) ?

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z H�

 La méthode des éléments finis se base sur la formulation 
variationnelle.

 Elle permet d’évaluer des intégrales plutôt que des dérivées en  
tout point.
 On a réduit l’ordre de dérivation sur l’inconnue en augmentant  
celle sur une fonction test.

Cela engendre une certaine "symétrie" entre inconnue et fonctions test.

 Elle a un lien avec l’ « énergie" du problème.
Le lien sera montré plus tard dans ce cours.

Des formules de Green aux formulations 
variationnelles



Exemple : Trouver Y � C�(ã)

�Z � C�(ã)

Le problème est-il bien posé?

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z H�

Unicité?

Existence?
Continuité par rapport aux données?

�

ã

������(Y� � Y�)
���
�

+ |Y� � Y�|�
�
Hã = � � Y� = Y�

En particulier pour                        ,v = u1 � u2 � C1(Ω)

Y� Y�Si    et    sont solutions alors
�

ã
�� (Y� � Y�) · ��Z Hã +

�

ã
(Y� � Y�) Z Hã = ��Z � C�(ã)

OUI

Plus difficile à démontrer! 
On verra qu’il n’existe pas toujours 
une solution aussi régulière…

Des formules de Green aux formulations 
variationnelles



Il existe une théorie pour résoudre les formulations variationnelles :

le théorème de Lax Milgram.

Définition Un espace de Hilbert est un espace vectoriel muni d’un 
produit scalaire qui est complet pour la norme induite par 
le produit scalaire

Rappel : un espace complet est un espace normé dans lequel toutes les suites de Cauchy 

convergent.

Preuve : soit une suite de Cauchy d’élément de F, comme F est inclus dans E et que E est 

complet, la suite de Cauchy converge dans E. Comme F est fermé, la suite converge dans F.

MAIS l’espace d’étude doit être un espace de Hilbert.

Des formules de Green aux formulations 
variationnelles

Soit F un sous espace fermé d’un espace de Hilbert E 
alors muni de la norme induite par le produit scalaire, 
c’est un espace de Hilbert.

Proposition



Exemple : Trouver Y � C�(ã)

�Z � C�(ã)

C�(ã)muni de la norme est complet

mais cette norme n’est pas induite par un produit scalaire

Proposition (admis, voir le cours MA102 pour la preuve)

C�(ã)muni du produit scalaire “naturel” pour ce problème
n’est pas complet.(Y, Z) ��

�

ã

�
YZ + ��Y · ��Z

�
Hã

�J� = sup
\�ã

|J(\)| + sup
\�ã

|J�(\)|

�

ã
��Y · ��Z Hã +

�

ã
Y Z Hã =

�

ã
J Z Hã +

�

�ã
K Z H�

Des formules de Green aux formulations 
variationnelles

On ne peut pas appliquer le théorème de Lax Milgram dans        . C�(ã)

On introduit dans la suite un cadre dans lequel nous 
pourrons appliquer le théorème de Lax-Milgram.



1. Formules de Green pour les fonctions régulières


2. Espaces de Sobolev, dérivation au sens faible


3. Théorèmes de trace


4. Retour sur les formules de Green




L'espace de Sobolev
Définition 0�(ã) = {J QIWYVEFPI�WYV ã X�U�

�
ã|J|� Hã < +�}

Rappel : Les fonctions mesurables dans    sont définies presque partout dans   . ã ã

Exemple :

Si   est un ouvert borné, toute fonction dans        est dans       .C0(Ω) L2(Ω)Ω

Preuve : soit f dans         alorsC0(Ω)

�

ã
|J|� Hã �

�
sup
\�ã

|J(\)|
�� |ã|

<latexit sha1_base64="AcF09EO9Btra4qeTg8+Bj48gLPc="></latexit>

L2(Ω)



Définition 0�(ã) = {J QIWYVEFPI�WYV ã X�U�
�
ã|J|� Hã < +�}

Rappel : Les fonctions mesurables dans    sont définies presque partout dans   . ã

Définition
D(ã) (� '�

G (ã)) = {J � '�(ã), X�U� 7YTT(J) GSQTEGX�HERW ã}

Le support d’une fonction continue f est le complémentaire du plus grand 
ouvert sur lequel f=0.

ã

Théorème (admis, voir le cours MA102 pour la preuve)
0�(ã)muni du produit scalaire                          est complet. 

C’est donc un espace de Hilbert. On notera                           .

(Y, Z)0�(ã) ��
�

ã
YZ Hã

�J�0�(ã) =
��

ã J
� Hã

��/�

L'espace de Sobolev L2(Ω)



L’espace        est dense dans        c’est à dire que 
Théorème (admis, voir le cours MA102 pour la preuve)

D(ã) 0�(ã)

Définition 0�(ã) = {J QIWYVEFPI�WYV ã X�U�
�
ã|J|� Hã < +�}

Définition
D(ã) (� '�

G (ã)) = {J � '�(ã), X�U� 7YTT(J) GSQTEGX�HERW ã}

�J � 0�(ã), �(JR)R � D(ã)N, lim
R�+�

�J � JR�0�(ã) = �

Théorème (admis, voir le cours MA102 pour la preuve)
0�(ã)muni du produit scalaire                          est complet. 

C’est donc un espace de Hilbert. On notera                           .

(Y, Z)0�(ã) ��
�

ã
YZ Hã

�J�0�(ã) =
��

ã J
� Hã

��/�

L'espace de Sobolev L2(Ω)



Définition (Espaces des distributions)
D�(ã) = IRW� HIW�JSVQIW�PMRrEMVIW�GSRXMRYIW�WYV D(ã)

Rappel : T est une forme sur       si                   . On noteraD(ã) 8 : D(ã) �� R 8(Z) �< 8, Z >

T est linéaire si 
�Y, Z � D(ã), �� � R, < 8, �Y+ Z >= � < 8, Y > + < 8, Z >

T est continue si pour tout compact        ,  / � ã

�'/ > �, �Q/ � N

Espaces de Sobolev et distributions

<latexit sha1_base64="JI9xWeKbyJHIlGnBPrVW/aU4RI0="></latexit>

8v 2 D(K)
<latexit sha1_base64="zXqRmpjYmNAZjKI3boDZESWBG6s="></latexit>

|< T, v >|  CK sup
|↵|mK

sup
x2K

|@↵v(x)|



Définition (Espaces des distributions)
D�(ã) = IRW� HIW�JSVQIW�PMRrEMVIW�GSRXMRYIW�WYV D(ã)

Exemple fondamental 1 : soient              et J � 0�(ã) 8J : Z ��
�
ã JZ Hã

est une distribution :8J est une forme linéaire et8J

On peut identifier   et   . On vient de montrer que J 8J 0�(ã) � D�(ã)
d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz

� sup
/

|Z| (
�

/
Hã)�/��J�0�(ã)

pour tout compact        et pour toute/ � ã Z � D(/)

Espaces de Sobolev et distributions

<latexit sha1_base64="E3uvY2jkfFF5PQt2kdp3bZlwQ5k="></latexit>

|Tf(v)| 
Z

K
|fv| dΩ  sup

K
|v|

Z

K
|f| dΩ

Mais ce ne sont pas des fonctions mesurables

Exemple fondamental 2 :

<latexit sha1_base64="HQwuqag9Wew0zaLnEjaa6SOqfVY="></latexit>

les mesures de Dirac < �A, v >:= v(A), < ��, v >:=
R
� v

<latexit sha1_base64="ZGboKkSYjOpr+7wJrPCqDAoPyXo="></latexit>

soient A un point 2 Ω, � ⇢ Ω une variété de dimension < d ( ligne, surface,...)
<latexit sha1_base64="B5Cr2jJ6e6ZhiWe5izSyToakSr8="></latexit>

2 D(Ω)
<latexit sha1_base64="h01Xxs4iqgWevdHDg5r/YloFnFw="></latexit>

�A, �� /2 L1loc(Ω), L2(Ω).



Dérivation au sens des distributions
Définition (dérivation au sens des distributions)

La dérivation au sens des distributions n’est qu’une extension de dérivation classique

Pour tout              on note         la distribution définie par  8 � D�(ã), �8/�\M<latexit sha1_base64="PBqG5hhkorjwowlG0a6xzLHP7Dw="></latexit>

8v 2 D(Ω), <
@T
@xi

, v >= � < T, @v
@xi

>

<latexit sha1_base64="IkQ6vUwBRIt7bIwTLo7LrqqOERY="></latexit>

u 2 C1(Ω), v 2 D(Ω),

Z

Ω

@u
@xi

v dΩ = �
Z

Ω
u @v
@xi

dΩ



Définition (dérivation au sens des distributions)
Pour tout              on note         la distribution définie par  8 � D�(ã), �8/�\M

Définition ( Espace de Sobolev         ) ,�(ã)

,�(ã) = {Z � 0�(ã) X�U� �Z
�\M

� 0�(ã) �M � {�, . . . , R} }

Exemples :

 Si   est un ouvert borné avec                 et Ω = Ω1 �Ω2Ω Ω1 �Ω2 = �

Ω1
Ω2

Preuve : voir l’exercice 2 du TD1

 Si   est un ouvert borné, toute fonction dans        est dans       .Ω
Preuve :

C1(Ω) H1(Ω)
soit f dans        alorsC1(Ω) f � C0(Ω) � f � L2(Ω)

�i, �f
�xi

� C0(Ω) � �f
�xi

� L2(Ω)

(1)

(2)

f|Ω1 � C1(Ω1)

f|Ω2 � C1(Ω2)

<latexit sha1_base64="PBqG5hhkorjwowlG0a6xzLHP7Dw="></latexit>

8v 2 D(Ω), <
@T
@xi

, v >= � < T, @v
@xi

>

L'espace de Sobolev ,�(ã)

<latexit sha1_base64="/pTfvKISuIsdgfLbYZRLaamLvAw="></latexit>

f 2 C0(Ω) , f 2 H1(Ω)



Théorème (admis, voir le cours MA102 pour la preuve)
muni du produit scalaire                                      

est complet : c’est donc un espace de Hilbert. On notera
,�(ã) (Y, Z),�(ã) ��

�

ã
(YZ + �Y · �Z) Hã

�Y�,�(ã) =

��

ã

�
Y� + ��Y��

�
Hã

��/�

Si   est un ouvert borné,  est dense dans                                  
Théorème (admis, voir le cours MA102 pour la preuve)

,�(ã)ã
( mais attention pas        ).

D(Ω̄) (� C�
c (Ω̄) )

D(ã)

L'espace de Sobolev ,�(ã)



Définition ( Espace de Sobolev         ) ,��(ã)
,��(ã) est défini comme l’adhérence de       dans        c’est à direD(ã) ,�(ã)

Par définition,       est dense dans        .D(ã) ,��(ã)

Proposition
Muni du produit scalaire de       ,        est un espace de Hilbert.,�(ã) ,��(ã)

Preuve :         est, par définition, un sous-espace fermé de       .,��(ã) ,�(ã)

Remarques : Si   est un ouvert borné ã ,��(ã) � ,�(ã)

Si   ,�
�(RR) = ,�(RR)ã = RR

,��(ã),�(ã) et        sont des espaces fondamentaux 

pour la suite du cours

l’ensemble des limites des suites d’éléments de        qui sont convergentes dans       .D(ã) ,�(ã)

L'espace de Sobolev ,�(ã)



Définition ( Espaces de Sobolev         ) ,Q(ã)

Notation : � = (��, . . . , �R) � NR, |�| =
�R

M=� �M, ��Z = �|�|Z
�\��

� ...�\�R
R

Dans la suite, on utilisera également l’espace suivant

Définition ( Espace de Sobolev                 ) ,�(ã,!) ≡ Ψ

,�(ã, �) = {Z � ,�(ã) X�U� �Z � 0�(ã) }

�Q � �, ,Q(ã) = {Z � ,Q��(ã) X�U� ��Z � 0�(ã) �� � NR X�U� |�| = Q }

Exemple :
,�(ã) = {Z � ,�(ã) X�U� ��Z

�\M�\N
� 0�(ã) �M, N � {�, . . . , R} }

Proposition

,�(ã) � ,�(ã, �) mais il n’y a pas nécessairement égalité...

Si   est un ouvert borné,  est dense dans        .                                  
Théorème (admis, voir le cours MA102 pour la preuve)
ã D(ã̄) ,Q(ã)

Les espace de Sobolev ,Q(ã)



Prolongement par densité
Pourquoi les résultats de densité sont-ils si importants?

Corollaire

Soit a une application bilinéaire de        dans W telle que  

Alors a se prolonge par continuité de façon unique en une 
application a bilinéaire et continue de        dans W.   

V� V
<latexit sha1_base64="8p7J4KcMllMPgLB/eLNCbK5s4sU="></latexit><latexit sha1_base64="8p7J4KcMllMPgLB/eLNCbK5s4sU="></latexit><latexit sha1_base64="8p7J4KcMllMPgLB/eLNCbK5s4sU="></latexit><latexit sha1_base64="8p7J4KcMllMPgLB/eLNCbK5s4sU="></latexit>

�C > 0, �(u, v) � V� V, �a(u, v)�W � C �u�H �v�H
<latexit sha1_base64="bqx6IPZ0H4lZmL4dt8hV/1io+GQ="></latexit>

H� H
<latexit sha1_base64="8qzI3IAqvgNXODKOnQcACZSjFZs="></latexit>

Soit H, W e.v.normé, W complet et V un sev* dense dans H.

Proposition
Soit H, W e.v.normé, W complet et V un sev* dense dans H.
Soit   une application linéaire de V dans W telle que  �

Alors    se prolonge par continuité de façon unique en une 
application    linéaire et continue de H dans W.   

�
�

Voir l’exercice 3 du TD1 pour la preuve.

e.v. : espace vectoriel, sev* = sous espace vectoriel

�C� > 0, �v � V, ��(v)�W � C��v�H
<latexit sha1_base64="Qlt+4u3zbT77QTcD8btM/+lsxMw="></latexit>



�

ã

�[
�\M

Hã =

�

�ã
[RM H� � � M � Rw � C�(Ω̄)

<latexit sha1_base64="YoN6VE9LZEuoTCJZPhEqmgZU2eU=">AAADmXicjZLbbtNAEIa3MYdSTilc9sYiqpRKVRSXC7gMChIVQqUUklaNQzReT5JV9mDtrttGKz8BT8MtPAlvw9oNUg4gMZLt8Xz/HuaQZJwZ227/2qoFd+7eu7/9YOfho8dPntZ3n/WNyjXFHlVc6YsEDHImsWeZ5XiRaQSRcDxPZt2Sn1+hNkzJL3ae4VDARLIxo2B9aFTfv46ZDGMBdkqBu27x1f+P7bwZJ6Bd/FHgBIqDUb 0RtdqVhf92GmRhp6PdWhyniuYCpaUcjBlE7cwOHWjLKMdiJ84NZkBnMMGBdyUINENX5VOE+z6ShmOl/SNtWEWXVzgQxsxF4pXlxc06K4N/Y4Pcjl8PHZNZblHS24PGOQ+tCsvihCnTSC2feweoZv6uIZ2CBmp9CVdOqfbOkK5k4m5yyahKcS3K7Y3V4IMGrQBfX5+V606BzxIFOv0D/I4lab5lE2bN4QffInn4TiPODlbVEq+pEgJk6mJITDGIhi7mvs22EcW6/K6JpNJioeovVP1NVWqywr+ZyTjMjZ1XfVoWYGa84Aq0dxhXcg2fFc5Vk5Qk7qwo1ujJEj3ZoN0l2t2gl0v00tP/m8f+USt62Tr6FDU6ncVkbpM98oI0SURekQ45JqekRyj5Rr6TH+RnsBe8CY6D97fS2tZizXOyYsHn3yJJN3Q=</latexit>

Pourquoi tant de haine?

ã �RMais peut on généraliser la Formule de Green ?

L’intégrale volumique s’étend aux fonctions w de ,�(ã)

Peut on étendre l’intégrale surfacique aux fonctions w de        ?,�(ã)

Ce n’est pas évident car excepté en 1D, ,�(ã) �� '�(ã)

C’est le théorème de trace.

mais on peut définir la “valeur” d’une fonction de        sur le bord!,�(ã)

Avec ces espaces de Hilbert, on a introduit un cadre dans lequel nous 
pouvons appliquer le théorème de Lax-Milgram.

Il suffit ensuite d’utiliser le théorème de prolongement par densité.

|
�

ã

�[
�\M

Hã| �
��

ã
Hã

��/� ��

ã
|�[
�\M

|� Hã
��/�

� 'ã�[�,�
C.S.

w � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="YoN6VE9LZEuoTCJZPhEqmgZU2eU=">AAADmXicjZLbbtNAEIa3MYdSTilc9sYiqpRKVRSXC7gMChIVQqUUklaNQzReT5JV9mDtrttGKz8BT8MtPAlvw9oNUg4gMZLt8Xz/HuaQZJwZ227/2qoFd+7eu7/9YOfho8dPntZ3n/WNyjXFHlVc6YsEDHImsWeZ5XiRaQSRcDxPZt2Sn1+hNkzJL3ae4VDARLIxo2B9aFTfv46ZDGMBdkqBu27x1f+P7bwZJ6Bd/FHgBIqDUb 0RtdqVhf92GmRhp6PdWhyniuYCpaUcjBlE7cwOHWjLKMdiJ84NZkBnMMGBdyUINENX5VOE+z6ShmOl/SNtWEWXVzgQxsxF4pXlxc06K4N/Y4Pcjl8PHZNZblHS24PGOQ+tCsvihCnTSC2feweoZv6uIZ2CBmp9CVdOqfbOkK5k4m5yyahKcS3K7Y3V4IMGrQBfX5+V606BzxIFOv0D/I4lab5lE2bN4QffInn4TiPODlbVEq+pEgJk6mJITDGIhi7mvs22EcW6/K6JpNJioeovVP1NVWqywr+ZyTjMjZ1XfVoWYGa84Aq0dxhXcg2fFc5Vk5Qk7qwo1ujJEj3ZoN0l2t2gl0v00tP/m8f+USt62Tr6FDU6ncVkbpM98oI0SURekQ45JqekRyj5Rr6TH+RnsBe8CY6D97fS2tZizXOyYsHn3yJJN3Q=</latexit>
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Premier théorème de trace
L’application trace = {J QIW� WYV �ã X�U�

�
�ã|J|� H� < +�}

vérifie

Voir l’exercice 4 du TD1 pour la preuve dans un cas particulier

Z �� ��(Z) = ��Z = Z|�ã

Théorème de trace (1)

Soit          de mesure non nulle alors                et
Remarques :

� � �Ω
<latexit sha1_base64="KyAQ0AzMblbGI64r6iZuGd5u95I="></latexit><latexit sha1_base64="KyAQ0AzMblbGI64r6iZuGd5u95I="></latexit><latexit sha1_base64="KyAQ0AzMblbGI64r6iZuGd5u95I="></latexit><latexit sha1_base64="KyAQ0AzMblbGI64r6iZuGd5u95I="></latexit>

v
��
�

� L2(�)
<latexit sha1_base64="h539rCv50PEBkYIq/cM2u428x/E="></latexit><latexit sha1_base64="h539rCv50PEBkYIq/cM2u428x/E="></latexit><latexit sha1_base64="h539rCv50PEBkYIq/cM2u428x/E="></latexit><latexit sha1_base64="h539rCv50PEBkYIq/cM2u428x/E="></latexit>

�'�, �Z � ,�(ã), �Z
��
�
�0�(�) � '��Z�,�(ã)

<latexit sha1_base64="9awM5SCEReB9NuZVrLPSjRNK59g="></latexit>

On ne peut pas parler de la trace d’une fonction de 0�(ã)

L’inégalité suivante est fausse
<latexit sha1_base64="j7Ri7KKKRkZ2cWs168TiHAKar1k="></latexit>

9C0, 8v 2 C1(Ω), k�0vkL2(@Ω)  C0kvkL2(Ω)

<latexit sha1_base64="+tK8bV+8gxNAzF6AtmmSaC6Hh3U="></latexit>

�0 : C1(Ω) ! L2(@Ω)

<latexit sha1_base64="k4MaaTC9jrL2O2M+7TUEPViImHQ="></latexit>

9C0, 8v 2 C1(Ω), k�0vkL2(@Ω)  C0kvkH1(Ω)
Comme         est dense dans        , l’application se prolonge par 
densité en                                qui vérifie

�'�, �Z � ,�(ã), ���Z�0�(�ã) � '��Z�,�(ã)

,�(ã)
�� : ,�(ã) � 0�(�ã)

Z �� ��Z = Z|�ã

<latexit sha1_base64="nDB3DfCr3U1/ollFcwiNtf46Hm8="></latexit>

C1(Ω̄)



Théorème de trace (1)
Les fonctions de       n’ont pas nécessairement une trace sur le bord.0�(ã)
Exemple en 1D : \ �� \� � 0�(]�, �[) WWM � > ��/�

n’a pas de trace en x=0 pour � < �

Par contre les fonctions de        ont bien une trace sur le bord.,�(ã)
ainsi... \ �� \� � ,�(]�, �[) WWM � > �/�

a bien une trace en x=0
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Théorème de trace (1)
Exemple en 2D :

(\, ]) �� ln(ln( ��
\�+]�

)) v:

Elle appartient à       ,�(ã)

donc d’après le théorème de trace, on peut 

définir sa trace sur le bord     et 

c’est une fonction de         .      

�ã
0�(�ã)

ã

(0,0)

(0,0.5)

 w: (x, y) �� ln( 1�
x2+y2

)

Elle n’appartient pas à '�(ã)
puisqu’elle n’est pas continue en (0,0). 
On ne peut donc pas définir v(0,0)!

(à faire en exercice)

Elle est dans        mais pas dans      ,�(ã)

sa trace sur le bord     n’est pas  
une fonction de         .

L2(Ω)

�ã
0�(�ã)



L’application trace = {J QIW� WYV �ã X�U�
�

�ã|J|� H� < +�}

�'�, �Z � ,�(ã), ���Z�0�(�ã) � '��Z�,�(ã)

est continue, i.e.

�� : ,�(ã) � 0�(�ã)

Im    est un sous-espace strict de          qui est dense dans          .0�(�ã)��

Premier théorème de trace

   n’est pas surjective de        dans 0�(�ã),�(ã)��

Cet espace est noté           .,�/�(�ã)

Z �� ��(Z) = ��Z = Z|�ã

Théorème de trace (1)

Remarques :

0�(�ã)

Proposition

Le noyau de    est        . Autrement dit �� ,��(ã)

,��(ã) = {Z � ,�(ã), Z|�ã = �}

�� étant continue pour la norme    , on trouve,� lim
R�N

���ZR � ��Z�0�(�ã) = � � ��Z = �

De plus,        est dense dans        : D(ã) ,��(ã)

7SMX Z � ,�
�(ã), � (ZR)R�N � D(ã)N lim

R�N
�ZR � Z�,�(ã) = �

Preuve de   :toute fonction de v de        vérifie          .D(ã) �� Z = ��
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Généralisation des formules de Green (1)

ã �R

�

ã

�[
�\M

Hã =

�

�ã
[RM H� � � M � R(G0)

L’intégrale volumique s’étend aux fonctions w de ,�(ã)

L’intégrale surfacique s’étend également aux fonctions w de ,�(ã)

=�

�ã
��[ RM H�

|
�

�ã
��[ RM H�| �

��

�ã
|RM|� H�

��/� ��

�ã
|��[|� H�

��/�

� 'ã���[�0�(�ã)
C.S.

w � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="YoN6VE9LZEuoTCJZPhEqmgZU2eU="></latexit>

w � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="YoN6VE9LZEuoTCJZPhEqmgZU2eU=">AAADmXicjZLbbtNAEIa3MYdSTilc9sYiqpRKVRSXC7gMChIVQqUUklaNQzReT5JV9mDtrttGKz8BT8MtPAlvw9oNUg4gMZLt8Xz/HuaQZJwZ227/2qoFd+7eu7/9YOfho8dPntZ3n/WNyjXFHlVc6YsEDHImsWeZ5XiRaQSRcDxPZt2Sn1+hNkzJL3ae4VDARLIxo2B9aFTfv46ZDGMBdkqBu27x1f+P7bwZJ6Bd/FHgBIqDUb 0RtdqVhf92GmRhp6PdWhyniuYCpaUcjBlE7cwOHWjLKMdiJ84NZkBnMMGBdyUINENX5VOE+z6ShmOl/SNtWEWXVzgQxsxF4pXlxc06K4N/Y4Pcjl8PHZNZblHS24PGOQ+tCsvihCnTSC2feweoZv6uIZ2CBmp9CVdOqfbOkK5k4m5yyahKcS3K7Y3V4IMGrQBfX5+V606BzxIFOv0D/I4lab5lE2bN4QffInn4TiPODlbVEq+pEgJk6mJITDGIhi7mvs22EcW6/K6JpNJioeovVP1NVWqywr+ZyTjMjZ1XfVoWYGa84Aq0dxhXcg2fFc5Vk5Qk7qwo1ujJEj3ZoN0l2t2gl0v00tP/m8f+USt62Tr6FDU6ncVkbpM98oI0SURekQ45JqekRyj5Rr6TH+RnsBe8CY6D97fS2tZizXOyYsHn3yJJN3Q=</latexit>

Il suffit ensuite d’utiliser le théorème de prolongement par densité.

� C�
Ω�w�H1(Ω)

<latexit sha1_base64="rIDhqwgIH2tM4AjLR7n+Baf+sGg="></latexit>



Pour toute fonction ã �R

� � M � R(G0 bis)

Théorème
[ � ,�(ã)

�

ã

�[
�\M

Hã =

�

�ã
��[ RM H�

�

ã

�
�Y
�\M

Z + Y �Z
�\M

�
Hã =

�

�ã
��Y ��Z RM H�

Corollaire 1

� � M � R(G1 bis)

Pour toutes fonctions Y, Z � ,�(ã)

Vous trouverez les notations suivantes :                ou                  ou
�

�ã
��[ RM H�

�

�ã
[|�ã RM H�

�

�ã
[RM H�

Vous trouverez les notations suivantes :                   ou                     ou
�

�ã
��Y ��Z RM H�

�

�ã
Y|�ã Z|�ã RM H�

�

�ã
Y Z RM H�

Généralisation des formules de Green (1)



(G2)

�

ã

�
�Y Z + ��Y · ��Z

�
Hã =

�

�ã
��Y · �R Z H�

L’intégrale volumique s’étend aux fonctions Y � ,�(ã), Z � ,�(ã)

,�(ã) = {Z � ,�(ã) X�U� ��Z
�\M�\N

� 0�(ã) �M, N � {�, . . . , R} }

elle s’étend même aux fonctions Y � ,�(ã, �), Z � ,�(ã)

,�(ã, �) = {Z � ,�(ã) X�U� �Z � 0�(ã) }

Peut on étendre l’intégrale surfacique à ces fonctions ?
La question est encore moins évidente que précédemment.

C’est le deuxième théorème de trace…

Généralisation des formules de Green (2)
�R

qu’on verra la prochaine fois.

u, v � C�(Ω̄)
<latexit sha1_base64="u1LT7fXLYSv1DQyH4t8w7vwwHlI=">AAADnHicjZJbaxNBFMenXS+1XprqoyCLQUghhGx90MdACgpqrcWkpdkYzs6eJEPmsszMxoZhv4Kfxlf9Hn4bZ7cRclHwwO4c/r//XM7MSTLOjG23f+3sBrdu37m7d2///oOHjw5qh4/7RuWaYo8qrvRlAgY5k9izzHK8zDSCSDheJLNuyS/mqA1T8rNdZDgUMJFszChYL41qjbw5j5kMw1iAnVLgrlt88cLYLhpxAtrFHwVOoD ga1epRq11F+O+kTpZxNjrcjeNU0VygtJSDMYOondmhA20Z5Vjsx7nBDOgMJjjwqQSBZuiqkorwhVfScKy0/6QNK3V1hgNhzEIk3lke3GyyUvwbG+R2/HromMxyi5LebDTOeWhVWN5PmDKN1PKFT4Bq5s8a0ilooNbf4tou1doZ0rVK3HUuGVUpbqjcXlsNXjRoBfj79VW57hT4LFGg0z/Ar1iSxgmbMGua7/0ryeYbjTg7WndL/EqVECBTF0NiikE0dDH3L23rUazLccMklRZLV3/p6m+7UpMV/s9MxmFh7KJ6p1UDZsYb5qB9wriSG/i8cK7qpCRx50WxQU9X6OkW7a7Q7ha9WqFXnv5fP/aPW9HL1vGnqN7pLDtzjzwlz0mDROQV6ZC35Iz0CCXfyHfyg/wMngUnwbvgw411d2c55wlZi6D/GwA+OFI=</latexit>

Il suffit d’utiliser le théorème de prolongement par densité.
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