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Exercice 1 (Problème de Riemann à 3 états pour l’équation de bürgers)
On considère le problème suivant :

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2

2

)
= 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x).

(1)

On choisit comme condition initiale

u0(x) =


u1, si x ≤ 0,

u2, si 0 < x ≤ 1,

u3, si x > 1.

Question 1. A quelle condition a-t-on une solution continue à t > 0 ?

Question 2. Calculer la solution pour u1 = 0, u2 = 1 et u3 = 0. Tracer les caractéris-
tiques dans le plan (x, t) et la solution à différents temps. Montrer que l’amplitude et la
vitesse du choc tendent vers 0 quand t −→ +∞.

Question 3. Calculer la solution pour u1 = 2, u2 = 1, u3 = 0, et tracer les caractéris-
tiques dans le plan (x, t) et la solution à différents temps.

Exercice 2 (Problèmes de Riemann pour une nouvelle équation non linéaire)
On considère le problème suivant :

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u4

4

)
= 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x).

(2)

Question 1. Écrire l’ équation de la caractéristique dans le plan (x, t) qui passe par le
point x0 à t = 0.

Question 2. On choisit comme condition initiale

u0(x) =

{
ug, si x < α,

ud, si x > α.
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Question 2 (a). On se place dans le cas où ug > ud. Construire, à l’aide de la méthode
des caractéristiques, la solution faible entropique.

Dans le cas particulier où ug = 0, ud = −2 et α = 0 donner et tracer les caractéris-
tiques dans le plan (x, t) et la solution aux temps t = 0 et t = 1.

Question 2 (b). On se place dans le cas où ug < ud. Construire, à l’aide de la méthode
des caractéristiques, la solution faible entropique.

Dans le cas particulier où ug = −2, ud = −1 et α = 1 donner et tracer les caracté-
ristiques dans le plan (x, t) et la solution aux temps t = 0 et t = 1.

Question 3. On choisit comme condition initiale

u0(x) =


0, si x ≤ 0,

−2, si 0 < x ≤ 1,

−1, si x > 1.

Calculer à l’aide de la méthode des caractéristiques, la solution faible entropique, donner
l’équation des caractéristiques dans le plan (x, t) et tracer leur allure.

Exercice 3 (Ligne de choc courbe)
On considère encore le problème suivant :

∂u

∂t
+

∂

∂x

(
u2

2

)
= 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x).

(3)

mais on choisit cette fois ci comme condition initiale

u0(x) =


−1/2, si x ≤ −1/2,
x, si −1/2 < x ≤ 1,

−1/2, si x > 1.

(4)

Question. Calculer la solution exacte du problème avec cette condition initiale.
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