ENSTA 1ére année, Cours MA 103
P. Joly, Mai 2023

Controle des connaissances. Durée : 3 heures

Le sujet se compose de 8 exercices indépendants. Les exercices non étoilés sont tres
proches du cours et de ceux proposés en TD. Les exercices étoilés sont (un peu) plus
difficiles et demandent une plus grande prise d’initiative.

Merci de veiller a la rédaction de vos copies et a justifier vos réponses avec soin. Il en
sera tenu compte.

EXERCICE 1

On considére le systeme du premier ordre en dimension 3 (d’inconnue u(z,t) € R3)

ou ou

o1 A(m) est une matrice réelle 3 x 3 et m un parametre réel.

0

Discuter, suivant les valeurs de m, le caractere hyperbolique du systeme dans chacun
des cas suivants :

3 2—m m
(@) Am)={2—-m m —m
m —-m 1

1+m 4 2m — 3
(b) A(m) = —4 1+m 2—m
3—2m m—2 14+m

1 1—-m m
(¢) Am)=10 m 2—m
2 m —-m

Indication : les trois cas se traitent presque sans calculs. Pour (b), on rappelle qu’une
matrice antisymétrique réelle 3 x 3 non nulle admet une valeur propre nulle et deux
valeurs propres imeginairers pures opposées. Pour (c) on pourra calculer I'image par
A(m) du vecteur (1,1, 1)". On pourra éviter les cas d’apparition d’éventuelles valeurs
propres doubles (des points bonus seront accordés si ces cas sont traités).

Corrigé : Dans la cas (a), la matrice est toujours symétrique réelle, donc diagonali-
sable en base orthonormée. Le systeme est donc toujours hyperbolique.
Dans la cas (b), on remarque A(m) = (1 4+ m) I + B(m) ot la matrice

0 4 2m — 3
B(m) = —4 0 2—m
3—2m m—2 0
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est antisymétrique donc a valeurs propres imaginaires pures. Il s'ensuit que le systeme
n'est jamais hyperbolique.

Dans la cas (c), la somme de chaque ligne de A(m) vaut 2, qui est donc valeur propre
associé au vecteur (1,1,1)". La trace de A(m) vaut 1 et son déterminant vaut

det A(m) =m* —m(2 —m) +2(1 —m)(2 —m) — 2m? = 4(1 — 2m)

Les deux autres valeurs propres ont donc une somme égale a —1 et un produit égal a
2(1 — 2m). Ce sont donc les racines du trinome \> + \ + 2(1 — 2m), de discriminant

Am)=1-8(1—2m)=16m — 7.
Donc pourm > 7/16, le systeme est hyperbolique et pour m < 7/16 il ne l'est pas.

Finalement pour m = m, = 7/16, les valeurs propres sont 2, qui est simple, et —1/2
qui est racine double du polynéme caractéristique. Or on calcule que

1 9/16 7/16 ) L[0T
Am.) +51=0 7/16 25/16 | +5T=c (0 15 25
2 7/16 —7/16 32 7 1

a donc un rang égal a 2, ce qui montre que A(m,) est diagonalisable, donc que le sys-
teme est hyperbolique.

EXERCICE 2 (*)
Soit o(z) : R — R une fonction de classe C? telle que
p(x) =0pourx<0, ¢(x)=1pourz>1,
© est strictement croissante de [0,1] dans [0,1].
On considére I’équation de Biirgers 0,u + 0,.(u*/2) = 0 avec la condition initiale :

ul(x) = p(x/e), poure > 0 donné.

€

Question 1. Quel est le temps d’existence de la solution classique u.(z,t) ? En ap-
pliquant le cours, donner une expression de cette solution.

Indication : on pourra représenter I’allure des caractéristiques associées a la données
u? et on distinguera trois régions du demi-plan (z € R,t > 0) en fonction du pied x
de la caractéristique : zo < 0,z € [0,e] ouz > €.

Corrigé. La solution est globale parce que la donnée initiale u?(x) est croissante. Les
équations des caractéristiques issues d’'un point r, € R sont

—pourxy < 0, T = Tp. Elle remplissent Dy = {x < 0,t > 0}
—pour(0 < zp <e, x=uz9+¢(x9/e)t. Elleremplissent D] ={0 <z <e+t,t>0}
— pour xy > &, x =z +t. Elle remplissent D5 = {x > ¢ +t,t > 0}
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La méthode des caractéristique nous dit que la solution est donnée par
u-(z,t) =0dans Dy, wu.(z,t) = ¢(g-(z,t)/e) dans D}, u.(z,t) =1 dans D3,

ou g-(z,t) € [0,¢] est le pied de la caractéristique passant par (z,t) € D5. Il s'agitde I’
unique solution de

ge(@, 1) +tud(g-(x,t)) =2 <= g.(x,t) +tp(g:(x,t)/e) =2

Question 2. Identifier la limite quand ¢ — 0 de la donnée initiale «! et calculer la
limite u(x,t) de la fonction u.(z, t). Que retrouvez vous?
Corrigé. 1l faut sur distinguer les domaines limites
Dy={x<0,t >0}, Di={0<zx<t,t>0}, Dy={x>t1t>0}
Sion pose f.(x,t) = g.(x,t)/e € [0,1],on a
u(z,t) = p(fo(z,t)) et efe(a,t) +to(f(z,t)) =

Par conséquent la limite de ¢ ( f.(z,¢)) est z/t. On en déduit

u(z,t) =0dans Dy, wu(x,t)=xz/tdans Dy, wu(z,t)=1dans Ds.
On retrouve 'onde de détente associée a la donnée initiale limite «° qui n’est autre
que la fonction de Heaviside.
On ne le demande pas mais on peut aussi avoir la limite de f.(z,t)) qui est

f(z,t) = ¢ Y(x/t), pourz € D.

EXERCICE 3
On considere le probléme suivant :

ou 0 surt!
O, 0
ot  Odr\p+1

):o, rER, t>0,
(1)

2

u(z,0) = ug(x) :=e”
Calculer le temps d’existence de la solution classique.
Corrigé: Commea(u) := f'(u) = u” on voit que ay(x) := a(ug(z)) = e 7 et donc que
al(z) = —2px e 7.
Pour calculer le minimum de aj,, nous calculons sa dérivée
ay(z) = —2pe ™ 4 (2px)2e P = 2p (2p2® — 1) e P
On en déduit que o, atteint son minimum en x,. = 1/+/2p et donc que

inf afy = ap(x.) = —2p x (1/1/2p) x e /2 = —\/2p/e.

D’apres le cours il s'ensuit que
Tmae = —1/(inf ay) = \/e/2p.
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EXERCICE 4

On s’intéresse au probleme de Cauchy

@—Fg(e_“) =0, z€R,t>0,

u(z,0) = up(x).

Question 1. Donner I'équation de la caractéristique issue de z, € R.
Corrigé : D'apres le cours, cette equation est (avec les notations du cours)
T =1z + ap(xo)t, ag:=aou
Ici f(u) = e, donca(u) = —e™" et on obtient
T =1z — e “0l@0) ¢,

Une exponentielle étant toujours positive, les caractéristiques sont toujours penchées
vers la gauche.

Question 2. Calculer la solution faible entropique de ce probléme pour
up(z) =0 pourx < —1, wo(x) =—1pourz > —1,

Corrigé: Comme la discontinuité de u, est descendante et que f(u) = e~ est convexe,
il faut introduire un choc reliant les valeurs 0 et —1 (noter que les caractéristiques is-
sues des points d'abscisse inférieure a —1 se déplacent a la vitesse —1 alors que celles
issues des points d’abscisse supérieure a —1 se déplacent a la vitesse —e). La vitesse de
ce choc est donnée par la relation de Rankine-Hugoniot

61—60

—1-0

=1l-—e

la solution est donc donnée par

wz)=0siz < -1+ (1—e)t, ulx)=—-1siz>-1+(1—e)t.

Question 3. Calculer la solution faible entropique de ce probléme pour
up(z) = —1 pourx <0, wo(z)=0pourz >0,

Corrigé : Cette fois, la discontinuité de u, étant montante, les caractéristiques issues
des points d'abscisse négative se déplacent a la vitesse —e alors que celles issues des
points d’'abscisse positive se déplacent a la vitesse —1. Il faut introduire une onde de
détente dans la région

—et <z < —t¢
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dans laquelle la solution est de la forme v = U(xz/t) avec a(U(x)) = z, ce qui donne

U(x) = —In(—=x). La solution est donc donnée par
u(z,t) = —1 St v < —et,
u(z,t) = —In(—x/t) si —et <z < —t,
u(z,t) =0 si x> 0.
EXERCICE 5

On consideére la loi de conservation scalaire

ou 0

On appelle choc stationnaire une fonction u(z, t) de la forme

uw(z,t) =u" siz <0, wu(x,t)=u"siz>0 (avecu™ #u") 4)
Question 1. A quelle condition la fonction définie par (4) est-elle une solution faible
(non nécessairement entropique) de I’équation (3) ?
Corrigé : La vitesse du choc étant nulle, la relation de Rankine Hugonioft est équiva-
lentea f(ut) = f(u™).
Question 2. Quels chocs stationnaires sont des solutions faibles possibles lorsque
fest strictement monotone?
Corrigé : D'apres ce qui précede, aucun choc stationnaire ne peut étre solution faible.
Question3. Quels chocs stationnaires sont des solutions faibles possibles pour I'équa-
tion de Burgers ? Parmi ceux ci, lesquels fournissent une solution entropique ?
Corrigé : Les seuls chocs possibles sont (v~ ,u™) = (a, —a) avec a # 0. Les chocs entro-

piques correspondent aa > 0.

Question 4. On considére f(u) = u*/3 — u. Discuter le nombre de chocs station-
naires possibles en fonction des valeurs de u* (on pourra s’appuyer sur le graphe de
la fonction f, voir figure ci-dessous).

Corrigé: En regardant le graphe de la fonction f on voit que

— Si|u™| > 2, aucun choc stationnaire n'est possible.

— Pouru™ = 2, un seul choc est possible correspondant au~ = —1.
— Pouru™ = 1, un seul choc est possible correspondant au~ = —2.
— Pouru™ = —1, un seul choc est possible correspondant au~ = 2.
— Pouru™ = —2, un seul choc est possible correspondant avu~ = 1.

— Pour les autres valeurs deu™, deux chocs stationnaires sont possibles.
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FIGURE 1 — Graphe de la fonction f(z).

Question 5. On suppose que u" > u~. On rappelle dans ce cas qu’une solution
faible de (3) de la forme (4) est entropique si et seulement si le graphe de la fonction
f dans 'intervalle [u~, ut]est au dessus de sa corde. En déduire quels sont, parmi les
chocs trouvés a la questions 4, quels sont ceux qui sont entropiques.

Corrigé: Toujours en étudiant le graphe de la fonction f on voit que

— Si|ut| > 1, aucun choc entropique n'est possible.
— Pour —1 < u™ < 1, un seul choc entropique est possible.

EXERCICE 6 (*)

Considérons le probléme de Cauchy pour I'équation de transport a vitesse variable :

%4—0(3;,25)%:0 x €R,t>0,

u(x,0) = u(x) xr € R.
ot la fonction c(z, t) satisfait
c(z,t) € CHR x Ry) N L®(R x Ry), sup|dyc(z,t)| < +o0, (6)
x,t
de tette sorte que, si la donnée initiale u° est C' a support compact, ce que I’on note

u® € C1(R), alors (5) admet une unique solution classique u(z,t) € C'(R x R,) qui
est, a tout instantt a support compact en espace

Vt>0, u(,t)€CHR) (7

Question 1. Montrer que si x — c¢(x,t) est décroissante pour tout t, la fonction
t — ||u(-, )| .2 est décroissante.

Corrigé: Nous avons

%/R\u(:c,t)\2dx:2/Ru(:v,t) Owu(z,t) dr = —Z/Rc(x,t) w(x,t) Oyu(z, t) dx
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C'est a dire
d 2 2 2
— | Ju(z, )P de == | c(z,t) 0, (Ju(z,t)]?) de = | Opc(,t) |u(z, 1) do
dt Jr R R

apres intégration par parties. Le résultat demandé est alors immédiat.

Question 2. Montrer que, dans le cas général, on a I’estimation de stabilité

||u(,t)||%2 < ||u0||%2 et A= suF Opc (z,1). (8)

Corrigé : D'apres la question précédente

d
—/ \u(a:,t)|2d:c§A/ lu(z, £)[2 da
dt Jr R

et le résultat demandé se déduit de l'intégration de cette inéquation différentielle.
On suppose désormais que c¢(x,t) > 0. On considére le schéma décentré

A
+c;

At J h

n

=1 — 9, cj = c(w;,t"), 9)

u

ot1u) est la valeur moyenne le u® dans l'intervalle [x; — h/2, z; + h/2]. Le but de ce qui
suit est de démontrer la stabilité du schéma sous la condition CFL

At
lelloe 7= <1, lefloo := supc (2, 2) (10)

x?y

Dans la suite, on suppose que (10) est satisfaite, u} désigne la fonction constante par
morceaux qui vaut uj dans I'intervalle [x; — h/2,x; + h/2].

Question 3. Montrer que pour tout (x,y) € R? et touty € [0, 1]
(ve+1=7)y) <ya?+ (1 -y
Corrigé : Le plus direct est d'invoquer la convexité de x — x*. Sinon, par le calcul
(ve+(1=7y)" =72+ (1 =7y + 2y (1 =)y
d’ott l'on déduit que
(ve+ 1=y =72+ (1 =Ny’ =71 —7) (@ —y)
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Question 4. Montrer que sixz — c(z,t) est décroissante pour tout t,
Z ‘un‘2

Corrigé: Le schéma numérique se réécrit, avec~" = i 5t

i

g Iz < Nl

n+1l __
wit = (1 —j) uj +95 uj

D'apres la condition CFL, 0 <~} < 1, donc, d'apres la question précédente,
WP < (=) (g 497 g
Apres multiplication par h et sommation sur j, il vient
lupt 7 < D (=) lafPh+ )Y of laf P h
j j

= gt 17 + (O =) [P R
J

apres changement d’indice dans la seconde somme. Le résultat demandé est alors im-
médiat puisque 7}, , — 7 < 0.

Question 5. Montrer que, dans le cas général,

g "Iz <

(1+ A At |lupl|, A :=sup dyc(x,t).
z,t

En déduire une estimation de stabilité similaire a (8) pour la solution discrete u}.

Corrigé: Par le théoreme des accroissements finis v}, , —v; < A At pout tout j. Donc,
d’apres la question précédente,

lup ™ = (1+ A A) [lup ||z
Puisque puisque 1 + At < e?!, on déduit aisément que

lupllie < u’ll7z e, A= sup duc(,t),. an

x,t

EXERCICE 7

On s’intéresse a I'approximation de I'équation de transport a vitesse constante ¢ > 0

g—? +e gz 0. (12)
a I'aide du schéma numérique suivant :
u?“
oty Z By = (13)

ou K > 3 et ot les réels (5, sont indépendants de h et At.
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Question 1. Que doivent vérifier les 5, pour que le schéma soit consistant? Que
doivent-ils vérifier pour qu'il soit d’ordre 2 en espace.

Corrigé : Avec les notations du cours, siU}' = u(x;,t") ot u est une solution réguliére
de l'équation de transport, on voit que comme

212

2

k
Ur = Ul — kh (9,u)" +

J

(03u)? + O(h®)

on calcule que

K N K
> e = (Do k) )y + g (D k2 Be) (@2w); + O2)
k=0 k=0 k=0

On en déduit que

K N
— Le schéma est consistant si et seulement si Z Br=0 etz kB = —1.
k=0 k=0
K
— Le schéma est d’ordre 2 en espace si et seulement si, de plus, Z k* B = 0.
k=0

Question 2. Réécrire le schéma sous la forme

K
u}”l = Zyk(a) uj_y, «a=cAt/h,
k=0

ou on donnera I'expression des fonctions ~;(«).
Corrigé: On trouve, avec o = cAt/h,

Yolo) =1—apy, vla)=—af, pourk > 1.

Question 3. Montrer que si le schéma est consistant et les coefficients ;(«) tous
positifs ou nuls alors le schéma est stable. En déduire qu’une condition suffisante de
stabilité du schéma s’écrit (on expliquera pourquoi elle a un sens)

Br <Opourk>1, a<pil. (14)

K
Corrigé: Le coefficient d'amplification du schéma s'écrit S,(¢, At) = > yp(a) e *<",
k=0

Si les 1. («) sont tous positifs on a donc

K K
i€ AN <> wle) =1 (puisque Y 5 = 0)
k=0 k=0

ce qui entraine la stabilité du schéma. La fin est évidente. L'inégalité sur o a un sens
car le fait que les sommes des (5, et k[, vaillent respectivement( et —1 entraine 3y > 0.
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EXERCICE 8 (*)

On s’intéresse toujours a I'approximation de I'équation de transport (12) en réali-
sant une approximation de celle-ci au point (z ., 1,t") localisé au centre du rectangle

Jj+357
délimité par les points
(xja tn+1>7 (mja tnil)a (ijrla thrl) et ($j+17 tnil)'

Plus exactement on fait, en ce point, les approximations :

n+1 n n n—1 n n
Oy o LWL T U LU Oy~ LT Y
' 2 At 2 At 7 h
a I'aide du schéma numérique suivant :
1Tuf —u? Tu? —ul™ ut, —u?
IV e VIR (1)

Question 1. Démontrer que ces approximations aux différences sont d’ordre 2 en
espace et en temps.

fly+n) — fy)

; = f'(y+n/2) + O(n°).

Rappel : si f(y) est réguliere,

Corrigé : Avec les notations du cours, si U' = u(z;,t") ot u est une solution réguliere
de l'équation de transport, on voit que par un développement de Taylor en temps au
point (x;,1,t"1/2)

url—=ur
De méme, par un développement de Taylor en temps au point (z;,t" /%)
gr —pynt )
- n—1/2 2

Le point (z;11/2,t") est exactement le milieu des points (z;,1,t""/?) et (x;_1,t" /).
Donc par un argument de symétrie (ou parité)

1 _
@) 4+ (0)1 17| = () gy + O(AE + B?)

2 J Jj-1
et par conséquent

n+1 n n n—1
2 At 2 At

= Q)10 + O(At* + h?)

Par ailleurs, par Taylor en espace au point (z;,t""1/?) (prendrey = t"*1/2 . n = h/2)

n n
it —Uj

A = (Opu)} 110 + O(h?)

Il est alors facile de conclure.
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Question 2. On s’intéresse maintenant a la stabilité du schéma numérique obtenu
al'aide de ces approximations.

2.a Expliquer pourquoi I'analyse de Fourier - Von Neumann méne a une équation
caractéristique du second degré.

Corrigé : On utilise la méthode de Von Neumann. La suite v} = 4" e’*" est solution
du schéma si et seulement si

n+ﬁln_an1>+ eifh_lAn 0
C u =
At At h

2

/\n+1 . A
1 (eigh U U

soit encore, apreés multiplication par 2At, et en posant o = cAt/h,
e“ramt — @ (1 — ") —u T+ 2a(e = 1) 4" =0
L'étude de cette équation de récurrence méne a l'équation caractéristique
e+ (1-2a)(1—e)r—1=0
2.b Déterminer la condition de stabilité du schéma a partir de I'étude de cette équa-
tion caractéristique.

Indication : on pourra a I’aide d’'un changement d’inconnue, se ramener a une équa-
tion du second degré a coefficients réels.

Corrigé: En posantp = ei€h/2

r, U'équation caractéristique se réécrit
2 . s th .
p*—2i(1—2a)sinp—1=0
Pour se ramener a des coefficients réels on pose x = ip = i "2 r, ce qui aboutit a

22 4+2(1—2a)sinL z+1=0

En reprenant des raisonnements vus en TD, vu que r et x on méme module et que le
produit des racines de ce trinome est égal a 1, il suffit, pour assurer que ses racines
soient de module inférieur ot égal a 1, de vérifier que son discriminant réduit est né-
gatif pour tout . Or ce discriminant est donné par

A= (1-2a)’sin®$ — 1
et varie de la valeur -1 a la valeur (1 — 2a)? — 1. La condition de stabilité est donc

(1-20)*-1<0 <= —2a(l-a)<0 <= a<l.
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