Approximation par differences finies de
’equation de transport

[F] Dissipation et dispersion numérique

[ Equations équivalentes



Le schema de Lax Friedrichs
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Les schémas explicites sont trés peu colteux (en terme de calcul et de stockage)

A La vitesse de propagation numérique est  V,um = h /At
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Condition nécessaire de convergence V,um > ¢ <= «:=




Le schema de Lax Friedrichs
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[ C’est un schéma explicite a un pas de temps.
-« 1
n+1 n |
Uy = (T) Ujyq T (

Les schémas explicites sont trés peu colteux (en terme de calcul et de stockage)

A La vitesse de propagation numérique est  V,um = h /At

" , : c At
Condition nécessaire de convergence V,um > ¢ <= «:= — <1
4 Consistance ?
Si on note U7} := u(x;,t") I'erreur de troncature est donnée par
+1 Ui tU5 n n
57? :U? _ J-|—12 1_|_CUj_|_1—Uj_1

J At 2h

Rappel : Le schéma est consistantssi lim &% =0
At,h—0 J
Le schéma est précis d’ordre p en temps et k£ en espace ssi
2
" = O(At? + hb) ((p, k) € N¥)

Outil de demonstration : des developpements de Taylor
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Le schema de Lax Friedrichs
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[ C’est un schéma explicite a un pas de temps.
-« 1
n+1 n |
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Les schémas explicites sont trés peu colteux (en terme de calcul et de stockage)

A La vitesse de propagation numérique est  V,um = h /At

c At
<

1
pS

Condition nécessaire de convergence V,um > ¢ <= «:=

M Si @7 1 le schéma est consistant d’ordre | en temps et en espace a

fixe.

n  c(caAt —h) O%uN\" 5 N Ch(l—OZQ) 0% u\ " 2 2
=S (00) O 4 kY = - (a$2)j+(’)(At + h?)

j 200
on utilisera cette formule plus tard

4 Stabilité ?



Le schema de Lax Friedrichs -
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At 2h
On utilise la méthode de Fourier-Yon Neumann et on cherche les solutions sous la
forme

u

ujl =a"(€) e

ce qui méne a 0" (&) = S, (€, At) T (€) avec

§h(§,At) = (1—2a) el (HTQ) e "M = cos€h — iasin€h

Théoréme : Un schéma a un pas de temps est L stable ssi

Jv>0 sup |Sh(E,Ab)| <1+ vAt
EER

Si la condition est realisee avec v = 0, on parle de stabilite uniforme.

Im z

«>1:Le schema est instable

[ Stabilité ?

<1 :Le schema est stable
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Le schema de Lax Friedrichs
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Les schémas explicites sont trés peu colteux (en terme de calcul et de stockage)

A La vitesse de propagation numérique est  V,um = h /At

c At
<

1
pS

Condition nécessaire de convergence V,um > ¢ <= «:=

M Si @7 1 le schéma est consistant d’ordre | en temps et en espace a

fixe.

n  c(caAt —h) O%uN\" 5 N Ch(l—OZQ) 0% u\ " 2 2
=S (00) O 4 kY = - (a$2)j+(’)(At + h?)

j 200
on utilisera cette formule plus tard

A Le schéma est stable si et seulementsi o< 1.

Ml est donc convergent d’ordre | en temps et en espace ssi < 1
C’est le theoreme de Lax.
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Le schema de Lax Friedrichs

solution de 'EDP
solution du schema

La solution au cours du temps : h=0.01,(¢x= 0.99
Sous condition CFL le schéma est bien convergent quand (At¢, k) — 0

Mais a (At, h) fixe, on observe un phénomene de dissipation numerique qui s’accentue
quand (v est de plus en plus petit.

mation (t=4 Animation (t=4.999500)

j | SolutionaT=5 |

0.08 0.08

1 1 1 1
0.3 0. 0.7 0.8 1

...pour différentes valeurs de h, o fixé ... pour différentes valeurs de (v, h fixé




Un schema implicite (voir Exol duTD4) Rappel

n+l  n n+l  _n n+1  n+l n j n -
}(“j Yo, Y “j+1) . }(“jﬂ Y Y “j) _ 0

| | -
2 A 2

¢ At h | h

[ C’est un schéma implicite a un pas de temps.
On ne peut pas calculer les {u?“, j € 7.} indépendamment les uns des autres.
Les schémas implicites sont plus coliteux (en terme de stockage (stockage de la
matrice) et de calcul (il faut l'inverser).

[ La vitesse de propagation numérique est infinie.
C’est en général le cas pour les schémas implicites (pas de condition nécessaire de CV)

[ Le schéma est consistant d’ordre 2 en temps et en espace et on a
O3\ n+1/2
1 = C(a)h? (—“) + O(AL? + B3)

J 3/ .
Ox j+1/2 on utilisera cette formule plus tard

A Le schéma est inconditionnellement stable.

Il ny a aucune contrainte sur la discrétisation, i.e. sur le rapport At

h
Ml est donc convergent d’ordre 2 en temps et en espace.



Un schema implicite (voir Exol du TD4) "%
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solution de 'EDP
solution du schema

La solution au cours du temps : h=0.01, &= 1.5

Le schema est stable queIIe que soit la valeur de <. On observe un phénomene de
dispersion numerique qui s’accentue quand Qs eI0|gne de |

An m atio (t 4995000)

Solution a T=5...

1 1
0 02 03 04 05 06 07 0.8 0.9

. pour dlfferentes valeurs de &, h er



Comparaison de schemas

Animation (t=4.995000)

03 n
Q25T A solution de 'EDP
‘Q\ V 4 ° ° °
0.2} / \ schema implicite
l \\ V 4 ° °
— , schema de Lax Friedrichs
' schema de Lax Wendroff
0.1 [
y , schema decentre
5 0.05 7/ y
oF i
-0.05 - =
01 | :
-0.15 =
_02 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

En plus de 'ordre de consistance et la stabilite, la dissipation numerique et la
dispersion numerique constitue d’autres elements de comparaison.



Notion de dissipation et dispersion

Trouver u(z,t) : R x RT — R Trouver U(£,t) : R x Rt — R
0 0 du R R
a_?+ca—z=0, ceR t>0 | L, —HicET=0 E€R, (>0 = U, t) =e a6,
u(z,0) =u’(x), zeR. (€, 0) =a"(8),
0wy = [0 ¢ d — ulwt) = [ 20 € C08 dg
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L’équation de transport n’est ni dissipative (les ondes planes €¢*** ne
sont pas attenuees au cours du temps) ni dispersive (les ondes planes
se propage toutes a la méme vitesse ¢ )



Notion de dissipation et dispersion

Trouver u(z,t) : RxRT — R

ou ou 0%
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u(z,0) = u’ (),
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Trouver U(x,t) : R x RT — R
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Cette EDP, appelee aussi equation d’advection diffusion, est dissipative
(les ondes planes e* sont atténuées au cours du temps, le coefficient
d’attenuation déependant de ¢) mais elle n’est pas dispersive.



Notion de dissipation et dispersion

Trouver u(z,t) : RxRT — R Trouver U(x,t) : R x RT — R
ou ~ ou 0% J |da g~ ~ 1 (c—Bg?) £t ~0
EJFC(?_JFB@_O reR, t>0 >dt+(zc§—zB§3)u:0§eR, t > ( = U(&,t) = et BEIEE 0,
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Cette EDP, appelee aussi equation de Korteweg-De Vries linéarisée, est
dispersive (les ondes planes e¢*® ne se propagent pas a la méme vitesse)
mais elle n’est pas dissipative.



Dissipation et dispersion numeérique

Tous les schémas a un pas de temps peuvent se reécrire
uptt = Sp(At) up L WHHE) = Su(€, A TE) = T(E) = Sn(€, A" To(€)

Si on ecrit |
Sh(£7 At) — e_ah(é_,At)At 6_2 Ch(é,At)f;’At

la TF de la solution du schema est donnée par
p(&,t") = Tj(§) = e~ &RV e 7t en(&AD ST 40 (¢)

la solution du schema est donc
ot e 0 )

Definition
cp(&, At) = AT Arg Sp(&, At) <  dispersion numerique
(homogene a une vitesse)
|
ap (&, At) = — g 1D Sh(&, At) < dissipation numérique

an(6,At) >0 si |Su(€,At)] <1 (homogene a 'inverse d’'un temps)




Dissipation et dispersion numeérique

Pour le schéma de Lax Friedrichs S, (&, At) = coséh — i asin £

1 a = 0.2
ap (&, At) = N In | Sy (&, At)
— b In { cos? Eh + o sin? §h}
2At
_ 2y 2
=~ 5A; ln[l (1 — ) sin §h}
1 —a? 5 .
~ ché >0ssia<l1
20, d'ordre |
1
C
Ch(€7At) — 1+ %(1 . a2)€2h2 4+ O(§4h4)

C

d'ordre 2




Dissipation et dispersion numeérique

Pour le schéma implicite S (¢, At) = Zgzgzgi :L Zgzizgzgi

1

ap (&, At) = N In | Sy (&, At)
=0
le schéma implicite n’est pas dissipatif.
| cn(§, Al)
cn(§, At) = TEAL Arg Sp(&, At) ‘
2¢

— Oé—thI'Ctg [ Oétg (tgh/Z)i| 038

—1

Ch(f? At) — 1+ %(1 . &2)€2h2 + O(€4h4) i%
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d'ordre 2




Dissipation et dispersion numeérique

Pour le schéma implicite S (¢, At) = zgzgzg; :L Zizizgzgg

Solution-a T=5...

solution de 'EDP
solution du schéema

La solution au cours du temps : h=0.01, «= 1.5 .. pour différentes valeurs de (v, h fixé

1 cn(§At) 2 v
cn (&, At) = TEAL Arg Sy (&, At) ¢ . /
2c
= en Arctg [Oétg (.ﬁh/Q)} o
—1
Ch(f, At) 2 o\ 915 Lo 04:1.2
. :1—|—§(1—@)€h —|—O(fh) :0)4421.4

d'ordre 2



Equation “éequivalente”

Le comportement pratique d’un schema peut s’analyser en regardant le
terme dominant dans I’erreur de consistance.

Definition

On appelle equation équivalente d’'un schéma, I'équation obtenue
en ajoutant au modele le terme dominant de 'erreur de consistance.

‘Remargues

* L' équation équivalente ne remplace pas le calcul des dissipation et
dispersion numerique mais elle donne des indications qualitatives.

* En géneéral, en utilisant I'équation, on peut reecrire le terme dominant
qu’avec des derivees en espace. Suivant que I'équation equivalente est de
type advection-diffusion ou de type KDV, on deéduit si le schema est
principalement dissipatif ou dispersif.



Equation(s) “équivalente(s)”

Pour le schema de Lax Friedrichs

n (@) +C(8u) I At (82u)j_% (@)"H_O(AﬂJth)

Ot Ox 2 \ 0t? 0x2/ ;
ou ou 0% d%u 82
7 %= T 92T e o
ou ou ch(l —a?) /0%u\" N
n_ (2~ O(At h
g (at) +C<8az) 20 (ax2)j+ (AL + 1)

l équation équivalente
ou  Ou ch(l—a*) 0%u
5 - C =0

ox 200 Ox?

équation equivalente est donc dissipative.

1 —a?

Rappel an (¢, At) ~ ——

ch&?




Equation(s) “équivalente(s)”

Pour le schema implicite

n = (@)j + c(a“)” _ %(1 — o) B2 (@)” + OA* + 1Y

E

ot o/ j 0x3/ j
l équation équivalente
ou ou  2c 03w
- C (1-—a*)h*=—— =0
Ot or 3 ox3

equation equivalente est donc dispersive.

Rappel ap (&, At) =0

Ch(ﬁ;At) — 1+ %(1 . &2)€2h2 —|—O(€4h4)

Les termes qui suivent dans l'erreur de consistance font intervenir
seulement des derivees d’ordre impair (pas de dissipation numerique)




Conclusions

Comment choisir un schema? |l faut tenir compte de ses caracteristiques:

M Explicite ou implicite.
Les schemas implicites sont plus couteux en terme de calcul et de stockage que
les schémas explicites.

[ Ordre de consistance
|’ordre de consistance correspond souvent a 'ordre de convergence (attention
au schema de démarrage). Plus I'ordre est eleve, plus precis est le schema.

[4 Stabilité

Les schémas implicites sont souvent inconditionnellement stables.

[ Dissipation numérique
Si 'énergie ou 'amplitude de la solution est un element important dans le
phenomene, on ne choisit pas un schema trop dissipatif.

[ Dispersion numérique
Si la vitesse de propagation est un element important, on ne choisit pas un
schema trop dispersif.



Approximation par differences finies de
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[vV] Equations équivalentes

Schémas numeriques pour les equations
hyperboliques non lineaires 1D

M Schémas conservatifs. ..

M ... entropiques... hors programme
pour I'examen

M ...monotones...

M ... etle schéma de Godunov



Approximation numerique

On se donne un pas de discretisation en espace het un pas de discretisation en
temps At et on va calculer

U?Nu(ajj,tn) rij=7h t"=nAt

ou u est solution de 'EDP hyperbolique non lineaire

 Trouver u(z,t) :R xRt — R
ou

0
~ 4 = — cR, t>0

( u(z,0) =u’(z), zTeR

N\

t
HEEEEaaS

t" =nAt
jacl L
HEEEEE
PP [ ,
- xj=7gh X



Approximation numerique

On va étudier des schémas explicites a un pas de temps et 3 pas d’espace qui
peuvent s’écrire sous la forme

U?Jrl = H(uj_q,uj,ujyq)

Exemple: le schema decentre

u?“ = ul — At uc )_{(uj_l), si a(u) >0,

n+l _ n Flujp,)—fluj) ' n
u Tt =t — At - , sia(u})<0.
. r s o n-‘—]_ . n mn mn
qui se réécrit u” " = H(uj_,uj,uf, )

v = SE(f(v) = f(u)), sia(v) >0,

"=nAt
o
PP [ .
- xj=7gh X



Exemple du schéma decentre

flu)=u+ — uo(x) = sinx

/\ /\ solution exacte

Pour cette donnée initiale, la solution est classique jusqu’a un certain temps, ou une
discontinuite apparait. Cette discontinuité se propage ensuite a une vitesse donnee
par la relation de Rankine Hugoniot. C’est la solution faible entropique car les chocs
sont descendants (le flux etant convexe).

\ 4




Exemple du schéma decentre

flu)=u+ — uo(x) = sinx

/\ /\ solution exacte

| solution approchee par le schéma decentre
] (sous condition CFL)

On montre que le schema decentré (consistant et stable sous condition CFL pour
des EDPs lineaires) approche bien une solution classique (avec donnée initiale
reguliere) mais pas une solution faible : la relation de Rankine Hugoniot n’est pas
satisfaite! (ici le choc a une vitesse nulle).

Pour des EDPs non lineaires, d’autres propriétés sont necessaires pour qu’un
schema converge vers la solution faible entropique du probleme...



Schema conservatif

Pour introduire les schemas dits conservatifs, on s’inspire de la notion de
solution faible définie par une intégrale (lien avec la méthode des volumes finis):

On integre la loi de conservation scalaire entre z;_1/2 et x;11/2

Lj+1/2 Lj4+1/2
vVt > 0, % / u(x,t)dr + / 9 (u(z,t)) dz =0,

j—1/2 Tj—1/2 éit

. 1 Tj+1/2
Si on pose u;(t) = E/ u(x,t) dr
Lj—1/2

V¢ > 0, %uj(t) n f(u(@js1/2:t) ;f(U(wj_l/z,t))

Le schema numerique conservatif est une approximation de cette equation.

=0,

Comment approcher la quantité f(u(x;1;/2,t)) a partir des u;(t)?

| w1 (t) Choix naturel
. j—1
A ujpr (T fu(@;—1/2,t) ~ gluj—1(¢),u;(t))
L) e T _____ Fu(@in2,t) ~ glug(t), g (1))
_'— '<L> ou g est un flux numeérique
N > | a définir.




Schema conservatif

Deéfinition (Schéma conservatif)

On dit qu’un schéma est conservatif s'il existe une fonction g reguliere

telle que I'on ait :

Uj+1 = U; — 7(9(“ ug—|—1) g(“j—lvuj ))

La fonction ¢ (définie a une constante additive pres) est appelée le flux numerique.

® Schéma de la forme u?“ H(ui q,uy,uiyg)
At

H(u,v,w) =v — - (g(v, w) — g(u, v))

Question : a quelle condition un schema conservatif est il consistant ?

Théoreme : Consistance des schemas conservatifs
Un schéma conservatif est consistant ssi g(u,u) = f(u) + cte, u € R

Il est alors au moins d’ordre |.

Il existe des schémas consistants et non conservatifs (ex : schéma decentre)



Un schema conservatif : le schema de Murman-Roe

At
up = H(uf 0l ufy)  avee H(u,v,w) = v — 2= (g(v,w) = g(u,0))
f(u), sia(u,v) >0, = Y
g(u,v) = avec a(u,v) = 1
f(v), sia(u,v) <0,  f(u), siu=wv,

solution exacte

solution approchée par le schéma de Murman Roe

Le schéma de Murman-Roe semble approcher la solution du probleme...



Un schema conservatif : le schema de Murman-Roe

At
up = H(uf 0l ufy)  avee H(u,v,w) = v — 2= (g(v,w) = g(u,0))
f(u), sia(u,v) >0, = Y
g(u,v) = avec a(u,v) = 1
f(v), sia(u,v) <0,  f(u), siu=wv,

solution exacte

solution approchée par le schéma de Murman Roe

Le schema de Murman-Roe semble approcher la solution du probleme...

En fait il n’approche qu’une solution faible du probleme!

Plus generalement les schema conservatifs n'approche pas necessairement la
solution entropique du probleme.



Schéma entropique

Il s’agit d’'un schéma qui realise un équivalent discret de la condition d’entropie pour le
probleme continu

0 0
U el < / +
py (u) + 9 F(u) <0 dans D'(RxRT)

pour toute entropie (U, F')

Deéfinition (Schéma entropique)

Un schéma conservatif est entropique si pour toute entropie (U, F') , il existe une
fonction G(u,v) telle que

e G(u,u) = F(u)

Uu ) — U(u?)

1 n n n n




Schéma entropique

Théoreme : Convergence des schémas conservatifs entropiques
Si e le schéma eststable L7°: ||uy|lpe < C ( C'indépendant de h)
o up(x,t) = u™(z,t) p.p.(x,t) quand h — 0

et si le schema est conservatif, consistant et entropique alors la limite «*
est une solution faible entropique du probleme.




Schéma entropique

Théoreme : Convergence des schémas conservatifs entropiques
Si e le schéma eststable L™: ||up|lpe < C ( C'indépendant de h)
o up(x,t) = u(x,t) p.p.(x,t) quand h — 0

et si le schema est conservatif, consistant et entropique alors la limite «*
est une solution faible entropique du probleme.

e La condition de stabilite L°°impose une condition CFL du type :

( Sup \a(v)!)m

o] < [Jud| h




Schéma entropique

Théoreme : Convergence des schémas conservatifs entropiques
Si e le schéma eststable L7°: ||uy|lpe < C ( C'indépendant de h)
o up(x,t) = u™(z,t) p.p.(x,t) quand h — 0

et si le schema est conservatif, consistant et entropique alors la limite «*
est une solution faible entropique du probleme.

e La condition de stabilite L°°impose une condition CFL du type :

( Sup \a(v)!)m

<
o] < [Jud| h

o Lexistence de la limite u"est en général difficile 2 démontrer
(argument de compacite)




Schéma entropique

Théoreme : Convergence des schémas conservatifs entropiques
Si e le schéma eststable L7°: ||uy|lpe < C ( C'indépendant de h)
o up(x,t) = u(x,t) p.p.(x,t) quand h — 0

et si le schema est conservatif, consistant et entropique alors la limite «*
est une solution faible entropique du probleme.

e La condition de stabilite L°°impose une condition CFL du type :

( Sup \a(v)!)m

<
o] < [Jud| h

o Lexistence de la limite u"est en général difficile 2 démontrer
(argument de compacite)

e Verifier le caractere entropique du schema est en pratique
difficile ( pour toute entropie ...)




Schema monotone

Deéfinition (Schéma monotone)

Un schema a 3 points

n+1 n n o .n
uj _ H(uj—laujauj+1)

est dit monotone si et seulement si la fonction H est croissante par rapport a
chacune de ses variables.

En pratique, [/ depend de At et h et la monotonie n’est réalisee que sous condition CFL.

Théoreme : Convergence des schémas monotones
Si un schema est conservatif, consistant et monotone alors

e le schéma est stable L™ et |lup||p~ < ||u°| Lo

* || est entropique

e |l est convergent up(x,t) = uv*(x,t) p.p.(z,t) quand h—0
et 4" est la solution faible entropique.

Théoreme : Ordre des schémas monotones
Un schéma conservatif, consistant et monotone est d’ordre | (exactement)




Un schema monotone :le schema de Lax-Friedrichs

Il s’agit du schéma correspondant au flux

o) = 2 (F0)+ F0) + oo(u =)

C’est un schema conservatif, consistant (ordre 1), monotone sous la condition CFL

At At
(sup \a(u?)]) — <1, VYneN <= (Sup \a(ug)\) — <1, VYneN
JET h ez h
solution exacte solution approchée par le schéma de Lax-Friedrichs

CFL respectée CFL non respectee



Un exemple fondamental : le schema de Godunov

Principe du schéma

Dans son principe, le schéma consiste a génerer une suite u; de
fonctions constantes pas morceaux




Un exemple fondamental : le schema de Godunov

Principe du schéma

Dans son principe, le schéma consiste a génerer une suite ©; de fonctions constantes
h

aS Morceaux
P h h

UZ(x):U?a ZIZG]ZUj——,Zlfj+—[
2 2

Le passage de ©" a u”1! repose sur deux étapes :
h h

- la résolution exacte de problemes de Riemann locaux sur un intervalle At

- une projection orthogonale locale sur les fonctions constantes par morceaux

On montre que le schema de Godunov est conservatif, consistant et monotone



lllustration sur I'equation de Burgers

A : 5 : : : n+1
Projection sur les fcts

5 : constantes par
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- Résolution des pbs

. de Riemann locaux
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Caracteristiques




La semaine prochaine: examen sans documents.

Fin du cours: merci pour votre

attention et bon courage pour la suite!

Sonia Fliss

sonia.fliss(@ensta-paris.fr
UMA - Bureau 2.2.30

Sarah Al Humaikani (Gr. 4), Lorenzo Audibert (Gr. 6), Antonin Boisneault (Gr. 9), Eliane
Bécache (Gr. 2), Benjamin Bonrepaux (Gr. 10), Farah Chaaban (Gr. 5), Sonia Fliss (Gr. 1),
Patrick Joly (Gr 8.), Aurelien Parigaux (Gr. 3), Simone Pescuma (Gr. 7).

Un petit conseil lecture

P . . \ ’ Dk \\?l
les mathematiques sont humaines et a la portee de tous. C'est
comme une activite physique qui nécessite de |’entrainement ou il

- 9
faut savoir mobiliser curiosite, imagination et intuition. \/
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