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Le schéma de Lax Friedrichs
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<latexit sha1_base64="9+MDGNKOSwqxf3f1aRGThbIpsAk="></latexit>

C’est un schéma explicite à un pas de temps.

La vitesse de propagation numérique est V num = h /�t

Les schémas explicites sont très peu coûteux (en terme de calcul et de stockage)

V num ⇥ ⇤⌅ :=
�t

h
� 1c

c
�Condition nécessaire de convergence 

c
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Le schéma de Lax Friedrichs
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C’est un schéma explicite à un pas de temps.

La vitesse de propagation numérique est V num = h /�t

Les schémas explicites sont très peu coûteux (en terme de calcul et de stockage)

V num ⇥ ⇤⌅ :=
�t

h
� 1c

c
�Condition nécessaire de convergence 

c

Consistance ?
Si on note                        l’erreur de troncature est donnée par
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Rappel : Le schéma est consistant ssi
<latexit sha1_base64="3vQhospvfyWWhwmWS6F8DWNlroM="></latexit>

Le schéma est précis d’ordre    en temps et    en espace ssik �
(p, k) 2 N2

�p

"
n
j = O(�t

p + h
k)

Outil de démonstration :  des développements de Taylor
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Le schéma de Lax Friedrichs
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C’est un schéma explicite à un pas de temps.

La vitesse de propagation numérique est V num = h /�t

Les schémas explicites sont très peu coûteux (en terme de calcul et de stockage)

V num ⇥ ⇤⌅ :=
�t

h
� 1c

c
�Condition nécessaire de convergence 

Stabilité ?

c

<latexit sha1_base64="b1YpkhXVhiAkHx3PkYTtjtrnK1A="></latexit>

on utilisera cette formule plus tard

<latexit sha1_base64="02NmK+DQYkUhzH6g3b96UB4EgKk="></latexit>
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<latexit sha1_base64="qPlgH+oe3CrGTCoDcgpqhvhQdeo="></latexit>

Si         , le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et en espace à     
fixé.

<latexit sha1_base64="heeceUQdc9SpM1a7rIIcXPSbAUQ="></latexit>

α != 1

Rappel



Le schéma de Lax Friedrichs
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= 0

Stabilité ?

c
Rappel

ce qui mène à                                     avec   

= cos �h� i sin �h�

On utilise la méthode de Fourier-Von Neumann et on cherche les solutions sous la 
forme

<latexit sha1_base64="hujhpAunnucGqC+lfC/3CRodU/U="></latexit>
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<latexit sha1_base64="Tp58rQeIT81GjhatAZdjKM3BsyI="></latexit>

Théorème : Un schéma à un pas de temps est      stable ssiL2

sup
⇠2R

|bSh(⇠,�t)|  1 + ⌫�t
<latexit sha1_base64="Ng26/EwHCjZuzBIH+SGNt4zxni8="></latexit>

Si la condition est réalisée avec           on parle de stabilité uniforme.⌫ = 0,

Re z

Im z

: Le schéma est instable

: Le schéma est stable

⇠ = 0

> 1�

� 1�



Le schéma de Lax Friedrichs
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C’est un schéma explicite à un pas de temps.

La vitesse de propagation numérique est V num = h /�t

Les schémas explicites sont très peu coûteux (en terme de calcul et de stockage)

V num ⇥ ⇤⌅ :=
�t

h
� 1c

c
�Condition nécessaire de convergence 

Le schéma est stable si et seulement si          .� 1�

c

Il est donc convergent d’ordre 1 en temps et en espace ssi
    C’est le théorème de Lax.

� 1�

<latexit sha1_base64="b1YpkhXVhiAkHx3PkYTtjtrnK1A="></latexit>

on utilisera cette formule plus tard

<latexit sha1_base64="02NmK+DQYkUhzH6g3b96UB4EgKk="></latexit>
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<latexit sha1_base64="qPlgH+oe3CrGTCoDcgpqhvhQdeo="></latexit>

Si         , le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et en espace à     
fixé.

<latexit sha1_base64="heeceUQdc9SpM1a7rIIcXPSbAUQ="></latexit>

α != 1

Rappel



… pour différentes valeurs de �, h fixé

<latexit sha1_base64="SYgWGpINS25os46iRLBhk4mE2LM="></latexit>

<latexit sha1_base64="ki6ppKHEqrXjqQSWzwW+BLJSpgM="></latexit>

<latexit sha1_base64="EBwWF85+AVrII28+Mhpbvfjmgzo="></latexit>

…pour différentes valeurs de h, fixé�

Solution à T=5
h=0.01
h/2
h/4

Le schéma de Lax Friedrichs

La solution au cours du temps : h=0.01,    = 0.99�
                 
Mais à          fixé, on observe un phénomène de dissipation numérique qui s’accentue
quand    est de plus en plus petit.

<latexit sha1_base64="yPzujFyhnrWCsr30hv/k1APVJ+Q="></latexit>

�

solution de l’EDP
solution du schéma

<latexit sha1_base64="/3eykBo9AFvACj1h/8lwGE7h1Ik="></latexit>

Sous condition CFL le schéma est bien convergent quand

Rappel



<latexit sha1_base64="mr68LfsQbF2z37Yn9SY1aHMwHc0="></latexit>

C’est un schéma implicite à un pas de temps.

La vitesse de propagation numérique est infinie.

Les schémas implicites sont plus coûteux (en terme de stockage (stockage de la 
matrice) et de calcul (il faut l’inverser).

C’est en général le cas pour les schémas implicites (pas de condition nécessaire de CV)

Le schéma est inconditionnellement stable.

c

On ne peut pas calculer les                         indépendamment les uns des autres.
<latexit sha1_base64="edygqk8o4uW+Mj+1UjTqRFaxEKc="></latexit>

Le schéma est consistant d’ordre 2 en temps et en espace et on a 

<latexit sha1_base64="SBCJ9Oaawd99df/5KnXLVmuHH+k="></latexit>

Il est donc convergent d’ordre 2 en temps et en espace.

Un schéma implicite (voir Exo1 du TD4) 

Il n y a aucune contrainte sur la discrétisation, i.e. sur le rapport ∆t

h
<latexit sha1_base64="2D6eIr2jDuwjeLcdcBm4TIjX7Pg="></latexit>

on utilisera cette formule plus tard

Rappel



La solution au cours du temps : h=0.01,    = 1.5�

solution de l’EDP
solution du schéma

Un schéma implicite (voir Exo1 du TD4) 

… pour différentes valeurs de �, h fixé

Solution à T=5…
<latexit sha1_base64="g062N7EWa64PHSTYtKvWhTZg0xg="></latexit>

<latexit sha1_base64="tAlTvWlC3RjMkGePVemnhuwN8zM="></latexit>

<latexit sha1_base64="goeg6FkwEMw8PX3t+HzdX6Jjo60="></latexit>

Le schéma est stable quelle que soit la valeur de    . On observe un phénomène de   
dispersion numérique qui s’accentue quand    s’éloigne de 1 

�
�

Rappel



Comparaison de schémas

solution de l’EDP
schéma implicite

schéma de Lax Friedrichs

schéma de Lax Wendroff
schéma décentré

En plus de l’ordre de consistance et la stabilité, la dissipation numérique et la 
dispersion numérique constitue d’autres éléments de comparaison.



L’équation de transport n’est ni dissipative (les ondes planes       ne 
sont pas atténuées au cours du temps) ni dispersive (les ondes planes
se propage toutes à la même vitesse    )c

<latexit sha1_base64="0wLu9p6yO/CWbA6OdYXgH4jrXVY="></latexit>

c

Notion de dissipation et dispersion

<latexit sha1_base64="nKwzjCX79ggRHTB92KuGjSN/iWk="></latexit>

c
<latexit sha1_base64="odg8ighquT4k56Ob9NTYkkmZJrU="></latexit>

<latexit sha1_base64="gNKJvoKNQ7k9Gj56u57hMf6tww8="></latexit>

<latexit sha1_base64="2jjA7oxu3n6k4dSyKn1R6MC32jg="></latexit>

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

x 2 R, t > 0
⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c F d �u

dt
+ i � �u = 0c

û(ξ, 0) = û0(ξ),
<latexit sha1_base64="mK6osTNh07QgceP1ZYML+sWResQ="></latexit>

Trouver

ξ ∈ R, t > 0
<latexit sha1_base64="6ZcHlzqMRJsRFlhyazm0uj55SDw="></latexit>

<latexit sha1_base64="y6NsIDFL+BiGBC/sX9G5uyFEoeo="></latexit>

û(ξ, t) : R× R+ −→ R



u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

x 2 R, t > 0
<latexit sha1_base64="FsBD0Jhmh75nGxEMbh693mj1C5E="></latexit>

Notion de dissipation et dispersion

Cette EDP, appelée aussi équation d’advection diffusion, est dissipative 
(les ondes planes       sont atténuées au cours du temps, le coefficient 
d’attenuation dépendant de   ) mais elle n’est pas dispersive.

<latexit sha1_base64="0wLu9p6yO/CWbA6OdYXgH4jrXVY="></latexit>

<latexit sha1_base64="MVsdYWDgGyPTDbRVJ30ItIB2Bt0="></latexit>

<latexit sha1_base64="TuxTJ10Dp9bdptxxU0QBK60uORU="></latexit>

<latexit sha1_base64="cUTBJD1Fd0+EtnTth6vGhiJQXJM="></latexit>

F
û(ξ, 0) = û0(ξ),

<latexit sha1_base64="mK6osTNh07QgceP1ZYML+sWResQ="></latexit>

Trouver û(x, t) : R× R+ −→ R
<latexit sha1_base64="RO0PCOnZTMp2rOMOrX962X7ztJg="></latexit>

ξ ∈ R, t > 0
<latexit sha1_base64="6ZcHlzqMRJsRFlhyazm0uj55SDw="></latexit>

<latexit sha1_base64="B0IKe3RMjdhStC9vboev1OlDpMs="></latexit>

<latexit sha1_base64="gNKJvoKNQ7k9Gj56u57hMf6tww8="></latexit>

<latexit sha1_base64="nKwzjCX79ggRHTB92KuGjSN/iWk="></latexit>



<latexit sha1_base64="ftAyC7Er9nuUTN8yqI5EB9aW+J0="></latexit>

<latexit sha1_base64="nKwzjCX79ggRHTB92KuGjSN/iWk="></latexit>

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

x 2 R, t > 0

Notion de dissipation et dispersion

<latexit sha1_base64="TWjCKKrmdUsnkeamNhWI7BBbXtE="></latexit>

Cette EDP, appelée aussi équation de Korteweg-De Vries linéarisée,   est 
dispersive (les ondes planes       ne se propagent pas à la même vitesse) 
mais elle n’est pas dissipative.

<latexit sha1_base64="0wLu9p6yO/CWbA6OdYXgH4jrXVY="></latexit>

<latexit sha1_base64="nHKQEUR6aOKg12yC/RH37OX1DHQ="></latexit>

F
û(ξ, 0) = û0(ξ),

<latexit sha1_base64="mK6osTNh07QgceP1ZYML+sWResQ="></latexit>

Trouver û(x, t) : R× R+ −→ R
<latexit sha1_base64="RO0PCOnZTMp2rOMOrX962X7ztJg="></latexit>

ξ ∈ R, t > 0
<latexit sha1_base64="6ZcHlzqMRJsRFlhyazm0uj55SDw="></latexit>

<latexit sha1_base64="Z9VwrxcAuUR+JsWH1puuhYjZ/bA="></latexit>

<latexit sha1_base64="gNKJvoKNQ7k9Gj56u57hMf6tww8="></latexit>



Dissipation et dispersion numérique

un+1
h = Sh(�t) un

h =)

Tous les schémas à un pas de temps peuvent se réécrire

<latexit sha1_base64="FceCtp8j3y4yaVFsB2iSmOWj0Wg="></latexit>

<latexit sha1_base64="+dCi7133T6Udd12UdZWuQsbZcQo="></latexit>

F

<latexit sha1_base64="Af9PHmSBE/y12bCAt1euOqY9Tt0="></latexit>

Si on écrit

la TF de la solution du schéma est donnée par

<latexit sha1_base64="zTf23RnLkuMlfX0fM3LBFJsB/eM="></latexit>

<latexit sha1_base64="0ULPFjKgfM0bA2K7K/26UDeQ00I="></latexit>

la solution du schéma est donc

dissipation numérique()

Definition
() dispersion numérique

<latexit sha1_base64="/Mwkl8TzhOSTINa7HDCYqqStMYc="></latexit>

<latexit sha1_base64="DjlZrby4+u+7Kb9gp3HpeZi0tXU="></latexit>

(homogène à l’inverse d’un temps)

(homogène à une vitesse)

<latexit sha1_base64="xK0PwL7TmIf2Gy8YCTeEUfB0ukg="></latexit>

ah(ξ,∆t) ≥ 0 si
∣∣Sh(ξ,∆t)

∣∣ ≤ 1



<latexit sha1_base64="34H5gFAGMOIZ5eB9xpMnyQcG3E8="></latexit>

<latexit sha1_base64="B9mJlMlpFgyQrP4Lg/EWtL1G2uQ="></latexit>

Pour le schéma de Lax Friedrichs

Dissipation et dispersion numérique

= cos ⇠h� i↵ sin ⇠hbSh(⇠,�t) = ↵

<latexit sha1_base64="Fsu9t1Yy6r935PWmbqS3u7Om2N8="></latexit>

c
↵
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⇠h

Arctg
h
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i
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c
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1
3
(1� ↵

2)⇠2
h

2 + O(⇠4
h

4)
c

↵ ↵ = 0.8
↵ = 0.6

↵ = 0.4

↵ = 0.2

↵ = 1

ch(⇠,�t)
cc

↵ = 0.8
↵ = 0.6

↵ = 0.4

↵ = 0.2

<latexit sha1_base64="JMWtDeYsoxetM4cZAMlYjaD5vXs="></latexit>

<latexit sha1_base64="DjlZrby4+u+7Kb9gp3HpeZi0tXU="></latexit>

<latexit sha1_base64="/Mwkl8TzhOSTINa7HDCYqqStMYc="></latexit>

<latexit sha1_base64="y5QeWUP47qw1W9bXMe2n10MXI2E="></latexit>

d'ordre 1

d'ordre 2



<latexit sha1_base64="5nPFV1goqZxnvTnfW0Bb692nQOY="></latexit>

Pour le schéma implicite

Dissipation et dispersion numérique

bSh(⇠,�t) = ↵
↵

<latexit sha1_base64="ZVgbavdwl1BMeXjb5htz5otogGk="></latexit>

<latexit sha1_base64="DjlZrby4+u+7Kb9gp3HpeZi0tXU="></latexit>

le schéma implicite n’est pas dissipatif.

<latexit sha1_base64="mjmzmA9etih37kEdf6xi8OujFzE="></latexit>

c
↵

↵

<latexit sha1_base64="/Mwkl8TzhOSTINa7HDCYqqStMYc="></latexit>

ch(⇠,�t)
cc

<latexit sha1_base64="L9fpMpooBaraaLp6ZQp96O6YGbU="></latexit>

<latexit sha1_base64="KJY+9Gz819FJrnKUpmc7VykOf6Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="cehtoHYEFqVKyhkweWyQ0neu+6c="></latexit>

<latexit sha1_base64="NisWKgtQ+qH3RADebGmz7jzdTQ4="></latexit>

<latexit sha1_base64="CI+D/ipoMK4I5y5bhGJWNBiyqEA="></latexit>

d'ordre 2

<latexit sha1_base64="ykvTY8+gycUfUXL0pAMH4R0EHxQ="></latexit>

ch(⇠,�t)

c
= 1 +

2

3
(1� ↵

2)⇠2h2 +O(⇠4h4)
c

↵



<latexit sha1_base64="5nPFV1goqZxnvTnfW0Bb692nQOY="></latexit>

Pour le schéma implicite

Dissipation et dispersion numérique

bSh(⇠,�t) = ↵
↵

<latexit sha1_base64="mjmzmA9etih37kEdf6xi8OujFzE="></latexit>

c
↵

↵

<latexit sha1_base64="ykvTY8+gycUfUXL0pAMH4R0EHxQ="></latexit>

ch(⇠,�t)

c
= 1 +

2

3
(1� ↵

2)⇠2h2 +O(⇠4h4)
c

↵

<latexit sha1_base64="/Mwkl8TzhOSTINa7HDCYqqStMYc="></latexit>

ch(⇠,�t)
cc

<latexit sha1_base64="L9fpMpooBaraaLp6ZQp96O6YGbU="></latexit>

<latexit sha1_base64="KJY+9Gz819FJrnKUpmc7VykOf6Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="cehtoHYEFqVKyhkweWyQ0neu+6c="></latexit>

<latexit sha1_base64="NisWKgtQ+qH3RADebGmz7jzdTQ4="></latexit>

<latexit sha1_base64="CI+D/ipoMK4I5y5bhGJWNBiyqEA="></latexit>

d'ordre 2

La solution au cours du temps : h=0.01,    = 1.5�

solution de l’EDP
solution du schéma

… pour différentes valeurs de �, h fixé

Solution à T=5… <latexit sha1_base64="g062N7EWa64PHSTYtKvWhTZg0xg="></latexit>

<latexit sha1_base64="tAlTvWlC3RjMkGePVemnhuwN8zM="></latexit>

<latexit sha1_base64="goeg6FkwEMw8PX3t+HzdX6Jjo60="></latexit>



Le comportement pratique d’un schéma peut s’analyser en regardant le 
terme dominant dans l’erreur de consistance.

Equation “équivalente” 

• En général, en utilisant l’équation, on peut réécrire le terme dominant  
qu’avec des dérivées en espace. Suivant que l’équation équivalente est de 
type advection-diffusion ou de type KDV, on déduit si le schéma est 
principalement dissipatif ou dispersif.

Definition

On appelle équation équivalente d’un schéma, l'équation obtenue 
en ajoutant au modèle le terme dominant de l’erreur de consistance.

Remarques

• L' équation équivalente ne remplace pas le calcul des dissipation et 
dispersion numérique mais elle donne des indications qualitatives.



Pour le schéma de Lax Friedrichs

<latexit sha1_base64="igc95aBYar2iGl/orhytFR6CF0c="></latexit>

<latexit sha1_base64="/9llxAsYN/e2VYkZOKlwZrZ5VQU="></latexit>

L’équation équivalente est donc dissipative. 

Equation(s) “équivalente(s)” 

<latexit sha1_base64="34H5gFAGMOIZ5eB9xpMnyQcG3E8="></latexit>

Rappel

εnj =
(∂u
∂t

)n

j
+ c

(∂u
∂x

)n

j
+

∆t

2

(∂2u

∂t2

)n

j
− c h

2α

(∂2u

∂x2

)n

j
+O(∆t2 + h2)

<latexit sha1_base64="sl4XMMw6xYVLYjVL08eImsb/aEI="></latexit>

<latexit sha1_base64="lK/FHDpW9Tp4yCAj5j6BMO59Je4="></latexit>

<latexit sha1_base64="AEWWEFRGwPYdNG0wT1ZdFwS5En4="></latexit>

<latexit sha1_base64="9Izfub55/u5W70uILqGu+druu4E="></latexit>

équation équivalente



Pour le schéma implicite

Les termes qui suivent dans l'erreur de consistance font intervenir 
seulement des dérivées d’ordre impair (pas de dissipation numérique)

Equation(s) “équivalente(s)” 

équation équivalente

Rappel

L’équation équivalente est donc dispersive. 

<latexit sha1_base64="ZVgbavdwl1BMeXjb5htz5otogGk="></latexit>

<latexit sha1_base64="1SI4/GpW+kFA0tu8XI6kGLyz/wY="></latexit>

∂u

∂t
+ c

∂u

∂x
− 2c

3
(1− α2)h2 ∂

3u

∂x3
= 0

<latexit sha1_base64="VH12wCoRZak8vzvJLp3L1eQ+snw="></latexit>

εnj =
(∂u
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)n

j
+ c

(∂u
∂x

)n

j
− 2c

3
(1− α2)h2

(∂3u

∂x3

)n

j
+O(∆t4 + h4)

<latexit sha1_base64="ykvTY8+gycUfUXL0pAMH4R0EHxQ="></latexit>

ch(⇠,�t)

c
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2)⇠2h2 +O(⇠4h4)
c

↵



Conclusions

Comment choisir un schéma? Il faut tenir compte de ses caractéristiques:

 Explicite ou implicite.  
Les schémas implicites sont plus couteux en terme de calcul et de stockage que 
les schémas explicites.

Ordre de consistance  
L’ordre de consistance correspond souvent à l’ordre de convergence (attention 
au schéma de démarrage). Plus l’ordre est élevé, plus précis est le schéma.

Stabilité  
Les schémas implicites sont souvent inconditionnellement stables.

Dissipation numérique  
Si l’énergie ou l’amplitude de la solution est un élément important dans le 
phénomène, on ne choisit pas un schéma trop dissipatif.

Dispersion numérique  
Si la vitesse de propagation est un élément important, on ne choisit pas un  
schéma trop dispersif.
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Approximation numérique

où    est solution de l’EDP hyperbolique non linéaireu
8
>><

>>:

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

x 2 R, t > 0

x 2 R.
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@t
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@x
f(u) = 0,

u(x, 0) = u0(x),

On se donne  un pas de discrétisation en espace    et un  pas de discrétisation en 
temps       et on va calculer
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Approximation numérique

On va étudier des schémas explicites à un pas de temps et 3 pas d’espace qui 
peuvent s’écrire sous la forme

un+1
j = H(un

j�1, u
n
j , u

n
j+1)

= n �ttn

t
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Exemple: le schéma décentré

un+1
j = H(un

j�1, u
n
j , u

n
j+1)

H(u, v, w) =

8
<

:

v � �t
h (f(v)� f(u) ), si a(v) � 0,

v � �t
h (f(w)� f(v) ), si a(v) < 0.

qui se réécrit
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Exemple du schéma décentré

solution exacte

f(u) = u+
u2

2
u0(x) = sinx

Pour cette donnée initiale, la solution est classique jusqu’a un certain temps, où une 
discontinuité apparait. Cette discontinuité se propage ensuite à une vitesse donnée 
par la relation de Rankine Hugoniot. C’est la solution faible entropique car les chocs 
sont descendants (le flux étant convexe).



Exemple du schéma décentré

solution approchée par le schéma décentré 
(sous condition CFL)

On montre que le schéma décentré (consistant et stable sous condition CFL pour 
des EDPs linéaires) approche bien une solution classique (avec donnée initiale 
régulière) mais pas une solution faible : la relation de Rankine Hugoniot n’est pas 
satisfaite! (ici le choc a une vitesse nulle).

Pour des EDPs non linéaires, d’autres propriétés sont nécessaires pour qu’un 
schéma converge vers la solution faible entropique du problème…

f(u) = u+
u2

2
u0(x) = sinx

solution exacte



Schéma conservatif

On intègre la loi de conservation scalaire entre            etxj�1/2 xj+1/2

Pour introduire les schémas dits conservatifs, on s’inspire de la notion de 
solution faible définie par une intégrale (lien avec la méthode des volumes finis):

8t > 0,
@

@t
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xj�1/2

u(x, t) dx+
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xj�1/2
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@x
f
�
u(x, t)

�
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uj(t) =
1

h
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u(x, t) dxSi on pose

8t > 0,
d

dt
uj(t) +

f
�
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�
� f

�
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�

h
= 0,

Le schéma numérique conservatif est une approximation de cette équation.

Comment approcher la quantité                       à partir des        ?ul(t)f
�
u(xj±1/2, t)

�

h

xj+ 1
2

xj� 1
2

uj(t)

uj+1(t)

uj�1(t)

g

Choix naturel

f(u(xj+1/2, t) � g(uj(t), uj+1(t))

f(u(xj�1/2, t) � g(uj�1(t), uj(t))

où     est un flux numérique  
à définir.



Schéma conservatif

Définition (Schéma conservatif)

La fonction    (définie à une constante additive près) est appelée le flux numérique.g

On dit qu’un schéma est conservatif s’il existe une fonction    régulière
telle que l’on ait :
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j = un

j � �t
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�
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j )
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n
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n
j+1)Schéma de la forme •  

H(u, v, w) = v � �t

h

�
g(v, w)� g(u, v)

⇥

Théorème : Consistance des schémas conservatifs 
g(u, u) = f(u) + cte, u � R

Il est alors au moins d’ordre 1.

Un schéma conservatif est consistant ssi 

Il existe des schémas consistants et non conservatifs (ex : schéma décentré)

Question : à quelle condition un schéma conservatif est il consistant ?



Un schéma conservatif : le schéma de Murman-Roe

un+1
j = H(un

j�1, u
n
j , u

n
j+1) avec H(u, v, w) = v � �t

h

�
g(v, w)� g(u, v)

⇥

g(u, v) =

�
⇤
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f(u), si ã(u, v) � 0,

f(v), si ã(u, v) < 0,
avec ã(u, v) =

�
⇤

⇥

f(u)�f(v)
u�v , si u ⇥= v,

f ⇥(u), si u = v,

solution approchée par le schéma de Murman Roe

solution exacte

Le schéma de Murman-Roe semble approcher la solution du problème…



Un schéma conservatif : le schéma de Murman-RoeUn schéma conservatif : le schéma de Murman-Roe

onde de détente

un+1
j = H(un

j�1, u
n
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n
j+1) avec H(u, v, w) = v � �t

h

�
g(v, w)� g(u, v)
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g(u, v) =
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⇤

⇥

f(u), si ã(u, v) � 0,

f(v), si ã(u, v) < 0,
avec ã(u, v) =

�
⇤

⇥

f(u)�f(v)
u�v , si u ⇥= v,

f ⇥(u), si u = v,

solution approchée par le schéma de Murman Roe

solution exacte

Le schéma de Murman-Roe semble approcher la solution du problème…

En fait il n’approche qu’une solution faible du problème!

Plus généralement les schéma conservatifs n’approche pas nécessairement la 
solution entropique du problème.



Un schéma conservatif est entropique si pour toute entropie            , il existe une 
fonction            telle que

•  

•  

Définition (Schéma entropique)

G(u, v)

G(u, u) = F (u)

U(un+1
j )� U(un

j )

�t
+

1

h

�
G(un
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⇥
⇥ 0

Schéma entropique

Il s’agit d’un schéma qui réalise un équivalent discret de la condition d’entropie pour le 
problème continu

@

@t
U(u) +

@

@x
F (u)  0 dans D0(R⇥ R+)

pour toute entropie  (U,F )

(U,F )



Schéma entropique

uh(x, t) � u�(x, t) p.p. (x, t)

Théorème : Convergence des schémas conservatifs entropiques

Si •  ⇥uh⇥L� � Cle schéma est stable       :L�
(     indépendant de    )C

•  quand h � 0

et si le schéma est conservatif, consistant et entropique alors la limite    
est une solution faible entropique du problème.

u�

h



Schéma entropique

uh(x, t) � u�(x, t) p.p. (x, t)

Théorème : Convergence des schémas conservatifs entropiques

Si •  ⇥uh⇥L� � Cle schéma est stable       :L�
(     indépendant de    )C

•  quand h � 0

et si le schéma est conservatif, consistant et entropique alors la limite    
est une solution faible entropique du problème.

u�

•  La condition de stabilité      impose une condition CFL du type :L�
�

sup
|v|�⇤u0⇤

|a(v)|
⇥�t

h
� C

h



Schéma entropique

uh(x, t) � u�(x, t) p.p. (x, t)

Théorème : Convergence des schémas conservatifs entropiques

Si •  ⇥uh⇥L� � Cle schéma est stable       :L�
(     indépendant de    )C

•  quand h � 0

et si le schéma est conservatif, consistant et entropique alors la limite    
est une solution faible entropique du problème.

u�

•  La condition de stabilité      impose une condition CFL du type :L�
�

sup
|v|�⇤u0⇤

|a(v)|
⇥�t

h
� C

•  

h

•  L’existence de la limite    est en général difficile à démontrer
(argument de compacité)

u�



Schéma entropique

uh(x, t) � u�(x, t) p.p. (x, t)

Théorème : Convergence des schémas conservatifs entropiques

Si •  ⇥uh⇥L� � Cle schéma est stable       :L�
(     indépendant de    )C

•  quand h � 0

et si le schéma est conservatif, consistant et entropique alors la limite    
est une solution faible entropique du problème.

u�

•  La condition de stabilité      impose une condition CFL du type :L�
�

sup
|v|�⇤u0⇤

|a(v)|
⇥�t

h
� C

•  L’existence de la limite    est en général difficile à démontrer
(argument de compacité)

u�

•  Vérifier le caractère entropique du schéma est en pratique 
difficile ( pour toute entropie ...)

h



En pratique,    dépend de      et    et la monotonie n’est réalisée que sous condition CFL.H �t h

Schéma monotone

Définition (Schéma monotone)

est dit monotone si et seulement si la fonction      est croissante par rapport à 
chacune de ses variables.

Un schéma à 3 points
un+1
j = H(un

j�1, u
n
j , u

n
j+1)

H

et      est la solution faible entropique.

Si un schéma est conservatif, consistant et monotone alors 

uh(x, t) � u�(x, t) p.p. (x, t)

Théorème : Convergence des schémas monotones

•  le schéma est stable       etL�

quand h � 0

u�

⇥uh⇥L� � ⇥u0⇥L�

•  Il est entropique

•  Il est convergent

Un schéma conservatif, consistant et monotone est d’ordre 1 (exactement)
Théorème : Ordre des schémas monotones



Un schéma monotone : le schéma de Lax-Friedrichs

CFL respectée

C’est un schéma conservatif, consistant (ordre 1), monotone sous la condition CFL
⇣
sup
j2Z

|a(un
j )|

⌘ �t

h
 1, 8n 2 N ()

⇣
sup
j2Z

|a(u0
j )|

⌘ �t

h
 1, 8n 2 N

g(u, v) =
1

2

⇣
f(u) + f(v) +

h

�t
(u� v)

⌘
Il s’agit du schéma correspondant au flux

solution approchée par le schéma de Lax-Friedrichssolution exacte

CFL non respectée



Un exemple fondamental :  le schéma de Godunov

Dans son principe, le schéma consiste à génerer une suite      de
fonctions constantes pas morceaux

Principe du schéma 
un
h

un
h(x) = un

j , x 2 ]xj �
h

2
, xj +

h

2
[

xj

h

un
j



Un exemple fondamental :  le schéma de Godunov

Dans son principe, le schéma consiste à génerer une suite      de fonctions constantes 
pas morceaux

Principe du schéma 

un
h

un
h(x) = un

j , x 2 ]xj �
h

2
, xj +

h

2
[

Le passage de      à          repose sur deux étapes :un
h un+1

h

- une projection orthogonale locale sur les fonctions constantes par morceaux

- la résolution exacte de problèmes de Riemann locaux sur un intervalle �t

On montre que le schéma de Godunov est conservatif, consistant et monotone



Illustration sur  l’équation de Burgers

un
h

détente choc

un+1
h

Caractéristiques

Résolution des pbs
de Riemann locaux

Projection sur les fcts
constantes par 
morceaux

<latexit sha1_base64="ehtj6XluiU5ySwIt9MagY7TmlqM="></latexit>(
sup
j∈Z

|a(un
j )|

) ∆t

h
≤ 1

2
, ∀n ∈ N



Fin du cours: merci pour votre 
attention et bon courage pour la suite!

Un petit conseil lecture 
les mathématiques sont humaines et à la portée de tous. C’est 

comme une activité physique qui nécessite de l’entrainement où il 
faut savoir mobiliser curiosité, imagination et intuition.

Sonia Fliss
 sonia.fliss@ensta-paris.fr 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La semaine prochaine: examen sans documents.
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