
Approximation par différences finies de 
l’équation de transport

Schéma de Lax Friedrichs

Convergence du schéma de Lax Friedrichs et Théorème de Lax

Schémas à 2 pas de temps

Schémas implicites



Simulations numériques : h=0.02,   = 1

Rappel sur le schéma explicite centré

�

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

x 2 R, t > 0
⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c

un+1
j � un

j

�t
+

un
j+1 � un

j�1

2h
= 0c

u0
j = u0(xj)

un
jTrouver

∀j ∈ Z, ∀n ∈ N

∀j ∈ Z

Le schéma est d’ordre 1 en temps et 2 en espace.
Le schéma explicite centré est inconditionnellement instable



Rappel sur le schéma explicite centré

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

x 2 R, t > 0
⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c

un+1
j � un

j

�t
+

un
j+1 � un

j�1

2h
= 0c

u0
j = u0(xj)

un
jTrouver

∀j ∈ Z, ∀n ∈ N

∀j ∈ Z

Simulations numériques : h=0.005,    = 1�

Le schéma explicite centré est inconditionnellement instable
Le schéma est d’ordre 1 en temps et 2 en espace.



Le schéma de Lax Friedrichs

On remplace un
j par un

j+1 + un
j�1

2
<latexit sha1_base64="qbAeRv18TaBgZx1xoqAilhFV1kA="></latexit>

<latexit sha1_base64="6zw7P6T+Jx5t3M3Np6LUN2xxWAg="></latexit>

<latexit sha1_base64="jbfBv5NQWQfsw0tk0UJWlKvBjJg="></latexit>

un+1
j �

�un
j+1+un

j�1

2

⇥

�t
+

un
j+1 � un

j�1

2h
= 0c

On obtient le schéma de Lax Friedrichs

Le schéma explicite centré est instable (voir l’amphi 4). On va le modifier 

qui se réécrit
� �

<latexit sha1_base64="9+MDGNKOSwqxf3f1aRGThbIpsAk="></latexit>

où                .
<latexit sha1_base64="dunmutqUXXdJKNcM0xCmsl3rR+8="></latexit>

c
�

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

x 2 R, t > 0
⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c

C’est un schéma explicite à un pas de temps.



Le schéma de Lax Friedrichs

� �
<latexit sha1_base64="9+MDGNKOSwqxf3f1aRGThbIpsAk="></latexit>

où                .
<latexit sha1_base64="dunmutqUXXdJKNcM0xCmsl3rR+8="></latexit>

c
�

Comme pour le schéma explicite centré, on montre que la 
vitesse de propagation numérique est V num = h /�t

Une condition nécessaire de convergence est donnée par la CFL

V num ⇥ ⇤⌅ :=
�t

h
� 1c

c
�

xj

= n �ttn

t

x



Si on note                        l’erreur de troncature est donnée par

Un+1
j � Un

j+1+Un
j�1

2

�t
+

Un
j+1 � Un

j�1

2h
c

Consistance du schéma de Lax Friedrichs

Un
j := u(xj , t

n)

�n
j :=

Rappel :

Le schéma est consistant ssi
<latexit sha1_base64="3vQhospvfyWWhwmWS6F8DWNlroM="></latexit>

Le schéma est précis d’ordre    en temps et    en espace ssik �
(p, k) 2 N2

�p

"
n
j = O(�t

p + h
k)



Si on note                        l’erreur de troncature est donnée par

Un+1
j � Un

j+1+Un
j�1

2

�t
+

Un
j+1 � Un

j�1

2h
c

Consistance du schéma de Lax Friedrichs

Un
j := u(xj , t

n)

�n
j :=

"n
j = c

<latexit sha1_base64="6rMkx7c/5iPRpuzfdsPGeZ1E8yA="></latexit>

− 1

2∆t

(
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

)
<latexit sha1_base64="nxvz3krzQQyFvdMF16S5HUajuwE="></latexit>

Un
j+1 + Un

j�1

2
= Un

j +
Un

j+1 � 2Un
j + Un

j�1

2
En remarquant que on trouve

En réécrivant               , on obtientc
<latexit sha1_base64="iAN3LDqNiA0Wz2XN8I7diKgu0Ws="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="Ocufn7EtbwDKt/C3cnm+wHZM7FQ="></latexit> <latexit sha1_base64="Ocufn7EtbwDKt/C3cnm+wHZM7FQ="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="0a9q6bIwVDDrZ5pcbw7UQ51Yuo4="></latexit>

"n
j = c
=

∆t

2

(∂2u

∂t2

)n

j
+

h2

6

(∂3u

∂x3

)n

j
+O(∆t2 + h4)

<latexit sha1_base64="a76d82Nt0uMaMm2ylu4MqEG0uto="></latexit>

<latexit sha1_base64="02NmK+DQYkUhzH6g3b96UB4EgKk="></latexit>

=
c(cα∆t− h)

2α

(∂2u

∂x2

)n

j
+O(∆t2 + h2)

(voir l’amphi 4)

= h2
(∂2u

∂x2

)n

j
+O(h4)

<latexit sha1_base64="etOFH2+arYfc9wKj76r26cN1g14="></latexit>

(voir l’amphi 4)

=
∆t

2

(∂2u

∂t2

)n

j
+

h2

6

(∂3u

∂x3

)n

j
+O(∆t2 + h4)

<latexit sha1_base64="a76d82Nt0uMaMm2ylu4MqEG0uto="></latexit>

(car u est sol. de l’eq. de transport)

<latexit sha1_base64="lK/FHDpW9Tp4yCAj5j6BMO59Je4="></latexit>

<latexit sha1_base64="AEWWEFRGwPYdNG0wT1ZdFwS5En4="></latexit>

Rappel : si  u est solution de l’équation de transport
<latexit sha1_base64="9Izfub55/u5W70uILqGu+druu4E="></latexit>



Si         , on montre qu'il est consistant d’ordre infini en temps et en espace
Si         , le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et en espace à   fixé.�

<latexit sha1_base64="Nz4z4NpEsSGqoK8YMr/mMM9DQgY="></latexit>

α= 1

<latexit sha1_base64="heeceUQdc9SpM1a7rIIcXPSbAUQ="></latexit>

α != 1Si         , le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et en espace à   fixé.

Si on note                        l’erreur de troncature est donnée par

Un+1
j � Un

j+1+Un
j�1

2

�t
+

Un
j+1 � Un

j�1

2h
c

Consistance du schéma de Lax Friedrichs

Un
j := u(xj , t

n)

�n
j :=

"n
j = c

<latexit sha1_base64="6rMkx7c/5iPRpuzfdsPGeZ1E8yA="></latexit>

− 1

2∆t

(
Un

j+1 − 2Un
j + Un

j−1

)
<latexit sha1_base64="nxvz3krzQQyFvdMF16S5HUajuwE="></latexit>

Un
j+1 + Un

j�1

2
= Un

j +
Un

j+1 � 2Un
j + Un

j�1

2
En remarquant que on trouve

En réécrivant               , on obtientc
<latexit sha1_base64="iAN3LDqNiA0Wz2XN8I7diKgu0Ws="></latexit>

�

<latexit sha1_base64="Ocufn7EtbwDKt/C3cnm+wHZM7FQ="></latexit> <latexit sha1_base64="Ocufn7EtbwDKt/C3cnm+wHZM7FQ="></latexit>

�
<latexit sha1_base64="0a9q6bIwVDDrZ5pcbw7UQ51Yuo4="></latexit>

"n
j = c
=

∆t

2

(∂2u

∂t2

)n

j
+

h2

6

(∂3u

∂x3

)n

j
+O(∆t2 + h4)

<latexit sha1_base64="a76d82Nt0uMaMm2ylu4MqEG0uto="></latexit>

<latexit sha1_base64="02NmK+DQYkUhzH6g3b96UB4EgKk="></latexit>

=
c(cα∆t− h)

2α

(∂2u

∂x2

)n

j
+O(∆t2 + h2)

(voir l’amphi 4)

= h2
(∂2u

∂x2

)n

j
+O(h4)

<latexit sha1_base64="etOFH2+arYfc9wKj76r26cN1g14="></latexit>

(voir l’amphi 4)

=
∆t

2

(∂2u

∂t2

)n

j
+

h2

6

(∂3u

∂x3

)n

j
+O(∆t2 + h4)

<latexit sha1_base64="a76d82Nt0uMaMm2ylu4MqEG0uto="></latexit>

(car u est sol. de l’eq. de transport)



Stabilité du schéma de Lax Friedrichs

Le schéma se réécrit
� �

<latexit sha1_base64="9+MDGNKOSwqxf3f1aRGThbIpsAk="></latexit>

ce qui mène à                                     avec   

= cos �h� i sin �h�

On utilise la méthode de Fourier-Von Neumann et on cherche les 
solution sous la forme

<latexit sha1_base64="hujhpAunnucGqC+lfC/3CRodU/U="></latexit>

�1�
2

⇥
ei�h +

�1+
2

⇥
e�i�hbSh(⇠,�t) =

� �
<latexit sha1_base64="Tp58rQeIT81GjhatAZdjKM3BsyI="></latexit>

Re z

Im z

: Le schéma est instable

: Le schéma est stable

⇠ = 0

> 1�

� 1�



Simulations numériques : h=0.005,     = 1.05�

Simulations pour le schéma de Lax-Friedrichs



Simulations numériques : h=0.02,     = 0.99�

Simulations pour le schéma de Lax-Friedrichs



Simulations numériques : h=0.01,     = 0.99�

La solution d’un schéma consistant et stable approche-t-elle la solution de l’équation 
continue ? La réponse est OUI. C’est le théorème de Lax

Stabilité ConvergenceConsistance+ =)

Simulations pour le schéma de Lax-Friedrichs



Notions de convergence

L1(0, T ;L2)Définition : Le schéma est convergent dans                    ssi

<latexit sha1_base64="Ub8AZBmNeMH+vsdFODfYYj0wrAY="></latexit>

xj h

Pour tout          , on définit , à partir des            ,  une fonction      
dans                   via une interpolation linéaire                    

n ∈ N (un
j )j∈Z un

h

un
h ∈

<latexit sha1_base64="UhzVX1hSvMu7ac69YFTDj+DcWzg="></latexit>

V = L2(R)



Convergence du schéma de Lax-Friedrichs

Introduisons l’erreur :
<latexit sha1_base64="xe3p+ozoQfEMh3bD6jPIT+/MpIc="></latexit>

"n
h(x) :=

u(x, tn+1)� u(x+h,tn)+u(x�h,tn)
2

�t
+

u(x+ h, tn)� u(x� h, tn)

2h
c

  L’ erreur de troncature (version continue) est donnée par

Le schéma de Lax Friedrichs
� �

<latexit sha1_base64="9+MDGNKOSwqxf3f1aRGThbIpsAk="></latexit>

où                .
<latexit sha1_base64="dunmutqUXXdJKNcM0xCmsl3rR+8="></latexit>

�

se réécrit

<latexit sha1_base64="nSbo/1Yjd6Qq+2AKY6Qd3V/uS2E="></latexit>

� �
<latexit sha1_base64="qcfswGOa08w//T25tBcohDFt6TA="></latexit>

si bien que la solution exacte vérifie

<latexit sha1_base64="P/RnKrdlAEAXnjHIyRYnxcwULOg="></latexit>

εnh =
1

∆t

[
u(·, tn+1)− Sh(∆t) u(·, tn)

]

<latexit sha1_base64="Ua0JK/QdLfnav69O8cC6oRoEu5c="></latexit>

soit

alors elle vérifie en+1
h = Sh(�t) en

h + �t "n
h et par récurrence

en
h = Sh(�t)n e0

h + �t
nX

k=1

Sh(�t)n�k "k�1
h



1. Estimation     de l'erreur de consistanceL2

Un développement de Taylor avec reste intégral montre que (la solution est  
supposée assez régulière)

�∀k ∈ N, ‖εkh‖L2 ≤ C( )
(
∆t sup

t∈[tk,tk+1]
‖∂

2u

∂t2
(·, t)‖L2+h sup

t∈[tk,tk+1]
‖∂

2u

∂x2
(·, t)‖L2

)

<latexit sha1_base64="CIvNjnzisKAvti3G+gIDo+p6L/U=">AAAI5HicrVXNjxs1FJ8UKGH46C4cuVhESFsaVpm0UpH20tJKywGtCmLbSnEy8sx4EhPPR+03IZHXnLjBDXHlyIEDfw0XhOBvwZ6E3R3PBA4wURTn/T7es/3GjkrOJIxGv/VuvPTyKzdf7b/mv/7Gm2/dOjh8+6ksKhHT87jghXgeEUk5y+k5MOD0eSkoySJOn0XLRxZ/tqJCsiL/AjYlnWZknrOUxQRMKDzsneK0EIRztMQsxx </latexit>

On a donc l’estimation

ce qui pour la solution de l’équation de transport donne (                                )                       
<latexit sha1_base64="wqwKESeesI+aM3d+xVKkvjmoGWA="></latexit>

<latexit sha1_base64="jNcFA40TKK03McGPfYKPQffL6hg="></latexit>

�‖εkh‖L2 ≤ C( ) (∆t+ h) ‖∂
2u0

∂x2
‖L2

<latexit sha1_base64="wUoG+u1ZN2EbDuVvaw5HUGN+bG4="></latexit>

∀k ∈ N,
<latexit sha1_base64="05i2nwQpra41rSQwIAd55Fr6/Ps="></latexit>

<latexit sha1_base64="E1t2EpOsJkJk7sZsROWWLzkVV9Y="></latexit>

Convergence du schéma de Lax-Friedrichs



1. Estimation     de l'erreur de consistanceL2

On a donc l’estimation

<latexit sha1_base64="E1t2EpOsJkJk7sZsROWWLzkVV9Y="></latexit>

On a � �

<latexit sha1_base64="TtB+/zVPhJtAmDAC1ytwJWK95J0="></latexit>

Si on applique la Transformée de Fourier

<latexit sha1_base64="kibYn6gltenu7FvLNyxHlgGpQTU="></latexit>

<latexit sha1_base64="mC2R0aAitYwPx7K/sQhiI+t7EwA="></latexit>

ce qui donne

soit

où on a utilisé≤ e ν T , ∀ tk ≤ T.
<latexit sha1_base64="u0dc7HwNc8RkBQBqdono8QU0mIc="></latexit>

(1 + s/k)k ≤ es
<latexit sha1_base64="4uYiJ14IXQNd4A28jvhyA4EeKb4="></latexit>

‖Sh(∆t)k‖L(L2) ≤ e ν tk

<latexit sha1_base64="1BidHhlytEUW0FXcmgr9DxRZRpc="></latexit>

2. Estimation de                     ‖Sh(∆t)k‖L(L2), ∀k ≤ n
<latexit sha1_base64="Ecs7HPDO9IbxJrM7tFkprGOynYE="></latexit>

<latexit sha1_base64="q1kaZqqhssRfIxNFttcms5vlwFY="></latexit>

Stabilité si � 1�

Convergence du schéma de Lax-Friedrichs

�‖εkh‖L2 ≤ C( ) (∆t+ h) ‖∂
2u0

∂x2
‖L2

<latexit sha1_base64="wUoG+u1ZN2EbDuVvaw5HUGN+bG4="></latexit>

∀k ∈ N,
<latexit sha1_base64="05i2nwQpra41rSQwIAd55Fr6/Ps="></latexit>



3. Estimation de                     
<latexit sha1_base64="v2Jv3SYPiEw/OLu9QtUJ8U1Do64="></latexit>

. On montre que                        .
<latexit sha1_base64="rWmFCJF5lhxpiJPD4A2dWzQ9ZF0="></latexit>

<latexit sha1_base64="rApymwStybDx1cq958F1jNzH8QI="></latexit>

Conclusion

si � 1�

<latexit sha1_base64="+Ho/qqSw1dOxdDAcu3d1qVK6sfY="></latexit>

Comme la stabilité est uniforme ⌫ = 0,

<latexit sha1_base64="wJ9TWM1e45liUUV2g6yTIcYgkYk="></latexit>

si � 1�

Convergence du schéma de Lax-Friedrichs

On a donc l’estimation

<latexit sha1_base64="E1t2EpOsJkJk7sZsROWWLzkVV9Y="></latexit>

1. Estimation     de l'erreur de consistanceL2

2. Estimation de                     ‖Sh(∆t)k‖L(L2), ∀k ≤ n
<latexit sha1_base64="Ecs7HPDO9IbxJrM7tFkprGOynYE="></latexit>

�‖εkh‖L2 ≤ C( ) (∆t+ h) ‖∂
2u0

∂x2
‖L2

<latexit sha1_base64="wUoG+u1ZN2EbDuVvaw5HUGN+bG4="></latexit>

∀k ∈ N,
<latexit sha1_base64="05i2nwQpra41rSQwIAd55Fr6/Ps="></latexit>

≤ e ν T , ∀ tk ≤ T.
<latexit sha1_base64="u0dc7HwNc8RkBQBqdono8QU0mIc="></latexit>

‖Sh(∆t)k‖L(L2) ≤ e ν tk

<latexit sha1_base64="1BidHhlytEUW0FXcmgr9DxRZRpc="></latexit>



Convergence des schémas

On vient de montrer pour le schéma de Lax Friedrichs, le théorème

<latexit sha1_base64="8tzLlRsXpf01q7iEUgH7uxCU+F4="></latexit>

Théorème de Lax
Soit    la solution de l’équation de transport supposée suffisamment 
régulière et     la solution discrète d’un schéma telle que

<latexit sha1_base64="prGjwhBs8XirrZG1mqbADPaZmk4="></latexit>

<latexit sha1_base64="EoS14ZBu2NB/dO6zqR+qBKKnpCQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="Ly7Guvys1S3F9zCmqMLqRAPJ21A="></latexit>

Si le schéma est consistant et stable (potentiellement sous condition 
sur            alors il est convergent dans le sens où

<latexit sha1_base64="z8N7A7V5q7PLD+nSR1GdLCMz8U0="></latexit>

<latexit sha1_base64="oacZo/1Okpy6AXXZjo2uXRa0y7A="></latexit>

Si le schéma est d’ordre p en temps et q en espace (*) alors

(*) Pour les schémas à 2 pas de temps ou plus, il faut aussi que le schéma de 
démarrage ait le même ordre que le schéma (voir le schéma 3 du TD4).



Le schéma de Lax Friedrichs
un+1
j �

�un
j+1+un

j�1

2

⇥

�t
+

un
j+1 � un

j�1

2h
= 0

� �
<latexit sha1_base64="9+MDGNKOSwqxf3f1aRGThbIpsAk="></latexit>

C’est un schéma explicite à un pas de temps.

La vitesse de propagation numérique est V num = h /�t

Les schémas explicites sont très peu coûteux (en terme de calcul et de stockage)

V num ⇥ ⇤⌅ :=
�t

h
� 1c

c
�Condition nécessaire de convergence 

Le schéma est stable si et seulement si          .� 1�

c

Il est donc convergent d’ordre 1 en temps et en espace ssi � 1�

<latexit sha1_base64="b1YpkhXVhiAkHx3PkYTtjtrnK1A="></latexit> voir l’amphi 6 (eq. équivalente)

<latexit sha1_base64="02NmK+DQYkUhzH6g3b96UB4EgKk="></latexit>

=
c(cα∆t− h)

2α

(∂2u

∂x2

)n

j
+O(∆t2 + h2)

<latexit sha1_base64="qPlgH+oe3CrGTCoDcgpqhvhQdeo="></latexit>

Si         , le schéma est consistant d’ordre 1 en temps et en espace 
à     fixé.�

<latexit sha1_base64="heeceUQdc9SpM1a7rIIcXPSbAUQ="></latexit>

α != 1



… pour différentes valeurs de �, h fixé

<latexit sha1_base64="SYgWGpINS25os46iRLBhk4mE2LM="></latexit>

<latexit sha1_base64="ki6ppKHEqrXjqQSWzwW+BLJSpgM="></latexit>

<latexit sha1_base64="EBwWF85+AVrII28+Mhpbvfjmgzo="></latexit>

…pour différentes valeurs de h, fixé�

Solution à T=5
h=0.01
h/2
h/4

Le schéma de Lax Friedrichs

La solution au cours du temps : h=0.01,    = 0.99�
                 
Mais à          fixé, on observe un phénomène de dissipation numérique qui s’accentue
quand    diminue.

<latexit sha1_base64="yPzujFyhnrWCsr30hv/k1APVJ+Q="></latexit>

�

solution de l’EDP
solution du schéma

<latexit sha1_base64="/3eykBo9AFvACj1h/8lwGE7h1Ik="></latexit>

Sous condition CFL le schéma est bien convergent quand



Le schéma de Lax Friedrichs

Pour des grandes variations de la vitesse, la dissipation peut être très importante.

Dans le cas d’une vitesse variable, par exemple           , la condition CFL doit être 
satisfaite en tout temps                       

<latexit sha1_base64="AXShgg6AyZNzCApRS0Qrap2rNB4="></latexit>

<latexit sha1_base64="CK2SYGy2+MRbI4BZtV1qJp6JkL8="></latexit>

Le rapport      est donc contraint par                .
<latexit sha1_base64="8W7eHN+7KTJcSpu7fTAZGZza6g4="></latexit>

<latexit sha1_base64="p7suQjJJvJBHboNCBZM9RGGYtK0="></latexit>

Simulations numériques dans le cas
<latexit sha1_base64="6HF3kdN/ZrzBOtKL2vxuSwSVEcs="></latexit>

solution du schéma
solution de l’EDP



Un schéma est dit à 2 pas de temps quand il fait intervenir les pas de 
temps              et         .

<latexit sha1_base64="isXeUCJrc9CDaorIxbx5CF7NyKY="></latexit>

<latexit sha1_base64="7T3x5djzb5XHDM85D8TcoHhKCmA="></latexit>

Remarques sur les schémas à 2 pas de temps

Exemple: le schéma du TD4 Ex1

c
un+1
j − un−1

j

2∆t
+

un
j+1 − un

j−1

2h
= 0

<latexit sha1_base64="c/dEId5tKoZJgpVcwxfGcmBPhH0="></latexit>

xj

= n �ttn

x= j h

tn−1
<latexit sha1_base64="Ci03udLPnWbyTc+Jmbx89WjNCU8="></latexit>

tn+1
<latexit sha1_base64="2cx+YYMf/n6R84Pp8Ntg5L6+hL4="></latexit>



Un schéma est dit à 2 pas de temps quand il fait intervenir les pas de 
temps              et         .

<latexit sha1_base64="isXeUCJrc9CDaorIxbx5CF7NyKY="></latexit>

<latexit sha1_base64="7T3x5djzb5XHDM85D8TcoHhKCmA="></latexit>

Remarques sur les schémas à 2 pas de temps

Exemple: le schéma 3 du TD4

c
un+1
j − un−1

j

2∆t
+

un
j+1 − un

j−1

2h
= 0

<latexit sha1_base64="c/dEId5tKoZJgpVcwxfGcmBPhH0="></latexit>

Ces schémas nécessitent un schéma de démarrage à 2 pas de temps:
u0
j = u0(xj), ∀j

<latexit sha1_base64="mCqf3digJrlh6rMDvjO5gwraYro="></latexit>

u1
j =???

<latexit sha1_base64="zWLcEKsmTnYQXkDRMZLOcvjcwCc="></latexit>

Il n'est pas naturel d’imposer     pour l’équation de transport.u1
j

<latexit sha1_base64="mRz+k6gypg7CMFQzbcPo6owGi2M="></latexit>

On peut utiliser des développements de Taylor pour la solution:
U1

j = U0
j +O(∆t)

<latexit sha1_base64="8qDucerL+t5pm7VA7YPAPHVpWKI="></latexit>

u1
j = u0

j
<latexit sha1_base64="bOauFxBACZq1ZQgyUckG080OVW0="></latexit>

=�
<latexit sha1_base64="udz30oOhFlGA6FCKpWym/B8C82I="></latexit>

=�
<latexit sha1_base64="udz30oOhFlGA6FCKpWym/B8C82I="></latexit>

u1
j = u0

j � c�t u0�
(xj)

<latexit sha1_base64="t4b7kS96RhzHNK886mllgWrlHn0="></latexit>

La précision du schéma de démarrage doit être du même ordre que 
le schéma pour préserver l’ordre de convergence!

U1
j = U0

j + �t

�
�u

�t

�0

j

+ O(�t2) = U0
j � c�t

�
�u

�x

�0

j

+ O(�t2)
<latexit sha1_base64="TxkwbYl+UUtDmvXM0hmgo/Cm0FA="></latexit>

ou



Remarques sur les schémas à 2 pas de temps

dont la solution générale est donnée par
<latexit sha1_base64="53+APJE7KAWr+atUSB5xwYM7B3U="></latexit>

ûn
h(ξ) = [r̂(1)h (ξ,∆t)]n α̂0

h(ξ) + [r̂(2)h (ξ,∆t)]n α̂1
h(ξ)

<latexit sha1_base64="25ZO2PdSJ0ZfSk5W/FYEB5t1zIM=">AAAHs3icpVVbb9MwFPa4rKPcOhDiYS8RFRJCZWqGGDzwsAmk8jQNxC5S01WO47RmthM5Tmhlmaf9E17hd/Ab+Dc4SdkWJ52QiFTJOd/lHJ8ex35MSSL7/d8r167fuLnaWrvVvn3n7r37nfUHh0mUCoQPUEQjcezDBFPC8YEkkuLjWGDIfIqP/NN3OX6UYZGQiH+W8xiPGJxwEhIEpQmNO4+9MBKQUod7hHsMyqnvqz3dG3e6/c </latexit>

∀n ∈ N,
où                              sont solutions de l’equation caractéristique 

<latexit sha1_base64="9nah4y46IvKcOasIMS1ogzTRvVM="></latexit>

<latexit sha1_base64="A1eNjkSIUbfJgV+VhJoq3NDjpDk="></latexit>

r2 + Ŝ1
h(ξ,∆t) r + Ŝ2

h(ξ,∆t) = 0

Théorème : Un schéma à 2 pas de temps est      stable ssiL2

<latexit sha1_base64="Ng26/EwHCjZuzBIH+SGNt4zxni8="></latexit>

<latexit sha1_base64="c0v9xtIVWJjhqvWClzmacbwUkAc="></latexit>

<latexit sha1_base64="XOi9jfcCbpY+J3Vl3fQfSbs1rbE="></latexit>

Dans ce cas, on est en général ramené à la relation
<latexit sha1_base64="1hgUIH/9uXnK5ZFw1aCfsoVpyrA="></latexit>

ûn+1
h (ξ) + Ŝ1

h(ξ,∆t) ûn
h(ξ) + Ŝ2

h(ξ,∆t) ûn−1
h (ξ) = 0

Pour étudier la stabilité, on utilise la méthode de Fourier-Von 
Neumann et on cherche les solutions sous la forme

<latexit sha1_base64="C9GNc5qAcuuDuxv6d4U7eNAJcqo="></latexit>

un
j = ûn(ξ) eıξxj



<latexit sha1_base64="mr68LfsQbF2z37Yn9SY1aHMwHc0="></latexit>

Un schéma implicite (voir Exo1 du TD4) 

C’est un schéma implicite à un pas de temps.

c

On ne peut pas calculer les                       indépendamment les uns des autres.
<latexit sha1_base64="edygqk8o4uW+Mj+1UjTqRFaxEKc="></latexit>

Système linéaire à résoudre dans le cas de conditions périodiques

<latexit sha1_base64="2P091Ein97KnnQOydJz5fT8RfIQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="pD8L39J53/FfDKRUAe9Pz7GUX9g="></latexit> <latexit sha1_base64="wDe55dmy2uW5UFMuoATOFD1R9s4="></latexit>

<latexit sha1_base64="C2Ulcc8Ui+uJuiMgtZO9VCtoOWg="></latexit>

<latexit sha1_base64="fg3U5hP0zWPgVbzo0unESF5rAnU="></latexit>

<latexit sha1_base64="YQZ5DBGZW7Ya4JGT61WerNLZR4Y="></latexit>

<latexit sha1_base64="Ocufn7EtbwDKt/C3cnm+wHZM7FQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="ovHSuteC8lFkuYSicgX0Tbht1aU="></latexit>

Les schémas implicites sont plus coûteux (en terme de stockage (stockage des 
matrices) et de calcul (il faut inverser la matrice    ).

<latexit sha1_base64="ovHSuteC8lFkuYSicgX0Tbht1aU="></latexit>



<latexit sha1_base64="mr68LfsQbF2z37Yn9SY1aHMwHc0="></latexit>

C’est un schéma implicite à un pas de temps.

La vitesse de propagation numérique est infinie.

Les schémas implicites sont plus coûteux (en terme de stockage (stockage de la 
matrice) et de calcul (il faut l’inverser).

c

On ne peut pas calculer les                       indépendamment les uns des autres.
<latexit sha1_base64="edygqk8o4uW+Mj+1UjTqRFaxEKc="></latexit>

Un schéma implicite (voir Exo1 du TD4) 

x
<latexit sha1_base64="1ZaZVPwONsoAEy37wioYX8fsXn4="></latexit>

<latexit sha1_base64="PhlCduQr7puYGbHuaDgPPCfsbuM="></latexit>(
un+1
j + un+1

j+1

)
+ α

(
un+1
j+1 − un+1

j

)
=

(
un
j + un

j+1

)
− α

(
un
j+1 − un

j

)On peut réécrire le schéma sous la forme 

Supposons 
<latexit sha1_base64="6A0y0/0m59UdQ8zwt+R9HjoveCs=">AAAIvXicpVXdbts2FJbbtfW8dk26y90QMwa0jRNIqZMYKIo1WIHsquiKpS1g2gYlHdt0qZ9RlBOD4K4K9HJPstv1JfYCwy72KiMlN4kouSgwGQao8/2cQ+qQ9FNGM+G6f7euXf/ixs1b7S87X92+8/Xdre17r7Ik5wGcBglL+BufZMBoDKeCCgZvUg4k8hm89t/+aPDXS+AZTeJfxCqFUURmMZ3SgAgdmmy3EJ4mnDCGFngGvy </latexit>

∀j ≥ 1 et j ≤ −2,
(
u1
j + u1

j+1

)
+ α

(
u1
j+1 − u1

j

)
= 0 ⇒ u1

j = A

(
α− 1

α+ 1

)j

<latexit sha1_base64="Z5KhWYjhXTy3H7QANsvgPS81Epk="></latexit>

u0
j = 1 si j = 0 et 0 sinon et α != ±1



<latexit sha1_base64="mr68LfsQbF2z37Yn9SY1aHMwHc0="></latexit>

C’est un schéma implicite à un pas de temps.

La vitesse de propagation numérique est infinie.

Les schémas implicites sont plus coûteux (en terme de stockage (stockage de la 
matrice) et de calcul (il faut l’inverser).

C’est en général le cas pour les schémas implicites (pas de condition nécessaire de CV)

Le schéma est inconditionnellement stable.

c

On ne peut pas calculer les                       indépendamment les uns des autres.
<latexit sha1_base64="edygqk8o4uW+Mj+1UjTqRFaxEKc="></latexit>

Le schéma est consistant d’ordre 2 en temps et en espace et on a 

<latexit sha1_base64="SBCJ9Oaawd99df/5KnXLVmuHH+k="></latexit>

Il est donc convergent d’ordre 2 en temps et en espace.

Un schéma implicite (voir Exo1 du TD4) 

Il n y a aucune contrainte sur la discrétisation, i.e. sur le rapport ∆t

h
<latexit sha1_base64="2D6eIr2jDuwjeLcdcBm4TIjX7Pg="></latexit>

voir l’amphi 6 (eq. équivalente)



La solution au cours du temps : h=0.01,    = 1.5�

solution de l’EDP
solution du schéma

Un schéma implicite (voir Exo1 du TD4) 

… pour différentes valeurs de �, h fixé

Solution à T=5…
<latexit sha1_base64="g062N7EWa64PHSTYtKvWhTZg0xg="></latexit>

<latexit sha1_base64="tAlTvWlC3RjMkGePVemnhuwN8zM="></latexit>

<latexit sha1_base64="goeg6FkwEMw8PX3t+HzdX6Jjo60="></latexit>

Le schéma est stable quelle que soit la valeur de    . On observe un phénomène de   
dispersion numérique qui s’accentue quand    s’éloigne de 1 

�
�



Le phénomène s’accentue pour une donnée initiale moins régulière!

La solution au cours du temps : h=0.01,    = 1.5

solution de l’EDP
solution du schéma

Un schéma implicite (voir Exo1 du TD4) 

… pour différentes valeurs de �, h fixé

Solution à T=5…
<latexit sha1_base64="g062N7EWa64PHSTYtKvWhTZg0xg="></latexit>

<latexit sha1_base64="tAlTvWlC3RjMkGePVemnhuwN8zM="></latexit>

<latexit sha1_base64="goeg6FkwEMw8PX3t+HzdX6Jjo60="></latexit>

�



Comparaison de schémas

solution de l’EDP
schéma implicite

schéma de Lax Friedrichs

schéma de Lax Wendroff
schéma décentré

En plus de l’ordre de consistance et la stabilité, la dissipation numérique et 
la dispersion numérique constitue d’autres éléments de comparaison.


