Approximation par différences finies de
’equation de transport

M Schéma de Lax Friedrichs

[M Convergence du schéma de Lax Friedrichs et Théoréme de Lax
[ Schémas a 2 pas de temps

[ Schémas implicites



Rappel sur le schema explicite centre

Trouver u(z,t) : R x RT — R Trouver uj
uﬁ'—i_l —un no_gn
%—FC?:O, reR, t>0 "Tt“rcu“l%uj‘l:o Vj € Z, VneN
T
u(z,0) =u’(z), zeR. u) = u’(z;) Vi€eZ
TR -~ e — WIS ———— - —————

Le schema est d’ordre | en temps et 2 en espace.
Le schéma explicite centré est inconditionnellement instable
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Rappel sur le schema explicite centre

Trouver u(z,t) : R x RT — R Trouver uj
uﬁ'—i_l —un no_gn
%—FC%:O, reR, t>0 "Tt“rcu“l%uj‘l:o Vj € Z, VneN
x
u(z,0) =u’(z), zeR. u) = u’(z;) Vi€eZ
w—»w—ww«» e ".-—-—«——vv«~ R e o

Le schema est d’ordre | en temps et 2 en espace.
Le schema explicite centre est inconditionnellement instable

t=10
1 1 1 T T T T

1+ n -

08 .

06 -

04 .

02} -
0

02k -

uixD

04 - -

ol o\ j

1 | | | 1 1 |

Simulations numeériques : h=0.005, &v= |



Le schéema de Lax Friedrichs

Trouver wu(z,t) : R x RT — R

ou ou

—+Cc — =0 eR, t>0

ot - Ox I

u(z,0) =u’(z), zeR
BT e -~ ———

Le schema explicite centré est instable (voir ramphi 4. On va le modifier

noo_gn
LS| Uj—1

Ozt (z5,1")

?+1 _ (“?ﬂ‘g“?—l )

n n
On remplace v} par Y1 T U1 At
2

-5 U

On obtient le schema de Lax Friedrichs

n+1 U%4+“?4 n n
) — U —u;
J ( 2 ) 4 J+1 J—1 —0

At 2h

u

qui se reeécrit
uf ™ = (Ta) Ujr1 T (Ta) U -

C’est un schema explicite a un pas de temps.



Le schéema de Lax Friedrichs

11—« 1+ « . cAt
n+1 n n _

Uy _(T)uj+1+(T)u' ou a=—--.
Comme pour le schéma explicite centre, on montre que la
vitesse de propagation numérique est V .. = h /At

@
L
Une condition necessaire de convergence est donnée par la CFL

At
Vium = ¢ <— oz::Ch <1




Consistance du schema de Lax Friedrichs

Si on note U7 := u(z;,t") I'erreur de troncature est donnee par

+U% 4

ol Ui n _[m
57?, e _J 2 + e J+1 Jj—1
J - At 2h
Rappel :
Le schéma est consistantssi lim &% =0

At,h—0

J

Le schema est precis d’ordre k en temps et p en espace ssi

J

e = O(At? + hF)

((p, k) € N?)




Consistance du schema de Lax Friedrichs

Si on note U7 := u(z;,t") I'erreur de troncature est donnee par

Un—|—1 g+1‘|‘Ug 1 n _ TN
ST J 2 NS Jj+1 j—1
J - At 2h
[yn [yn —2U%7 +UY
En remarquant que —*! MG U? + 1 5 " Y-1 on trouve
pgntl _pmn no_ [Jn 1
e = _J J Jtl =t —2U7 + U}
j At T on oaz (Ui #Uj-)
At 10%u\™  h? /03u\"™ 2w
=5 (5m), * 5 (gs), + 02 +1) =1*(5.3) +Om)
(voir Famphi 4) (voir I’amphl 4)
L. h? ch
En réecrivant —— — , on obtient
oAt 2a’
At (0%2u\m K% 1DPu\n ch [ /0%u\"
o= () (5 o 1 at) ——[(—) + O }
J 2 \0t?/; 26 03/ j 2 0x?/ j (")
At — h n
— clca ) (8 u) + O(At* + h?) (car u est sol. de I'eq. de transport)
200 0x?/
: : e ou ou 0%u 0%u 0%u
Rappel :si u est solution de I'équation de transport = I - — — 2
Ppel:si U est sollt e Pt S T =0 T e T Car € o



Consistance du schema de Lax Friedrichs

Sion note U" := u(x;. t" I’erreur de troncature est donnée par
j Js

ntl i+1tU 1 n  _7rmn
ST J 2 NS Jj+1 j—1
J - At 2h
n n no_9[mn
En remarquant que Vin Ui U? + Ui (2] Y1 on trouve
pgntl _pmn no_ [Jn 1
n__ ] J J+1 J—1 n
ST A YT o ~gag Ui =205 +UT)
At 10%u\  h? ;93u\"™
=5 (Ge), + 5 (5), rowe v - h2<§;> +O(h")
(voir Famphi 4) (voir Iamphl 4)
2
En réécrivantQh—At — ;:h on obtient
84
At (0%uNm  hZ 9%u\" ch [ /0%u\™
£y = > (8752)3' + c (axg)j + O(At? + b B [ (—(%2) | +(9(h2)}
J
_ 2,8\ 1
= C(Caét h) (g Z) + O(At? + h?) (car u est sol. de I'eq. de transport)
o T/ j

Sia=~ 1, le schéma est consistant d’ordre | en temps et en espace a afixé.
Siav= 1, on montre qu'il est consistant d’ordre infini en temps et en espace



Stabilite du schéema de Lax Friedrichs

Le schéema se reécrit . -
n+1 — n @ n
u; = (T) Uiy T (T) Uj_1
On utilise la methode de Fourier-Von Neumann et on cherche les

solution sous la forme

uf = (E)

ce qui méne a 0" (&) = S, (€, At) T (€) avec

Sp(€, At) = (1_—&) e"sh (H_T&) e "M = cos€h — iasinéh

Im z

a>1:Le schema est instable

<1 :Le schema est stable




Simulations pour le schéma de Lax-Friedrichs

t=0
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Simulations numériques : h=0.005, ¢v = 1.05



Simulations pour le schéma de Lax-Friedrichs
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Simulations pour le schéma de Lax-Friedrichs

La solution d’'un schéma consistant et stable approche-t-elle la solution de I'équation
continue ? La reponse est OUI. C’est le theoreme de Lax

Stabilité + Consistance = Convergence
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Simulations numériques : h=0.01, &= 0.99



Notions de convergence

Pour tout n € N, on définit , a partir des (u});cz , une fonction uy,
dans IV = L*(R) via une interpolation linéaire

up € Vi ={upr € VNC'(R), VjEZ, uplp, ., €P1}
ﬁ

Définition : Le schéma est convergent dans L>°(0,T; L?) ssi

Y ug € L?, li Lt — a2 = 0.
o o sup ful,t7) - Rl




Convergence du schéma de Lax-Friedrichs

Le schema de Lax Friedrichs

1— 1+ o . At
n+1 n n
U ——( 5 )uj+1—|—(—2 )uj_l ou a_—h .
se reecrit
14+«

i (@) = () w4 B) + (o) uf(e — h) = Sa(AL) uf (o)

L' erreur de troncature (version continue) est donnée par

u(z, ") — u(zth,t™)tu(z—h,t"™) . w(z + h, t") — u(z — h, t")

2

eh(z) = A7 ¢ oh
’ . 1
si bien que la solution exacte vérifiec;, = (- ") = Sp(At) u(-, )]
soit u(-, ") = S (AL) u(-, ") + At &},

Introduisons I'erreur : e} = u}’ —u(-,t") € L?

alors elle vérifie e} ™" = S, (At) e} + At ] et par récurrence

e = Su(At)" ef + At Y Sp(A)F g
k=1



Convergence du schéma de Lax-Friedrichs

On a donc 'estimation .
lerlle < IISh(A))™ |22y llenllne + At Z 1Sh (A ¥ 22y ey I L2
k=1
| . Estimation L°de l'erreur de consistance

Un développement de Taylor avec reste intégral montre que (la solution est
supposee assez reguliere)

0“1
k
WeN, [l < C) (& sip [ ZECHIth sup a0

teth thtl] te[th th+1]
ce qui pour la solution de I’équation de transport donne (u(z,t) = u’(z — ct) V(z,t))
82 0

VkeN, |eille < C(a) (At+h) |

o2 HL2



Convergence du schéma de Lax-Friedrichs

On a donc 'estimation .
lerlle < IISh(A))™ |22y llenllne + At Z 1Sh (A ¥ 22y ey I L2
k=1
| Estimation L’ de I'erreur de consistance

0% uY
vk eN, ekl < Cla) (At+h) [l |1
2. Estimation de ||Sh(A)* || c(z2), Yk <n
On a
1— 1
S (At u(z) = ( 20‘) w(z + ) + ( go‘ ) u(z — h)

Si on applique la Transformee de Fourier

F[Sn(At)u](§) = Su(At, &) a(€)
ce qui donne )
|Sh(AL) ul[r2 < 22£|Sh(At7€)’ |ull2 < (14 vAE) [|u]|L

Stabilité si v < 1
Soit

HSh(At)kHﬁ(Ig) < 67”51C < GVT, Vv R < T'. ouonautilisé (1+s/k)* <e®



Convergence du schéma de Lax-Friedrichs

On a donc 'estimation .
lerlle < IISh(A))™ |22y llenllne + At Z 1Sh (A ¥ 22y ey I L2
k=1
| Estimation L’ de I'erreur de consistance

820

VEEN, eillze < Ca) (At+h) | ol 1%

2. Estimation de ||Sh(A)* || c(z2), Yk <n
ISH(AD o2y < et <e’T, VEF<T. sia<l

0

3. Estimation de ¢}, = uj, — u’. On montre que ||e} ||z = O(R?).
Conclusion

mn mn 14 - 14 82 0
W, ST el S TR + A3 Ol (At+ )|z
82 0
< Te'' C(a) (At + h)H 5.2 | 7,2
Comme la stabilité est uniforme v = 0,
62 0

sup |[ep|[rz < T Cle) (At + h)l|—
tn T




Convergence des schemas

On vient de montrer pour le schema de Lax Friedrichs, le theoreme

Theoreme de Lax
Soit « la solution de I’équation de transport supposée suffisamment
réguliere et v la solution discréte d’un schéma telle que u; = u’(z;)

Si le schéma est consistant et stable (potentiellement sous condition
sur (At, h) alors il est convergent dans le sens ou

lim sup ||u(-,t") — uy = 0.
Sl s (e #7) — g

Si le schéma est d’ordre p en temps et q en espace (*) alors

3CT), sup [Jul-t") = uf12 < C(T) (AP 4 h)

(*) Pour les schémas a 2 pas de temps ou plus, il faut aussi que le schéma de
démarrage ait le méme ordre que le schéma (voir le schema 3 du TD4).




Le schéema de Lax Friedrichs

n+l _ (“?+1+“?—1)

J 2
Al T oh

N gn
Ujpr — U

Jj—1 — 0

Uu

[ C’est un schéma explicite a un pas de temps.

n - I+a,
jH = (T) Ujt1 (T) Uj—1

Les schémas explicites sont trés peu coliteux (en terme de calcul et de stockage)

u

M La vitesse de propagation numérique est V num = h /At
c At
<

1
P

Condition nécessaire de convergence V,um > ¢ <= «a:=

[ASi o 1, le schéma est consistant d’ordre | en temps et en espace

a « fixe.

n _ clcalt —h) r0%uyn 2 oy _  ch(l—a?) (9%u\n 2 | 12
ey = (&62) + O(At* +h7) = (ax2)_+O(At + h7)

J 20 ' 201
’ voir 'amphi 6 (eq. équivalente)

A Le schéma est stable si et seulementsi a<1.

[l est donc convergent d’ordre | en temps et en espace ssi @< 1



Le schéema de Lax Friedrichs

solution de 'EDP
solution du schema

La solution au cours du temps : h=0.01,0x= 0.99
Sous condition CFL le schéma est bien convergent quand (At,h) — 0

Mais a (At, h) fixe, on observe un phénomene de dissipation numeérique qui s’accentue
quand v diminue.

nimation (t=4.999500) Animation (t=4.999500)
: T : T T T T T T T T T

| | SolutionaT=5 |

0.08 - q 0.08 -

L L L I I L
0.1 0. 0.3 0. 0.7 0.8

..pour différentes valeurs de h, o fixé ... pour différentes valeurs de (v, h fixé



Le schéema de Lax Friedrichs

Dans le cas d’une vitesse variable, par exemple ¢ = ¢(t), la condition CFL doit éetre

satisfaite en tout temps At
Vn, |c(t™)] - <1

Le rapport % est donc contraint par max le(t)] .

Pour des grandes variations de la vitesse, la dissipation peut étre tres importante.



Remarques sur les schemas a 2 pas de temps

Un schema est dit a 2 pas de temps quand il fait intervenir les pas de
temps n — 1, netn+ 1.

Exemple: le schéma du TD4 Ex|
n+l

1
U —u” n

J J Ujpr = Uj1
2At e 2h =0
A
¢ ® ® ' ¢ 7 ® ¢ tn_l_l
¢ ¢ ¢ ® ¢ ¢ s a tn — ) At
? ® ® ® ® + ® ® tn_l
¢ L ® ® >




Remarques sur les schemas a 2 pas de temps

Un schema est dit a 2 pas de temps quand il fait intervenir les pas de
temps n — 1, netn+ 1.

Exemple: le schéma 3 du TD4

nt+l _ un_l

J i 4
2At 2h

Ces schéemas nécessitent un schema de demarrage a 2 pas de temps:

o__.0 -
Uy =1u (:Cj)v Vj
1L __ 999 ' ) 1 ) £ .

=7 Il n'est pas naturel d'imposer u; pour I'équation de transport.

Uy

no
Ujpr — U

U -1 _,

On peut utiliser des developpements de Taylor pour la solution:

1 _ 770 1 _ 0

ou\" ou\"
Ul = U0+ e 2y = /0 _ — 2
ou U; =U; At(8t>.+O(At) ; —cAt (ax>j+O(At)

=N u; = ug — cAt uol(xj)

La precision du schéma de démarrage doit étre du meme ordre que
le schema pour preserver 'ordre de convergence!



Remarques sur les schemas a 2 pas de temps

Pour étudier la stabilite, on utilise la methode de Fourier-Von
Neumann et on cherche les solutions sous la forme

u} =an(e) e

Dans ce cas, on est en general ramene a la relation
Uy THE) + Sp(& A) TR (€) + Si(&, At) T~ (€) =0
dont la solution generale est donnee par
~n _ D) A1) ~( ~(2) A1) ~1
Vn € N, uh(f) o [Th (ga t)] O‘h(g) + [Th (57 t)] O‘h(S)
ou ?,(11)(5, At), ?ﬁ?(f, At) sont solutions de I'equation caracteristique
r? 4+ SHE At r + SR(E, At) = 0

Théoréme : Un schéma a 2 pas de temps est L° stable ssi

3u>0 sup [P AN <14+vAr sup P26 AL < 1+ vAL
EER EER




Un schema implicite (voir Exol du TD4)

n+1 n n+1 n n n n n
@Y @y, @D, ),
2 At At 2 h h

[ C’est un schéma implicite a un pas de temps.

On ne peut pas calculer les {u?“, j € Z}indépendamment les uns des autres.
Systéme linéaire a résoudre dans le cas de conditions périodiques

[1—a 14+«

0 1l -«
0

Vn € N

1+ « 0

Vg,

0
14+ « 0
l—-a 1+«

0

0
0

l—a 1+«
0 1l -«

__

.l

A

79 r. n+1
Uy -|

n—+1
Ug

n+1J
| U

(14+a 11—«
0 1+«
. 0

0
1 -« 0
l+a 11—«

0

0

l+a 1—«

0 1+«

Les schémas implicites sont plus coliteux (en terme de stockage (stockage des
matrices) et de calcul (il faut inverser la matrice A ).




Un schema implicite (voir Exol du TD4)
1 n—+1 n n+1 1 n—+1 n+1 n n

w, T —uk U —u” us T = u u? o —=u
L J j+1 J+1) _( j+1 j j+1 J) —0
2< At T A T3 h LI

[ C’est un schéma implicite a un pas de temps.
On ne peut pas calculer les {u?“, j € Z}indépendamment les uns des autres.
Les schémas implicites sont plus coliteux (en terme de stockage (stockage de la
matrice) et de calcul (il faut linverser).

A La vitesse de propagation numérique est infinie.
On peut reecrire le schema sous la forme

(™ i) o (ufiy — ™) = (uf +uf) — o (uf - of)

Supposons ug =1si 7 =0et 0sinon et v # £1

J a+1

1 0

— 1\’
Vi>1letj <=2, (u;—l—u;ﬂ)—l—a(u;ﬂ—u}):():>u1-:A(a )




Un schema implicite (voir Exol du TD4)

n-+1 n n+1 n+1 n+1 n n

Louy " —uy  Ujyy — “?+1) 1 (“j+1 — U Uiy — Uj )
- - —0
2 ( AL T A Ty h LI

[ C’est un schéma implicite a un pas de temps.
On ne peut pas calculer les {u”“, j € Z}indépendamment les uns des autres.

Les schémas implicites sont plus coliteux (en terme de stockage (stockage de la
matrice) et de calcul (il faut linverser).

A La vitesse de propagation numérique est infinie.
C’est en général le cas pour les schémas implicites (pas de condition nécessaire de CV)

[F Le schéma est consistant d’ordre 2 en temps et en espace et on a
93 )n—|—1/2

o3 + O(At? + h?)

] .
j+1/2 voir Famphi 6 (eq. équivalente)

e = O« )hQ(

[ Le schéma est inconditionnellement stable.

Il n'y a aucune contrainte sur la discrétisation, i.e. sur le rapport —~ At

h
[l est donc convergent d’ordre 2 en temps et en espace.



Un schema implicite (voir Exol du TD4)

solution de 'EDP
solution du schema

La solution au cours du temps : h=0.01, = 1.5

Le schéma est stable queIIe que soit la valeur de . On observe un phénomene de
dispersion numérique qui s’accentue quand Qs eI0|gne de |

An |mat ion (t 4. 995000)

Solution aT=5...

0.04 -
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. pour differentes valeurs de (, h f'xe

0




Un schema implicite (voir Exol du TD4)

solution de 'EDP
solution du schema

La solution au cours du temps : h=0.01, o= |.5

Le phénomene s’accentue pour une donnée initiale moins réguliere!

Animation (t=4.995000)

Solution aT=5...
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. pour differentes valeurs de (, h ﬁxé



Comparaison de schemas

Animation (t=4.995000)

03
BT solution de 'EDP
0.2 schema implicite

— schéma de Lax Friedrichs

ai L schéma de Lax Wendroff

schema decentre

u(t,x)

0.05

T
|

-0.05

041 .

015 | i

-0.2 I ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X
En plus de 'ordre de consistance et la stabilite, la dissipation numerique et
la dispersion numeérique constitue d’autres eléments de comparaison.




