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On approche l’EDP par une équation discrète/un schéma (consistance) et on 
espère que la solution du schéma approche bien la solution de l’EDP 
(convergence). MAIS ce n’est pas toujours le cas (la stabilité est nécessaire dans 
le cas linéaire).                                  
          

En général, la solution de ces EDPs ne peut pas être calculée analytiquement, on 
va donc chercher une approximation de cette solution, que nous sommes 
capables de calculer avec un ordinateur.

La méthode de discrétisation vue dans ce cours est la méthode des Différences 
Finies que nous appliquons à l’équation de transport à vitesse constante (Amphi 
4 et 5).   



Objectif : Construire  des approximations de la dérivée d’une 
fonction à l’aide de valeurs discrètes de celle-ci, sur un maillage 
régulier de pas  

Principe de la méthode des différences finies

<latexit sha1_base64="+ktn366RHGAeomFI62AWxsel/94="></latexit>

<latexit sha1_base64="tzoaPV/EjfOiRHPEX03onV4N6Fg="></latexit>

Approximation 
décentrée à droite

xx x + hx + h

<latexit sha1_base64="XLqg0A92YUcXXAesyti8Rr9RtAI="></latexit>

Approximation 
décentrée à gauche

<latexit sha1_base64="rPxvQ9k4+5ZH16plI1M8vQ5yAOc="></latexit>

xxx� h

<latexit sha1_base64="bk7nAjMFiVkGou4n88dnXDzUnQo="></latexit>

Approximation 
centrée

xx + hxx� h

Il n’y a pas unicité des formules d’approximation.



Exemple - L’approximation décentrée à droite est consistante et d’ordre 1 :

Principe de la méthode des différences finies

Soit un maillage de pas          et      un opérateur d’approximation
aux différences de      , on appelle erreur de troncature la quantité

<latexit sha1_base64="+ktn366RHGAeomFI62AWxsel/94="></latexit>

<latexit sha1_base64="x7HTLHXZ4rQQnaRaz57qqJQGWMQ="></latexit>

d

dx

"(x, h) := Dhu(x)� u0(x)

Pour l’etude de la consistance, il faut utiliser des développements de Taylor.
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L’approximation est consistante si, pour régulièreu

L’approximation  est d’ordre           si
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Principe de la méthode des différences finies
Exemple - L’approximation centrée est consistante et d’ordre 2 :

On peut obtenir des approximations plus précises en utilisant plus de points.

On obtient une approximation d’ordre 4 avec
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Avec le même principe, on peut approcher des dérivées d’ordre 
supérieur  

u00(x) ' u0(x + h/2)� u0(x� h/2)
h

x x + hx� h

u0(x + h/2) ' u(x + h)� u(x)
h u0(x� h/2) ' u(x)� u(x� h)

h

u00(x) ' D2
hu(x) :=

u(x + h)� 2u(x) + u(x� h)
h2

Principe de la méthode des différences finies

Erreur de consistance

L’approximation est d’ordre 2.
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Construction du schéma explicite centré 
pour l’equation de transport

xj

= n �ttn

t

x

⇥tu (xj , t
n) ⇥

un+1
j � un

j

�t

@xu (xj , t
n) '

un
j+1 � un

j�1

2h

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

x 2 R, t > 0
⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c

u0
j = u0(xj)

= j h

L’espace et le temps sont traités différemment! La solution approchée se calcule 
pas à pas en temps : la solution à l’instant        est calculée à partir de la solution 
aux instants différents.

<latexit sha1_base64="DWK2q6093kvEMoS6qT6aleiMXdk="></latexit>
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<latexit sha1_base64="XJkYh7unw08N/AKeQicyRbQkIM8="></latexit>

un+1
j = un

j −
2

(
un
j+1 − un

j−1

)�

u0
j = u0(xj)

= j h

Le schéma est 
ici explicite

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

x 2 R, t > 0
⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c

Construction du schéma explicite centré 
pour l’equation de transport

• Si                        sont calculés indépendamment les uns des autres, le schéma 
est dit explicite

• Sinon, il faut résoudre un système linéaire, le schéma est dit implicite.

<latexit sha1_base64="ZOyXJUDs7xJ6cti2Iy927sey4zQ="></latexit>



Calcul de la solution discrète
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Calcul de la solution discrète

<latexit sha1_base64="XJkYh7unw08N/AKeQicyRbQkIM8="></latexit>
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Ici la vitesse de propagation numérique est de

V num = h /�t

Vitesse de propagation numérique

A quelle vitesse la solution 
numérique se propage-t-elle?
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en rouge    : support de la solution numérique

La convergence est impossibleCas 1 : > 1�
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Condition nécessaire de convergence

en vert    : support de la solution exacte
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La convergence est possible� 1Cas 2 : �

=
�t

h
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c

Condition nécessaire de convergence

en rouge    : support de la solution numérique
en vert    : support de la solution exacte

V num ⇥ ⇤⌅ :=
�t

h
� 1c

c
�

Condition nécessaire de convergence de Courant - Friedrichs - Lewy (CFL) 



Etude de la consistance et de l’ordre du schéma

Notation: Un
j := u(xj , t

n) où    est une solution régulière duu

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

x 2 R, t > 0
⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c
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j � un

j

�t
+

un
j+1 � un

j�1

2h
= 0c

u0
j = u0(xj)

un
jTrouver

∀j ∈ Z, ∀n ∈ N

∀j ∈ Z

problème continu.

Définitions : on appelle erreur de troncature de ce schéma

c
<latexit sha1_base64="6rMkx7c/5iPRpuzfdsPGeZ1E8yA="></latexit>

<latexit sha1_base64="R7xqHS4PUQIeOt0rm7s8og9qAdY="></latexit>

Le schéma est consistant ssi
<latexit sha1_base64="3vQhospvfyWWhwmWS6F8DWNlroM="></latexit>

Le schéma est précis d’ordre    en temps et    en espace ssik �
(p, k) 2 N2

�p

"
n
j = O(�t

p + h
k)
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<latexit sha1_base64="5dRgcw0p4/PWT1UCxvRDmvJpgjY="></latexit>

<latexit sha1_base64="KYigv5Y3iNUxHRgi/W8D5DR0pfo="></latexit>

Le schéma est d’ordre 1 en temps et 2 en espace.

Etude de la consistance et de l’ordre du schéma

<latexit sha1_base64="vOlutEDV6Yz2+eYH0uSoGtDdz6o="></latexit>

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

x 2 R, t > 0
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u0
j = u0(xj)
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jTrouver

∀j ∈ Z, ∀n ∈ N

∀j ∈ Z

<latexit sha1_base64="k90r2jWOyVckIh5Hyk60O3IkN2U="></latexit>

Notation:                          ,                             ,                           ,…Un
j := u(xj , t

n)

<latexit sha1_base64="jRNNz7zffjdsCi1A/u76i1Gjcpg="></latexit>

En utilisant les calculs du début de l’amphi (en remplaçant    par      )
<latexit sha1_base64="WYJFNINwccl3LwHYZrk6KbH3uQk="></latexit>

<latexit sha1_base64="8r58Y4V8TB1LjKtd17DrnZ0iP4Q="></latexit>
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Simulations numériques : h=0.005,    = 1

Etude de la consistance et de l’ordre du schéma

�

La solution d’un schéma consistant approche-t-elle la solution de l’équation 
continue ? Non : en plus d’être consistant le schéma doit être stable.



Rappel

�u

�t
+

�u

�x
= 0c u(x, t) �! bu(⇠, t)

F d �u
dt

+ i � �u = 0c

c

=)u0 u(·, t) ∈ L2(R)∈ L2(R) ∀t > 0, ‖u(·, t)‖L2 = ‖u0‖L2

Stabilité de la solution du problème continu

Preuve: (en utilisant la transformée de Fourier)

=)
On conclut en utilisant le théorème de Plancherel

Pour définir la stabilité     d’un schéma, on va construire pour tout                 
         une fonction      à partir des             .n ∈ N (un

j )j∈Zun
h

<latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit>

Pour étudier la stabilité, il suffit de réécrire le schéma discret 
comme un problème satisfait par      , auquel on pourra appliquer 
la transformée de Fourier (comme pour le problème continu).

La méthode de Fourier Von-Neumann est une "recette" de calcul 
qui permet d’étudier la stabilité directement sur le schéma!

un
h

Stabilité du schéma

et

<latexit sha1_base64="ZBJM2yKBSuBq7nkeFsOwxZuoYkU="></latexit>

=)
<latexit sha1_base64="35Xi0VzHpYRpHb/A677DseCVyCU="></latexit>



xj h

Définition de la stabilité

Pour tout          , on définit , à partir des            ,  une fonction      
dans                   via une interpolation linéaire                    

n ∈ N (un
j )j∈Z un

h

un
h ∈

<latexit sha1_base64="UhzVX1hSvMu7ac69YFTDj+DcWzg="></latexit>

V = L2(R)

Définition : Le schéma est     stable ssiL2

<latexit sha1_base64="Y5TRrPwUjLK3CYXk6eAp206YriQ=">AAAHznicpVVbb9MwFPa4rKPcNnjkxaJCGqhMSXkACYQ2DWk8TQPtJjVd5SROa+ZcsJ3QyjK88MBP4NfwCn+Bf4Odlm1x0gmJSJWc813O8elx7GeUcOE4v5euXL12fbm1cqN989btO3dX1+4d8jRnAT4IUpqyYx9xTEmCDwQRFB9nDKPYp/jIP902+FGBGSdpsi+mGR7EaJSQiARI6NBwtQfbXpQyRCn0XsJ9+Bo6Xeh9zFEIPT </latexit>

<latexit sha1_base64="y9Ip4TdVKQc0/VSx0e19/sEn8V8="></latexit>

Si cette inégalité n’a lieu que pour des pas      et    astreints à 
certaines inégalités, le schéma est dit conditionnellement stable.

<latexit sha1_base64="PQHamF51ZmTQFZ27fgc+7gh5Aus="></latexit>

<latexit sha1_base64="fQgnuZXa6YIn9TpkQA8SlCigACY="></latexit>



Etude de la stabilité du schéma explicite centré

Le schéma centré 
un+1
j � un

j

�t
+

un
j+1 � un

j�1

2h
= 0c

se réécrit
un+1
h (x)− un

h(x)

∆t
+ c

un
h(x+ h)− un

h(x− h)

2h
= 0,c

C’est évident pour            et pour                       c’est vrai par linéarité.  
<latexit sha1_base64="tA4mv8xc0iIhqPOIrQ4KDF3NBOM="></latexit>

<latexit sha1_base64="x/2/TZmTrDZeLh3KF99HLooyAro="></latexit>

Si on applique la Transformée de Fourier à cette dernière équation
F

<latexit sha1_base64="kZhg8tgW/SnuAdoVp8N6+g3mPdc="></latexit>

On trouve

<latexit sha1_base64="GENNIpEv2GBEBcqTbp2PmMIE6vc="></latexit>

c

soit                                           avec 
<latexit sha1_base64="O8Sm6M7JBleUMD4LnjghgqayCAI="></latexit>

�Sh(�,�t) = 1� i sin �h�

�où                .
<latexit sha1_base64="dunmutqUXXdJKNcM0xCmsl3rR+8="></latexit>

c



Condition de stabilité pour les schémas à un pas de temps

Un schéma est dit à un pas de temps quand il ne fait intervenir que 
les pas de temps    et         .

où                est appelé le coefficient d’amplification.

Dans ce cas, on est en général ramené à la relation

<latexit sha1_base64="O8Sm6M7JBleUMD4LnjghgqayCAI="></latexit>

<latexit sha1_base64="OyPBHPtSpJChZHGX6LgQVYR5/2k="></latexit>

<latexit sha1_base64="4QyVjxQIRypZWytANqxZXCbCr7U="></latexit>

<latexit sha1_base64="isXeUCJrc9CDaorIxbx5CF7NyKY="></latexit>

Théorème : Un schéma à un pas de temps est      stable ssiL2

sup
⇠2R

|bSh(⇠,�t)|  1 + ⌫�t
<latexit sha1_base64="Ng26/EwHCjZuzBIH+SGNt4zxni8="></latexit>

Si la condition est réalisée avec           on parle de stabilité uniforme.⌫ = 0,

Montrons que c’est une condition suffisante. Supposons la condition est réalisée.

<latexit sha1_base64="AcM4rDj1W4qf+dTTvvcECw9lUBg=">AAAID3icpVVbb9MwFM64rGPcOnjkxaJC2lCZkoEEEkIaF2k8TeOyi9S0lZOctmaOE9lOaWWZJ/4Av4Y3xCs/Yb8GnLRsi5NOSFiq5J7vco6dYztIKRHSdU+WLl2+cnW5sXJt9fqNm7duN9fuHIgk4yHshwlN+FGABVDCYF8SSeEo5YDjgMJhcPw6xw/HwAVJ2Ec5TaEb4yEjAxJiaUL9pvA/kwhGWCq/MFMcIq0yrftqpHuK6X </latexit>

<latexit sha1_base64="8CnO7urzmrMSLNtW0xR0YYnTQ2E="></latexit>

<latexit sha1_base64="Uvq1l3XbdEQg/m8zbNcb/34SLWA="></latexit>

<latexit sha1_base64="1mVsNWPhUiMzUo6B3RWeyAb/+hU="></latexit>

Le théorème de Plancherel permet de conclure 8 tn  T, kun
hkL2  e⌫T ku0

hkL2

Il suffit d’utiliser l’inégalité pour déduire
<latexit sha1_base64="iQwSYAFtSuP07cOFwVWqNd2aIWA="></latexit>

<latexit sha1_base64="8rFBLJPaIUjhfMKaHj9cIKoTfBw="></latexit>



Le schéma explicite centré est inconditionnellement instable

Re z

Im z
⇠ = 0

sup
��R

|�Sh(�,�t)| = (1 + 2)
1
2�

Etude de la stabilité du schéma explicite centré

                                                   avec 
<latexit sha1_base64="O8Sm6M7JBleUMD4LnjghgqayCAI="></latexit>

�Sh(�,�t) = 1� i sin �h�

�où                .
<latexit sha1_base64="dunmutqUXXdJKNcM0xCmsl3rR+8="></latexit>

c

Simulations numériques : h=0.005,    = 1�



La méthode de Fourier - Von Neumann

En pratique, on part directement du schéma et on cherche les 
solutions de la forme

<latexit sha1_base64="dl4bCL5f1UbndVByADR66Q7ixnc="></latexit>

On est ramené aux mêmes relations que si nous étions passés par
la construction de     .un

h



Le schéma de Lax Friedrichs

On remplace un
j par un

j+1 + un
j�1

2
<latexit sha1_base64="qbAeRv18TaBgZx1xoqAilhFV1kA="></latexit>

<latexit sha1_base64="6zw7P6T+Jx5t3M3Np6LUN2xxWAg="></latexit>

<latexit sha1_base64="jbfBv5NQWQfsw0tk0UJWlKvBjJg="></latexit>

un+1
j �

�un
j+1+un

j�1

2

⇥

�t
+

un
j+1 � un

j�1

2h
= 0c

Le schéma de Lax Friedrichs

et se réécrit
� �

<latexit sha1_base64="9+MDGNKOSwqxf3f1aRGThbIpsAk="></latexit>

où                .
<latexit sha1_base64="dunmutqUXXdJKNcM0xCmsl3rR+8="></latexit>

c
�

C’est un schéma explicite à un pas de temps.

Comme pour le schéma explicite centré, on montre que la 
vitesse de propagation numérique est V num = h /�t

Une condition nécessaire de convergence est donnée par la CFL
V num ⇥ ⇤⌅ :=

�t

h
� 1c

c
�



Si on note                        l’erreur de troncature est donnée par

Un+1
j � Un

j+1+Un
j�1

2

�t
+

Un
j+1 � Un

j�1

2h
c

Consistance du schéma de Lax Friedrichs

Un
j := u(xj , t

n)

�n
j :=

�
"n

j

�
SC"n

j = +
h2

2�t

Un
j+1 � 2Un

j + Un
j�1

h2

Un
j+1 + Un

j�1

2
= Un

j +
Un

j+1 � 2Un
j + Un

j�1

2
En remarquant que on trouve

<latexit sha1_base64="rh45+elsWVDIRIwFGCs3afSd+3I="></latexit>
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j

�
SC"n

j =
c

<latexit sha1_base64="81hXnmh1y6Pzv78pfjvahagZlbs="></latexit>

<latexit sha1_base64="romkrYUYibJJLrvosx90ojpEL60="></latexit>

En réécrivant               , on obtient

�A     fixé, le schéma est consistant et d’ordre 1 en temps et en 
espace.



Stabilité du schéma de Lax Friedrichs

Le schéma se réécrit
� �

<latexit sha1_base64="9+MDGNKOSwqxf3f1aRGThbIpsAk="></latexit>

ce qui mène à                                     avec   

= cos �h� i sin �h�

On utilise la méthode de Fourier-Von Neumann et on cherche les 
solution sous la forme

<latexit sha1_base64="hujhpAunnucGqC+lfC/3CRodU/U="></latexit>
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⇥
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⇥
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Re z

Im z

: Le schéma est instable

: Le schéma est stable

⇠ = 0

> 1�

� 1�



Simulations numériques : h=0.005,    = 0.99

La solution d’un schéma consistant et stable approche-t-elle la solution de l’équation 
continue ? La réponse est OUI. On verra au prochain amphi le théorème de Lax

�

Stabilité ConvergenceConsistance+ =)

Simulations pour le schéma de Lax-Friedrichs


