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Approximation par differences finies
de I'equation de transport

| Principe de la méthode des différences finies
| Application a I’équation de transport : Schéma explicite centré
| Vitesse de propagation numeérique

| Consistance des schémas

| Stabilité des schémas
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Diffraction d’une onde électromagnétique Onde acoustique produite par une guitare
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En général, la solution de ces EDPs ne peut pas étre calculée analytiquement, on
va donc chercher une approximation de cette solution, que nous sommes
capables de calculer avec un ordinateur.

La methode de discretisation vue dans ce cours est la methode des Differences
Finies que nous appliquons a I’equation de transport a vitesse constante (Amphi

4 et 5).

On approche 'EDP par une équation discrete/un schéma (consistance) et on
espere que la solution du schéema approche bien la solution de 'EDP
(convergence). MAIS ce n’est pas toujours le cas (la stabilité est necessaire dans
le cas lineaire).



Principe de la méthode des differences finies

Obijectif : Construire des approximations de la derivée d’'une
fonction a l'aide de valeurs discretes de celle-ci, sur un maillage

régulier de pas h > 0

Approximation
decentree a gauche

u(x) —u(x — h)

D, u(z) := -

o
X

r—h

Dpu(x)

Approximation
centree

u(x +h) —u(zx —h)

DYu(zx) =

2h

Approximation
decentree a droite

x4+ h) — u(x)

Difu(zx) := u

Il n’y a pas unicite des formules d’approximation.



Principe de la méthode des differences finies

Soit un maillage de pas h > 0 et )y un opérateur d’approximation

aux différences de < , on appelle erreur de troncature la quantité
dx

e(x,h) := Dpu(z) —u' ()

L’approximation est consistante si, pour u réguliere lim (x, h) = 0.
h—0

L'approximation est d’ordre k € Nsi &(x, h) = O(h")

Pour I'etude de la consistance, il faut utiliser des developpements de Taylor.

Exemple - Papproximation décentrée a droite est consistante et d’ordre | :
2

w(x + h) = u(x) + h o' (x) + % u” (x) + O(h?)

N u(x + h) — u(x)

() = 5 " (2) + O(K?)

= e (x,h) = O(h)



Principe de la méthode des differences finies

Exemple - Lapproximation centrée est consistante et d’ordre 2 :
h* h?
u(z + h) = u(x) + h o (z) + =) u(x) + - u® (z) + O(hY)
h* h?
u(x —h) =u(z) —h o (z) + — " (z) — — u®(z) + O(h?)

2, 6

= u(x+h) —ulz—h) =2h v (z) + % u®(z) + O(h?)

u(lx +h) —u(x — h) , _h2 3 3 0 — 2
- —u'(w) = — uD (@) + O(h?) = (z,h) = O

On peut obtenir des approximations plus precises en utilisant plus de points.

u(x+h)—ulxr—h) h 3 4
: o : —u(x)+€h;()(x)+(’)(h)

~ u(x + h) — u(z — h) —I—(l—a) u(x"‘Qh)Zl_hu(aj_QZ)

2h L
=u'(z)+ |a+4(1—a)] n u®(z) + O(h*)

On obtient une approximation d’ordre 4 aveca = 4/3

=




Principe de la méthode des differences finies

Avec le meme principe, on peut approcher des derivees d’ordre
superieur

wo (U +h/2){(u(z —h/2)
u'(x) =~ ; \

izt hy2) = HETR) Zul)
u'(x—h/2) ~

u(x + h) — 2u(x) + u(x — h)
12

u’(x) ~ Diu(x):=

Erreur de consistance
h2 h3 R4

w(x +h) =u(z) + h o (z) + o u'(x) + n u® () + 2 u (x) + O(h5)
u(x —h) = u(z) —hu'(z) + % u"(x) — % u® (x) + ;—4 u® (z) + O(R®)

= u(z+h)+u(z—h) =2u(x) + h? " (z) + % u® (z) + O(h®)

h
= Dju() =u"(2) + - u(z) + O(h*)  Lapproximation est d’ordre 2.



Principe de la méthode des differences finies




Principe de la méthode des differences finies

HEEEEnEes
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t" =n At
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BN
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xj=7h o

u(wy, t") ~ u?



Construction du schéma explicite centre
pour 'equation de transport

Trouver u(z,t) : R x RT — R
ou ou e

U e T = R
5 +C 97 0, ze€R, t>0
u(z,0) = u’(z), z€R.
e —— . * ®
® » ¢ ®
t —t—1 t" = n At

L’espace et le temps sont traités différemment! La solution approchée se calcule
bas a pas en temps : la solution a linstant t™ " est calculée a partir de la solution
aux instants différents.

— :
Tj=jh t
it — uf
n n—+
Opu (z,t") ~ —2 A7 ”7 P—U@lci@ﬂ_@@—lzo
At | 2h

u — U,
aa:u (wjatn) — s - u() — uo(ajj)

¢




Construction du schéma explicite centre

pour 'equation de transport

t" =n At

Trouver u(z,t) : R x RT — R t
% +c @ =0, ze€R, t>0 I
ot ox ’
u(z,0) = u’(z), z€R.
B —— ¢ o ¢ ¢
® » ¢ ® ¢ *
T 1 1 1 |

o Si {u?“, j € 7} sont calculés indépendamment les uns des autres, le schéma

est dit explicite

* Sinon, il faut résoudre un systeme linéaire, le schéma est dit implicite.

————— : >
zj=jh v
c At n+l _ . n_ Q ( n n ,
— ™t = = (ufy —uf_y Le schéma est
. ) ici explicite
u; =u ()




Calcul de la solution discrete

At
® ¢ ¢ » ¢ ® ® ® ®
f * * ® ® + ® ¢ ®
é — s = L * >




Calcul de la solution discrete

At
0 Y
I\. » | I N (- (- )



Vitesse de propagation numerique

t A quelle vitesse la solution
numeérique se propage-t-elle?

n At

Ici la vitesse de propagation numerique est de
Vum = h JAL




Condition nécessaire de convergence
t

en vert :support de la solution exacte
en rouge :support de la solution numerique

Cas | : @ > 1 La convergence est impossible



Condition nécessaire de convergence
t

en vert :support de la solution exacte
en rouge :support de la solution numerique

Cas 2 : @ <1 La convergence est possible

ondition nécessaire de convergence de Courant - Friedrichs - Lewy (CFL)

At
Vium = ¢ <— oz::Ch <1




Etude de la consistance et de 'ordre du schema

Trouver u(z,t) : RxRT — R Trouver uj
utt — u = u”?
%—FC?:O, LE‘ER, t>0 Jth_'—C J+12h 3_1:0 \V/jEZ,VTLEN
x
u(z,0) = u’(z), z€R. u) = u’(z;) Vi€eZ
R e —————— - ——— BN e ———— - ——————

Notation: U := u(x;,1") ol u est une solution réguliere du
probleme continu.

Definitions : on appelle erreur de troncature de ce schéma

n+1 n n . n
oo Ym0 Ui — U
J At 2h
Le schéma est consistant ssi  lim 5? =0
At,h—0

Le schema est precis d’ordre k en temps et p en espace ssi

e = O(AtP + hF) ((p, k) € N?)

J




Etude de la consistance et de 'ordre du schema

Trouver u(z,t) : RxRT — R Trouver w7
ntl _ yn oy
%‘FC?:O, reR, t>0 STl — 0 VjeZ e
T
u(z,0) = u’(z), z€R. u) = u’(z;) Vi€eZ
e - m—— I - —e————
: ou\™  Ju du\™  Ou

Notation: U7 := u(x;, t"), (EL - E(Ij’tn) ,(%)j = %(xj,tn),...

En utilisant les calculs du déebut de 'amphi (en remplagant 7 par At )

U?Jrl - U?% _ (8U)”+ At(@Qu)”+O(At2)

At ot/ 2 \0t2/;

i — U ou\™  h? 0%u\"

Jj+1 j—1 (Y™ 3
2h _(8w)j+ 6 (8$3)j+0(h)

e :£%>: + c (%);+ O(At + h?)

0
e = O(At + h?)

J

Le schema est d’'ordre | en temps et 2 en espace.



Etude de la consistance et de I'ordre du schéma

La solution d’un schéma consistant approche-t-elle la solution de I'équation
continue ! Non :en plus d’étre consistant le schéma doit étre stable.

08 -

06 - -

04 .
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Simulations numériques : h=0.005, &= |




Stabilite du schéma

Stabilité de la solution du probleme continu

W eIXR) = u(t)€LXR) et WE>0, [lu(,t)llse = [[u]] s

Preuve: (en utilisant la transformée de Fourier)

ou ou V- d7
e =0 u(z,t) A, ¢) d_:’ﬂ'cga:o
— (&, t) = et ul(6), —  Vt>0, |-tz = 2%z
On conclut en utilisant le théoréme de Plancherel
e ——— —— - | e ———
Pour définir la stabilité L? d’'un schéma, on va construire pour tout

n € N une fonction vy, a partir des (v} );jez .

Pour etudier la stabilite, il suffit de reecrire le schema discret

1 . . n .
comme un probleme satisfait par U, ,auquel on pourra appliquer
la transformée de Fourier (comme pour le probleme continu).

La méthode de Fourier Von-Neumann est une "recette" de calcul
qui permet d’etudier la stabilité directement sur le schema!



Definition de la stabilite

Pour tout n € N, on définit , a partir des (u});cz , une fonction uy,
dans IV = L*(R) via une interpolation linéaire

up € Vi ={upr € VNC'(R), VjEZ, uplp, ., €P1}
ﬁ

Définition : Le schéma est [.°stable ssi
VT >0, 3CT)>0, Vt"<T, |ul|z2 <CT) ||u}]r:

Si cette inégalité n’a lieu que pour des pas At et h astreints a
certaines inegalites, le schema est dit conditionnellement stable.




Etude de la stabilite du schéma explicite centre

Le schema centre

n—+1 n n

u; T —uk ur s —u
J J J+1 j—1
C =0
At oh
se reecrit
upt@) — @) | up@+h) - up@—h)
At 2h ’

C’est évident pour £ = xjet pour x € (x.;,xi11)c’ est vrai par linéarite.
J Js )+

Si on applique la Transformee de Fourier a cette derniere equation

W) (e

On trouve
~n-+1 ~n ~n 1€h ~n —1€h
Up, (f) — uh(g) uh(f)e Sho— uh(f)e § B
At T 2h =0,
soit Ul (&) = Sh(&, AL) TR () avec Sh(E,At) =1 —iasinéh

. c At
ouU o = ——.



Condition de stabilite pour les schémas a un pas de temps

Un schéma est dit a un pas de temps quand il ne fait intervenir que
les pas de temps n et n + 1.

Dans ce cas, on est en general ramene a la relation

R (&) = Su(&, At) TR(E)
ou Sy (&, At) est appelé le coefficient d’amplification.

Théoréme : Un schéma a un pas de temps est L° stable ssi

Juv>0 sup |Sh(E, A <1+ vAt
EER

Si la condition est reéalisee avec v = 0, on parle de stabilite uniforme.

Montrons que c’est une condition suffisante. Supposons la condition est réalisée.
() = (Su(6,40) 7O = T2 < sup[Sn(& ADI" [T5(©)]]22

< (14 vAt)™ [[u, ()]l c2
Il suffit d’utiliser Pinégalité (1 + s/n)" < e® pour déduire ||0}(€)||z2 < ™2 [0 (€)]| L2

Le théoréme de Plancherel permet de conclure V" < T, |Ju}|lz < e”" [juj| L




Etude de la stabilite du schéma explicite centre

AN

AL (E) = Su(€, A) T(E) avec  Sp(&,At) =1—iasinéh

. c At
ouU o« = ——.

sup |Sn(€, At)| = (1 +a?)?
£ER

Le schema explicite centré est inconditionnellement instable

Im z €:O

Re z




La méthode de Fourier - Von Neumann

En pratique, on part directement du schéma et on cherche les
solutions de la forme

up = A" (E) e

On est ramené aux mémes relations que si hous etions passes par
la construction de v, .




Le schéema de Lax Friedrichs

Souttt - (“?+1+“?—1)
J

n n
On remplace « par Zit! Tt U At
2

Le schema de Lax Friedrichs

n+1 U;L —i—u?_ n n
it ()
At 2h
et se reecrit
+1 -
wit = () ufa () ue, ou = ——.

C’est un schema explicite a un pas de temps.

Comme pour le schema explicite centre, on montre que la
vitesse de propagation numérique est V.., = h /At

Une condition necessaire de convergence est donnée par la CFL

At
Viunm > € < oz::Ch <1




Consistance du schema de Lax Friedrichs

Si on note U7 := u(z;,t") I'erreur de troncature est donnee par

Un—|—1 . U?+1‘|‘U§L—1 no o __Jn
ST J 2 NS Jj+1 j—1
J At 2h
En remarquant que Uit Ui _ Un + Ui~ 2(2]3' Y1 on trouve
= (ot fof L 220+ Ui |
O%u\"m
~ (— O(h?
= (52);+o0)
2
En réécrivant Z_t — ;h , on obtient
8%
ch O%u\"™
no (@) =2 (R L om? }
< (J)SC+2a[(8w2)j+ (h7)

A o fixe, le schéma est consistant et d’'ordre | en temps et en
espace.



Stabilite du schéema de Lax Friedrichs

Le schema se reecrit
n -y I+a, ,
j+1 = (T) Ujpy + (T) Uj_1

On utilise la methode de Fourier-Von Neumann et on cherche les
solution sous la forme

u

upl =a"(€) e

ce qui méne a 7" (&) = S, (€, At) T (€) avec

~ 1— | 1+ _Z.
Sn(§, At) = (_oz) et 4 (T&) e " = coséEh —1asinéh

Im z

a>1:Le schema est instable

<1 :Le schema est stable




Simulations pour le schéma de Lax-Friedrichs

La solution d’'un schéma consistant et stable approche-t-elle la solution de I'équation
continue ! La réeponse est OUI. On verra au prochain amphi le theoreme de Lax

Stabilit¢ + Consistance = Convergence

1 = A —
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Simulations numériques : h=0.005, &x= 0.99



