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Solution classique
On considère le problème de Cauchy

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

x 2 R, t > 0(P) ∂u

∂t
+ a(u)

∂u

∂x
= 0,

<latexit sha1_base64="t5XfMuXqhfT6i0kQzkwbF0RpGXk="></latexit><latexit sha1_base64="JhA/wntk4GTvEbjnkToOfaBpRdY="></latexit><latexit sha1_base64="JhA/wntk4GTvEbjnkToOfaBpRdY="></latexit><latexit sha1_base64="oLDyynBiAFzqvEXAgBKYYDOeDkU="></latexit>

(P)
On appelle solution classique du problème sur        , une fonction      
                               qui satisfait       au sens usuel pour                .0 ≤ t ≤ T.

<latexit sha1_base64="cR/vJVJRG0UdjwX099lrQ9FJN4U="></latexit><latexit sha1_base64="bVVLZE3fH6caYE7a5Op8iEAN4Rg="></latexit><latexit sha1_base64="bVVLZE3fH6caYE7a5Op8iEAN4Rg="></latexit><latexit sha1_base64="DcuusDN3n/xMsXIx22+7NlQL6pQ="></latexit>

[0, T [
u ∈ C1(R× [0, T [ )

<latexit sha1_base64="e5YdZUBMOeOJ+9ESygPTto6KAjw="></latexit><latexit sha1_base64="e5YdZUBMOeOJ+9ESygPTto6KAjw="></latexit><latexit sha1_base64="e5YdZUBMOeOJ+9ESygPTto6KAjw="></latexit><latexit sha1_base64="qEkV7xMR3t4/xU4LpvSXtj/cgGg="></latexit>

Rappel   

Théorème : Pour toute donnée initiale                    , le problème de
Cauchy (P) admet une unique solution classique maximale

u0 ∈ C1
b (R)

<latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="bUqewkYKnglqO2vWRVs4EUSgd6k="></latexit>

u ∈ C1(R× [0, T ∗[ )
<latexit sha1_base64="a/DtvlOQjGG+N0JNabMw/8MmtPE="></latexit><latexit sha1_base64="a/DtvlOQjGG+N0JNabMw/8MmtPE="></latexit><latexit sha1_base64="a/DtvlOQjGG+N0JNabMw/8MmtPE="></latexit><latexit sha1_base64="u81YM+UKjwYiZy+tLaxhtLmB8fY="></latexit>

où T ∗ = +∞
<latexit sha1_base64="y/2f0pGFjyhY7SpWjKJtG+aKOdI="></latexit><latexit sha1_base64="rjxPSZXBpug27kJzxR8e43gGPoc="></latexit><latexit sha1_base64="rjxPSZXBpug27kJzxR8e43gGPoc="></latexit><latexit sha1_base64="ut3hFXmldABQ7suDKkiLIpw/Q3I="></latexit>

‣ Si            est croissantea ◦ u0
<latexit sha1_base64="VxLhrjBP/BOrTzYVDK98ju1r4As="></latexit><latexit sha1_base64="VxLhrjBP/BOrTzYVDK98ju1r4As="></latexit><latexit sha1_base64="VxLhrjBP/BOrTzYVDK98ju1r4As="></latexit><latexit sha1_base64="VxLhrjBP/BOrTzYVDK98ju1r4As="></latexit>

‣ Sinon T � = �
�

inf
x0�R

d(a � u0)

dx
(x0)

��1

<latexit sha1_base64="Nw0rpmE8oOY7LFAGmnNpa8bl8Hc="></latexit><latexit sha1_base64="Nw0rpmE8oOY7LFAGmnNpa8bl8Hc="></latexit><latexit sha1_base64="Nw0rpmE8oOY7LFAGmnNpa8bl8Hc="></latexit><latexit sha1_base64="Nw0rpmE8oOY7LFAGmnNpa8bl8Hc="></latexit>
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Point d’explosionPoint d’explosion

Illustration numérique

Équation de Burgers:                      - Donnée initiale u0(x) = e−x2/2
<latexit sha1_base64="GbZ/bSHuve4ZrJVwNxla/PnHfBE="></latexit><latexit sha1_base64="GbZ/bSHuve4ZrJVwNxla/PnHfBE="></latexit><latexit sha1_base64="GbZ/bSHuve4ZrJVwNxla/PnHfBE="></latexit><latexit sha1_base64="1219MW8Um6yCVE0exPYkmfMEfqk="></latexit>

f(u) = u2/2
<latexit sha1_base64="gLhmpLeF1dJExtsy3aUPvtOcDyI="></latexit><latexit sha1_base64="gLhmpLeF1dJExtsy3aUPvtOcDyI="></latexit><latexit sha1_base64="gLhmpLeF1dJExtsy3aUPvtOcDyI="></latexit><latexit sha1_base64="wI+QDDJuEccw1p2ZWYff7PeNRvc="></latexit>

Rappel   

Question : que se passe-t-il après ce temps     ? pour le savoir, on doit 
étendre la notion de solution pour autoriser des discontinuités.

T �
<latexit sha1_base64="Adnz0G64Zjet+jMNLsrsPmkHGyo=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhDEItyJoIVFwMYyYr4gOcPeZi9Zsrd37M4J4chPsLFQxNZfZOe/cZNcoYkPBh7vzTAzL0ikMOi6387K6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bJo41Yw3WCxj3Q6o4VIo3kCBkrcTzWkUSN4KRrdTv/XEtRGxquM44X5EB0qEglG00kP98bxXKrsVdwayTLyclCFHrVf66vZjlkZcIZPUmI7nJuhnVKNgkk+K3dTwhLIRHfCOpYpG3PjZ7NQJObVKn4SxtqWQzNTfExmNjBlHge2MKA7NojcV//M6KYbXfiZUkiJXbL4oTCXBmEz/Jn2hOUM5toQyLeythA2ppgxtOkUbgrf48jJpXlQ8t+LdX5arN3kcBTiGEzgDD66gCndQgwYwGMAzvMKbI50X5935mLeuOPnMEfyB8/kDxtqNbg==</latexit><latexit sha1_base64="Adnz0G64Zjet+jMNLsrsPmkHGyo=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhDEItyJoIVFwMYyYr4gOcPeZi9Zsrd37M4J4chPsLFQxNZfZOe/cZNcoYkPBh7vzTAzL0ikMOi6387K6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bJo41Yw3WCxj3Q6o4VIo3kCBkrcTzWkUSN4KRrdTv/XEtRGxquM44X5EB0qEglG00kP98bxXKrsVdwayTLyclCFHrVf66vZjlkZcIZPUmI7nJuhnVKNgkk+K3dTwhLIRHfCOpYpG3PjZ7NQJObVKn4SxtqWQzNTfExmNjBlHge2MKA7NojcV//M6KYbXfiZUkiJXbL4oTCXBmEz/Jn2hOUM5toQyLeythA2ppgxtOkUbgrf48jJpXlQ8t+LdX5arN3kcBTiGEzgDD66gCndQgwYwGMAzvMKbI50X5935mLeuOPnMEfyB8/kDxtqNbg==</latexit><latexit sha1_base64="Adnz0G64Zjet+jMNLsrsPmkHGyo=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhDEItyJoIVFwMYyYr4gOcPeZi9Zsrd37M4J4chPsLFQxNZfZOe/cZNcoYkPBh7vzTAzL0ikMOi6387K6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bJo41Yw3WCxj3Q6o4VIo3kCBkrcTzWkUSN4KRrdTv/XEtRGxquM44X5EB0qEglG00kP98bxXKrsVdwayTLyclCFHrVf66vZjlkZcIZPUmI7nJuhnVKNgkk+K3dTwhLIRHfCOpYpG3PjZ7NQJObVKn4SxtqWQzNTfExmNjBlHge2MKA7NojcV//M6KYbXfiZUkiJXbL4oTCXBmEz/Jn2hOUM5toQyLeythA2ppgxtOkUbgrf48jJpXlQ8t+LdX5arN3kcBTiGEzgDD66gCndQgwYwGMAzvMKbI50X5935mLeuOPnMEfyB8/kDxtqNbg==</latexit><latexit sha1_base64="Adnz0G64Zjet+jMNLsrsPmkHGyo=">AAAB6nicbVA9SwNBEJ3zM8avqKXNYhDEItyJoIVFwMYyYr4gOcPeZi9Zsrd37M4J4chPsLFQxNZfZOe/cZNcoYkPBh7vzTAzL0ikMOi6387K6tr6xmZhq7i9s7u3Xzo4bJo41Yw3WCxj3Q6o4VIo3kCBkrcTzWkUSN4KRrdTv/XEtRGxquM44X5EB0qEglG00kP98bxXKrsVdwayTLyclCFHrVf66vZjlkZcIZPUmI7nJuhnVKNgkk+K3dTwhLIRHfCOpYpG3PjZ7NQJObVKn4SxtqWQzNTfExmNjBlHge2MKA7NojcV//M6KYbXfiZUkiJXbL4oTCXBmEz/Jn2hOUM5toQyLeythA2ppgxtOkUbgrf48jJpXlQ8t+LdX5arN3kcBTiGEzgDD66gCndQgwYwGMAzvMKbI50X5935mLeuOPnMEfyB8/kDxtqNbg==</latexit>
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Définition : Étant donné                   , on appelle solution faible de       
sur                          une fonction

(P)
<latexit sha1_base64="LDjw79d0AM41uqQ+oGE5R9Ed2JM="></latexit><latexit sha1_base64="LDjw79d0AM41uqQ+oGE5R9Ed2JM="></latexit><latexit sha1_base64="LDjw79d0AM41uqQ+oGE5R9Ed2JM="></latexit><latexit sha1_base64="AXuQb7RyRZ7RL9KMi+81NMeLfPk="></latexit>

[0, T [, T ≤ +∞
<latexit sha1_base64="9kYqOvrLHozOCJJ8UAIyBM2yInY="></latexit><latexit sha1_base64="9kYqOvrLHozOCJJ8UAIyBM2yInY="></latexit><latexit sha1_base64="9kYqOvrLHozOCJJ8UAIyBM2yInY="></latexit><latexit sha1_base64="Subs9jtolm2iUkBf7ZjSlUwYQFk="></latexit>

telle que pour toute fonction

Remarques : 
• Par construction, toute solution forte est solution faible.
Inversement, toute solution faible ayant la régularité     est solution 
forte (exercice). 

C1

+

�
�(x, 0)u0(x) dx = 0

⇢
u
@'

@t
+ f(u)

@'

@x

�ZZ
dx dt

Notion de solution faible

u0 ∈ L∞(R)
<latexit sha1_base64="RRFbpcGbA6gk2uGMyI0MpmzGvHc="></latexit><latexit sha1_base64="RRFbpcGbA6gk2uGMyI0MpmzGvHc="></latexit><latexit sha1_base64="RRFbpcGbA6gk2uGMyI0MpmzGvHc="></latexit><latexit sha1_base64="4/g2q0AaTR+8vGsLvsLAuz5SP6s="></latexit>

u ∈ L∞
loc(R× [0, T [)

<latexit sha1_base64="yAILD80FuBiqLruflasbi1amxgY="></latexit><latexit sha1_base64="yAILD80FuBiqLruflasbi1amxgY="></latexit><latexit sha1_base64="yAILD80FuBiqLruflasbi1amxgY="></latexit><latexit sha1_base64="XzX6EHDymUMhSEaI8s53xx7vOZ0="></latexit>

ϕ ∈ VT
<latexit sha1_base64="XnSAF+LN3jU9KgVq6/m19ENuSDI="></latexit><latexit sha1_base64="n8IVudTPwJ5rENWfEzX6oFnbVss="></latexit><latexit sha1_base64="n8IVudTPwJ5rENWfEzX6oFnbVss="></latexit><latexit sha1_base64="wapAldyEiXfpPv6VJshMUX5UL0M="></latexit>

C1
• Cette définition n’est pas très explicite, on donne dans la suite une 

caractérisation plus explicite pour les solutions      par morceaux.

VT =
{
ϕ ∈ C1(R× R+) / suppϕ is compact ⊂ R× [0, T [

}
<latexit sha1_base64="bN+FPY+HmyLVlmeQoCXSwxkKHeY="></latexit><latexit sha1_base64="XwVDo+GNLBPcI9WCdlRgYgXES8g="></latexit><latexit sha1_base64="XwVDo+GNLBPcI9WCdlRgYgXES8g="></latexit><latexit sha1_base64="UJAPNFgilflvPLrxnuDR/NOikCA="></latexit>
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Solutions       par morceaux 

telle que     est de classe     dans chaque composante connexe                                         
                         

C1

Définition : Une solution     par morceaux est  une solution faible       
telle qu’il existe un nombre fini d’arcs

C1

R⇥ [0, T [ \
N[

i=1

⌃i

u

Σi =
{
x = σi(t), t−i ≤ t ≤ t+i }, i = 1, 2, · · · , N

<latexit sha1_base64="gpkE1+5AP5xEasCZl4AaN2Y6nlo="></latexit><latexit sha1_base64="jblxZJAve+2QKD/ERwso1HKeZeg="></latexit><latexit sha1_base64="jblxZJAve+2QKD/ERwso1HKeZeg="></latexit><latexit sha1_base64="0J/bCGK1ozMAXfjN2Lly1RVe4oA="></latexit>

u

Oj , 1 ≤ j ≤ M,
<latexit sha1_base64="bKPIKX7sMx0YVSQ86RNBxUCvLeI="></latexit><latexit sha1_base64="1a76ya8dgjcb54P2ba1AsHRIVwU="></latexit><latexit sha1_base64="1a76ya8dgjcb54P2ba1AsHRIVwU="></latexit><latexit sha1_base64="coxwhtoIFHJVywPUHQkKqqXZRHY="></latexit>

C1

de

O1

O2

O3

O4

⌃4

⌃3

⌃2

⌃1

x

t

Rappel   5



Solutions       par morceaux C1

O1

O2

O3

O4

⌃4

⌃3

⌃2

⌃1

x

t
x

u0(x)
<latexit sha1_base64="eD3RkP4sW1Jy9mD56XfO0ktKS7k="></latexit><latexit sha1_base64="eD3RkP4sW1Jy9mD56XfO0ktKS7k="></latexit><latexit sha1_base64="eD3RkP4sW1Jy9mD56XfO0ktKS7k="></latexit><latexit sha1_base64="qTlJQayC17cmMyH2JaSBuSoRtN4="></latexit>

σ1(0)
<latexit sha1_base64="jOWKFFzD2ZKVCps3iYbKh2zf0NE="></latexit><latexit sha1_base64="jOWKFFzD2ZKVCps3iYbKh2zf0NE="></latexit><latexit sha1_base64="jOWKFFzD2ZKVCps3iYbKh2zf0NE="></latexit><latexit sha1_base64="DtU0VdmULs4LTNy0NiOsvWqj4zQ="></latexit>

σ2(0)
<latexit sha1_base64="S93znObVnyBI2KlohDAby3r/Afg="></latexit><latexit sha1_base64="S93znObVnyBI2KlohDAby3r/Afg="></latexit><latexit sha1_base64="S93znObVnyBI2KlohDAby3r/Afg="></latexit><latexit sha1_base64="1dQEXKDNyOUs2YMtfTfCbiuN17A="></latexit>

σ3(0)
<latexit sha1_base64="dmh409zM9JsloBk0DRlqR/St5Qs="></latexit><latexit sha1_base64="dmh409zM9JsloBk0DRlqR/St5Qs="></latexit><latexit sha1_base64="dmh409zM9JsloBk0DRlqR/St5Qs="></latexit><latexit sha1_base64="lOgU3pqG82UYLC5GpR/iT7aa6ws="></latexit>

Schéma:

Si    est discontinue à travers    ,  on dit que    présente un choc et 
que    est une ligne de choc.

⌃
⌃

u u

6Rappel   



Solutions       par morceaux C1

O1

O2

O3

O4

⌃4

⌃3

⌃2

⌃1

x

t
x

t1
<latexit sha1_base64="a8kbKL+ANlziytz5JOtUd2LnxdQ="></latexit><latexit sha1_base64="gvQjpsvzgAr9R9L/oK61IsoaP0Q="></latexit><latexit sha1_base64="gvQjpsvzgAr9R9L/oK61IsoaP0Q="></latexit><latexit sha1_base64="WcJ0/yRQTcGmSNEmZQj8lSF2/rc="></latexit>

u(x, t1)
<latexit sha1_base64="O1KyD7rthcR8jiTraupybV5eUDo="></latexit><latexit sha1_base64="O1KyD7rthcR8jiTraupybV5eUDo="></latexit><latexit sha1_base64="O1KyD7rthcR8jiTraupybV5eUDo="></latexit><latexit sha1_base64="Kfbo8LxihzvpKWSldBeYEE9hfXE="></latexit>

σ1(t1)
<latexit sha1_base64="2SEJ96IJTx1DryKKSzjvBTwH+HI="></latexit><latexit sha1_base64="2SEJ96IJTx1DryKKSzjvBTwH+HI="></latexit><latexit sha1_base64="2SEJ96IJTx1DryKKSzjvBTwH+HI="></latexit><latexit sha1_base64="lL08MMsAjXLCgPnYRTW6w0b5jNs="></latexit>

σ2(t1)
<latexit sha1_base64="3p5gLBZuy6un2CtQr/7ojiu6E1Y="></latexit><latexit sha1_base64="3p5gLBZuy6un2CtQr/7ojiu6E1Y="></latexit><latexit sha1_base64="3p5gLBZuy6un2CtQr/7ojiu6E1Y="></latexit><latexit sha1_base64="2vLPsFUa4P/ne59uN9pbPwx9rE4="></latexit>

σ3(t1)
<latexit sha1_base64="zVIBEkP4xapTQQnp0mSradNRGZk="></latexit><latexit sha1_base64="zVIBEkP4xapTQQnp0mSradNRGZk="></latexit><latexit sha1_base64="zVIBEkP4xapTQQnp0mSradNRGZk="></latexit><latexit sha1_base64="OsnpSvJU4fNnuV5B2A4HPaN2Q5w="></latexit>

Schéma:

Si    est discontinue à travers    ,  on dit que    présente un choc et 
que    est une ligne de choc.

⌃
⌃

u u

7Rappel   



Solutions       par morceaux C1

O1

O2

O3

O4

⌃4

⌃3

⌃2

⌃1

x

t
xσ4(t2)

<latexit sha1_base64="n0hCgx0qAseTH9RjnR1jPKFOqV8="></latexit><latexit sha1_base64="n0hCgx0qAseTH9RjnR1jPKFOqV8="></latexit><latexit sha1_base64="n0hCgx0qAseTH9RjnR1jPKFOqV8="></latexit><latexit sha1_base64="ZAqsZ5dDSAlY+6tPVEFQ7YGi/IA="></latexit>

σ1(t2)
<latexit sha1_base64="SwSOrrZUl7k+//a2ZhnOx5zwS3s="></latexit><latexit sha1_base64="SwSOrrZUl7k+//a2ZhnOx5zwS3s="></latexit><latexit sha1_base64="SwSOrrZUl7k+//a2ZhnOx5zwS3s="></latexit><latexit sha1_base64="tzUPUrUr5Bu2iNVMWNg6QOBLFdk="></latexit>

t2
<latexit sha1_base64="yUMLMawxgVWhf2uWyX9YXshxBxg="></latexit><latexit sha1_base64="UDryTBKpPahKf4ELzmlGfNgwJ/0="></latexit><latexit sha1_base64="UDryTBKpPahKf4ELzmlGfNgwJ/0="></latexit><latexit sha1_base64="IFsTHbjIUDQocIyRAWJKi2i2+20="></latexit>

u(x, t2)
<latexit sha1_base64="uJpfrzvp0d1YghMhxm1wfyFAUs0="></latexit><latexit sha1_base64="uJpfrzvp0d1YghMhxm1wfyFAUs0="></latexit><latexit sha1_base64="uJpfrzvp0d1YghMhxm1wfyFAUs0="></latexit><latexit sha1_base64="3x71Wd6eIjNQXRxwskzmIeV+7AY="></latexit>

Schéma:

Si    est discontinue à travers    ,  on dit que    présente un choc et 
que    est une ligne de choc.

⌃
⌃

u u
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Une fonction   ,      par morceaux, est une solution

 et si à travers chaque ligne 

Σ =
{
x = σ(t), t− ≤ t ≤ t+ },

<latexit sha1_base64="Pq2Y/k+peBHbMlTBAW0iIB4hoXM="></latexit><latexit sha1_base64="DdTUWfi+1PKC0QBHZ40/hSTo05M="></latexit><latexit sha1_base64="DdTUWfi+1PKC0QBHZ40/hSTo05M="></latexit><latexit sha1_base64="dBYVYMoNPLPGlr1E9whnIsnsaU0="></latexit>

Théorème : 

 

faible si et seulement si    est solution classique dans chaque        

     vérifie la relation de Rankine-Hugoniot pour    t− ≤ t ≤ t+
<latexit sha1_base64="JzgZhuSvjC5aReLugNFqU+q7LGY="></latexit><latexit sha1_base64="gVSd4LzescGh5IaWtxazZf5MrGw="></latexit><latexit sha1_base64="gVSd4LzescGh5IaWtxazZf5MrGw="></latexit><latexit sha1_base64="vWCLMTFwCCL47rx1cA8COGZtrVE="></latexit>

Oj

 avec                     ets(t) := σ′(t)
<latexit sha1_base64="V8+7AY6f8Gk3QBwJypWoucVK4uw="></latexit><latexit sha1_base64="V8+7AY6f8Gk3QBwJypWoucVK4uw="></latexit><latexit sha1_base64="V8+7AY6f8Gk3QBwJypWoucVK4uw="></latexit><latexit sha1_base64="O5jDafOsC2KJky+xFp7B3CxGnhM="></latexit>

u±(t) := lim
ε→0

u
(
σ(t)± ε, t

)
<latexit sha1_base64="NJFDk8oqa+N3RrhGEl4VqIIvXuE="></latexit><latexit sha1_base64="HufSQtYRpVsclWaIYFYtpZczNpk="></latexit><latexit sha1_base64="HufSQtYRpVsclWaIYFYtpZczNpk="></latexit><latexit sha1_base64="JFxysiBHAB9s0HqmeJT/xYi+gKs="></latexit>

Solutions       par morceaux C1

C1u
u

u

s(t)
[
u+(t)− u−(t)

]
= f

(
u+(t)

)
− f

(
u−(t)

)
<latexit sha1_base64="n4agckkn5b1CdUTS+O4o4Faht7A="></latexit><latexit sha1_base64="1IZ61tG45CZcNi2HIjCmx2VCAYg="></latexit><latexit sha1_base64="1IZ61tG45CZcNi2HIjCmx2VCAYg="></latexit><latexit sha1_base64="fC/LNgpdFGHzERawEWj/qUSqREc="></latexit>

est la vitesse de propagation du choc.Si    est une ligne de choc,⌃ s(t) := σ′(t)
<latexit sha1_base64="V8+7AY6f8Gk3QBwJypWoucVK4uw="></latexit><latexit sha1_base64="V8+7AY6f8Gk3QBwJypWoucVK4uw="></latexit><latexit sha1_base64="V8+7AY6f8Gk3QBwJypWoucVK4uw="></latexit><latexit sha1_base64="O5jDafOsC2KJky+xFp7B3CxGnhM="></latexit>

t

t1
<latexit sha1_base64="VUhWvtVBr+dJt60y6atgmZrChi4="></latexit>

⌃

u(�(t1)
+, t1)

<latexit sha1_base64="X+LPOCH7D7cvPQKG0xxj8ULLLqc="></latexit>

u(�(t1)
�, t1)

<latexit sha1_base64="bznx+t0La05VKMQlPNX8CCR2L5w="></latexit>

x = �(t)
(pente)s(t1)

<latexit sha1_base64="L7Msa4cyk/b+IkOi5V6FPPIuO7o="></latexit>

s(t1)
<latexit sha1_base64="L7Msa4cyk/b+IkOi5V6FPPIuO7o="></latexit>

xx

u(x, t1)
<latexit sha1_base64="O1KyD7rthcR8jiTraupybV5eUDo="></latexit><latexit sha1_base64="O1KyD7rthcR8jiTraupybV5eUDo="></latexit><latexit sha1_base64="O1KyD7rthcR8jiTraupybV5eUDo="></latexit><latexit sha1_base64="Kfbo8LxihzvpKWSldBeYEE9hfXE="></latexit>

�(t1)
<latexit sha1_base64="KGdqUWjyB+XoOflKG7Tc2v02EN0="></latexit>

9

<latexit sha1_base64="kimHp7WZ0VELbqHh5fHHlQ5ESJc="></latexit>

u�(t1) = u(�(t1)
�, t1)

<latexit sha1_base64="5nAx5H+m0se7fwLslxZwT/4wfaI="></latexit>

u+(t1) = u(�(t1)
+, t1)

vitesse du choc

<latexit sha1_base64="MQ+kiMZj08HaZAXfQusGandsHAE="></latexit>n



Solutions       par morceaux C1

• Si                 ,  la condition de Rankine Hugoniot s’écrit
<latexit sha1_base64="y5bNx6jVpQKzD3OkSpRrGv3p+00="></latexit>

<latexit sha1_base64="HOLKE0Ec/veLjb9lRMlfazDoAL4="></latexit>

Les lignes de discontinuité se propagent donc à la vitesse   .
<latexit sha1_base64="uEthIV6X1apgBV401pkaPymXdgg="></latexit>

• Si                 ,  la condition de Rankine Hugoniot s’écrit  
 

(pour                       )

Eq. de Burgers

<latexit sha1_base64="IzueBDDSgZnXhcSa+jL3h0CY6d8="></latexit>

<latexit sha1_base64="6vdEBy3x/Tt71InnxKP3B7LdW+Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="PpIdO74+WmllJjlnSLuwX63RT+U="></latexit>

• Pour tout choc, on a                  s =

[
f(u)

]
[
u
]

<latexit sha1_base64="QtxMDNX5R4l3DbuiyBwZE1jqZt4="></latexit><latexit sha1_base64="g70ObPDBVtGPA5uHhCo5pahtrSQ="></latexit><latexit sha1_base64="g70ObPDBVtGPA5uHhCo5pahtrSQ="></latexit><latexit sha1_base64="YaYixtjSRXB+Yxh/QvLfujV+MtQ="></latexit>

a(u) = f ′(u)
<latexit sha1_base64="1NQHDBEjI8FHRUQ41rqlOElS17U="></latexit><latexit sha1_base64="1NQHDBEjI8FHRUQ41rqlOElS17U="></latexit><latexit sha1_base64="1NQHDBEjI8FHRUQ41rqlOElS17U="></latexit><latexit sha1_base64="okprHg4AdEucSTD6eeA6Lx8ZFTY="></latexit>

qui est à rapprocher de

Remarques
• Si                        alors la condition de Rankine Hugoniot est 

satisfaite. Une solution     pm et continue est donc solution faible. 
u+(t) = u−(t)

<latexit sha1_base64="E68i6hQErPdvIPHO4KmuzahuK4w="></latexit><latexit sha1_base64="E68i6hQErPdvIPHO4KmuzahuK4w="></latexit><latexit sha1_base64="E68i6hQErPdvIPHO4KmuzahuK4w="></latexit><latexit sha1_base64="ruRyHS2V/HazgAcaBs6CnV8RJ7c="></latexit>

C1
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Solutions       par morceaux C1

Preuve à la “physicienne" : on écrit l’équation sous forme intégrale

11

<latexit sha1_base64="rU/3NHFBUoZinLS2Zk1NC5F1/zU="></latexit>Z �(t)+"

�(t)�"

@u
@t

dx = f(u(�(t)� ")))� f(u(�(t) + ")))

ce qui nous donne

<latexit sha1_base64="12gbNuPMXtVmPQLsYIlvYwZ4YDM="></latexit>

= f(u(�(t)� ")))� f(u(�(t) + ")))

<latexit sha1_base64="YaXuChM6joel4SUXRll3lfBGoZM="></latexit>

�0(t)[u(�(t)� "))� u(�(t) + "))] +
d
dt

Z �(t)+"

�(t)�"
u dx

il suffit ensuite de faire tendre            .
<latexit sha1_base64="8rv/AIeVhXxiX/znBrUAcnRbSso="></latexit>

" ! 0



Solutions       par morceaux C1

Preuve On montre que la relation de Rankine Hugoniot découle de la 
définition de solution faible

+

�
�(x, 0)u0(x) dx = 0

⇢
u
@'

@t
+ f(u)

@'

@x

�ZZ
dx dt∀ϕ ∈ VT

<latexit sha1_base64="dUp3JOev4vNEcT26b89ljuFgwpg="></latexit>

⇢
u
@'

@t
+ f(u)

@'

@x

�ZZ

K+

⇢
u
@'

@t
+ f(u)

@'

@x

�ZZ

K�

+ = 0

K+

K�

K = supp '

⌃

 
s(t)

1

!

⌧ =

✓
⌧x
⌧t

◆

✓
1

�s(t)

◆
n =

✓
nx

nt

◆

t

x

On choisit une fonction test à support dans  
(contenant un choc)

K
<latexit sha1_base64="+msyfkYivbWvKWi0694DuVO+Lwg="></latexit>

Aprés une intégration par partie dans       et dans       on trouveK+
<latexit sha1_base64="yQfbaGDczpuh6h3t9enNXsEr9Yw="></latexit> K−

<latexit sha1_base64="pRhYX+JYwrHz+QaBQH/KJ9n4Xu0="></latexit>

(car   sol. classique)

{ <latexit sha1_base64="3qZ3EeTEX77FQ9nq34wDXbYQyz4="></latexit>

{ <latexit sha1_base64="3qZ3EeTEX77FQ9nq34wDXbYQyz4="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="n7GP/uHd/Ui4klRihH88oTsVvzA="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="n7GP/uHd/Ui4klRihH88oTsVvzA="></latexit>

u
<latexit sha1_base64="zlo2s+oG0596BNsNq7YGcjKc0wM="></latexit> Z

⌃
= 0

h �
u+ � u�� nt +

�
f(u+)� f(u�)

�
nx

i
'On en déduit que ∀ϕ

<latexit sha1_base64="3XJZHwvzF5GkAcrByCWvg79zCgg="></latexit>{ <latexit sha1_base64="3qZ3EeTEX77FQ9nq34wDXbYQyz4="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="n7GP/uHd/Ui4klRihH88oTsVvzA="></latexit>

Comme                                , on a 
✓

1
�s(t)

◆
n =

✓
nx

nt

◆
�s(t)

�
u+ � u��+

�
f(u+)� f(u�)

�
= 0
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⌃ ⌃

Z
�@

@x
f(u)

@u

@t
'

ZZ
+

 !

K+

@

@x
f(u)

@u

@t
'

ZZ
+

 !

� �
�
u+ nt + f(u+)nx

�
'

Z
�
u� nt + f(u�)nx

�
'+ = 0

K�



Non unicité des solutions faibles

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

x 2 R, t > 0
∂u

∂t
+ a(u)

∂u

∂x
= 0,

<latexit sha1_base64="t5XfMuXqhfT6i0kQzkwbF0RpGXk="></latexit><latexit sha1_base64="JhA/wntk4GTvEbjnkToOfaBpRdY="></latexit><latexit sha1_base64="JhA/wntk4GTvEbjnkToOfaBpRdY="></latexit><latexit sha1_base64="oLDyynBiAFzqvEXAgBKYYDOeDkU="></latexit>

Rappel - Equation des caractéristiques : ∀x0 ∈ R
<latexit sha1_base64="Iu9BC5Bt3PpcSEQ1eAH92HxDU58="></latexit><latexit sha1_base64="03jct68gQRGzohBn4BQ4yYm44E0="></latexit><latexit sha1_base64="03jct68gQRGzohBn4BQ4yYm44E0="></latexit><latexit sha1_base64="v1qK2xJ+St8EtGCWuNYItpxwb6w="></latexit>

Xx0(t) = a(u0(x0))t+ x0
<latexit sha1_base64="BsZc3iav8jKarNvIz9VdHT4FIug="></latexit><latexit sha1_base64="BsZc3iav8jKarNvIz9VdHT4FIug="></latexit><latexit sha1_base64="BsZc3iav8jKarNvIz9VdHT4FIug="></latexit><latexit sha1_base64="7F9fTXZVx4tOp7x+fFLq6TYvygw="></latexit>

voir Exo4 TD2

x

u(x, t1)
<latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="tQeZz2WgwOgKLo+tvI9BtNUlIL8="></latexit>

C1
<latexit sha1_base64="6ZiJm+p/+Wn/5ZHFkILwn3QEw1g="></latexit><latexit sha1_base64="6ZiJm+p/+Wn/5ZHFkILwn3QEw1g="></latexit><latexit sha1_base64="6ZiJm+p/+Wn/5ZHFkILwn3QEw1g="></latexit><latexit sha1_base64="6ZiJm+p/+Wn/5ZHFkILwn3QEw1g="></latexit>

∀x ∈ R, ∀t ∈ R+, u(x, t) = A
<latexit sha1_base64="AoBVHYoUeHEvh65KrdQB4j+Wm7c="></latexit><latexit sha1_base64="Nkuk8Uw2hNKAHMoaTNWPCtvS1ls="></latexit><latexit sha1_base64="Nkuk8Uw2hNKAHMoaTNWPCtvS1ls="></latexit><latexit sha1_base64="ot7tph7NopqxnVJ/Q2s/PwB70So="></latexit>

est bien solution faible car elle est  
     et solution classique.  
Elle vérifie bien la condition initiale.

Elle n’a pas de discontinuités!

x

Xx0(t) = At+ x0, x0 ∈ R
<latexit sha1_base64="8Auie9cpVC8EGa/tox8YrTSyYJQ="></latexit><latexit sha1_base64="8Auie9cpVC8EGa/tox8YrTSyYJQ="></latexit><latexit sha1_base64="8Auie9cpVC8EGa/tox8YrTSyYJQ="></latexit><latexit sha1_base64="ZsAO29DBWnZYkYlCAH+FgXLOcxw="></latexit>

t
<latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit>

Solution 1

<latexit sha1_base64="BpPMCjD0EgCDTDAzkefI+vhyfQI="></latexit>
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x

t
<latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit>

<latexit sha1_base64="IhRC0C54ZBPjQtsII1eSyKBckD0="></latexit>

<latexit sha1_base64="+k2d5fOtIDS7KPSTmrAQVQKZ55s="></latexit>

<latexit sha1_base64="aRsXv9B89Gr81QdK9nJ4O/YGnww="></latexit>

Non unicité des solutions faibles

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

x 2 R, t > 0
∂u

∂t
+ a(u)

∂u

∂x
= 0,

<latexit sha1_base64="t5XfMuXqhfT6i0kQzkwbF0RpGXk="></latexit><latexit sha1_base64="JhA/wntk4GTvEbjnkToOfaBpRdY="></latexit><latexit sha1_base64="JhA/wntk4GTvEbjnkToOfaBpRdY="></latexit><latexit sha1_base64="oLDyynBiAFzqvEXAgBKYYDOeDkU="></latexit>

voir Exo4 TD2

Solution 2

u = A
<latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit> u = A

<latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit>

u = u1
<latexit sha1_base64="NVTMfRBLYBzkyW4qIacLvne49iE="></latexit><latexit sha1_base64="DvXnzMROXbIsVGP16F4dCayPULE="></latexit><latexit sha1_base64="DvXnzMROXbIsVGP16F4dCayPULE="></latexit><latexit sha1_base64="J8sBVZF3l/vDmVaB8+uIJGTEKxs="></latexit>

u = u2
<latexit sha1_base64="jq7ahxNgx2lD9Ll736cuRvfCxho="></latexit><latexit sha1_base64="pP5tCcmbqmT9JxYldF+EidBSahc="></latexit><latexit sha1_base64="pP5tCcmbqmT9JxYldF+EidBSahc="></latexit><latexit sha1_base64="6LvZpqn7zPpRqgQ17oFTwOJE2Bk="></latexit>

est bien solution faible car 
elle est solution classique là où elle est     .
elle vérifie la condition initiale.
Les lignes de chocs vérifient la relation 
 de Rankine Hugoniot

C1
<latexit sha1_base64="6ZiJm+p/+Wn/5ZHFkILwn3QEw1g="></latexit><latexit sha1_base64="6ZiJm+p/+Wn/5ZHFkILwn3QEw1g="></latexit><latexit sha1_base64="6ZiJm+p/+Wn/5ZHFkILwn3QEw1g="></latexit><latexit sha1_base64="6ZiJm+p/+Wn/5ZHFkILwn3QEw1g="></latexit>

<latexit sha1_base64="pGQt/SCU5MkkIDIJpQyDH4T/xzA="></latexit>

<latexit sha1_base64="p76c46UX+yw4TzYcaTe6XqxjQ3I="></latexit>

<latexit sha1_base64="BpPMCjD0EgCDTDAzkefI+vhyfQI="></latexit>

<latexit sha1_base64="qVmejZuT8GjrsRoooZa1f11Ikdc="></latexit>

Eq. de Burgers

<latexit sha1_base64="cs5/X36BNoN2wkFIrYAR0StOVX4="></latexit>

<latexit sha1_base64="xN8cyhfvcWmhYiZxNe/4akUsl2I="></latexit>

qui est assuré dès que
<latexit sha1_base64="UWFR3L+9LHYnWYTqpNVrWXD8rcg="></latexit>

ce qui ici donne                    et
<latexit sha1_base64="aK2JRYg/NpCBTQv6OG/Tw3/72pU="></latexit>

La solution a un sens seulement si

Toutes les autres constantes peuvent ensuite 
être déterminées!
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Non unicité des solutions faibles

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

x 2 R, t > 0
∂u

∂t
+ a(u)

∂u

∂x
= 0,

<latexit sha1_base64="t5XfMuXqhfT6i0kQzkwbF0RpGXk="></latexit><latexit sha1_base64="JhA/wntk4GTvEbjnkToOfaBpRdY="></latexit><latexit sha1_base64="JhA/wntk4GTvEbjnkToOfaBpRdY="></latexit><latexit sha1_base64="oLDyynBiAFzqvEXAgBKYYDOeDkU="></latexit>

voir Exo4 TD2

x

t
<latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit>

Solution 2

u = A
<latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit> u = A

<latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit>

u = u1
<latexit sha1_base64="NVTMfRBLYBzkyW4qIacLvne49iE="></latexit><latexit sha1_base64="DvXnzMROXbIsVGP16F4dCayPULE="></latexit><latexit sha1_base64="DvXnzMROXbIsVGP16F4dCayPULE="></latexit><latexit sha1_base64="J8sBVZF3l/vDmVaB8+uIJGTEKxs="></latexit>

u = u2
<latexit sha1_base64="jq7ahxNgx2lD9Ll736cuRvfCxho="></latexit><latexit sha1_base64="pP5tCcmbqmT9JxYldF+EidBSahc="></latexit><latexit sha1_base64="pP5tCcmbqmT9JxYldF+EidBSahc="></latexit><latexit sha1_base64="6LvZpqn7zPpRqgQ17oFTwOJE2Bk="></latexit>

<latexit sha1_base64="BpPMCjD0EgCDTDAzkefI+vhyfQI="></latexit>

<latexit sha1_base64="IhRC0C54ZBPjQtsII1eSyKBckD0="></latexit>

<latexit sha1_base64="+k2d5fOtIDS7KPSTmrAQVQKZ55s="></latexit>

<latexit sha1_base64="aRsXv9B89Gr81QdK9nJ4O/YGnww="></latexit>

x

u(x, t1)
<latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="tQeZz2WgwOgKLo+tvI9BtNUlIL8="></latexit>

<latexit sha1_base64="XsZk4erUG+YRDua3VLSQCHVcZ6M="></latexit>

<latexit sha1_base64="1L6y9WdyLMTwOQe8WlKa0iiUtGY="></latexit>

<latexit sha1_base64="SwJzTNzAfqSZ2fczA3N8l9yQ6H4="></latexit>

On aurait pu aussi faire partir les lignes de 
chocs a un autre point que            , 
introduire plus que 3 lignes de chocs au 
même point, introduire des lignes de chocs à 
des temps supérieurs, faire tout à la fois! 

<latexit sha1_base64="YBVvrE9ccCdxwavMLh4RS5QxU6Q="></latexit>

Il n’y a donc pas unicité de la 
solution faible alors qu’il n’y a 
qu’une seule solution physique. 
Comment retrouver la solution 
physique?
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u0 � L�(R)Définition : Étant donné                    , on appelle solution entropique 
de      sur                          une solution faible telle que pour toute 
entropie          i.e.     convexe et

(P) [0, T [, T  +1
(U,F )

@

@t
U(u) +

@

@x
F (u)  0 dans D0(R⇥ R+)

Notion de solution faible entropique

F 0 = U 0 f 0U

D’où ca sort? Pour modéliser notre problème non linéaire, on a négligé la dissipation/viscosité. 
Or quand on remet un peu de dissipation

<latexit sha1_base64="K2392UVcEJK/b2GUMUahEggliW8="></latexit>

<latexit sha1_base64="B+t+0pBUI9q91ApBKzZQxX7EB4Q="></latexit>

x 2 R, t > 0

x 2 R.

Pour                  , on montre qu’il existe une unique solution 
et qu’elle est très régulière et elle vérifie (E).

u0 � L�(R)
<latexit sha1_base64="NF4KLb3y44veqIqdaJkRfsO3Mj8="></latexit>

On montre également que      a une limite quand         . On appelle    sa limite.  
<latexit sha1_base64="wMyBxy1tcdLI/5EPKdF12ZfgH1M="></latexit>

<latexit sha1_base64="7am2mue9ufh8Cs7cHyGcUsrVoaU="></latexit>

<latexit sha1_base64="MCXEvm9Mb5/H2sADP8DkSWgNDgc="></latexit>

Cette fonction    est solution faible du problème de départ et vérifie la condition d’entropie.
<latexit sha1_base64="MCXEvm9Mb5/H2sADP8DkSWgNDgc="></latexit>

Remarque : Cette dernière condition est difficile à vérifier en pratique ! 

(E)
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Théorème : Une solution faible    ,      par morceaux, est entropique 
si et seulement si, pour tout choc                                  et pour 
toute entropie          on a 

u C1

(U,F )

Cette condition (de choc entropique) se démontre comme la relation de Rankine-Hugoniot. 

Notion de solution faible entropique

<latexit sha1_base64="HNmVJAyon24MKFEOzhAYPvhs3OU="></latexit>

<latexit sha1_base64="4exlJ3P7b9FcVhCjco0GpOfFSyc="></latexit>

Corollaire : Une solution faible     par morceaux et    est entropique!C1
<latexit sha1_base64="7LYNDi1yRbRxjASGMup5f15mYxw="></latexit>

On peut donner une forme encore plus pratique à cette condition de choc 
entropique, qui s’interprète géométriquement.
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Notion de solution faible entropique

Théorème : Une solution faible    ,      par morceaux, est entropique 
si et seulement si, pour tout choc                                 

u C1

<latexit sha1_base64="4exlJ3P7b9FcVhCjco0GpOfFSyc="></latexit>

Pour               , le long du choc, on doit avoir
<latexit sha1_base64="VkyLHMDIWaFW9T66CMJIihUVIcw="></latexit>

<latexit sha1_base64="W3+jovsEx2+r8MUbeeYcWYfaUL4="></latexit>

u+ u�

Pour               , le long du choc, on doit avoir
<latexit sha1_base64="enQehjd3sw05TDmgn3qNW93hFHo="></latexit>

<latexit sha1_base64="Ead6STKidjLcMjDnI/qwadG8Tz4="></latexit>

u+u�

<latexit sha1_base64="umEmHFksq9TgFmXuoan+UzZNIHU="></latexit>

<latexit sha1_base64="FKj0JDC3XRhUapLgvzgYgn3dfhc="></latexit>

<latexit sha1_base64="FKj0JDC3XRhUapLgvzgYgn3dfhc="></latexit>

<latexit sha1_base64="umEmHFksq9TgFmXuoan+UzZNIHU="></latexit>

<latexit sha1_base64="jy2GqGWVR3UYMxvKk4x1tX67++s="></latexit>

<latexit sha1_base64="jy2GqGWVR3UYMxvKk4x1tX67++s="></latexit>

<latexit sha1_base64="Rkae86HZLdjAL7kroxRgiiHjOgw="></latexit>

Propriété : le long d’un choc entropique 
<latexit sha1_base64="4exlJ3P7b9FcVhCjco0GpOfFSyc="></latexit>

<latexit sha1_base64="n3YnUchxu7UCgyH5CA8PWwfNeqg="></latexit>

les caractéristiques se croisent

<latexit sha1_base64="yR2kTWTZAL4wK2d1qgOaBxpcsYM="></latexit>

x<latexit sha1_base64="umEmHFksq9TgFmXuoan+UzZNIHU="></latexit>

<latexit sha1_base64="FKj0JDC3XRhUapLgvzgYgn3dfhc="></latexit>

<latexit sha1_base64="VkyLHMDIWaFW9T66CMJIihUVIcw="></latexit>

Corollaire : Si   est convexe, un choc est entropique ssi 
<latexit sha1_base64="dm5PUie2PMwh8Ysl7j+zhSZbNaM="></latexit>

 Si   est concave, un choc est entropique ssi 
<latexit sha1_base64="dm5PUie2PMwh8Ysl7j+zhSZbNaM="></latexit>

<latexit sha1_base64="enQehjd3sw05TDmgn3qNW93hFHo="></latexit>
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Théorème : Pour toute donnée initiale                    , le problème        
admet une unique solution faible entropique globale

Théorème d’existence et unicité

(P)

qui vérifie le résultat de stabilité

<latexit sha1_base64="NllTUYJKc3gY+iQsIMcFaBxEBzg="></latexit>

<latexit sha1_base64="4/g2q0AaTR+8vGsLvsLAuz5SP6s="></latexit>

<latexit sha1_base64="AbL73MgsVBF98Sa2H9GVo4mSOmA="></latexit>

avec                                                                    .  

L1

<latexit sha1_base64="hSZrYf0OBs7e6U49LrkU6Nv2Hyw="></latexit>

<latexit sha1_base64="lkwxKtigbeamtv22h+1asK7mEpg="></latexit>

Remarques : on a l’estimation de continuité 

x1 x2 x2 +Atx1 �At

|u� v|
Z

t Z
|u0 � v0|

propagation à vitesse finie
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Idées de la preuve (qui dépasse le cadre du cours):

Le résultat d’existence se fait par passage à la limite sur les solutions visqueuses

Le résultat d’unicité est une conséquence de l’estimation  de continuité     . L1

<latexit sha1_base64="hSZrYf0OBs7e6U49LrkU6Nv2Hyw="></latexit>

L’estimation de continuité se démontre à l’aide des entropies de Kruzkov. 

U�(u) = |u� �|

Théorème : Pour toute donnée initiale                    , le problème        
admet une unique solution faible entropique globale

Théorème d’existence et unicité

qui vérifie le résultat de stabilité

<latexit sha1_base64="NllTUYJKc3gY+iQsIMcFaBxEBzg="></latexit>

<latexit sha1_base64="4/g2q0AaTR+8vGsLvsLAuz5SP6s="></latexit>

<latexit sha1_base64="AbL73MgsVBF98Sa2H9GVo4mSOmA="></latexit>

Godlewski&Raviart, 1991  
Hyperbolic systems of conservation laws
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Exemple de solution faible entropique
u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible entropique de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

x 2 R, t > 0
∂u

∂t
+ a(u)

∂u

∂x
= 0,

<latexit sha1_base64="t5XfMuXqhfT6i0kQzkwbF0RpGXk="></latexit><latexit sha1_base64="JhA/wntk4GTvEbjnkToOfaBpRdY="></latexit><latexit sha1_base64="JhA/wntk4GTvEbjnkToOfaBpRdY="></latexit><latexit sha1_base64="oLDyynBiAFzqvEXAgBKYYDOeDkU="></latexit>

<latexit sha1_base64="BpPMCjD0EgCDTDAzkefI+vhyfQI="></latexit>

x

Xx0(t) = At+ x0, x0 ∈ R
<latexit sha1_base64="8Auie9cpVC8EGa/tox8YrTSyYJQ="></latexit><latexit sha1_base64="8Auie9cpVC8EGa/tox8YrTSyYJQ="></latexit><latexit sha1_base64="8Auie9cpVC8EGa/tox8YrTSyYJQ="></latexit><latexit sha1_base64="ZsAO29DBWnZYkYlCAH+FgXLOcxw="></latexit>

x

t
<latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit>

u(x, t1)
<latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="tQeZz2WgwOgKLo+tvI9BtNUlIL8="></latexit>

Solution faible 1 Solution faible 2

x

t
<latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit><latexit sha1_base64="F2PP13DRvjOJfAvXo7rjIPguFhk="></latexit>

u = A
<latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit> u = A

<latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit><latexit sha1_base64="xYfzwN9eApRHmQmPHDGhjPeDnUs="></latexit>

u = u1
<latexit sha1_base64="NVTMfRBLYBzkyW4qIacLvne49iE="></latexit><latexit sha1_base64="DvXnzMROXbIsVGP16F4dCayPULE="></latexit><latexit sha1_base64="DvXnzMROXbIsVGP16F4dCayPULE="></latexit><latexit sha1_base64="J8sBVZF3l/vDmVaB8+uIJGTEKxs="></latexit>

u = u2
<latexit sha1_base64="jq7ahxNgx2lD9Ll736cuRvfCxho="></latexit><latexit sha1_base64="pP5tCcmbqmT9JxYldF+EidBSahc="></latexit><latexit sha1_base64="pP5tCcmbqmT9JxYldF+EidBSahc="></latexit><latexit sha1_base64="6LvZpqn7zPpRqgQ17oFTwOJE2Bk="></latexit>

<latexit sha1_base64="IhRC0C54ZBPjQtsII1eSyKBckD0="></latexit>

<latexit sha1_base64="+k2d5fOtIDS7KPSTmrAQVQKZ55s="></latexit>

<latexit sha1_base64="aRsXv9B89Gr81QdK9nJ4O/YGnww="></latexit>

x

u(x, t1)
<latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="qNfV79XSLqM22c+/+WoljzAKLEg="></latexit><latexit sha1_base64="tQeZz2WgwOgKLo+tvI9BtNUlIL8="></latexit>

<latexit sha1_base64="XsZk4erUG+YRDua3VLSQCHVcZ6M="></latexit>

<latexit sha1_base64="1L6y9WdyLMTwOQe8WlKa0iiUtGY="></latexit>

<latexit sha1_base64="SwJzTNzAfqSZ2fczA3N8l9yQ6H4="></latexit>

Solution entropique
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Propriétés de monotonie

Théorème : On a le résultat de comparaison                      )
<latexit sha1_base64="ipuoD/7cyJlXg0q2jp7IGEfR3YQ="></latexit>

<latexit sha1_base64="CwFZ8OEv+xDoncwbye9lgDubjOs="></latexit>

Corollaire :                     
<latexit sha1_base64="7V3HWp81VQGAs03bV1HZUdiv3Ss="></latexit>

croissante
<latexit sha1_base64="zvaJDhPUXS5ti2BdOEunKQsnuKQ="></latexit><latexit sha1_base64="nfRhLbrbHw3TmTqgbft3LeRImxo="></latexit>

croissanteCorollaire :                     

Evident dans le cas où les solutions sont classiques

Preuve :
<latexit sha1_base64="nn57hQP+lWE9ClQfsu0Un6jk5Rc="></latexit>

<latexit sha1_base64="R7dXvw+maqZ+RB5SDFoGqDfUODs="></latexit>

Par le principe de comparaison
<latexit sha1_base64="NmNN7SS6CX+8XB20WO8WoNbbs6c="></latexit>

Preuve : Posons
<latexit sha1_base64="/f/KjXqmtVC231IRbv2eF6IzMqE="></latexit>

Par invariance par translation en espace de l’EDP
<latexit sha1_base64="FE893ahFzLbR8Fj+4JXlRUTZqcU="></latexit>

Par définition u0
h(x) � u0(x), 8 h > 0.()u0 croissante

Par le principe de comparaison
<latexit sha1_base64="Gqup0u1uKEOtfknjTrz9qQ6WZiE="></latexit>

est croissante.x ! u(x, t)ce qui signifie que

22



Le problème de Riemann

<latexit sha1_base64="YtxlbpLntxIedyhfNNKdTZbxjhI="></latexit>

avec

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible entropique de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

x 2 R, t > 0

<latexit sha1_base64="z+W9ctVYwFKb5oPv3meUetpRoe4="></latexit>

Pour illustrer les résultats précédents, considérons le problème

On suppose ici que   est convexe sur            . L’extension au cas 
où elle est concave est simple. L’extension au cas général est plus 
délicate et dépasse le cadre du cours.

<latexit sha1_base64="dm5PUie2PMwh8Ysl7j+zhSZbNaM="></latexit>

<latexit sha1_base64="3bZQaQ+lir7ydzTPafsWNVgX+lM="></latexit>

<latexit sha1_base64="f5S9U+oJP+olVUr1whvtAM/BUHk="></latexit>

x

ug

udu0(x)

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

Cas
<latexit sha1_base64="Gucn0VdhtqW9X5bb2yZc5NvjgtM="></latexit>

x

ug
ud

u0(x)

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

Cas
<latexit sha1_base64="+7fCmNYBG+/FtKcCXLVLm4KiAuk="></latexit>
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Preuve : (1) on commence par montrer le résultat pour
<latexit sha1_base64="lD4A3p3jgX/KHA9UQ+++9yf6qZE="></latexit>

Propriété : La solution faible entropique de      est auto-similaire, 
c’est à dire de la forme 

<latexit sha1_base64="f5S9U+oJP+olVUr1whvtAM/BUHk="></latexit>

Le problème de Riemann

<latexit sha1_base64="uJI1Z8HYIPqfrjrDihYrhnFxZ5M="></latexit>

Il suffit de montrer que 
<latexit sha1_base64="b/8vqcWr6/BYJYrmp7oXwIahtPA="></latexit>

Soit donc
<latexit sha1_base64="iL2MQ86pFod0K/QGUX+uEPP0Ing="></latexit>

<latexit sha1_base64="MCXEvm9Mb5/H2sADP8DkSWgNDgc="></latexit>

  solution faible de l’équation
<latexit sha1_base64="vIoBEBwKHhAGq5maU7n0g+jW++Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="2JrDhdDFWXfN5YP2F9hDlS97Mkg="></latexit>

  solution faible de l’équation

où on a utilisé le fait que 
<latexit sha1_base64="kWVFSCi2Y+9gytaP4ik/r+8pUPM="></latexit>

<latexit sha1_base64="MCXEvm9Mb5/H2sADP8DkSWgNDgc="></latexit>

  entropique
<latexit sha1_base64="vIoBEBwKHhAGq5maU7n0g+jW++Q="></latexit>

<latexit sha1_base64="2JrDhdDFWXfN5YP2F9hDlS97Mkg="></latexit>

  entropique

Par unicité de la solution faible entropique, on a que                         , soit
<latexit sha1_base64="/VoMtikOQC+944hZIGewFBsWN3A="></latexit>

<latexit sha1_base64="Esg3LzN3+d2+7OSNR+Wa3i7AUh4="></latexit>

(2) Pour          , il suffit d’appliquer ce qui précède à                                  .
<latexit sha1_base64="Qx7MUy+Rtk4MU8X6SyPVWYWxW/s="></latexit> <latexit sha1_base64="jn+XOBIuY1347/WYh5/UIt2DTng="></latexit>
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Propriété : La solution faible entropique de      est auto-similaire, 
c’est à dire de la forme 

<latexit sha1_base64="f5S9U+oJP+olVUr1whvtAM/BUHk="></latexit>

Le problème de Riemann

<latexit sha1_base64="uJI1Z8HYIPqfrjrDihYrhnFxZ5M="></latexit>

Si   est une solution classique de      que doit vérifier     ?
<latexit sha1_base64="MCXEvm9Mb5/H2sADP8DkSWgNDgc="></latexit>

<latexit sha1_base64="f5S9U+oJP+olVUr1whvtAM/BUHk="></latexit>

<latexit sha1_base64="IgEEXG+iWbzc7K2kO30UgKKwgNY="></latexit>

<latexit sha1_base64="KgGQ1IDGaJ7XtTA2bhJkE5YA3A8="></latexit>

<latexit sha1_base64="4QFgyG+JLqFcmzMJMKkCOVhy4q0="></latexit>

et

<latexit sha1_base64="QwIbZxbFfg7r6WIFuR4B8RkCqgg="></latexit>

<latexit sha1_base64="2JrDhdDFWXfN5YP2F9hDlS97Mkg="></latexit>

<latexit sha1_base64="yCPjLRtsKeJ1lrdtppkfdBoKj8Y="></latexit>

Propriété : Une fonction de la forme

<latexit sha1_base64="uJI1Z8HYIPqfrjrDihYrhnFxZ5M="></latexit>

   est solution classique de      dans le domaine                       ssi 
<latexit sha1_base64="f5S9U+oJP+olVUr1whvtAM/BUHk="></latexit>

<latexit sha1_base64="se23ifRIH+vtTEw7FDwys9CE6L0="></latexit>

ou
<latexit sha1_base64="jiI1nGm5zLjOWLvMUgbOEXwfh6M="></latexit>

<latexit sha1_base64="viNa2GwupZUJQNTs9eNkPtlmbk8="></latexit>

Remarque : comme    est convexe,    est croissante et donc inversible
<latexit sha1_base64="dm5PUie2PMwh8Ysl7j+zhSZbNaM="></latexit>

<latexit sha1_base64="dUYV6s3eY6VNmci/jThK/Bncup0="></latexit>
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Le problème de Riemann avec

x

ug

udu0(x)

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="48xhsvBkKvmJEZjnnfHmAE0S5CE="></latexit>

<latexit sha1_base64="YtxlbpLntxIedyhfNNKdTZbxjhI="></latexit>

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible entropique de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

Etape 1: Tracer les droites caractéristiques: ∀x0 ∈ R
<latexit sha1_base64="Iu9BC5Bt3PpcSEQ1eAH92HxDU58="></latexit><latexit sha1_base64="03jct68gQRGzohBn4BQ4yYm44E0="></latexit><latexit sha1_base64="03jct68gQRGzohBn4BQ4yYm44E0="></latexit><latexit sha1_base64="v1qK2xJ+St8EtGCWuNYItpxwb6w="></latexit>

Xx0(t) = a(u0(x0))t+ x0
<latexit sha1_base64="BsZc3iav8jKarNvIz9VdHT4FIug="></latexit><latexit sha1_base64="BsZc3iav8jKarNvIz9VdHT4FIug="></latexit><latexit sha1_base64="BsZc3iav8jKarNvIz9VdHT4FIug="></latexit><latexit sha1_base64="7F9fTXZVx4tOp7x+fFLq6TYvygw="></latexit>

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="afW/TZ67wknq6q5VO9K7NGxoOPE="></latexit>

<latexit sha1_base64="+5IY+wyAMiTaMC4Qy3szxgBO9Dw="></latexit>

Les caractéristiques se croisent !
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Le problème de Riemann avec

x

ug

udu0(x)

Etape 2: Construire une solution classique dans les régions où cela est possible.

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="48xhsvBkKvmJEZjnnfHmAE0S5CE="></latexit>

<latexit sha1_base64="YtxlbpLntxIedyhfNNKdTZbxjhI="></latexit>

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible entropique de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

u = ug
u = ud

?
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Le problème de Riemann avec

x

ug

udu0(x)

Etape 3: Comme                (ou encore                       les caractéristiques se croisent) 
on peut introduire un choc qui vérifie la relation de Rankine Hugoniot.

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="48xhsvBkKvmJEZjnnfHmAE0S5CE="></latexit>

<latexit sha1_base64="YtxlbpLntxIedyhfNNKdTZbxjhI="></latexit>

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible entropique de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

u = ug
u = ud

<latexit sha1_base64="Gucn0VdhtqW9X5bb2yZc5NvjgtM="></latexit>

<latexit sha1_base64="61VaG2ZJTAlLxL4yuUzFhbXNsQs="></latexit>

<latexit sha1_base64="Gn6owCXhs8QYwPuVQ5CY+OgBltE="></latexit>
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Le problème de Riemann avec

x

ug

udu0(x)

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="48xhsvBkKvmJEZjnnfHmAE0S5CE="></latexit>

<latexit sha1_base64="YtxlbpLntxIedyhfNNKdTZbxjhI="></latexit>

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible entropique de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

La fonction ainsi construite, définie par

est une solution faible du problème car

• elle satisfait l’équation de manière classique là ou elle est

• l’équation du choc vérifie la relation de Rankine-Hugoniot

C’est l’unique solution entropique car le long du choc, la condition 
d’entropie est satisfaite :

C1

ug > ud

<latexit sha1_base64="u+QjHfcI7YOgeTRhzi8T9nVtHNc="></latexit>
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ud ug

f(u)

u

a(ug)

a(ud)

a(ud) <
f(ud)� f(ug)

ud � ug
< a(ug)

f(ud)� f(ug)

ud � ug

a(ug)

a(ud)

f(ud)� f(ug)

ud � ug

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

x

u0(x)

Le problème de Riemann avec
<latexit sha1_base64="48xhsvBkKvmJEZjnnfHmAE0S5CE="></latexit>

<latexit sha1_base64="Fnhtw7IRF3UEwJyvg5usXOhhPr8="></latexit>
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x

t
=

f(ud)� f(ug)

ud � ug

<latexit sha1_base64="WNJHlHKiPCsXM3NHJNJ+/oh8X/c="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="jhjPksdVcEi2Hixs4c19fzlF2pU="></latexit>

<latexit sha1_base64="p4yR5QBiZ+XcLJaLZhMJhYyu02I="></latexit>

x

Le problème de Riemann avec
<latexit sha1_base64="48xhsvBkKvmJEZjnnfHmAE0S5CE="></latexit>

<latexit sha1_base64="Fnhtw7IRF3UEwJyvg5usXOhhPr8="></latexit>
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a(ud) <
f(ud)� f(ug)

ud � ug
< a(ug)

a(ug)

a(ud)

f(ud)� f(ug)

ud � ug

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

x

u0(x)

ud ug

f(u)

u

a(ug)

a(ud)

Le problème de Riemann avec
<latexit sha1_base64="48xhsvBkKvmJEZjnnfHmAE0S5CE="></latexit>

<latexit sha1_base64="Fnhtw7IRF3UEwJyvg5usXOhhPr8="></latexit>
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x

t
=

f(ud)� f(ug)

ud � ug

<latexit sha1_base64="Fnhtw7IRF3UEwJyvg5usXOhhPr8="></latexit>

<latexit sha1_base64="WNJHlHKiPCsXM3NHJNJ+/oh8X/c="></latexit>

x
<latexit sha1_base64="jhjPksdVcEi2Hixs4c19fzlF2pU="></latexit>

<latexit sha1_base64="p4yR5QBiZ+XcLJaLZhMJhYyu02I="></latexit>

Le problème de Riemann avec
<latexit sha1_base64="48xhsvBkKvmJEZjnnfHmAE0S5CE="></latexit>
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Le problème de Riemann avec

x

ug

ud

u0(x)

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="YtxlbpLntxIedyhfNNKdTZbxjhI="></latexit>

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible entropique de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

Etape 1: Tracer les droites caractéristiques: ∀x0 ∈ R
<latexit sha1_base64="Iu9BC5Bt3PpcSEQ1eAH92HxDU58="></latexit><latexit sha1_base64="03jct68gQRGzohBn4BQ4yYm44E0="></latexit><latexit sha1_base64="03jct68gQRGzohBn4BQ4yYm44E0="></latexit><latexit sha1_base64="v1qK2xJ+St8EtGCWuNYItpxwb6w="></latexit>

Xx0(t) = a(u0(x0))t+ x0
<latexit sha1_base64="BsZc3iav8jKarNvIz9VdHT4FIug="></latexit><latexit sha1_base64="BsZc3iav8jKarNvIz9VdHT4FIug="></latexit><latexit sha1_base64="BsZc3iav8jKarNvIz9VdHT4FIug="></latexit><latexit sha1_base64="7F9fTXZVx4tOp7x+fFLq6TYvygw="></latexit>

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

Il existe une zone non couverte  
par les caractéristiques

ug < ud

<latexit sha1_base64="+5IY+wyAMiTaMC4Qy3szxgBO9Dw="></latexit>

<latexit sha1_base64="afW/TZ67wknq6q5VO9K7NGxoOPE="></latexit>
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Le problème de Riemann avec

x

ug

ud

u0(x)

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="YtxlbpLntxIedyhfNNKdTZbxjhI="></latexit>

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible entropique de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="afW/TZ67wknq6q5VO9K7NGxoOPE="></latexit>

<latexit sha1_base64="+5IY+wyAMiTaMC4Qy3szxgBO9Dw="></latexit>

ug < ud

Etape 2: Construire une solution classique dans les régions où cela est possible.

?

u = ug
u = ud

On pourrait introduire un choc
qui vérifie la relation (RH) mais 
il ne serait pas entropique car

<latexit sha1_base64="7MTJpTqQEq/s99MnwS2vyZEOqOE="></latexit>

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>
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Le problème de Riemann avec

x

ug

ud

u0(x)

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="YtxlbpLntxIedyhfNNKdTZbxjhI="></latexit>

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible entropique de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="afW/TZ67wknq6q5VO9K7NGxoOPE="></latexit>

<latexit sha1_base64="+5IY+wyAMiTaMC4Qy3szxgBO9Dw="></latexit>

ug < ud

Etape 3: Une solution classique dans cette zone est donnée par 

u = ug
u = ud

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>

C’est comme si on introduisait des caractéristiques fi
desquelles la solution est constante

<latexit sha1_base64="N5LU25+ATx+6sJWxORqbWXYYIvg="></latexit>

<latexit sha1_base64="iDtsPCV8n6c8ezOGP8YkwFC0GE4="></latexit>

<latexit sha1_base64="kudH7DXBs7Fa/LtkmWJs8hF90jM="></latexit>

<latexit sha1_base64="n85c/t0wqi6ynWmgmNhTankgrWo="></latexit>
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Le problème de Riemann avec

x

ug

ud

u0(x)

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="YtxlbpLntxIedyhfNNKdTZbxjhI="></latexit>

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver                                     solution faible entropique de

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

ug < ud

La fonction ainsi construite, définie par

est une solution faible du problème car

• elle satisfait l’équation là ou elle est

• elle est continue

C’est l’unique solution entropique car elle est continue.

C1

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>
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x

Le problème de Riemann avec ug < ud

<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

u0(x)

udug

f(u)

u

a(ug)

a(ud)

a(ug)

a(ud)

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>

38



x
u(x, t)

a(u) = u
Burgers

Le problème de Riemann avec ug < ud

x
<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>
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t1

a(u) = u
Burgers

Le problème de Riemann avec

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>

ug < ud

x

x

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>

<latexit sha1_base64="hl0xBerfNSX0PAEjHDuljVPOdtw="></latexit><latexit sha1_base64="sz3Cjhb/BWPchUX4GXbE+rblTR8="></latexit>

<latexit sha1_base64="9x7sH6hJ6qPah/d/R3vX2iVlANM="></latexit>
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a(u) = u
Burgers

Le problème de Riemann avec

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>

ug < ud

x

x

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>
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a(u) = u
Burgers

Le problème de Riemann avec

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>

ug < ud

x

x

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>
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a(u) = u
Burgers

Le problème de Riemann avec

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>

ug < ud

x

x

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>
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x
u(x, t)

Le problème de Riemann avec ug < ud

x
<latexit sha1_base64="5nooGQbgJ2IZNlZkJ8+0osXes7c="></latexit>

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>

Cas général
a(u)croissante
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t1

Le problème de Riemann avec

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>

ug < ud

x

x

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>

<latexit sha1_base64="hl0xBerfNSX0PAEjHDuljVPOdtw="></latexit><latexit sha1_base64="sz3Cjhb/BWPchUX4GXbE+rblTR8="></latexit>

<latexit sha1_base64="9x7sH6hJ6qPah/d/R3vX2iVlANM="></latexit>

Cas général
a(u)croissante
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Le problème de Riemann avec

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>

ug < ud

x

x

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>
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Cas général
croissantea(u)



Le problème de Riemann avec

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>

ug < ud

x

x

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>
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Cas général
croissantea(u)



Le problème de Riemann avec

<latexit sha1_base64="Ly6tQftMejU0aJaNgUo8rIwjKYE="></latexit>

ug < ud

x

x

<latexit sha1_base64="Mdq8UgJX6AYVYaIdLUQ1mCXNqy4="></latexit>

<latexit sha1_base64="eX47k1nrKNtrEGYy+oYz5yXIw3U="></latexit>

48

Cas général
croissantea(u)



Comment construire la solution faible entropique?

Etape 1 : On propose une solution en s’inspirant de la méthode des 
caractéristiques : 
- dans les régions où la solution est     , elle doit être classique;
- si les caractéristiques se croisent : présence d’un choc;
- si une région est sans caractéristique : présence d’une détente;

49

C1

Etape 2 : On démontre ensuite que la solution proposée est bien la 
solution faible entropique:
- elle est une solution faible si les équations des lignes de choc 

vérifient la relation de Rankine Hugoniot;
- elle est la solution entropique si le long des lignes de chocs, la 

condition d’entropie est satisfaite (choc descendant si f est 
convexe et choc ascendant si f est concave).
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Cette séance clot la première partie du cours.

Je mettrai un DM sur le moodle dès cette après midi.
Vous aurez une semaine pour le rendre à vos chargés de TDs.  

Des points bonus peuvent être attribués.


