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Probléeme de Riemann a 2 états dans les cas f convexe



Solution classique e

On considere le probleme de Cauchy

Trouver u(z,t) : R x Rt — R
ou ou

D ou ou _ R, >0
(P) 6t—|—a(u) 5 0, z¢€ >

w(z,0) =u’(x), zeR

On appelle solution classique du probleme sur [0, T, une fonction
uw e CHR x [0,T]) quisatisfait (P) au sens usuel pour 0 < ¢ < T.

Théoréme : Pour toute donnée initiale ©” € Cj (R) , le probleme de
Cauchy (P) admet une unique solution classique maximale

uwe CHR x[0,T*)
ou »Si aowu" estcroissante 7™ = +o0

d(a o u° -
» Sinon 17 = — ( inf [acu )($0)>

TroER dﬂj

0
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lllustration numerique  Rappel :

P

Equation de Burgers: f(u) = u?/2 - Donnée initiale u°(z) = e~ v /2

0.5}

\ 4

Question : que se passe-t-il apres ce temps 1™? pour le savoir, on doit
etendre la notion de solution pour autoriser des discontinuites.

t=0.001 ~ +/e
]

1F T T

A 4

UL == &

Point d’explosion



Notion de solution faible F Rappel Y&

Définition : Etant donnéu” € L°(R), on appelle solution faible de(P)
sur [0,T[, T < +oo une fonction v € Lj, (R x [0,T)

telle que pour toute fonction ¢ € Vr

Vr ={p € C'(RxR") / supp is compact C R x [0, T}

// {ug_f+f( )&0}dxd”/v(%o)uo(w)dx:o

Remarques :
* Par construction, toute solution forte est solution faible.
Inversement, toute solution faible ayant la regularite C est solution

forte (exercice).

 Cette définition n’est pas tres explicite, on donne dans la suite une
caracterisation plus explicite pour les solutions Cct par morceaux.
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Solutions C* par morceaux m

Définition : Une solution C!par morceaux est une solution faible
telle qu’il existe un nombre fini d’arcs

Yi={z=0t), t; <t<tf}, i=12,---,N
telle que u est de classe C' dans chagque composante connexe
N

0;,1<j<M, de Rx[0,T[\ [J=

1=1

> U
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Solutions C! par morceaux m

Si u est discontinue a travers 2., on dit que 1 présente un choc et
que X est une ligne de choc.
A

e ~_ 7 \_My




Solutions C' par morceaux

 Rappel 1K

R - iy

Si u est discontinue a travers 2., on dit que 1 présente un choc et

que X est une ligne de choc.

A

>
X
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Solutions C! par morceaux m

Si u est discontinue a travers 2., on dit que 1 présente un choc et
que X est une ligne de choc.

Schéma: u(m, t2)

» U



Solutions C' par morceaux

V4 \ . . 1 .
Théoreme : Une fonction 1, C” par morceaux, est une solution
faible si et seulement si u est solution classique dans chaque QO;
et si a travers chaque ligne

S={z=0),t <t<t"}
u vérifie la relation de Rankine-Hugoniot pour t~ <t <t
s() [uT(t) —u™ () ] = f(u™ () = f(u" (D)

avec s(t) := o’ (t) et u=(t) := ;i_rf(l_)u(a(t) + ¢,t)

Si ¥ est une ligne de choc, s(t) := o'(t) est la vitesse de propagation du choc.

A vitesse du choc

u_(tl):u(a(tl)_,tl)g—s(_tl_)’ u(z, 1)

// ut () = u(o(t)" t)
U(tl).\'/




Solutions C' par morceaux

Remarques

* Si " (t) = u” (t) alors la condition de Rankine Hugoniot est
satisfaite. Une solution C* pm et continue est donc solution faible.

* Sif(u) = cu, la condition de Rankine Hugoniot s’écrit
o'(t) = c
Les lignes de discontinuite se propagent donc a la vitesse c.
02
* Si f(u) = 7
(pour u™ (t) # u (t )) .

t —(t
) = f(u (1)~ J () _ ) )

o _
[ f(u)]

) —u=(t) 2
e Pour tout choc,on a s =
u]

la condition de Rankine Hugoniot s’ecrit

Eq. de Burgers

qui est a rapprocher de a(u) = f'(u)



Solutions C' par morceaux

Preuve a la “physicienne” : on écrit ’équation sous forme intégrale

o(t)+e ou
/ o, = flu(a(t) — ) — flu(o(t) +2)))
o(t)—e

ce qui nous donne L poloe
o' (O)u(a(t) —¢)) —u(o(t) +&))] + — / u dx

il suffit ensuite de faire tendre ¢ — 0 .



Solutions C' par morceaux

Preuve On montre que la relation de Rankine Hugoniot découle de la
définition de solution faible

Vo e Vr // {u%f+f( agp}da:dzH—/go(x,O)uO(az)dx:O

A K =suppy

N s(1)
t \ o <Tt>//< ! > On choisit une fonction test a support dans A
n, contenant un choc
% ) (nt>//<—s1<t>) ( )
: % 4 g2} v [[ {224 2e) -
. /{u LI [ {5 + 132} =0

Aprés une intégration par partie dans K et dans K~ on trouve

//<—+jf ) //<—+}f ) /Z(qunt-l-f(qu)nx)go +/Z(u—nt+f(u—)nx)¢ 0

0 (carusol.classique) 0
On en déduit que / [ (vt —u™) ny + (f(u™) = f(uT)) nx} p=0 Vo
¥ 0
Comme n = (Zi’) // (_;<t>),on a —s(t) (um—uT)+ (flu") = f(u)) =0




Non unicite des solutions faibles

Trouver u(z,t) : R x R — R solution faible de
% + a(u) % =0, zeR, t>0 voi2r Exo4 TD2
u(x,0) = UO(QZ)7 reR.avec u(x)=A et f(u)= %, a(u) = u.
Rappel - Equation des caractéristiques : Voo € R Xy, (t) = a(u’(z0))t + zg
Solution | .
u(x,ty)
Ve € R, Vt c RT, wu(z,t)=A
N est bien solution faible car elle est

v Cet solution classique.
— At + 20, 70 € R Elle verifie bien la condition initiale.

/// Elle n’a pas de discontinuités!




Non unicite des solutions faibles

Trouver u(z,t) : R x R — R solution faible de
ou ou
— 4 alu) — =0, zeR, t>0 voir Exo4 TD2
ot () Ox ’ ,
u
U(CE, O) — uo(x)a z € R.avec uo(gj) = A et f(u) = 9 a(u) = u.
Solution 2
Vz € R, Vt € RT, est bien solution faible car
A stz <oi(?) [ elle est solution classique 1a ou elle est C'.

w(z ) =| Ut S o1(t) <z < o2t) [Aelle vérifie la condition initiale.
’ U9 Sl Jg(t) <£C<O'3(t)

A six > o3(t)

[ Les lignes de chocs vérifient la relation

de Rankine Hugoniot
Eq. de Burgers

iy~ L 0) = Fm(0) bt ) (0

ut(t) —u=(t) 2
ce qui ici donne g;(t) = \; t et
up+ A U1 + U us + A
A = Ay = A3 =
1 9 3 2 9 3 3

La solution a un sens seulement si A1 < Ay < A3
qui est assuré des que A\; < Aet A3 > A

Toutes les autres constantes peuvent ensuite
étre déterminées!




Non unicite des solutions faibles

Trouver u(z,t) : R x R — R solution faible de
ou ou ,
— 4 a(u) — =0, z€R, ¢t>0 voir Exo4 TD2
ot Ox ,
0 U
u(x,0) = uo(gj)7 re€R.avec u'(x)=A et f(u)= oR a(u) = u.
Solution 2
A
wz, ) On aurait pu aussi faire partir les lignes de
chocs a un autre point que oy =0,
1 ' introduire plus que 3 lignes de chocs au
o1 (t Go(t1)  oa(th) meéme point, introduire des lignes de chocs a
> des temps supérieurs, faire tout a la fois!
Il N’y a donc pas unicite de la
oa(t) solution faible alors qu’il n’y a
%// qu’une seule solution physique.
e g e s Comment retrouver la solution
u=A physique?
>

X



Notion de solution faible entropique

Définition : Etant donné u® € L¥(R) , on appelle solution entropique
de (P)sur[0,T[, T < +oc une solution faible telle que pour toute
entropie (U, F') i.e. U convexe et F' =U" f’

0 0

5 Uu) + 2— F(u) <0 dans D'(R x R) (E)

D’ou ca sort? Pour modéliser notre probléme non linéaire, on a négligé la dissipation/viscosité.
Or quand on remet un peu de dissipation

ou 0 0%u
= — g cR, t>0
o Toplle) Tege =0
ue(x,0) = (), = eR.

Pour v’ € L°(R) , on montre qu’il existe une unique solution u. € L*°(R x RT)
et qu’elle est tres réguliere et elle vérifie (E).

On montre également que 1. a une limite quand € — 0. On appelle u sa limite.
Cette fonction u est solution faible du probleme de départ et vérifie la condition d’entropie.

Remarque : Cette derniere condition est difficile a vérifier en pratique !



Notion de solution faible entropique

Théoréme : Une solution faible u, C'par morceaux, est entropique
si et seulement si, pour tout choc X (o (t), u™ (t),u™ (t)) et pour
toute entropie (U, F) on a

o'(t) |[U(u™(t) = U(u=(t) ]| > F(u™(t)) — F(u™(t))

Cette condition (de choc entropique) se démontre comme la relation de Rankine-Hugoniot.

Corollaire : Une solution faible C! par morceaux etC'est entropique!

On peut donner une forme encore plus pratique a cette condition de choc
entropique, qui s’interprete geometriquement.



Notion de solution faible entropique

Théoréme : Une solution faible ., C'par morceaux, est entropique

si et seulement si, pour tout choc X (o (t), u™ (t), u™ (t))

Pour u™ < 4, le long du choc, on doit avoir

flavt+(1-a)u")<af(ur)+(1—a) f(u)

Pouru™ > 4, le long du choc, on doit avoir

f(oz ut 4+ (1 — ) u_) > ozf(u+) + (1 — «) f(u_)m;b)

Propriété :le long d’'un choc entroplque Y (o(t),u (t),u (1))

2 alut () <ot (u t)) X
-\ a(u™)
/“@/
les caractéristiques se croisent = ag(t) L

Corollaire :Si f est convexe, un choc est entropique ssi u™ < ©~
Si f est concave, un choc est entropique ssi u > u~




Theoreme d’existence et unicite

Théoreme : Pour toute donnée initiale u’ € L (R), le probléme (P
admet une unique solution faible entropique globale

uw e LR x R™)
qui verifie le résultat de stabilite

pp.t >0, lu(-,t)]pem) < Ju'] Lo (r)

Remarques : on a I'estimation de continuité L’

To To+ At
/ () — v(z, )] do < / 10 (2) — ()] da

1 CBl—At
avec A = max{ \a(f)’, ‘f’ < max (HUOHLOOv HUOHLOO) }

1 < >
: /\u —v| L :
: : [propagation a vitesse finie
: <

/|UO—’UO| \
R’ — : R

r1 — At 1 T ro + At g
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Theoreme d’existence et unicite

Théoréme : Pour toute donnée initiale u° € L= (R), le probleme
admet une unique solution faible entropique globale
uw e LR x R™)
qui verifie le résultat de stabilite
pp.t >0, lu(-,t)]pem) < Ju'] Lo (r)

Idées de la preuve (qui dépasse le cadre du cours):

Le résultat d’existence se fait par passage a la limite sur les solutions visqueuses

V4 . . V4 ’ . . . . 7 1
Le résultat d’unicité est une conséquence de I'estimation de continuité L.

To Tro+ At
/ lu(z,t) —v(z,t)|de < / u! (z) — 0% (2)| da

1 wl—At
Lestimation de continuitée se déemontre a I'aide des entropies de Kruzkov.

Ux(u) = |u = Al
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Exemple de solution faible entropique

Trouver u(z,t) : R x RY — R solution faible entropique de
ou ou
g—l—a(u)%zo,xeﬂ%, t>0 2
u(z,0) = u’(x), =z €R. avec w(z) = A et f(u) = %, a(u) = u.
Solution faible | Solution faible 2
A ]
u(z,ty) w(z, th)
— o1(t1) ao(t ) o5 (1) >
Solution entroplque "7 i | K z
&) = At + x9, xOER s (1)
0 =|uy fu =
/// AN
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Proprietes de monotonie

Theoreme : On a le resultat de comparaison
W (z) <(z) pp.xeR = u(z,t) <v(z,t) pp.zelR

Evident dans le cas ou les solutions sont classiques

Corollaire: a<u’(z)<b = a<u(,t)<b

Preuve : W(z)=a = v(z,t)
() =b = ov(z,t)
Par le principe de comparaison a < u(x,t) <b

a
b

Corollaire : * — u’(z) croissante = x — u(x,t) croissante

Preuve :  Posons u} () := u’(x + h)

Par invariance par translation en espace de 'EDP up(z,t) = u(x + h,1)
Par définition u" croissante <=> w9 (z) > u’(z), YV h > 0.

Par le principe de comparaison up(z,t) > u(x,t), VY h >0

ce qui signifie que = — u(x,t) est croissante.




Le probleme de Riemann

Pour illustrer les resultats precedents, considerons le probleme

ou o
IF — R, t O
(P) Ot 8:Ef(u) 0, 2 € g u, six <A

u(x,()) — uO(Qj)’ r € R. avec uo(x) —

ug six > A

Trouver u(z,t) : R x R — R solution faible entropique de

23

Cas uy, > ug

Cas uy < uqg

Aug

u’(z)

u’ (x) td Yy

Ud

>

) > A

On suppose ici que f est convexe sur (u,, uq). Lextension au cas
ou elle est concave est simple. Lextension au cas general est plus
delicate et depasse le cadre du cours.




Le probleme de Riemann

24

Propriété : La solution faible entropique de (P)est auto-similaire,
c’est a dire de la forme . A

u(x,t) = U( ), t>0

Preuve : (1) on commence par montrer le résultat pour A = 0

Il suffit de montrer que ¥ A > 0, u(Ax, \t) = u(x,t)

Soit donc uy(x,t) := u(Ax, At)
u solution faible de I'équation = w solution faible de I'équation

ol on a utilisé le fait que v’ (x) = u’(\x)
u entropique = ) entropique

Par unicité de la solution faible entropique, on a que uy = u, Y\ > 0, soit
u(x,t) =U(x/t)

(2) Pour A # 0, il suffit d’appliquer ce qui précéde a v(x,t) = u(x + A,t).
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Le probleme de Riemann

Propriété : La solution faible entropique de (P)est auto-similaire,
c’est a dire de la forme . A

u(x,t) = U(

), t>0

Siu est une solution classique de(P) que doit vérifier U/ ?

ou r—A, L, x—A ou 1 x— A
= t —

8u 8u 1 /
—_ _— = - Z/{
oy + a(u) 5 0 = n (

ZC—tA){_LU—A

Propriete : Une fonction de la formeA
u(x,t) :U(x — ), t>0

est solution classique de(P)dans le domaine «a <

r— A

< [ ssi

t
U = cte ou u(f) — a_l(g)v § < (aaﬁ)

Remarque : comme f est convexe, a est croissante et donc inversible
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Le probleme de Riemann avec u, > uy4

Trouver u(z,t) : R x RT — R solution faible entropique de

A U
9 sy =0, :
w(z,0) =ul(x), =eR o
Y >

Etape |:Tracer les droites caractéristiques: Vzo € R Xy, (t) = a(u’(z0))t + o

//’/XW)()()()()(X)/ 0

_es caracteristiques se croisent !
XXX

4

%55 AR NN
I

v B
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Le probleme de Riemann avec u, > uy4

flu) =0,

u(z,0) = u(x),

r € R.

Aug

u’()

Trouver u(z,t) : R x RT — R solution faible entropique de

Ud

A

> U

Etape 2: Construire une solution classique dans les regions ou cela est possible.

1
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Le probleme de Riemann avec u, > ugq4

Trouver u(x,t) : R x RT — R solution faible entropique de
ou 9, A Uy,
! o uo(az) Ug
w(z,0) =u’(z), =x€eR.
i >

Etape 3: Comme u4 > ugq (ou encore a(uy) > a(uq)les caractéristiques se croisent)

on peut introduire un choc qui veérifie la relation de Rankine Hugoniot.
A

f(ug) — f(ug)

t+ A

o(t) =




ou | 0,
ot  Ox
u(x,0)

Le probleme de Riemann avec u, > uy4

= u’(z),

u(z,t) =

r € R.

)
Ug

\

\

Afu,g

Trouver u(z,t) : R x RT — R solution faible entropique de

flu) =0,

Ud

u’()

29

A

_La fonction ainsi construite, definie par

Si T < f(ud> f(ug)t_|_A

wg Ssiox > (Ud) flug) 4 1 A

est une solution faible du probleme car

. . ’ . o \ . A 1
e elle satisfait I’équation de maniere classique la ou elle est C

* ’equation du choc verifie la relation de Rankine-Hugoniot

> U

C’est I'unique solution entropique car le long du choc, la condition
d’entropie est satisfaite : U, > Uq
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Le probleme de Riemann avec u, > uy4

fua)—f(ug) ¢

Ug Sl T <

u(x,t) = famt
ug Si x> f(ujz:ii%) t
2 ()

f(uaq)

ud

a(uq)

Ug B U
olug) < LD o)
g
0
u (@) | a(uy)

>



Le probleme de Riemann avec u, > uy4

T < f(ud)_f(ug)t

Ug Sl

u(z,t) = tam e
o ug si x> f(uiz:zi%) t r_ flug) — flug)
A t Ug — Ug
(3]
A
u($,t1)
Fod ), T

Ud — Ug

HY
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Le probleme de Riemann avec u, > ug4

T < f(ud)_f(ug)t

Ug Sl

L Ud—Ug
U($7 t) — y . f(ud)_f(ug)
d S1 x> y— t
H . >
Ud Ug u
flug) — f(u
ofug) < AT < o
0 A
u (@) a(uy)
j'(“;ji:iiug) .
< a(ug)
A > T




Le probleme de Riemann avec u, > uy4

T < f(ud)_f(ug)t

Ug Sl

L Ud—Ug
U(«Tat) _ y . f(ud)—f(ug)
d S1 x> y— t

A

1
T _ fug) — flug)
Ug — Ug

A

u($,t1)

f(ug) — f(ug)

14
Ug — Ug - > T

33
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Le probleme de Riemann avec u, < uq4

Trouver u(z,t) : R x RT — R solution faible entropique de

9, s, 1 Ug
(f;: | flu) =0, u’ ()

Ox Ug
w(z,0) =u’(z), =xeR.

>

A

Etape |:Tracer les droites caractéristiques: Vzo € R Xy, (t) = a(u’(z0))t + o

Il existe une zone non couverte
\ par les caracterlsthues

ro < A, Xz, (t) augt—i—xo\ :U0>A Xx0 —audt+x0
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Le probleme de Riemann avec u, < uq4

A

Trouver u(z,t) : R x RT — R solution faible entropique de

ou 0 Fu) =0 . Ud
| u) =Y, u (o
ot Ox ( ) Ug
w(z,0) =u’(z), =xeR.
Y > L
Etape 2: Construire une solution classique dans les regions ou cela est possible.
4
a(ug)t + A a(ug)t + A
7
On pourrait introduire un choc
U= U qui vérifie la relation (RH) mais
g il ne serait pas entropique car _
Ug < Ugq U = ud
>
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Le probleme de Riemann avec u, < ugqg

Trouver u(z,t) : R x RT — R solution faible entropique de

ou 0 1 Ud
| u) =0 0
ot  Ox f(w) ’ w(x) Ug
w(z,0) =u’(z), =xeR.
7 > L
Etape 3: Une solution classique dans cette zone est donnée par //( ;A) U=a"

e\ || ////////

u(x,t)
U = UuUqg
1]
C’est comme si on introduisait des caractéristiques fi f'ctlves Yo(t) =at+ A, a € (a(uy),a(uq)) le long
desquelles la solution est constante u(Y,(t),t) =a™ (o), « E ( (ug), al(ug))
W >

! A
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Le probleme de Riemann avec u, < uq4

Trouver u(z,t) : R x RT — R solution faible entropique de

ou 0 t Ud
| =0, 0
ot 8xf(u) u(w) Ug
w(z,0) =u’(z), =xeR.
7 > L
_a fonction ainsi construite, déefinie par
(1, si z<a(ug)t+ A
— A
u(z,t) = a2 ) st alug)t+ A<z <a(ug)t+A
| Ud six>alug)t+ A

est une solution faible du probleme car

¢ elle satisfait I'équation la ou elle est C*

¢ ¢lle est continue

C’est I'unique solution entropique car elle est continue.
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Le probleme de Riemann avec u, < ugqg

(1, si x<a(ug)t+ A
— A
u(z,t) = {a (& ) sia(ug)t+ A< < alua)t+ A
| Ug sioxz>alug)t+ A
‘ H >
Ug Ug u
0
u” () A s
<200, ..
A > X
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Le probleme de Riemann avec u, < ugqg

(1, si x<a(ug)t+ A
— A
u(z,t) = {a (& ) sia(ug)t+ A< < alua)t+ A
| Ug sioxz>alug)t+ A
A
Burgers a(ug)t + A a(ug)t + A
a(u) =u
> T
u(x,t)s
A > X
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Le probleme de Riemann avec u, < ugqg

(1, si x<a(ug)t+ A
— A
u(x,t) = < a,_l(x . ) st oalug)t+ A<z <alug)t+ A
| Ug sioxz>alug)t+ A
Burgers () 2t + A
a(u) =u
N
> T
U(ZC,tl) A
>
a(ug)t1 + A 'a(ud)tl + A XL
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Le probleme de Riemann avec u, < uq4

(1, si x<a(ug)t+ A
— A
u(z,t) = 1(‘”’“’75 ) sioa(ug)t+ A<z <alug)t+ A
| Ug siox>alug)t+ A
Burgers () a(ug)t + A
a(u) =u
> L
A
> X
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Le probleme de Riemann avec u, < uq4

(1, si x<a(ug)t+ A
— A
u(z,t) = 1(‘”’“’75 ) sioa(ug)t+ A<z <alug)t+ A
| Ug siox>alug)t+ A
Burgers () a(ug)t + A
a(u) =u
> L
A
> X
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Le probleme de Riemann avec u, < ugqg

(1, si x<a(ug)t+ A
— A
u(z, t) = <a,—1("“°t ) sioa(ug)t+ A<z <alug)t+ A
| Ug siox>alug)t+ A
Burgers () a(ug)t + A
a(u) =u
> L
A
> X
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Le probleme de Riemann avec u, < uq4

(1, si x<a(ug)t+ A
— A
u(z,t) = {a (& ) sia(ug)t+ A< < alua)t+ A
| Ug sioxz>alug)t+ A
— N
Cas genéral a(uy)t + A a(uq)t + A
a(u) croissante
> L
u(x,t)s
A > X
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Le probleme de Riemann avec u, < uq4

(1, si x<a(ug)t+ A
— A
u(x,t) = < a,_l(x . ) st oalug)t+ A<z <alug)t+ A
| Ug sioxz>alug)t+ A
Cas genéral () 2t + A
a(u) croissante
N
> T
U(ZC,tl) A
>
a(ug)t1 + A 'a(ud)tl + A XL
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Le probleme de Riemann avec u, < ugqg

(1, si x<a(ug)t+ A
— A
u(z,t) = {a (& ) sia(ug)t+ A< < alua)t+ A
| Ug siox>alug)t+ A
— N
Cas general a(ug)t + A
a(u) croissante
>
A
> X
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Le probleme de Riemann avec u, < uq4

(1, si x<a(ug)t+ A
— A
u(z,t) = {a (& ) sia(ug)t+ A< < alua)t+ A
| Ug siox>alug)t+ A
— N
Cas general a(ug)t + A
a(u) croissante
>
A
> X
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Le probleme de Riemann avec u, < ugqg

(1, si x<a(ug)t+ A
— A
u(z,t) = {a (& ) sia(ug)t+ A< < alua)t+ A
| Ug siox>alug)t+ A
— N
Cas general a(ug)t + A
a(u) croissante
>
A
> X
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Comment construire la solution faible entropique?

Etape | : On propose une solution en s’inspirant de la méthode des
caracterlsthues
- dans les regions ou la solution est ! , elle doit etre classique;
- si les caracteristiques se croisent : presence d’un choc;
- si une région est sans caracteristique : presence d’'une détente;

Etape 2 : On demontre ensuite que la solution proposee est bien la

solution faible entropique:

- elle est une solution faible si les equations des lignes de choc
verifient la relation de Rankine Hugoniot;

- elle est la solution entropique si le long des lignes de chocs, la
condition d’entropie est satisfaite (choc descendant si f est
convexe et choc ascendant si f est concave).




Cette seance clot la premiere partie du cours.
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Je mettrai un DM sur le moodle des cette apres midi.
Vous aurez une semaine pour le rendre a vos chargés de TDs.
Des points bonus peuvent étre attribues.




