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Déroulé du cours
2

Les transparents du cours et les énoncés du TD seront mis à 
disposition sur le moodle le vendredi avant chaque séance. 
Le corrigé de chaque TD sera disponible après chaque séance de TD.

L’examen sans documents est prévu le 05 mai.

17, 24 et 31 mars: cours + TDs - Partie 1: Analyse des équations aux 
dérivées partielles hyperboliques linéaires et non linéaires
DM distribué le 31 mars, à rendre le 07 avril (peut rapporter des points 
bonus)

07 et 28 avril: cours + TDs - Partie 2: Discrétisation par la méthode 
des différences finies
14 avril: cours + TP matlab : merci d'apporter son ordinateur.

Planning du cours.



Les EDPs sont le résultat de la modélisation de  phénomènes 
issus de la mécanique, physique, économie,…  

Equation dont l’inconnue  est une fonction de plusieurs variables 

et qui exprime des relations entre les dérivées partielles de cette 
fonction:

u(t, x1, x2, · · · , xN )
<latexit sha1_base64="PC2Xdjus16GJaZ9LXpOgOyzJ5b0="></latexit><latexit sha1_base64="PC2Xdjus16GJaZ9LXpOgOyzJ5b0="></latexit><latexit sha1_base64="PC2Xdjus16GJaZ9LXpOgOyzJ5b0="></latexit><latexit sha1_base64="pRhmTeLWg6S/uGk41vrE7tpBAEw="></latexit>

Glossaire
Equation aux dérivées partielles (EDP)

t ≥ 0, (x1, x2, . . . , xN ) ∈ RN
<latexit sha1_base64="pGNPYVODyxdOcnw+QtiQPoGxDcg="></latexit><latexit sha1_base64="pGNPYVODyxdOcnw+QtiQPoGxDcg="></latexit><latexit sha1_base64="pGNPYVODyxdOcnw+QtiQPoGxDcg="></latexit><latexit sha1_base64="hE592uoEH85Ka/eHDB/0afnhj2Y="></latexit>

F
(
t, xi, u, ∂

αi
xi
u
)
= 0.

<latexit sha1_base64="eJFYfmUBBsaQtj7tKCpgACbVO44="></latexit><latexit sha1_base64="cI/O1+kgGJqMZHiVOY+DIrlCnME="></latexit><latexit sha1_base64="cI/O1+kgGJqMZHiVOY+DIrlCnME="></latexit><latexit sha1_base64="xtvmH1qvmXG5V23RcF/vNC1ceC0="></latexit>

On distingue les problèmes stationnaires ( l’inconnue ne dépend que 
des variables d’espaces) des problèmes d’évolution (une des variables 
est le temps, qui joue un rôle particulier)
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Objectifs du cours MA103

• analyser des équations aux dérivées partielles hyperboliques 
montrer que le problème est bien posé (existence et unicité d’une solution, continuité 
par rapport aux données), définir le cadre fonctionnel dans lequel il est bien posé 
trouver des propriétés importantes de la solution

Acquérir les premiers outils mathématiques pour

• construire un problème discrétisé approché qui peut être résolu 
informatiquement, à partir d’une méthode de discrétisation (ici la 
méthode des différences finies) 

• évaluer la qualité de la solution approchée 
précision de la méthode et erreur commise par rapport à la solution exacte 

• comprendre et interpréter les simulations numériques 
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On distingue classiquement trois grandes classes d’équations

Les équations elliptiques :  phénomènes d’équilibre 

( voir ANN201 )
Modèle : l’équation de Laplace

Les équations paraboliques :  phénomènes de diffusion

( voir ANN202 )

Modèle : l’équation de la chaleur
∂u

∂t
− ∂2u

∂x2
= f, t ≥ 0, x ∈ R.

<latexit sha1_base64="jdWk0JYm/KEPI9sDmNvV0tqG+Dc="></latexit><latexit sha1_base64="Sn98MX+kJ0sIhiaJfsJctRC0Rgg="></latexit><latexit sha1_base64="Sn98MX+kJ0sIhiaJfsJctRC0Rgg="></latexit><latexit sha1_base64="l85GKE6sL5RNPPZYiJGJetFIqzw="></latexit>

Les équations hyperboliques :  phénomènes de propagation
Modèles : l’équation de transport

∂2u

∂t2
− c2

∂2u

∂x2
= f, t ≥ 0, x ∈ R.

<latexit sha1_base64="q/zSG9P2HBl0T4LgFQh0vdK8Roo="></latexit><latexit sha1_base64="mSdisTEV3DYQN8aHxG5upykjcl8="></latexit><latexit sha1_base64="mSdisTEV3DYQN8aHxG5upykjcl8="></latexit><latexit sha1_base64="C5RlpeIG1kav/SYeC29inWQDi/o="></latexit>

          l’équation des ondes

          l’équation de Burgers

Glossaire
EDPs hyperboliques

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= f, (x, y) ∈ R2.

<latexit sha1_base64="UNXxQWJy6hlKRneyQvRhP17eqxI="></latexit><latexit sha1_base64="brv6rB1zVr58MrLrIkzL2ogYEE8="></latexit><latexit sha1_base64="brv6rB1zVr58MrLrIkzL2ogYEE8="></latexit><latexit sha1_base64="NS6wROuClBWmHisynvsW5I6Dn40="></latexit>

∂u

∂t
− c

∂u

∂x
= f, t ≥ 0, x ∈ R.

<latexit sha1_base64="HYImdg9IeY20C3e5ha0XWlzEiXw="></latexit><latexit sha1_base64="R9OwVZ9r1nCl5WUeeHShr+q+QCE="></latexit><latexit sha1_base64="R9OwVZ9r1nCl5WUeeHShr+q+QCE="></latexit><latexit sha1_base64="6JHkprjM8WbJC54B9yY1PYvE6eQ="></latexit>

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= f, t ≥ 0, x ∈ R.

<latexit sha1_base64="VZ+w/2ttiDED/5N1H7r2uNmnKhY="></latexit><latexit sha1_base64="kxND1dp/ZK40CDcljk/Vlb2WNk4="></latexit><latexit sha1_base64="kxND1dp/ZK40CDcljk/Vlb2WNk4="></latexit><latexit sha1_base64="RNGAM2CExyQfEDRLxM5/41G8UQE="></latexit>
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Résultats numériques de Grégoire Derveaux

@v

@t
+rp = 0,

@p

@t
+r · v = 0,

⇢

K

1

 + interaction fluide-structure

Exemple 1 : Onde acoustique produite par une guitare                                               

Glossaire
EDPs hyperboliques

 + conditions initiales
 + conditions aux bords

pression

vitesse

masse volumique

module d’incompressibilité

Difficultés qui ne seront pas abordées dans le cours : 
variable d’espace 3D et géométrie complexe,
conditions aux limites, couplage de plusieurs EDPs 
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Résultats numériques de Frédéric Alauzet

Exemple 2 : Propagation d’une onde de choc en mécanique 
des fluides compressibles                                               

Glossaire
EDPs hyperboliques

 + conditions initiales
 + conditions aux bords

Difficultés qui ne seront pas abordées dans le cours : variable d’espace 2D et géométrie complexe,
conditions aux limites 
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Les simulations numériques
A quoi ça sert?

• prévoir (météo, environnement, sureté nucléaire, santé)

Propagation d’un tsunami

• concevoir (antennes, avions, automobiles)

• comprendre (validation d’un modèle physique, vérification d’une 
théorie)
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Battement cardiaque 
(Philippe Moireau, M3DISIM INRIA)

Propagation d’une onde 
électromagnétique à l’extérieur d’un avion 

(Marc Duruflé, INRIA)

Bang sonique du C608 (Adrien Loseille, INRIA)



Dans ce cours…

On va s’intéresser à des EDPs hyperboliques linéaires et 
non linéaires en 1 dimension d’espace (1D) et sans bords

x ∈ R
<latexit sha1_base64="a0Uh+rss4LNU1k1pF5hpOnRrlDc="></latexit><latexit sha1_base64="A8wtjJ+EeGu6xd7nZT966VgK1To="></latexit><latexit sha1_base64="A8wtjJ+EeGu6xd7nZT966VgK1To="></latexit><latexit sha1_base64="WQzcP1BZro48ltr1y4yo8GMOLSc="></latexit>

Les problèmes 2D et 3D et les conditions aux limites en présence de bords seront 
abordés dans d’autres cours.

Dans ce cas, on va introduire des outils pour analyser ces EDPs 
(utiles même en dimension supérieure) et pour les discrétiser.

En 1D, on peut souvent calculer les solutions de ces EDPs 
directement mais ce n’est pas possible en général (d’où l’utilité des 
méthodes de discrétisation).
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Introduction de l’équation de transport à vitesse constante

Méthode des caractéristiques

Caractère bien posé de l’équation - Solution classique

Quelques propriétés

Généralisation aux systèmes hyperboliques
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Cours 1 : Introduction aux problèmes 
hyperboliques linéaires.



L’équation de transport à coefficients constants

u = u(x, t)où la fonction inconnue                   est une fonction à valeurs 
réelles des deux variables réelles.  

 la variable d’espace

Dans ce qui suit     désigne un nombre réel donné.c

On appelle équation de transport avec vitesse    l’EDPc

⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c x 2 R, t > 0

le temps

On considère le problème de Cauchy

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

x 2 R, t > 0
⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c

où est la donnée initiale.u0(x)

(P)
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Remarque: une solution classique existe seulement si u0 � C1(R)

Question : sous cette hypothèse, est ce que le problème de Cauchy 
est bien posé au sens classique ?

Notion de solution classique

u 2 C1(R⇥ R+)

le problème 
On appelle solution classique du problème, une fonction qui satisfait

au sens ordinaire, les dérivées étant prises au sens usuel.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RTrouver

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

x 2 R, t > 0
⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c

On peut chercher                           .

13



Definition

si et seulement si (ssi)
On dit qu’un problème est bien posé dans V, un espace vectoriel 
normé, au sens de Hadamard 

il existe une solution dans V

cette solution est unique

la norme de cette solution dans V est contrôlée par les données

Remarque: la dernière propriété souvent appelée “stabilité par 
rapport aux données”  est fondamentale.
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Notion de solution classique

Question : quelle norme munir                     ? C1(R× R+)
<latexit sha1_base64="Fyz9/btg/yOpHIgu35YfQHiaU98="></latexit><latexit sha1_base64="Fyz9/btg/yOpHIgu35YfQHiaU98="></latexit><latexit sha1_base64="Fyz9/btg/yOpHIgu35YfQHiaU98="></latexit><latexit sha1_base64="+zH4APSdxjGrUoB5XnQuMZqX7/U="></latexit>

On va plutôt chercher
u ∈ C1

b (R× R+)
<latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="GHs56hulLXSz1FKWS1IG48K4i/I="></latexit>

où

C0
b (R× R+) = C0(R× R+) ∩ L∞(R× R+)

<latexit sha1_base64="C+DYbuxeJ/u4X2A5dAQRciULDSM="></latexit><latexit sha1_base64="C+DYbuxeJ/u4X2A5dAQRciULDSM="></latexit><latexit sha1_base64="C+DYbuxeJ/u4X2A5dAQRciULDSM="></latexit><latexit sha1_base64="VbV7xWLbU5r+JgooQAVDX+VbXzw="></latexit>

C1
b (R× R+) = {u ∈ C0

b (R× R+),
∂u

∂t
,
∂u

∂x
∈ C0

b (R× R+) }
<latexit sha1_base64="BwAVEFmhanKNYjyX2xEPvyTSum8="></latexit><latexit sha1_base64="9eb4hP/Lm7dwn3U4DTLM3YTucPg="></latexit><latexit sha1_base64="9eb4hP/Lm7dwn3U4DTLM3YTucPg="></latexit><latexit sha1_base64="YaK/O3wi6fcj0sffPbmIvAhBEzA="></latexit>

||u||C1
b
= ||u||L∞ + ||∂u

∂t
||L∞ + ||∂u

∂x
||L∞

<latexit sha1_base64="EYp984/AceQSCBl+DA0R/RQ1dM8="></latexit><latexit sha1_base64="cvTGmkuoN9AJyd3mHhDI9dueWiU="></latexit><latexit sha1_base64="cvTGmkuoN9AJyd3mHhDI9dueWiU="></latexit><latexit sha1_base64="0xOxMARBFVOiPbl25XeSeGhza50="></latexit>

muni de

Une telle solution existe seulement si                    .u0 ∈ C1
b (R)

<latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="bUqewkYKnglqO2vWRVs4EUSgd6k="></latexit>
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Méthode des caractéristiques

Supposons qu’il existe une telle solution classique.                

Du fait de la nature de l’équation de transport, on montre qu’il existe des courbes le 
long desquelles l’EDP se simplifie. Ce sont les courbes caractéristiques.            

Rappel:
d

dt
[u(X(t), t)] =

∂u

∂t
(X(t), t) +

dX

dt
(t)

∂u

∂x
(X(t), t)

<latexit sha1_base64="L6VaItFsq/FP/I0Anf/rA8vTCOE="></latexit><latexit sha1_base64="AKqxYgETD56t+AHSDbnYyFl63ZU="></latexit><latexit sha1_base64="AKqxYgETD56t+AHSDbnYyFl63ZU="></latexit><latexit sha1_base64="F/c/plvVdaVTsCQBnHBhG5z4yLM="></latexit>

Définition           
On appelle courbe caractéristique, les fonctions         telles que          X(t)

<latexit sha1_base64="1IEojLt1/zYZdTYrPdQPXEm1d9s="></latexit><latexit sha1_base64="1IEojLt1/zYZdTYrPdQPXEm1d9s="></latexit><latexit sha1_base64="1IEojLt1/zYZdTYrPdQPXEm1d9s="></latexit><latexit sha1_base64="aH++c6aIj26st03a8Fa6dkaaZa0="></latexit>[
∂u

∂t
+

∂u

∂x

]
(X(t), t) =

d

dt
[u(X(t), t)] ,

<latexit sha1_base64="nr1BjHFe0jts3z5A/C1H+qLIXeM="></latexit><latexit sha1_base64="teCcc2GLOVE1TK3SWC2JMphoUb8="></latexit><latexit sha1_base64="teCcc2GLOVE1TK3SWC2JMphoUb8="></latexit><latexit sha1_base64="YO5a5hTXRoqU0vnALTan05dsTU8="></latexit>

c

cDans le cas de l’équation de transport à vitesse constante 
dX

dt
= .c

Les courbes caractéristiques sont des droites caractéristiques.
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Méthode des caractéristiques

Dans le cas de l’équation de transport à vitesse constante   , les 
droites caractéristiques sont solutions de l’EDO (eq. différentielle ordinaire)

c

dX

dt
= .c

∀x0 ∈ R
<latexit sha1_base64="Iu9BC5Bt3PpcSEQ1eAH92HxDU58="></latexit><latexit sha1_base64="03jct68gQRGzohBn4BQ4yYm44E0="></latexit><latexit sha1_base64="03jct68gQRGzohBn4BQ4yYm44E0="></latexit><latexit sha1_base64="v1qK2xJ+St8EtGCWuNYItpxwb6w="></latexit>

X(t = 0) = x0
<latexit sha1_base64="H+Em+eGxCcu2E+RrkFMBpKTLohc="></latexit><latexit sha1_base64="H+Em+eGxCcu2E+RrkFMBpKTLohc="></latexit><latexit sha1_base64="H+Em+eGxCcu2E+RrkFMBpKTLohc="></latexit><latexit sha1_base64="F0giTVJ/4ARAmk8j0yGxd3+rC6Q="></latexit>

cXx0(t) = t+ x0,
<latexit sha1_base64="GoJlg+rxC/paQxOjWqyK/cCxM7I="></latexit><latexit sha1_base64="GoJlg+rxC/paQxOjWqyK/cCxM7I="></latexit><latexit sha1_base64="GoJlg+rxC/paQxOjWqyK/cCxM7I="></latexit><latexit sha1_base64="nTtrcYsho8fUT+xl2GqQ2m5lbd4="></latexit>

⇒
<latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit><latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit><latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit><latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit>

x

t

x0
<latexit sha1_base64="Qh2TDvIyuek5NJGWOx1K+i7X944="></latexit><latexit sha1_base64="i4m4FXhl2HSH6IVMBy0dFFgVIhc="></latexit><latexit sha1_base64="i4m4FXhl2HSH6IVMBy0dFFgVIhc="></latexit><latexit sha1_base64="T8sCTE8w+hLXq7g2DwCLJgw2HdQ="></latexit>

pied de la caractéristique

c
1

<latexit sha1_base64="lQKYj8dB7vojPVjbbaYVl/foWOM="></latexit><latexit sha1_base64="dEzNeema++sVlIBbz82YztM6GHY="></latexit><latexit sha1_base64="dEzNeema++sVlIBbz82YztM6GHY="></latexit><latexit sha1_base64="nE7Ms+qXBbk44tvCvaPTFuvA6Wc="></latexit>

(Cx0)

(Cx0)
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Méthode des caractéristiques

Dans le cas de l’équation de transport à vitesse constante   , les 
droites caractéristiques sont solutions de l’EDO (eq. différentielle ordinaire)

c

dX

dt
= .c

∀x0 ∈ R
<latexit sha1_base64="Iu9BC5Bt3PpcSEQ1eAH92HxDU58="></latexit><latexit sha1_base64="03jct68gQRGzohBn4BQ4yYm44E0="></latexit><latexit sha1_base64="03jct68gQRGzohBn4BQ4yYm44E0="></latexit><latexit sha1_base64="v1qK2xJ+St8EtGCWuNYItpxwb6w="></latexit>

X(t = 0) = x0
<latexit sha1_base64="H+Em+eGxCcu2E+RrkFMBpKTLohc="></latexit><latexit sha1_base64="H+Em+eGxCcu2E+RrkFMBpKTLohc="></latexit><latexit sha1_base64="H+Em+eGxCcu2E+RrkFMBpKTLohc="></latexit><latexit sha1_base64="F0giTVJ/4ARAmk8j0yGxd3+rC6Q="></latexit>

cXx0(t) = t+ x0,
<latexit sha1_base64="GoJlg+rxC/paQxOjWqyK/cCxM7I="></latexit><latexit sha1_base64="GoJlg+rxC/paQxOjWqyK/cCxM7I="></latexit><latexit sha1_base64="GoJlg+rxC/paQxOjWqyK/cCxM7I="></latexit><latexit sha1_base64="nTtrcYsho8fUT+xl2GqQ2m5lbd4="></latexit>

⇒
<latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit><latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit><latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit><latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit>

Les droites caractéristiques             forment un fibrage du demi-plan (x, t).
(x, t) ∈ R× R+

<latexit sha1_base64="Z8yVNyXxSrE6Vq0Oql/7huXyE2Y="></latexit><latexit sha1_base64="Z8yVNyXxSrE6Vq0Oql/7huXyE2Y="></latexit><latexit sha1_base64="Z8yVNyXxSrE6Vq0Oql/7huXyE2Y="></latexit><latexit sha1_base64="mArfh/hGsxDRSPSDyOwGYQbXWwg="></latexit>

Elles remplissent tout l’espace                         et ne se croisent pas.             

x

t

x0
<latexit sha1_base64="Qh2TDvIyuek5NJGWOx1K+i7X944="></latexit><latexit sha1_base64="i4m4FXhl2HSH6IVMBy0dFFgVIhc="></latexit><latexit sha1_base64="i4m4FXhl2HSH6IVMBy0dFFgVIhc="></latexit><latexit sha1_base64="T8sCTE8w+hLXq7g2DwCLJgw2HdQ="></latexit>

pied de la caractéristique

c
1

<latexit sha1_base64="lQKYj8dB7vojPVjbbaYVl/foWOM="></latexit><latexit sha1_base64="dEzNeema++sVlIBbz82YztM6GHY="></latexit><latexit sha1_base64="dEzNeema++sVlIBbz82YztM6GHY="></latexit><latexit sha1_base64="nE7Ms+qXBbk44tvCvaPTFuvA6Wc="></latexit>

(Cx0)

(Cx0)
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Méthode des caractéristiques

Si    est solution classique de               

c

u
<latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit>

u(x, 0) = u0(x), x 2 R.

x 2 R, t > 0
⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c

Le long des droites caractéristiques                         , elle vérifieXx0(t), x0 ∈ R
<latexit sha1_base64="5DPrV9PoNyhWw3DlOLZ3t3e5BJo="></latexit><latexit sha1_base64="5DPrV9PoNyhWw3DlOLZ3t3e5BJo="></latexit><latexit sha1_base64="5DPrV9PoNyhWw3DlOLZ3t3e5BJo="></latexit><latexit sha1_base64="7RrIrx0kKOPKG8jIwUenmg8mtIg="></latexit>

0 =
<latexit sha1_base64="mR/5AGsHZTtpX4Q68UuqzWw5PlI="></latexit><latexit sha1_base64="mR/5AGsHZTtpX4Q68UuqzWw5PlI="></latexit><latexit sha1_base64="mR/5AGsHZTtpX4Q68UuqzWw5PlI="></latexit><latexit sha1_base64="mR/5AGsHZTtpX4Q68UuqzWw5PlI="></latexit>

car    est solution classiqueu
<latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit>

par définition des droites caractéristiques

[
∂u

∂t
+

∂u

∂x

]
(Xx0(t), t) =

d

dt
[u(Xx0(t), t)] ,

<latexit sha1_base64="lS4lxNW5QlsDd4N2nUL1wSgnGVI="></latexit><latexit sha1_base64="3xnbybJpxc2MyeLw6uagdxjL6zI="></latexit><latexit sha1_base64="3xnbybJpxc2MyeLw6uagdxjL6zI="></latexit><latexit sha1_base64="mhghDDsJETsBJNlTDDFeJ1eQzxM="></latexit>

∀x0,
<latexit sha1_base64="liSAH6QVwZqxsvhBk2fDOMigWZI=">AAAHynicpVVLb9QwEHYLdEt5tSBOvURUSAgtq6SoggOHViCVA6oKog9ps105yWTX1HlgO2FXljnxH7jCiZ/Cb+Df4CTbR5xshUSklZz5HjPjHcdeSgkXtv1nYfHa9RtLneWbK7du37l7b3Xt/iFPMubDgZ/QhB17mAMlMRwIIigcpwxw5FE48k5fF/hRDoyTJP4opikMIjyKSUh8LHRo4IYJw5Rak6HdtYarG3bPLh+ruXBmi4 </latexit><latexit sha1_base64="Nw6tVzaGxmkkDczeEhRgHp21Aio=">AAAHynicpVVbb9MwFM64rGPcNhBPe4mokBAqVTI0wQMPm0AqD2gaiF2kpqsc57Q1cy7YTmhlmaf9B17hiZ/Cb+Df4CTdJU46IRGpknO+yznHPY79hBIuHOfP0rXrN24ut1Zurd6+c/fe/bX1Bwc8ThmGfRzTmB35iAMlEewLIigcJQxQ6FM49E/e5PhhBoyTOPokZgkMQjSOyIhgJHRo4I1ihii1p0OnYw/X2k7XKR67vnDni/ </latexit><latexit sha1_base64="Nw6tVzaGxmkkDczeEhRgHp21Aio=">AAAHynicpVVbb9MwFM64rGPcNhBPe4mokBAqVTI0wQMPm0AqD2gaiF2kpqsc57Q1cy7YTmhlmaf9B17hiZ/Cb+Df4CTdJU46IRGpknO+yznHPY79hBIuHOfP0rXrN24ut1Zurd6+c/fe/bX1Bwc8ThmGfRzTmB35iAMlEewLIigcJQxQ6FM49E/e5PhhBoyTOPokZgkMQjSOyIhgJHRo4I1ihii1p0OnYw/X2k7XKR67vnDni/ </latexit><latexit sha1_base64="3PXc1mBEBdG8oWoeC/1hToM3ydY=">AAAHynicpVVbb9MwFM7GpWPcNnjkJaJCQqhUydAEDzxsAmk8oGkgdpGarnKck87McYLtlFaWeeI/8ApP/Cb+DU7SXeKkExKRKjnnu5xz3OM4zCgR0vP+LC1fu37jZmfl1urtO3fv3V9bf3Ag0pxj2McpTflRiARQwmBfEknhKOOAkpDCYXj6psAPJ8AFSdknOctgmKAxIzHBSJrQMIhTjih1pyOv547Wul7fKx+3ufDni64zf/ </latexit>

On en déduit que                     est une fonction constante du tempsu(Xx0(t), t)
<latexit sha1_base64="i6AFFS0qvNMFDgFeRVE/g9n8nH4="></latexit><latexit sha1_base64="i6AFFS0qvNMFDgFeRVE/g9n8nH4="></latexit><latexit sha1_base64="i6AFFS0qvNMFDgFeRVE/g9n8nH4="></latexit><latexit sha1_base64="j9+I/NDK4QSohy1vUUqYqEeU9K8="></latexit>

u(Xx0(t), t) = u(Xx0(0), 0) = u0(x0)
<latexit sha1_base64="QXeEBATYqGkF9Wxvoa/kelD6DWk="></latexit><latexit sha1_base64="QXeEBATYqGkF9Wxvoa/kelD6DWk="></latexit><latexit sha1_base64="QXeEBATYqGkF9Wxvoa/kelD6DWk="></latexit><latexit sha1_base64="gGntlH4Wxgbuy/P7ua7ERR41Ihg="></latexit>

∀x0,
<latexit sha1_base64="liSAH6QVwZqxsvhBk2fDOMigWZI="></latexit><latexit sha1_base64="Nw6tVzaGxmkkDczeEhRgHp21Aio="></latexit><latexit sha1_base64="Nw6tVzaGxmkkDczeEhRgHp21Aio="></latexit><latexit sha1_base64="3PXc1mBEBdG8oWoeC/1hToM3ydY="></latexit>

La solution classique est constante le long de chaque caractéristique.
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Méthode des caractéristiques

Si    est solution classique alors               u
<latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit>

∀x0,
<latexit sha1_base64="liSAH6QVwZqxsvhBk2fDOMigWZI="></latexit><latexit sha1_base64="Nw6tVzaGxmkkDczeEhRgHp21Aio="></latexit><latexit sha1_base64="Nw6tVzaGxmkkDczeEhRgHp21Aio="></latexit><latexit sha1_base64="3PXc1mBEBdG8oWoeC/1hToM3ydY="></latexit>

u(Xx0(t), t) = u0(x0)
<latexit sha1_base64="yQ0+fhFOE+eRdT9gnNF9PI+VrS4="></latexit><latexit sha1_base64="yQ0+fhFOE+eRdT9gnNF9PI+VrS4="></latexit><latexit sha1_base64="yQ0+fhFOE+eRdT9gnNF9PI+VrS4="></latexit><latexit sha1_base64="oSrLEeaKBqrsKQOCT5DDQmQj3uM="></latexit>

Question : Peut on trouver l’expression de                                      ?             u(x, t), ∀(x, t) ∈ R× R+
<latexit sha1_base64="m10yn9cBjUhrcVv55egppL7qmdw="></latexit><latexit sha1_base64="m10yn9cBjUhrcVv55egppL7qmdw="></latexit><latexit sha1_base64="m10yn9cBjUhrcVv55egppL7qmdw="></latexit><latexit sha1_base64="BSPgsbqrcPFSjpm/bJrgiv1KJGY="></latexit>

(x, t) ∈ R× R+
<latexit sha1_base64="3E+19vt9qSeZ+RW/Al4IIU9gQ04="></latexit><latexit sha1_base64="3E+19vt9qSeZ+RW/Al4IIU9gQ04="></latexit><latexit sha1_base64="3E+19vt9qSeZ+RW/Al4IIU9gQ04="></latexit><latexit sha1_base64="XOZXKFJ8tnG9h3Ms/2hWjdK5dDM="></latexit>

Soit                         , il existe une et une seule caractéristique qui 
passe par ce point

∃!x0, Xx0(t) = x
<latexit sha1_base64="xLb8cEfEW4UpW9cMbXeb1Cx2By0="></latexit><latexit sha1_base64="xLb8cEfEW4UpW9cMbXeb1Cx2By0="></latexit><latexit sha1_base64="xLb8cEfEW4UpW9cMbXeb1Cx2By0="></latexit><latexit sha1_base64="F3jktUdasfl/sUP3d1uaCdu2qOI="></latexit>

x

t (x, t)

c t

x� tc

Comme                               on a  cXx0(t) = t+ x0,
<latexit sha1_base64="GoJlg+rxC/paQxOjWqyK/cCxM7I="></latexit><latexit sha1_base64="GoJlg+rxC/paQxOjWqyK/cCxM7I="></latexit><latexit sha1_base64="GoJlg+rxC/paQxOjWqyK/cCxM7I="></latexit><latexit sha1_base64="nTtrcYsho8fUT+xl2GqQ2m5lbd4="></latexit>

x0 = x− t
<latexit sha1_base64="/wPf+n9yb7MWS/3qyV5oh0Tv70g="></latexit><latexit sha1_base64="nqaMlSQ6+XhGkOx/rUNInczPFAY="></latexit><latexit sha1_base64="nqaMlSQ6+XhGkOx/rUNInczPFAY="></latexit><latexit sha1_base64="BcI6zcLVWAwiDhJNZ0+rZH+OoBI="></latexit>

c

u(x, t) = u0(x� t)c∀(x, t) ∈ R× R+,
<latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="twKI2y1RMoWvEmdvY4HCl9vvX88="></latexit>

Alors
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Solution classique du problème de Cauchy

Théorème : Pour toute donnée initiale                    , le problème de
Cauchy (P) est bien posé dans                     .

La solution                              est donnée par

cc

<latexit sha1_base64="3zuBnmsxgt8mZyoj/jP/F1f4upI="> e+NL4W1Pm5ieYBKF2Nb38Bil3xig==</latexit>

∂U

∂t
(x, t) = − du0

dx
(x− t)

c

<latexit sha1_base64="SGnMSwkJh7FUz6zPX2dRg39uClQ="></latexit>

∂U

∂x
(x, t) =

du0

dx
(x− t)

u(x, t) = u0(x� t)c∀(x, t) ∈ R× R+,
<latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="twKI2y1RMoWvEmdvY4HCl9vvX88="></latexit>

Preuve: • Existence

⇒
<latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit><latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit><latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit><latexit sha1_base64="CinOJMy89/+susKzOb8C7ox+K+U="></latexit> c

∂U

∂t
+

∂U

∂x
= 0,

<latexit sha1_base64="L1lqpv/p4jFgsna0ZC53Eu1Iuc0="></latexit><latexit sha1_base64="w86mXtyNjRW7pNp/94HX0Zsbj2E="></latexit><latexit sha1_base64="w86mXtyNjRW7pNp/94HX0Zsbj2E="></latexit><latexit sha1_base64="ecAEH1FjLL0c40Rg2E85ZZ3H8So="></latexit>

U(x, 0) = u0(x)
<latexit sha1_base64="kOn90KL6KKZp8ptCrrj6d77OKec="></latexit><latexit sha1_base64="XSl2X5BNH9WVulaCZS4o/G1lFFQ="></latexit><latexit sha1_base64="XSl2X5BNH9WVulaCZS4o/G1lFFQ="></latexit><latexit sha1_base64="ZqDQHR6YiS5CcaYKe+F2gAvHkrU="></latexit>

et

• Unicité On a vu dans les transparents précédents que si    est solution
classique alors elle est donnée par l’expression ci dessus.             

u
<latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit><latexit sha1_base64="lYWjjbXr+UppGwPv+z11CzQ1nIE="></latexit>

• Stabilité

u0 ∈ C1
b (R)

<latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="bUqewkYKnglqO2vWRVs4EUSgd6k="></latexit>

C1
b (R× R+)

<latexit sha1_base64="2XBTPZY9DhTSK25RvGApPe8iTj4="></latexit><latexit sha1_base64="2XBTPZY9DhTSK25RvGApPe8iTj4="></latexit><latexit sha1_base64="2XBTPZY9DhTSK25RvGApPe8iTj4="></latexit><latexit sha1_base64="Puo7rOEAIA3JfImpEPkp8tZSZmo="></latexit>

u ∈ C1
b (R× R+)

<latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="GHs56hulLXSz1FKWS1IG48K4i/I="></latexit>

||u||L∞ = ||u0||L∞
<latexit sha1_base64="jHhZE4Jgtmkzwid5mmv+H6EM1/U="></latexit><latexit sha1_base64="e68QSkXW3MQqcj7VJ/vwE58CsJ8="></latexit><latexit sha1_base64="e68QSkXW3MQqcj7VJ/vwE58CsJ8="></latexit><latexit sha1_base64="OTyNaP9k5/oTDwMMXLiC3zaTXa0="></latexit>

c est solution. En effet                          U(x, t) = u0(x− t)
<latexit sha1_base64="/dCPxhh8ecXIC4banqsiuNG11tM="></latexit><latexit sha1_base64="KQmYPIVzMOcpDiHhqytNGCh7HyM="></latexit><latexit sha1_base64="KQmYPIVzMOcpDiHhqytNGCh7HyM="></latexit><latexit sha1_base64="1Gbd+s4TK+UxhWX4yeO4fj7DP3A="></latexit>

U ∈ C1
b (R× R+)

<latexit sha1_base64="wGhWsG+nekaDoQVqO179slab//g="></latexit><latexit sha1_base64="Q/qV8h004pWhrDKoyXt4DHTqc40="></latexit><latexit sha1_base64="Q/qV8h004pWhrDKoyXt4DHTqc40="></latexit><latexit sha1_base64="chHKgwMbhlWo20aZ5J80voyxnBg="></latexit>
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<latexit sha1_base64="4qfU5Wfxsp9kZYju2+tO2fh/5e8="></latexit>

||∂u
∂t

||L∞ = c||du
0

dx
||L∞

<latexit sha1_base64="XDkEcjikN7eCQnyzmV5WLSBCVko="></latexit>

||∂u
∂x

||L∞ = ||du
0

dx
||L∞



Solution classique du problème de Cauchy

Théorème : Pour toute donnée initiale                    , le problème de
Cauchy (P) est bien posé dans                     .

La solution                              est donnée par

u(x, t) = u0(x� t)c∀(x, t) ∈ R× R+,
<latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="twKI2y1RMoWvEmdvY4HCl9vvX88="></latexit>

u0 ∈ C1
b (R)

<latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="bUqewkYKnglqO2vWRVs4EUSgd6k="></latexit>

C1
b (R× R+)

<latexit sha1_base64="2XBTPZY9DhTSK25RvGApPe8iTj4="></latexit><latexit sha1_base64="2XBTPZY9DhTSK25RvGApPe8iTj4="></latexit><latexit sha1_base64="2XBTPZY9DhTSK25RvGApPe8iTj4="></latexit><latexit sha1_base64="Puo7rOEAIA3JfImpEPkp8tZSZmo="></latexit>

u ∈ C1
b (R× R+)

<latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="GHs56hulLXSz1FKWS1IG48K4i/I="></latexit>

Préservation de la régularité. 

Propriétés de la solution classique

Propagation à vitesse finie. 

Conservation de la norme Lp

Ces propriétés sont caractéristiques des équations hyperboliques linéaires
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Suppu0 ⊂ [a, b] ⇒ Suppu(·, t) ⊂ [a+ ct, b+ ct]
<latexit sha1_base64="AtY2fG4FC8cHtRzKe+bBYUyhARs="></latexit><latexit sha1_base64="DwPlGB/5xQtBmI2gS3SVX6UW8MI="></latexit><latexit sha1_base64="DwPlGB/5xQtBmI2gS3SVX6UW8MI="></latexit><latexit sha1_base64="nWAc7Zf4sQDzTpWlXUVs6BkB0+U="></latexit>

voir le slide suivant pour p=2



Conservation de la norme  L2
<latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit><latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit><latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit><latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit>

Prenons                   et supposons que          et             aussi.u0 ∈ L2(R)
<latexit sha1_base64="vpW+l9Tf/OCpa0Ry3CWiDoTR5CY="></latexit><latexit sha1_base64="vpW+l9Tf/OCpa0Ry3CWiDoTR5CY="></latexit><latexit sha1_base64="vpW+l9Tf/OCpa0Ry3CWiDoTR5CY="></latexit><latexit sha1_base64="IBz0kAb5PIMsVeHFoW5Gd20xs9I="></latexit>

u(·, t)
<latexit sha1_base64="1L3FL1kD2+IRqkcv4YnmS28mTrI="></latexit><latexit sha1_base64="1L3FL1kD2+IRqkcv4YnmS28mTrI="></latexit><latexit sha1_base64="1L3FL1kD2+IRqkcv4YnmS28mTrI="></latexit><latexit sha1_base64="apivZ+Jj0qZpe6qvzaVrjr/bCXI="></latexit>

∂u

∂x
(·, t)

<latexit sha1_base64="vucjN+0ropc3s76HckCqoMUYmII="></latexit><latexit sha1_base64="2IGmAUjStsKHXoTaxj9+zKLDS4w="></latexit><latexit sha1_base64="2IGmAUjStsKHXoTaxj9+zKLDS4w="></latexit><latexit sha1_base64="ib74GWj01Fwsb9G9tVUugGu6t1Q="></latexit>

L’outil fondamental pour la stabilité     est la transformée de FourierL2
<latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit><latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit><latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit><latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit>

<latexit sha1_base64="k/rOk1hAQT/FTBGQDm15UWAkG3o="></latexit>

û := Fu, û(ξ) =

∫

R
u(x) e−ıxξ dx

u(x, t) �! bu(⇠, t)
FSi on note

F d �u
dt

+ i � �u = 0c

et qu’on applique la transformée de Fourier au problème

u(x, 0) = u0(x), û(ξ, 0) = û0(ξ),
<latexit sha1_base64="UAXl0C+PTYip92QfI/a0sxyvo6Q="></latexit><latexit sha1_base64="UAXl0C+PTYip92QfI/a0sxyvo6Q="></latexit><latexit sha1_base64="UAXl0C+PTYip92QfI/a0sxyvo6Q="></latexit><latexit sha1_base64="DNoodaooN8/gribB+AbRYcjxpfQ="></latexit>

⇥u

⇥t
+

⇥u

⇥x
= 0,c

∀t > 0, ||û(·, t)||L2 = ||û0||,
<latexit sha1_base64="RVmh0F0WNc89ajGsD14w9g0pJXA="></latexit><latexit sha1_base64="RVmh0F0WNc89ajGsD14w9g0pJXA="></latexit><latexit sha1_base64="RVmh0F0WNc89ajGsD14w9g0pJXA="></latexit><latexit sha1_base64="hg23VmwNiWSBnCClw5l5qkplVXM="></latexit>

⇒
<latexit sha1_base64="xVvEMPHfE/GM3Dgx+h59gdJ45ag="></latexit><latexit sha1_base64="xVvEMPHfE/GM3Dgx+h59gdJ45ag="></latexit><latexit sha1_base64="xVvEMPHfE/GM3Dgx+h59gdJ45ag="></latexit><latexit sha1_base64="xVvEMPHfE/GM3Dgx+h59gdJ45ag="></latexit>

∀t > 0, ||u(·, t)||L2 = ||u0||.
<latexit sha1_base64="z9HmJCpM/Md+G7pD1QhMnLMG9fY="></latexit><latexit sha1_base64="z9HmJCpM/Md+G7pD1QhMnLMG9fY="></latexit><latexit sha1_base64="z9HmJCpM/Md+G7pD1QhMnLMG9fY="></latexit><latexit sha1_base64="YZTVXEdRKOKdw7H6/3C8b2CvFe0="></latexit>

Plancherel

�u(�, t) = �u0(�) e�i � tcon trouve Par TF inverse, on retrouve la solution.

Lors de l’étude de la stabilité       des schémas, on réutilisera la Transformée de Fourier.L2
<latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit><latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit><latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit><latexit sha1_base64="poZTUA7i4aE68++UFs38GrndCd8="></latexit>
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t = 0 t

x

t

u(x, t)

xtc

Suppu0 ⊂ [a, b] ⇒ Suppu(·, t) ⊂ [a+ ct, b+ ct]
<latexit sha1_base64="AtY2fG4FC8cHtRzKe+bBYUyhARs="></latexit><latexit sha1_base64="DwPlGB/5xQtBmI2gS3SVX6UW8MI="></latexit><latexit sha1_base64="DwPlGB/5xQtBmI2gS3SVX6UW8MI="></latexit><latexit sha1_base64="nWAc7Zf4sQDzTpWlXUVs6BkB0+U="></latexit>
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Solution classique/faible du problème de Cauchy

Remarque : que se passe t il si                  ? Par exemple, u0/∈ C1(R)
<latexit sha1_base64="RJ3UZh6ht3a6WWZnIwQ/DdNpnPA="></latexit><latexit sha1_base64="RJ3UZh6ht3a6WWZnIwQ/DdNpnPA="></latexit><latexit sha1_base64="RJ3UZh6ht3a6WWZnIwQ/DdNpnPA="></latexit><latexit sha1_base64="LazmVqrNqIOJON/VmjGBXrEUxRU="></latexit>

2 Lp(R)u0

On peut définir
p.p. (x, t) ∈ R× R+,

<latexit sha1_base64="kwNRbUcMXmf/5B3SBS0GNHdXVnA="></latexit><latexit sha1_base64="kwNRbUcMXmf/5B3SBS0GNHdXVnA="></latexit><latexit sha1_base64="kwNRbUcMXmf/5B3SBS0GNHdXVnA="></latexit><latexit sha1_base64="U/hP+AMsqruwJCvazC60lMGR968="></latexit>

u(x, t) = u0(x� t)

C’est une solution faible du problème de Cauchy (on verra la définition la 

prochaine fois). On peut montrer que le problème est bien posé dans    . 

c

Lp

Théorème : Pour toute donnée initiale                    , le problème de
Cauchy (P) est bien posé dans                     .

La solution                              est donnée par

u(x, t) = u0(x� t)c∀(x, t) ∈ R× R+,
<latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="twKI2y1RMoWvEmdvY4HCl9vvX88="></latexit>

u0 ∈ C1
b (R)

<latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="HzojnG/w7bDKPiTR5shSbqtYjzc="></latexit><latexit sha1_base64="bUqewkYKnglqO2vWRVs4EUSgd6k="></latexit>

C1
b (R× R+)

<latexit sha1_base64="2XBTPZY9DhTSK25RvGApPe8iTj4="></latexit><latexit sha1_base64="2XBTPZY9DhTSK25RvGApPe8iTj4="></latexit><latexit sha1_base64="2XBTPZY9DhTSK25RvGApPe8iTj4="></latexit><latexit sha1_base64="Puo7rOEAIA3JfImpEPkp8tZSZmo="></latexit>

u ∈ C1
b (R× R+)

<latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="4K84TR32vyD0YOM0l3NYSMkqAJA="></latexit><latexit sha1_base64="GHs56hulLXSz1FKWS1IG48K4i/I="></latexit>
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A 2 L(RN )Etant donné , on considère le problème

Généralisation aux systèmes

Trouver

x 2 R, t > 0

x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RN

@u
@t

+ A
@u
@x

= 0,(S)

u(x, 0) = u0(x),

Definition : On dit que le système       est hyperbolique ssi 
    est diagonalisable à valeurs propres réelles.

(S)
A

On suppose que c’est bien le cas dans la suite.

Exemple : l’équation des ondes (voir l’exercice 2 du TD1)
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Généralisation aux systèmes

Trouver

x 2 R, t > 0

x 2 R.

u(x, t) : R⇥ R+ �! RN

@u
@t

+ A
@u
@x

= 0,(S)

u(x, 0) = u0(x),

Soit telle queP 2 L(RN ) A = P⇤P�1 avec ⇤

�1

�2

�N

0

BBBB@
. . .

1

CCCCA

0

0
=

v0(x) := P�1 u0(x)Posons                                   et v(x, t) := P�1 u(x, t)

vOn voit que est solution du système diagonal

x 2 R, t > 0

x 2 R.

@v
@t

+ ⇤
@v
@x

= 0,
( eS )

v(x, 0) = v0(x),

A 2 L(RN )Etant donné , on considère le problème
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On a familles de droites caractéristiquesN

N

x

t �j

�1

�2

�N

vj(x, t) = v0j (x� �j t)

Généralisation aux systèmes
On a donc     équations de transport découplées.

@vj

@t
+ �j

@vj

@x
= 0, x 2 R, t > 0

x 2 R.

(8 1  j  N)
vj(x, 0) = v0j (x),
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Théorème : Pour toute donnée initiale                    , le problème de
Cauchy (P) est bien posé dans                     .

La solution                              est donnée par

∀(x, t) ∈ R× R+,
<latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="OIljkCp4+gCjhWzDlCCp81Y8m9Q="></latexit><latexit sha1_base64="twKI2y1RMoWvEmdvY4HCl9vvX88="></latexit>

Généralisation aux systèmes

v0(x) := P�1 u0(x)

u(x, t) = P v(x, t)

vj(x, t) = v0j (x� �j t)

u0 ∈ C1
b (R)N

<latexit sha1_base64="cIddZutuw9Ue9CgRnsN49Kadc0A="></latexit><latexit sha1_base64="cIddZutuw9Ue9CgRnsN49Kadc0A="></latexit><latexit sha1_base64="cIddZutuw9Ue9CgRnsN49Kadc0A="></latexit><latexit sha1_base64="xDMtw46V8xNIaL3KwLmOcHUkJhQ="></latexit>

C1
b (R× R+)N

<latexit sha1_base64="B/TaRvlAdJ4smVMT8yuvrbL56To="></latexit><latexit sha1_base64="B/TaRvlAdJ4smVMT8yuvrbL56To="></latexit><latexit sha1_base64="B/TaRvlAdJ4smVMT8yuvrbL56To="></latexit><latexit sha1_base64="HziajUcXRDHw+9hCVJM0ql3pBiA="></latexit>

u ∈ C1
b (R× R+)N

<latexit sha1_base64="0mdtN9/JDwqNHwcLFJed2dx5xTk="></latexit><latexit sha1_base64="0mdtN9/JDwqNHwcLFJed2dx5xTk="></latexit><latexit sha1_base64="0mdtN9/JDwqNHwcLFJed2dx5xTk="></latexit><latexit sha1_base64="SELYv7uYnS9pbtiEMdmJTaoKl50="></latexit>
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