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Theoreme de Lax Milgram

Soit u € V solution de

Trouver u eV telle que a(u,v)=/4(v), YweV (FV.)
On suppose que

o (V,||:|lv) est un espace de Hilbert
@ a est une forme bilinéaire de V x V dans R qui est
@ continue dMy >0, Yv,w eV, |a(v,w)| < Mq|v|lv [[w]|v
@ coercive Ja >0, WEV, a(v,v)>alv|]
@ ¢ est une forme linéaire de V dans R continue
My >0, YW eV, [4v)| <Mg||v]lv
Il existe alors une unique solution u dans V de (FV.), de plus cette
solution u depend continument des donnees




Preuve du theoreme de Lax Milgram

@ Pour tout w dans V, l'applicationa,, : v+— a(w, V) est une forme
lineaire continue sur V, donc il existe un element de V note A(w)
tel que

au(v) = a(w,v) = (A(w),v),

_a bilinearite de a entraine la linéarite de A: w — A(w)

_a continuité de a entraine la continuite de A: w — A(w)
vweV, AW = (Aw),Aw))y = a(w,Aw)) < Mg|[wlly [A(w)]v
= YweV, [AWw)ly<Ma|wly

@ Pour tout w dans V, l‘application v — £(v) est une forme linéaire
continue surV, donc il existe un element de V note f tel que

£(v) = (f,v)v
La continuite de ¢ entraine que ||f|ly < M,




Preuve du theoreme de Lax Milgram

@ Pour tout w dans V, 'applicationa,, : v — a(w,v) est une forme
lineaire continue sur V, donc il existe un element de V note A(w)
tel que

au(¥) = a(w,v) = (A(w), V),

_a bilinearite de a entraine la linéarite de A: w +— A(w)

_a continuité de a entraine la continuite de A: w — A(w)
vweV, (AW = (A(w), Aw))y = a(w,Aw)) < M[lwllv [|AW)]lv
= vweV, [AW)llv <Mqwly

@ Pour tout w dans V, l'application v +— ¢(v) est une forme linéaire
continue sur V, donc il existe un element de V note f tel que

£(v) = (f,v)v
La continuite de ¢ entraine que ||f|ly < M,

Le probleme variationnel est equivalent a
Trouver u € V telle que A(u) =f




Preuve du theoreme de Lax Milgram

Le probleme variationnel est equivalent a
Trouver u eV telle que A(u) = f

Pour demontrer le théoreme, il faut donc montrer que A est bijectif
de V dans V (ce qui implique |'existence et l'unicite de u).

@ La coercivite de a implique l'injectivite de A (et donc ‘unicitée de u)
Yw eV, afwly < a(w, w) = (A(w), w)y < [[AW)llv [Iwllv

= YweV, [AWw)y2=alwly L)

@ La surjectivite de A (et donc |'existence de u)

On montre tout d'abord que Im A est ferme.
Soit (A(wn)), une suite de Im A qui converge versb € V. Est ce queb € ImA?
D'aprés (*), on a a | wn — Wpllv < [A(Wa) — A(W)lv — O quand n,p — +oc

Donc (Wn)n est une suite de Cauchy dans V, i.e. elle converge vers w € V.
Par continuite de A,(A(wy)), converge vers A(w) et donc A(w) =b et b € ImA .

Comme V est un espace de Hilbert et Im A est fermé alors V = ImA @ (ImA)~+
[Théoreme admis] V un espace de Hilbert, F est un sev fermé alorsV =F & o
Soit v € (ImA)™, la coercivité de a implique que av||Z < a(v,v) = (A(v),v), =0=_v =0
= ImA=V




Preuve du theoreme de Lax Milgram

Le probleme variationnel est equivalent a
Trouver u eV telle que A(u) =f

Autre démonstration

' e 2
On montre que | application T: w — w — p(A(w) — f) avec 0 < p < M—O;
est confractante. En effet, on a

IT(V) = TW)[[y = [lv—w — pA(v — w)]|§
= [lv = w[ly — 2pa(v —w,v — w) + p°[|A(v — w) |}
< (1= 2pa + p°Mg) [lv — wl§
< Bllv=—w|l¢ avec0 < B <1

Il existe alors une unique solution dans V deT(u) = u(i.e. de A(u) = f)
C'est le theoreme du point fixe de Picard:

En effef, soit une suite definie par uy,; = T(ux) , comme T est contractante cette suite est
de Cauchy et comme V est un espace de Hilbert, elle converge vers une fonction u et

T(u) =u car T est continue.
C'est la seule solution car T est contractante.



Preuve du theoreme de Lax Milgram

@ On vient de demontrer qu’il existe une unique solution de

Trouver u eV telle que a(u,v)=4(v), WYWeV
@ Quant au resultat de stabilite...

On a en particulier

afully < alwu) =£u) < Mgllully

l l

a est coercive ¢ est continue

soit
M,
[H i < —]
8

(FV.)



Quelques remarques sur la coercivite

| a est une forme bilinéaire de V x V dans R qui est coercive si
Ja >0, W eV, a(v,v) > alv|é

@ Lhypothese “a coercive” ne peut pas etre remplacée par a définie
positive

voir l'exo 1 du TD3.

@ SivweV, a(v,v) <O, il faut montrer la coercivite sur -a.

@ Si Ave V\ {0}, a(v,v) =0 alors a n'est pas coercive.

o Si v, € V\ {0}, Hilim

>— =0 alors a n'est pas coercive.
et Dl



Theoreme de Lax Milgram complexe

Soit u € V solution de

Trouver u eV telle que a(u,v) =/{(v), YWeV (FV.)
On suppose que
o (V,||:|lv) est un espace de Hilbert
@ a est une forme sesquilinéaire de V x V dansC
Vu,vywe VvV, VYA e C, a(Au+v,w)= Aa(u,w)+ a(v,w)
a(u, \w +v) = da(u,w) + a(u, V)
@ continue dM, > 0, Yv,w eV, |a(v,w)| < Mq||v|lv [|w]lv
@ coercive Ja >0, WeV, |alv,v)|> alv|$
@ ( est une forme anti-lineaire de V dans C continue
IM; >0, W eV, [£(v) <Mgv|v
Il existe alors une unique solution u dans V de (FV.), de plus cette
solution u depend continument des donnees




Application au modele avec C.L. de type
Neumann- Fourier

Soient Q2 C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment
réguliere, A > 0, f € L?(Q) etg € L3(9Q).
n

On veut resoudre

Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q
Vu-n+Au=g surdQ

)

Trouver E(HI(QDfelle que VV E@Il(QD

U [ﬁ NV T v} dQ+)\/ o vovdlj:UdeQnL g%vdFJ
Q 0 Q 0N

e o

—— 3 ()




Application au modele avec C.L. de type
Neumann- Fourier

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment

reguliere, A > 0, f € L*(Q) etg € L*(0Q).

Trouver u € H(Q) telle que Vv € H'(Q), :

/[ﬁ . NI v} d(2+)\/ o %vdF:/deQJr govdl
Q o) Q o)

oV = H'(Q) muni de||-||in(q) est un espace de Hilbert.




Application au modele avec C.L. de type
Neumann- Fourier

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment
réguliere, A > 0, f € L3(Q) etg € L2(9Q).
Trouver u € H(Q) telle que Vv € H'(Q), }

/[ﬁ Vv + v} d(2+)\/ Yo vovdF:/deQJr giovdl
0 o0 Q o0

@ a est une forme bilinéaire sur H'(Q) x H'(Q) qui est
@ continue : WYv,w € H(Q)

Q 5Je)
< IVl[uca) W) + Xlvovilizoa) H%WHLZ(aQ)d'aprés 'inégalitée de

c_, S. Cauchy-Schwarz

< (14365 Wi [wloca AT

Rappel Lapplication trace 7o : H'(Q) — L2(0Q2)  est continue:
: V = YoV = V|gq




Application au modele avec C.L. de type
Neumann- Fourier

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment
réguliére,(\ > 0] f € L%(Q) etg € L%(00).
n
c H(Q) telle que Wv € H'(Q),

Trouver
/ [ﬁ Vv + v} d(2+)\/ Yo %vdF:/deQJr giovdl
0 o0 Q o0

@ a est une forme bilinéaire sur H'(Q) x H'(Q) qui est

@ continue
@ coercive : Vv € H{(Q)

e
a(v,v) :/ Vv| +vé|dQ+ )\/ (yov)2dl'
QL ; 50

G HV”EII(Q) e )‘H'YOVHEZ((‘)Q) > HVHEp(Q) car A >0

Remarque : pour A < 0 mais |\ < 1/C§, a reste coercive :

a(v,v) = HVHEP(Q) e ‘)“H’VOVHEZ(E)Q) Eaill Cg) HVHEII(Q)




Application au modele avec C.L. de type
Neumann- Fourier

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment
réguliere, A > 0, f € L3(Q) etg € L2(9Q).
Trouver u € H(Q) telle que Vv € H'(Q), }

/[ﬁ Vv + v} d(2+)\/ Yo vovdF:/deQJr giovdl
0 o0 Q o0

® ( est une forme linéaire sur H(Q) qui est continue : Vv € H'(Q)

(V)| = /de(H— gyovdl
Q 50

< e Ve + lalleon ovlieon @& e
d'apre tinuite d
< (Ifla) + Collgllsion) IMwca T e




Application au modele avec C.L. de type
Neumann- Fourier

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment

réguliere, A > 0, f € L3(Q) etg € L2(9Q).

Trouver u € H(Q) telle que Vv € H'(Q), :

/[ﬁ . NI v} d(2+)\/ o %vdr:/deQ+ govdl
o 90 Q o0

Toutes les hypotheses du théoreme de Lax Milgram sont vérifiées.

Il existe donc une unique solution u dans H'(Q) de ce probleme et

| HHI(Q) E HFHLZ(Q) 5 COHQHLZ(aQ)

Comme les problemes sont equivalents, cette solution est
egalement |'unique solution de

Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q

Vu-n+Au=gqg sur o



Application au modele avec C.L. de type Dirichlet

Soient Q2 C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment
reguliere et f € L4(Q).
n

On veut resoudre

Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q
=0 surodQ

)

—— ()
Trouver Eﬁ-%(ﬂ)felle que Vv 6@5(9)3

a( ,v)«—{/Q [ﬁ . Vv + v} dQ}:UQdeQJ——»K(V)




Application au modele avec C.L. de type Dirichlet

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment
reguliere et f € L4(Q). A X
Trouver u € Hy(Q) telle que Vv € Hy(Q), ”
/ [v Ny v dQ:/deQ
Q

o V = Hy(Q) muni de ||| (o Les’r un espace de Hilbert (en tant que sous-
espace Ferme d'un espace de Hilbert, H'(Q

@ a est une forme bilinéaire sur H1 (Q) x HH(Q)qui est
@ continue : Yv,w € Hy(Q)

av.w) = | [ [Fv-Yw +vw] da| < [Vluia) [Wlheca
@ coercive : Y € Hy(Q) L

a(v,v) = / :

® ¢ est une forme linéaire sur Hy(Q) qui est continue : Vv € Hy(Q)
1) = | [ #ve0) < Il V@ < Iflua) IVl

+ V4| dQ = |IVlfu(q)




Application au modele avec C.L. de type Dirichlet

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisam

ment
reguliere et f € L4(Q). A i
Trouver u € Hy(Q) telle que Vv € Hy(Q), :
/ [ﬁ Vv + v} dQ:/deQ
Q Q

Toutes les hypotheses du théoreme de Lax Milgram sont vérifiées.

Il existe donc une unique solution u dans H,(Q)de ce probleme et

[Ullway < IFllLea)

Comme les problemes sont equivalents, cette solution est
egalement |'unique solution de

Trouver u € H'(Q) telle que | —Au+u=f dans Q
=0 sur 0Q




Application au 2eme modele avec C.L. de type
Dirichlet

Soient Q2 C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment
reguliere et f € L4(Q).
n

On veut resoudre

Trouver u € H'(Q) telle que |—Au=f dans Q
=0 sur0Q

)

Essayons de nouveau d'appliquer le theoreme de Lax-Milgram.



Application au 2eme modele avec C.L. de type
Dirichlet

Soient Q C R" un ouvert borné de frontiere 9Q suffisamment

requliere et f € L%(Q). A X

Trouver u € Hy(Q) telle que Vv € Hy(Q !
/ Vu-VvdQ = / fvdQ

@ V = Hy(Q) muni de ||-||u(q) est un espace de Hilbert (en tant que sous-

espace fermeé d'un espace de Hilbert, H'(Q) )



Application au 2eme modele avec C.L. de type
Dirichlet

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment

requliere et f € L%(Q). A X

Trouver u € Hy(Q) telle que Vv € Hy(Q !
/ Vu-VvdQ = / fvdQ

@ a est une forme bilinéaire sur H,(Q) x Hy(Q)qui est
@ continue : Yv,w € H}(Q)

a(v, w)| = /Q v Ywde| < [Vv]lzo Wl
C.S.

< [Vllu) [|W]lk (o)




Application au 2eme modele avec C.L. de type
Dirichlet

Soient Q C R" un ouvert borné de frontiere 9Q suffisamment

requliere et f € L%(Q). A X

Trouver u € Hy(Q) telle que Vv € Hy(Q !
/ Vu-VvdQ = / fvdQ

o a est une forme bilinéaire sur HY(Q) x Hy(Q)qui est
@ continue

@ coercive ? /Q{
17 > 0, Vv E[H})(Q) a(v,v) = /Q ‘§v|2 dQ > a@vﬂﬁl(gj
A priori la reponse est NON dans H(Q) !
Si v=C constante # O,/Q o MAIS V][5 q) = mes(Q)C* # 0

Cependant, on cherche la propriete de coercivite dans et la
seule fonction constante de Hj(Q)est la fonction nulle.

v=C constante € H}(Q) = Y%(C)=0 =i —0

2

—

Vv +v2] dQ




Inegalite de Poincare

Theoreme : Inegalitée de POINCARE
Soit Q C R" un ouvert borne e
3¢, > 0, W€ Hy(Q), /vde < CP/ ‘Vv| dQ™

o. o

Idee de la preuve @ on le prouve pourv € D(Q2) puis on conclut par densite de D(Q)ds Hy(Q2)

Pour v € D(Q), on prouve l‘inégalité en 1D puis on raisonne par cartes locales(exo 2 - TD3)
@ par l‘absurde et en utilisant le théoreme de Rellich (exo 5 - TD3)

Une telle inegalite est fausse des que v est une constante non nulle.

En fait elle est vraie dans tous les espaces dans lesquels la seule
fonction constante existante est la constante nulle.

{veH(Q), vir =0} oul est une partie de 0Q
{ve H(Q), / v =0}

Q

Corollaire
Dans H,(Q), la semi-norme | - | := ||V - ||.zest une norme

équivalente a la norme || - ||y == [|| - || + ||V - ||%]"/2




Application au 2eme modele avec C.L. de type
Dirichlet

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment

requliere et f € L%(Q). A X

Trouver u € Hy(Q) telle que Vv € Hy(Q !
/ Vu-VvdQ = / fvdQ

o a est une forme bilinéaire sur HY(Q) x Hy(Q)qui est
@ continue

@ coercive ? /o [
Y
Ta > 0, v (@) a(v,v) = / V| d2 > afvEg)
Q

2

—

Vv +v2} dQ

Application a notre probleme:

W e Hy(Q), [IVllGay :/Q [\WZHZ} dQ < (1+C,) /QWV\ZdQ



Application au 2eme modele avec C.L. de type
Dirichlet

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment

requliere et f € L%(Q). A X

Trouver u € Hy(Q) telle que Vv € Hy(Q !
/ Vu-VvdQ = / fvdQ

o a est une forme bilinéaire sur HY(Q) x Hy(Q)qui est
@ continue

@ coercive ?
|
|
Vv € Hy(Q), a(v, V) / ’VVI dQ > ) 10, ||VHH1(Q)

@ ¢ est une forme linéaire sur H}(Q) qui est continue : Vv € Hp(Q)
(V)| = / fvdQ = Ifllzca) IVlz@) < [Ifllezca) [IVIIm(a)




Application au 2eme modele avec C.L. de type
Dirichlet

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment

requliere et f € L%(Q). A X

Trouver u € Hy(Q) telle que Vv € Hy(Q !
/ Vu-VvdQ = / fvdQ

Toutes les hypotheses du théoreme de Lax Milgram sont vérifiées.

Il existe donc une unique solution u dans H,(Q)de ce probleme et
|ulle@) < (1+Cp) Iflliz(a)

Comme les problemes sont equivalents, cette solution est
egalement |'unique solution de

Trouver u € H'(Q) telle que |—Au=1f dans Q
=0 sur 0Q




Application au 2eme modele avec C.L. de type
Neumann

Soient Q2 C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment
reguliere et f € L4(Q).
n

On veut resoudre

Trouver u € H'(Q) telle que |—Au=f dans Q

—

Vu-n=0 sur o

)

Trouver E(HI(QDfelle que W €(H(Q)
a(u,v) —— Uﬁ -ﬁvdf%:/deQ £ L)
Q Q

—— vV = HY(Q)

Essayons de nouveau d'appliquer le theoreme de Lax-Milgram.



Application au 2eme modele avec C.L. de type
Neumann

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment
reguliere et f € L4(Q).
n
Trouver u € H'(Q) telle que Yv € H(Q
/ Vu-VvdQ = / fvdQ

@V = H'(Q) muni de||-||w(q) est un espace de Hilbert.

@ a est une forme bilinéaire sur H'(Q) x H'(Q) qui est
@ continue

o { est une forme linéaire sur H'(Q) qui est continue

MAIS a n'est pas coercive sur H'(Q) x H'(Q) car l'inégalité de
Poincaré n'est pas vraie dans H!(Q).

Voir |'exercice 4 pour plus de détails sur ce probleme.



Application au 2eme modele avec C.L. de type

Neumann
Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment
reguliere et f € L4(Q).
n
Trouver u € H'(Q) telle que Yv € H(Q
/ \VATRRVAYE: [0 / fvdQ (FV.)

On montre qu'il n'y a pas unicite de la solution...

On remarque que Si u est solution, u+C ou C est une constante
est egalement solution.

.. et pas néecessairement existence.

Si il existe une solution u dans H'(Q) alors [ fdQ =0

Q
(en prenant dans (FV.), v=1 € H'(C))

fdQ # 0 alors il n'y a pas existence d'une solution dans H'(Q) .
o

Voir |'exercice 4 pour plus de détails sur ce probleme.



Un exemple frappant
Dirichlet au deux bouts

V1
VA VA4
VA VA VY4

14V e v
NANAAAAAAAANN




Dirichlet a un bout

Un exemple frappant
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Un exemple frappant
et Fourier
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Un exemple frappant
Neumann au deux bouts




Application au 2eme modele avec C.L. de type

Neumann

Soient Q C R" un ouvert borne de frontiere 9Q suffisamment
réeguliere et f € L%(Q). L

Trouver u € H'(Q) telle que Yv € H(Q

/V . VvdQ = /deQ (FV.)

Ce prob eme ne51L pas bien pose

‘Soit f € L2(Q) vérifiant [, fdQ = 0. SoitV = {v € H(Q), [,vdQ = 0}
Trouver u € V telle que Vv €V,

/ﬁ -ﬁde:/deQ
0 0

Ce probleme est bien pose et il est equivalent au probleme
Trouver uc Vtelle que |_Au=Ff dansQ

—

Vu-n=0 sur dQ

Voir |'exercice 4 pour plus de détails sur ce probleme.




Lien avec un probleme de minimisation

Soit la formulation variationnelle suivante
Trouver u eV telle que a(u,v) =/{(v), YveV (A'A

On suppose les hypotheses du theoreme de Lax-Milgram verifiees.

On suppose de plus que a est symetrique :
YwweV, a(v.w)=a(w.v)
‘Proposition Sous les hypotheses ci-dessus,

u solution de (FV) <« minimum de £ (&(u) = min£(v))

veV
ou £(v):V — R

/' vV — %a(v,v)—ﬁ(v)

; 7 . i
Fonctionnelle energie

~

Remarques:
@ Principe de la moindre quantite d'action pour la méecanique (1744)

@ C'est souvent en partant du probleme de minimisation (d'une
energie) que la FV. puis 'EDP+CL sont construites.


http://fr.wikipedia.org/wiki/1744

Lien avec un probleme de minimisation

‘Proposition Sous les hypotheses ci-dessus, y
u solution de (FV) <« minimum de & (&(u) = {/1161\1/1 E(V))
ou £(v):V — R
vV la(v, V) — £(V)
1\ 2 B

: a(u+v,u+v)—~£(u +v)—%a(u,u)+€(u)

i
%( )+ a(v u))}# %a(v,v) — (V)
Sym

=(a(u,Vv))— £(v) la(v V)

() HoNY

a(u,v) —
dE(u)(v) +o([lvllv) avec VeV, dE(U)(v)=a(u,v)— V)

Preuve : Vu,veV  Eu+v)—E(u)=

.|.

Mql|IV|]|& car a est continue

u solutionde (FV) = WYWweV, Eu+v)—E(u)

1 Q
3( V) — Z(vz+-2— a(v,v)> = ]|

. 7 =0 C C. \
— minimum (strict) de £ (car a coercive,

minimumde & = WYWeV, d&(u)(v)=0 car £ est différentiable.
= solution de (FV.)



Lien avec un probleme de minimisation

Soit la formulation variationnelle suivante
Trouver u eV telle que a(u,v) =/{(v), YveV (AA

On suppose les hypotheses du theoreme de Lax-Milgram verifiees.

On suppose de plus que a est symetrique :
YwweV, a(v,w)=a(w.,v)
‘Proposition Sous les hypotheses ci-dessus,

u solution de (FV) <« minimum de £ (&(u) = min£(v))

veV
ou £(v):V — R

/' vV — %a(v,v)—ﬁ(v)

; 7 . i
Fonctionnelle energie

~

Intérét: On peut alors utiliser ce probleme de minimisation pour

& demontrer l'existence et ‘unicite de la solution

@ calculer une approximation de la solution u



Un algorithme numerique issu de |'optimisation :
I"algorithme du gradient a pas fixe.

Soient V un espace de Hilbert, £ une fonctionnelle differentiable
dans V telle que

(dE(v) —dE(u),v —u) > allv —ully
(dE(v) — d&(u),w) < Mlv — ul[v|jwllv

2 < .
etp < =2 alors I"algorithme du gradient a pas fixe

M2
WANS V, (uk+17V)V 25 (UkyV)v e p<d5(uk)7v>
converge et la convergence est geometrique, i.e.

38(a, M, p) <1 lug — ullv < B%uo — ullv

Remarque: il existe un lien entre cet algorithme et la deuxieme

demonstration du théoreme de Lax Milgram (donnée au debut du
cours)

Voir le Cours "Optimisation differentiable : theorie et applications *



Programme du prochain amphi:

La methode des elements finis



