MAP-PRB201 Chaines de Markov Université Paris Saclay

Feuille d’exercices n°2 : Chaines de Markov : exemples et propriétés.

Exercice 13. [Mesure stationnaire| On rappelle que la matrice de transition de la marche
aléatoire sur un graphe G = (V| F) sans sommet isolé est définie par

1
P = =
(.flj, y) deg I?
ot deg z est le nombre de voisins de z, et 1,., est I'indicatrice des voisins de x. Pour n > 3,
on pose V ={1,2,...,n}, et on définit les ensembles d’arétes
E={{zy}, [—yl=1} 5 FE=EUu{{lin}}

Soit P la matrice de transition de la marche aléatoire sur le segment (V) E), et @ celle de la
marche aléatoire sur le n-cycle (V, £).

1. Décrire les deux matrices de transition P et (). Sont-elles irréductibles ?
2. Calculer par la méthode de votre choix la mesure de probabilité stationnaire de chacune

de ces deux matrices de transition.

Correction. Les matrices P et () sont

1 1
0 1 0 0 ? 2 (1) 0 2
5 0 5 0

by 2o

P=10 ' 0 ;o Q=
: .0
1 o 1L

2 2 0o --- 0 % 0 %
0 0 10 % 0 0 % 0

Les deux chaines sont irréductibles et admettent donc chacune une unique mesure de probabilité
stationnaire. Pour @), comme Q(z,y) = Q(y, ), il est évident que la mesure uniforme w(x) = %

est réversible pour @, donc invariante (c’est le résultat de [’exercice 1). Pour P, on cherche

également une mesure réversible qui satisfait v(z)P(z,y) = v(y)P(y,z). Sixz,y ¢ {1,n}, ceci
ﬁ v(n—1)
2 2

V(x):{m six ¢ {l,n},

entraine v(x) = v(y) ; on voit aussi que v(1) = et v(n) = , d’ou finalement

1 .
s stre{ln}.
On peut aussi utiliser directement utiliser le résultat de 'exercice 2 dans lequel on avait construit
cette mesure stationnaire pour des graphes non orientés générauz : on avait vu alors que l'unique

mesure de probabilité stationnaire €tait proportionnelle aux degrés.

Exercice 14. [Urne de Polyal] On considére une urne composée d'une boule blanche et d’une
boule noire & l'instant initial ¢ = 0. A chaque instant ¢ > 0, on choisit une boule uniformément
au hasard dans 1'urne, qu’on replace ensuite avec une boule de méme couleur pour donner la
composition de I'urne & l'instant ¢ 4+ 1. On note (IV;, B;) le nombre de boules noires et blanches
respectivement a l'instant .
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1. Quelle est pour tout entier ¢ € N la valeur du nombre total de boules dans 1'urne a
Iinstant t, N; + B; 7

2. Préciser la matrice de transition de la chaine de Markov (N;, N; + By)en sur I'espace
N* x N.
3. Montrer que pour tout entier ¢ € N, N, suit la loi uniforme sur {1,...,¢+ 1}.

Correction. On a Ny + B, =t + 2. La chaine de Markov (Ny, Ny + Bi)i>0 a pour matrice de
transition :

P((k,t),(k+1,t+1)) = % ; P((k,t), (k,t+1)) = —

et P((k1,t1), (ka,t2)) = 0 dans toute autre situation. Finalement, la loi de Ny peut étre calculée
par récurrence surt. Le résultat d’uniformité vaut a ’instant 0. S7il vaut a linstant t — 1, alors
a linstant t on a

P(N;=k)=P(N,.y =k—1, Ny=k)+P[N,_y =k, Ny=k)
=P(N,oy=k—=1)P((k—1,t+1),(k,t +2)) + P(N,_1 = k) P((k,t + 1), (k,t + 2))

1 (k=1 t+1—k
_¥(t+1+ t41 )
1
t

t 1
= X = —
t+1 t+4+1
donc la loi de Ny est encore uniforme sur {1,...,t+ 1}.
Exercice 15. [Ruine du joueur| On considére (X;):en une chaine de Markov sur Q = {0,...,n}

de matrice de transition

P(Z ]): %1{|j—i\:1} SiiE{l,...,TL—l}
’ ]-i:j sii € {0,77,}

Il s’agit de la marche aléatoire des gains d’un joueur qui joue & un jeu équilibré, gagne ou perd
1 a chaque tour de jeu et s’arréte lorsqu’il atteint un gain de n ou lorsqu’il atteint 0 et n’a plus
d’argent & parier. On s’intéresse au temps aléatoire 7 = min{t > 0, X; € {0,n}} € NU {co}, et
plus précisément a la loi de la variable aléatoire X, (qui est définie sur I’événement {7 < oo}).

1. Soit k € Q\ {0,n}. On note § = 6; Popérateur de shift, et 7 o § la variable aléatoire
7(6(X)). Observer que pour tout entier ¢ € N,

{rob0>t}n{r#0}={r>t+1}
et en déduire 1’égalité suivante a ’aide de la propriété de Markov :
Pur>t+1| X1 =k+1) =Pri(7 > 1).
2. Noter que pour tout n € NU {oo}, n =}, 1i<p, et en déduire que
Eplr | X1 =k +1)=1+Egn]7]

Pour la seconde identité, noter qu’on ne sait pas si la variable aléatoire 7 est p.s. finie,
mais comme elle est & valeurs dans NU{oo}, son espérance est bien définie, possiblement
égale a +o00.
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3. Soit k € Q. Posons h(k) = Eg[r]. Expliciter h(0) et h(n), et donner I’équation de
récurrence satisfaite par h. Résoudre ce systéme (on pourra poser £(k) = h(k+1)—h(k)).

4. Soit k € Q\ {0,n}. Justifier I'identité :
{00 X)rp=n}N{r 0} N{r <00} ={X; =n}n{r #0}N{r < o0}
puis en déduire a 'aide de la propriété de Markov que
Pt <ooet X, =n|X1=k+1)=Pr(r <ocoet X, =n).

Soit k € Q. Posons g(k) = Pi(7 < o0 et X; = n). Expliciter g(0) et g(n), et donner
I’équation de récurrence satisfaite par g. Résoudre ce systéme.

5. Pour cette derniére question, on modifie les probabilités de transition depuis I’état 0 en
supposant que P(0,1) = 1 (autrement dit, le joueur est un addict et il se remet a jouer
immeédiatement aprés avoir perdu). On pose 7 = min{t > 0, X; = n} € NU {oo}, et
h(k) = E4x(7). Donner h(0) — h(1) et h(n). Montrer que h vérifie la méme équation de
récurrence que h, et la résoudre.

Correction. A Uaide de lopérateur de shift 6 = 0, défini par
(0o X)) = X1
on peut exprimer T = 7(X) peut étre exprimé en fonction de T 00 = 70 0(X) comme suit
{r>t+1}={r00>t}Nn{r £0}
puis on écrit que

Pt >t+1|X1=k+1)=P(r00>t,7#40| X, =k +1)
=Pi(ro00>t| Xy =k+1) carP(r #£0| X1 =k+1)=1
=Prii(7 > 1) par Markov

Maintenant, pour tout n € NU{oo}, n = > o 1,5 et donc, pour toute variable aléatoire
N € NU {+o0},

E[N] =) P(N >1),

t>1

et en particulier pour T sous la mesure Py[-| X1 =k + 1] :

Ep[r|Xi=k+1] =) Pu(r>t| X3 =k+1)

t=1

=14+) Pu(r>t+1|X; =k+1)

t=1

= 1+ZP;€+1(T 2 t)

t=1
=1 +Ek[7'],
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ces égalités ayant lieuw dans RTU{oco}. On a de méme Pi(T < 400 | X1 = k—1) = Py_1(7 < o0)
et Bp[r| X1 =k — 1] = Ey_1[7] + 1 pour k ¢ {0,n}.

On peut alors directement passer a la question 5 sur le calcul de h, car sa conclusion donnera
alors que, pour tout k, Ex[r] < oco. Puis on peut passer a la question 4 et finir par la 6. Je
proposerai une nouvelle mouture de l’exo en ces termes la prochaine fois (pas cette année).

Pour k ¢ {0,n} on a

hk) = Epr] = Ei[r | X1 = b+ 1 Pu[Xq =k + 1 + Ep[7 | Xy =k — P[X; =k — 1]

= % (14 Egga[7] + 1 4 Eg—1[7])

h(k+1)+h(k—1)
2
et les conditions au bord sont h(0) = h(n) = 0. Si £(k) = h(k + 1) — h(k), alors pour k €
{1,...,n—1},
(k) =h(k+1) — h(k) =2h(k) —2 — h(k — 1) — h(k) = {(k — 1) — 2.

On a donc (k) = £(0) — 2k, et par ailleurs la somme des (k) est nulle, donc

— 14+

0= z_:f(k) =nl(0) —n(n—1),
k=0

soit £(0) =n—1 et b(k) =n —1—2k. On en déduit que
k—1

h(k) = h(k) = h(0) = 3" €(j) = (n — Dk — (k — D)k = (n — k)k.

=0

Les quantités k et n — k jouent bien un role symétrique dans cette expression comme attendu.

On sait maintenant que T < oo Py p.s. quelque soit k € Q. Pour calculer Pr(X, = n|X; =
k+ 1), Avec cette notation, on observe alors que

{X;=n}n{r£0}n{r<oc} ={(0oX),ep=n}N{r £0}N{T < o0}
ce qui entraine (on note que {T < oo} est un événement presque sir sous Py quelque soit k) :
Pu(X;=n|Xi=k+1)=P(X; =n,7 40| X1 =k+1)
:Pk«eoX)TOG :77@7—7&0|X1 = k+1)
= ]P)k<<9 OX)TOQ = n]Xl =k+ 1)
:Pk—i—l((eoX)TOQ :7’L|X1 = k’—f-].)
= PkJrl(XT = n)

On en tire l’équation de récurrence
g(k) =Pp(X: =n)
=P X, =n|Xi=k+1D)Pp(Xi=k+1)+P(X,=n| X1 =k —-1)P(X1=k—-1)
1

= 5 Prn(Xy = n) + Py (X5 = n))

:g(k—i—l)—i-g(k'—l)
2
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pour k ¢ {0,n}; c’est la méme équation que précédemment, mais on a maintenant g(0) = 0
et g(n) = 1. Pour résoudre cette équation, notons qu’elle peut se réécrire g(k + 1) — g(k) =
g(k) — g(k — 1) ; la fonction g a donc des accroissements constants et c’est la fonction affine

g(k) =&

Pour la fonction h, la méme équation de récurrence que pour h est satisfaite : les preuves sont
wdentiques a précédemment. Par ailleurs, les valeurs au bord sont :

h(n)=0 5 7(0)=1+n(1).

Si Uon pose U(k + 1) = h(k + 1) — h(k), alors on a comme précédemment (k) = ((k — 1) — 2,

avec cette fois-ci la condition initiale £(0) = —1. Il suit (k) = —1 — 2k, puis

n—1
() = ()~ B0) = S 7) = -,
k=0
donc h(0) = n?, et finalement
h(k) = n* + ZE(]) =n? - k?
=0

Exercice 16. [Théoréme de représentation| Soit {2 un ensemble fini, et £ un espace mesurable.

1. On suppose donnée une fonction mesurable f : 2 x £ — Q) et une suite de variables
aléatoires i.i.d. (& )i>0 a valeurs dans €. Si k,l € Q, on note P(k,l) = P[f(k,&) = [].
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans €2 et indépendante des &. On définit par
récurrence la suite (X;);>o par

Xt+1 = f(Xt7 gt)

Montrer que pour toute suite (zo,...,z;) € QL

P( M {X. = x3}> = P(Xy = x0) P(xg, 1) - - - Play_1, xy).

0<s<t

En déduire que X est une chaine de Markov de matrice de transition P.
2. On se donne réciproquement une matrice stochastique P sur Q = {1,2,...,n}, et une
suite de variables aléatoires (&;)¢cr 1.1.d. uniformes dans [0, 1]. On définit une fonction

f:2x[0,1] = Q
(k,x) =y Li>sizt pik)-
=1

Montrer que P(k,l) = P[f(k,&) = []. En déduire que toute chaine de Markov sur {2
peut étre représentée en loi par une chaine (X;);>o définie par la relation de récurrence
Xiv1 = (X, &), avec une suite de variables i.i.d. (&)>o0.
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Correction. Pour la premiére question, on calcule par récurrence la probabilité d’une trajec-
toire :

IP’( ﬂ {X, = xs}> = P({f(l‘t—h&—l) =z} N ﬂ {Xs = “fs}>

0<s<t 0<s<t—1

= [P(f(xt—hft—l) = fft) P( ﬂ {Xs = xs})

0<s<t—1
= P(.Tt_l,l’t) P( ﬂ {Xs = xs}) 5
0<s<t—1
puisque 'événement (g, 1{Xs = x5} est entierement déterminé par Xo, &, ..., &2, et est

donc indépendant de I’événement {f(x;_1,&-1) = x¢} qui est déterminé par la valeur de &_;.
Par récurrence sur t, on obtient bien la formule demandée, qui est équivalente a la définition
d’une chaine de Markov.

La seconde question demande de construire pour toute matrice stochastique P une fonction
f:Qx[0,1] = Q qui lui correspond ; vérifions que la formule proposée convient. Si U = &, est

- -1 . ! .
uniforme sur [0,1], alors la probabilité pour que U tombe dans [Z o P(k,7), ijo P(k,j)) est
la taille de cet intervalle, c’est-a-dire P(k,l). Or,

{U € iP(k,j),ZP(k,j))} = { Zl P(k,j) si et seulement sii € {1,. l}}

{{0

On a donc bien P(k,l) =P[f(k,&) = 1].

Exercice 17. |Collecteur de coupons?| Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. de
loi uniforme sur {1,...,n}. On s’intéresse a la variable aléatoire

Yt:|{Xs>1§SSt}|

"\HM

soit le cardinal de I'’ensemble des valeurs distinctes prises par les X, jusqu’a l'instant ¢ inclus.
On s’intéresse dans cet exercice au temps d’atteinte d’un niveau donné par cette chaine.

1. Observer que Y; € {0,1,...,t A n}, et que les trajectoires ¢ — Y; sont croissantes.
Montrer que (Y;):>o est une chaine de Markov sur 2 = {0, 1,...,n} et donner sa matrice
de transition.

2. On note 7, = min{t > 1,Y; = k} € NU {oco} le temps d’atteinte de k € {1,...,n}.
Reconnaitre la loi de 1,, <o0 (741 — 7%), puis en déduire que

~ 1
P(r, <oo)=1 et E[rg]=n Z -.
j=n—kt1?

Donner un équivalent de E[r;] lorsque

2. Interprétation : une collection d’images compte n images différentes ; leur achat chez notre marchand de
journaux peut étre modélisé par un tirage avec remise; la question est de savoir en fonction de n quand est-ce
que l'on a une collection compléte.
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o n— oo avec £ — ae(0,1);

logn—k+1

o n — OO avec 1
ogn

— 0 (par exemple, k = n).
Comparer en particulier le temps nécessaire pour atteindre n/2 et n.

3. Calculer la probabilité de I'événement Al = (,.,.,{Xs # i}. Exprimer I'événement
{7, >t} en fonction des A! puis en déduire la majoration : pour tout ¢ > 0,

P(7, > [nlogn + cn]) < exp(—c),
ou [x] désigne l'entier au dessus de x (le "plafond" de z en anglais), [z] —1 < z < [z].

Exercice 18. [Chaine image| Soit (X;);>o une chaine de Markov a valeurs dans 2 et de matrice
P,et f:Q —  une fonction surjective. On pose Y; = f(X;), et on suppose que, pour tout
Y1, 92 € SV, la probabilité de transition P(xz, f~'{y,}) est la méme pour tout z € f~*{y;}. On
note alors cette quantité Q(y1,yz).

1. Vérifier que @) est une matrice stochastique sur €0'.

2. Montrer que, pour tout ¢ € N et (ys)o<s<: € ()71,

P ( m 1y, = ys}) =P ( m {Y, = ?Js}> Q(Ye—1,Yt)

0<s<t 0<s<t—1

et en déduire que (Y;);>0 est une chaine de Markov sur ' de matrice de transition Q.

3. On appelle mesure image de 7 par f la mesure de probabilité v sur €)' définie par
v(y) = 7(f~Hy}), y € Q. Si 7 est une mesure stationnaire pour P, que dire de la
mesure image de w par f 7

Correction. Soit y; € €, et x1; nimporte quel élément de f~1({y1}) (il y en a au moins un
puisque f est surjective). On a

D Qye) = Y Play, f ({y2}))

y2 €€V y2 €Q

= Z Z P(x17x2)1f(902)=y2
y2 Q) x2€Q

= 3 o) (X |
260 y2 QY

= Z P(.Tl,l’g) =1
z2€€)

Maintenant, puisque l'évenement (Vo< <,_o1Ys = ys} ne dépend que des variables Xo, ..., X; s,
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on obtient en utilisant la propriété de Markov pour la chaine (Xy)i>o -

P ( ﬂ {Ys; = ys}> = Z P({Xt =} N {Xim1 =20} N m Yy, = Z/s}>

0<s<t wer€fHyoor} 0<s<t—2
ztefil{yt}

= Z P(xy_q,x¢) P({Xt1 =241} N ﬂ {v, = ys})

- 1€f {ys-1} 0<s<t—2
zief "y}

= Z Q(Ye—1,Yt) P({Xt_1 =21} N m {Ys = ys}>

z—1€f " Hyi—1} 0<s<t—2

= Q(Yt-1, Yt) P( ﬂ {Y, = ys}> :

0<s<t—1
P (Yt =Ut

soit la définition d’une chaine de Markov de matrice de transition Q).

Autrement dit,

ﬂ Y. = ys}) = QYe—1, Y1),

0<s<t—1

On s’attend bien sir a ce que la mesure image @' de 7 par f soit une mesure Q-invariante si
m est P-invariante. On le vérifie aisément :

T Q)y2) = > () Qun,ye) = > 7la1) Qyr, )

y1 €Y y1EQ
zref Ny}
= Z w(21) Py, [~ H{y2}) = Z (1) P(ay, f~H{y2})
y1€Q/ x1€0
zief Hy}

= (7P)(f " Hy2}) = 7(f " Hu2}) = 7' (12).
Exercice 19. [Urne d’Erhenfest ®| Soit n > 1. Le graphe G = (V, E) défini par

V={0,1}"et E={{z,y} € V?: Z lz(2) — y(i)| = 1}

1<i<n

s’appelle ’hypercube de dimension n. On considére la marche aléatoire simple (X;)ien sur ce
graphe. L’application somme des coordonnées f:z € V= > . x(i) € {0,...,n} appliquée
a (Xt)teN donne (Yt = f(Xt))teN- o
1. Représenter le graphe obtenu pour n = 2 et n = 3, et justifier ainsi le nom d’hypercube
pour le graphe G = (V| E).

2. Quel est le degré des sommets de G 7

3. Interprétation de ce modéle, introduit en 1907 par les époux Ehrenfest pour illustrer certains des paradoxes
apparus dans les fondements de la mécanique statistique : on dipose de 2 urnes qui comprennent au total n
boules, et, & chaque instant, une boule choisie au hasard parmi les n boules est changée d’urne; on veut alors
comprendre la répartion des boules dans les 2 urnes.
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3. Donner la matrice de transition P de la chaine (X;);>o. Est-elle irréductible 7 Montrer
que P admet une unique mesure de probabilité stationnaire 7, et la préciser.

4. Vérifier a I'aide du résultat de 'exercice 18 par exemple que (Y;):>o est encore une chaine
de Markov. Donner sa matrice de transition (). Est-elle irréductible ?

5. On appelle mesure image de m par f la mesure v sur {0,...,n} définie par v(k) =
n(f~Hk}), k € {0,...,n}. Déterminer v et vérifier que Q est réversible par rapport a la
mesure de probabilité v.

6. En déduire a I'aide du cours la valeur de g(k) = E.[7,"(Y)]. Calculer la limite de

" log(g(k))

lorsque n — oo et £ — o € (0, 1). Donner enfin un équivalent de g(%) (on pourra s’aider
de la formule de Stirling n! ~ (%)"v/27n),

Exercice 20. [Chaine de naissance et mort| Soit Q := {0,1,...,n}. On appelle chaine de
naissance et mort une chaine de Markov dont la matrice de transition est tridiagonale, c’est-a-
dire telle que P(i,7) = 0si |i — j| > 2. On notera p; = P(i,i+1), ¢; = P(i,i) et r; = P(i,i—1)

avec la convention que ry et p, valent tous deux 0. Posons wy = 1 et pour j € {1,...,n},
e — Hogigj—lpi
= sl
[licic;mi

1. Faire un dessin de €2 et indiquer sur ce méme schéma les probabilités de transition entre
les états de €2. Donner une CNS pour que la chaine soit irréductible. On supposera cette
condition satisfaite dans la suite de 1’exercice.

2. Montrer que P est réversible et exprimer son unique loi stationnaire 7 a l’aide des

quantités (w;)o<j<n.

L’objectif de la suite de 'exercice est d’estimer les quantités Ej[]. Pour £ € {1,...n}, on pose
Qg = {0,1,,6} et

Py(z,y) = P(z,y) siz,y € Q \{((,0)} et Po(l,0) =pe+ q

P, définit encore une matrice de transition, et on note ()?t)teN la chaine de Markov associée a
Py, et X la chaine de Markov associée & P. On pose pour 0 < ¢ <n, 7, =inf{t > 1 : X; =k}
et 7, = inf{t > 0 : X, = k} les temps de retour et d’atteinte pour X, et, pour 0 < k < ¢,
Fh=inf{t>1: X, =k}et T =inf{t >0 : X, =k} ceux pour X.
3. Montrer que P, est réversible et exprimer son unique loi stationnaire 7, a l'aide des
(wj)o<j<e. Que peut-on dire de 7, et de w0 7

4. Exprimer E,[7,"] en fonction de E,_;[7], et en déduire la valeur de cette derniére quantité
en fonction des parameétres (w;)o<j<n—1 €t (7;)o<j<n—1-

5. En déduire la valeur de Eg[7] pour tous 0 < k < ¢ < n.

Correction. Le graphe de la chaine de naissance et de mort est :
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do 41 a2 dn—1 dn
Q@ \pr P g >pn_1
0 (&1 1 T2 2 Tn—1 n—1 Tn "

La chaine est irréductible ssi pour touti € {0,...,n—1},p; # 0 et pour touti € {1,...,n},r; #
0 (pas de condition sur les q;, noter qu’un des q; non nuls garantit l’apériodicité). On cherche
ensuite une mesure réversible pour P, donc qui satisfait :

m(@)p;=m(i+ 1)1, i€{0,...,n—1}
Cette récurrence implique que

(k) = 7(0) Hﬁ:—:lrp — wy, 7(0)

et on a donce, puisque y p_,m(k) =1,
Wy,

La méme équation de bilan détaillé que précédemment est valable pour Py, des lors que v €
{0,...,¢0—1}. Ceci implique que

(k) =

W
Zogkge Wk

est la mesure de probabilité invariante et réversible pour P;. On remarque en particulier que
et mqo,...cy sont proportionnelles.

71'@(]6) =

On calcule By[7,"] en conditionnant par rapport a la valeur du premier pas de la chaine ()’Et)tzo :
Eo7 ] = (0 + @) (1 +Ee[72]) + i (1 + Eor[72]) = 1+ 1 B [T

puisque B[] = 0. Par ailleurs,

et By_1[7] = Ey_1[me], puisque la suite de longueur aléatoire ()?0, )?1, e ,)?TZ) issue de )?0 =/-1
a les mémes probabilités de transition et donc la méme loi que (Xo, X1, ..., X;,) sous Pi_y. On
a donc
Ey_1[7] Z W
to<k<o—1
Finalement, si k < £, alors la propriété de Markov forte avec les temps d’arrét Tgiq, Thio, -, Ty
donne :
Wy
> Balnl= ) >owme= Y -
k+1<j<¢ k+1<j<¢ TiW; 0<k<j—1 0<k<j—1<e—1 777
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Exercice 21. [Lemme de la cible aléatoire| Soit (X;);>o chaine de Markov de matrice de
transition P irréductible sur €2, qui admet une mesure de probabilité stationnaire 7. On pose

f: Q=R
v Bolrv =) w(2) Balr).

2€Q
1. Montrer proprement que pour tout x, z € €,

E[r}]=1+) Plz,y)E[r].

yeQ

2. En déduire que la fonction f est harmonique pour P sur €2. On pourra utiliser la relation
vue en cours entre E,(7.7) et 7(z).

3. Que peut-on en déduire sur la fonction f 7 Interpréter ce résultat.

Exercice 22. |Dernier site occupé| On considére la marche aléatoire (X;)i>o sur le (n > 3)-
cycle :

G=(WV,E) ; V={L2....n} ; E={{12{23}....{n—1n} {n.1}}.

On convient dans ce qui suit que n + 1 = 1 (autrement dit, V = Z/nZ). On note 7, =
min{t > 0| X; = x} le temps d’atteinte de z, et Y le dernier site visité par la marche aléatoire,

formellement défini par
{Y =y} ={r, = max 7,.}.

1<z<n

1. Expliquer pourquoi
{Y =y} ={r-1 <71 <7y} U{ry1 <71 <7}

2. Montrer que, pour tout y € {1,...,n},

1
n—1

IP)y—1<7_y+1 < Ty) =

On pourra trouver un systéme d’équations pour la fonction f(k) = Pylr,11 < 7], et
résoudre ce systéme.

3. En déduire la valeur de P,[Y = y|, et reconnaitre la distribution de la variable aléatoire
Y. Commenter ce résultat.
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