MAP-PRB201 Chaines de Markov Université Paris Saclay

QCM récapitulatif (avec M=2)

Exercice 1. Discerner parmi les énoncés suivants lesquels sont vrais et lesquels sont faux;
justifier de fagon trés succinte (donner un contre exemple lorsque ’énoncé est faux). Certaines
questions sont des questions de cours ou des applications directes du cours; d’autres, marquées
par une étoile, demandent plus de réflexion.

P est une matrice stochastique sur € fini (sans conditions supplémentaires, sauf mention expli-
cite).

Les questions suivantes traitent de l'irréductibilité et de ’apériodicité.

1. Si P est irréductible, pour tout x,y € €2, il existe m € N tel que pour tout n > m,
P™(z,y) > 0.
Correction. FAUX.
Considérer Q = {x,y}, et P(x,y) = 1,4, (évolution déterministe, on change de site a
chaque pas), alors P est irréductible, mais P™(x,y) = Ly, paira=y + Lo impairaty-

2. Si P est apériodique et irréductible, pour tout x,y € €2, il existe m € N tel que pour
tout n > m, P"(x,y) > 0.
Correction. VRAIL (Cours)

3. Si P est apériodique et irréductible, il existe m € N tel que pour tout n > m, pour tout
z,y € Q, P*(x,y) > 0.

Correction. VRAI (En fait, cet énoncé est équivalent a I’énoncé précédent, puisque €
est fini).

4. ** Sl existe € > 0 et m € N tel que pour tout x,y € 0, P™(x,y) > ¢, alors pour tout
x, (P"(z,-))n>0 converge vers son unique mesure de probabilité stationnaire.
Correction. VRAIL Il suffit de reprendre a partir de la moitié environ la preuve du
théoreme fondamental de convergence, vue lors du premier chapitre ; P admet une mesure
de probabilité stationnaire w [voir Ezercice 10 du TD]. On note I1(z,y) = 7 (y) la matrice
dont toutes les lignes sont égales a w. Grdce a ’hypothése, on peut écrire P™(x,y) =
ell(y) + (1 — e)Q(z,y) pour une matrice stochastique @ qui vérifie Il = 11Q) = QIL; on
procéde alors comme dans le cours : par récurrence, on a pour tout k € N, P™*(z y) =
[1— (1 =e)frly) + (1 —e)kQ(x,y), puis pour 0 < r < m, P™ " (z,y) = [1 — (1 —
e)¥r(y) + (1 — e)*(Q.P)(z,y) permet de conclure.

Les questions suivantes traitent des mesures invariantes de P.

1. P admet au plus une mesure de probabilité stationnaire.
Correction. FAUX. Considérer Q0 = {z,y}, et P(x,y) = 1,—, (évolution déterministe
triviale, on reste indéfiniment sur le méme site), alors d, et 6, sont deuxr mesures inva-
riantes.

2. P admet au moins une mesure de probabilité stationnaire. [voir Exercice 10 du TD1].
Correction. VRAI

3. Si la suite de mesure de probabilités (P"(z,.)), converge, alors la mesure de probabilité
limite est nécessairement une mesure de probabilité stationnaire.



Correction. VRAIL Si P"(x,.) — p alors P"™(x,.) = P"(x,.)- P — p- P (par
continuité de la multiplication par P a droite). Par unicité de la limite, yp = p - P est
donc une mesure stationnaire.

4. * Si la suite de mesure de probabilités (P"(z, .)), converge le long d’une sous-suite, alors
la mesure de probabilité limite est nécessairement une mesure de probabilité stationnaire.
Correction. FAUX. Reprendre Uexemple Q = {z,y}, et P(x,y) = 1,2, (évolution
déterministe, on change de site a chaque pas), alors 6, est la limite de P*"(x,.), pourtant
0P =4,

5. Si la suite de mesure de probabilités (P"(z,.)), converge, alors la mesure de probabilité
limite est indépendante de .

Correction. FAUX. Reprendre le contre-exemple Q0 = {xz,y}, et P(x,y) = 1,, (qui
n’est pas irréductible).

Les questions suivantes traitent des matrices de transition réversibles.

1. Si P est irréductible et réversible (par rapport a une mesure de probabilité ), alors P
est apériodique.
Correction. FAUX. considérer la marche aléatoire sur G = (2, FE) ou G' = (Q, '),
avec Q ={0,...,n — 1} avec dans les deux cas n pair, et E' = {{z,y} € Q% y =z + 1}
(marche aléatoire usuelle) et E' = {{z,y} € Q% y—x+1 mod n} (marche aléatoire sur
le n-cycle) ; elle est irréductible, réversible, mais pas apériodique.

2. Si P est irréductible, P peut étre réversible par rapport a deux mesures de probabilité
7 et w' distinctes.
Correction. FAUX. Notons que puisque P est irréductible, les mesures stationnaires
sont non nulles en tout point [Exercice 2 du TD1]. Ensuite, x,y étant donnés, il existe
n tel que P"(x,y) # 0. Enfin, si P est réversible par rapport 4 m et m, on a en-
core P" réversible par rapport a m et my. On a donc m(x)P"(z,y) = m1(y)P"(y, )
et mo(x)P™(x,y) = ma(y)P"(y,x); on en tire que P"(y,z) # 0 donc on peut prendre
le quotient et cela donne mi(x)/m(x) = m(y)/72(y). On a deur mesures de probabilité
proportionnelles, elles sont donc égales.

3. * Si P est irréductible et réversible par rapport a une mesure de probabilité 7, alors la
période de P est au plus de 2.
Correction. VRAI En effet, considérons x # y avec P(x,y) # 0 (de tels éléments
existent). On sait aussi que, P étant irréductible, [Ezercice 2 du TDI1], n(x) # 0 et
7(y) # 0. Finalement, w(x)P(z,y) = w(y)P(y,x) implique P(y,x) # 0. On a donc au
final P*(z,z) donc 2 € T(z) donc la période de P, qui est bien définie puisque P est
wrréductible, divise 2, c’est-a-dire que la période vaut 1 ou 2.

On considére une fonction f : 2 — R. Les questions suivantes traitent des mesures harmoniques.

1. Si f est harmonique pour P sur 2, alors f est constante.
Correction. FAUX. (Mangue la condition d’irréductibilité, on pourra construire un
contre-exemple).

2. Si f est harmonique pour P sur €2 et P irréductible, alors f est constante.

Correction. VRAIL (Cours).

3. Si P est irréductible, une fonction harmonique sur B C €2 atteint son maximum sur B.
[voir Exercice 9 du TD1].



Correction. FAUX. Petit piege : Elle atteint son mazimum sur Q\ B, mais pas for-
cément sur B! On retiendra qu’une fonction harmonique atteint son maximum sur les
"bords" (la ot aucune condition d’harmonicité n’est imposée).

Si P est irréductible, une fonction harmonique sur B C {2 atteint son minimum sur
Q\ B.

Correction. VRAI L’exercice 9 du TDI parle du maximum, mais, si f est harmo-
nique par rapport a P, —f est encore harmonique, donc le méme énoncé vaut pour le
mamimum, !

* Si f est harmonique pour P sur ) privé d'un point et P irréductible, alors [ est
constante.

Correction. VRAI Notons z le point en lequel f n’est pas harmonique En effet, f atteint
son mazimum et (d’apreés la question préédente) aussi son minimum en le point x ; ceci
implique que f est constante.

Soit (X})i>0 la chaine de Markov de matrice de transition P. On note 7, = min{t > 0, X; = z}
et 77 =min{t > 1, X; = x}. On pose v,(z) =Y =, P,(X; = z,t < 7;1). Les questions suivantes
portent sur la représentation probabiliste des mesures invariantes. On suppose ici P irréductible.

1.

. Pour tout z,y, on a I’égalité (entre mesures de probabilité)

Pour tout z, v, est une mesure stationnaire pour P (pas nécessairement une mesure de
probabilité) , c’est-a-dire que v, P = v,.
Correction. VRAIL (Voir preuve dans le cours)

. Pour tout z,y, on a l'égalité (entre nombres réels) v,(2) = v, (Q).

Correction. FAUX

. Pour tout z,y, on a I’égalité (entre mesures) v, = v,,.

Correction. FAUX. Puisque d’aprés la question précédente, elles n’ont pas méme la
meéme masse.

1 _ 1
@V = @ty
Correction. VRAI Ce sont deur mesures de probabilité stationnaires d’aprés le cours,
et P étant irréductible, il existe une seule mesure de probabilité stationnaire.

. Pour tout z, on a E,(7,) = v,(Q).

Correction. FAUX. Petit picge : il faut prendre 7,7 et non 7, (qui est toujours nul sous
P,.) pour que l’égalité soit vraie. D’ailleurs, B, (1,) = E,(0) = 0 quelque soit x € Q...

* 7 est une mesure de probabilité stationnaire pour P ssi pour tout x, P (Xy # zNX; =
z) =P (Xo=2NX; #2).

Correction. VRAI

En effet -, w(y)P(y,x) = w(x) se réecrit 3, ., m(y)P(y,z) + P(z,z)n(x) = n(z) soit
encore » .., T(Y)P(y,x) = m(x)(1 — P(x,z)) = m(x) >_,.,.. P(x,y). En terme de la
chaine de Markov, cela signifie : Pr(Xo # 2N X, =12) =P (Xo =2NX; # x).

Soit u et v deux mesures de probabilité sur §2. Les questions suivantes traitent de la distance
en variation totale et des couplages de mesure de probabilité.

1.

2.

Si Yo, (@) — v(2)1 y@)ysv@) = 0, alors ||u — v||ry = 0.

Correction. VRAI C’est une des définitions de la distance en variation totale; on a
p(x) < v(x) pour tout x mais Y pu(x) =Y v(x) =1 puisque ce sont des mesures de
probabilité, donc ces deux mesures sont égales.

S’il existe un couplage (X,Y) un couplage de p et v tel que P(X = Y) > 0.8 alors
||ILL — I/HTV < 0.2.



Correction. FAUX. On déduit de I’énoncé que P(X # Y) < 0.2, donc l'infimum sur
les couplages est plus petit, mais seulement au sens large : ||u— v||rv < 0.2; on ne peut
donc pas savoir si || — vy < 0.2.

Si pour tout couplage (X,Y) de pet v, P(X =Y) <0.9, alors ||u — v|7v <0.1.
Correction. FAUX. On déduit de I’énoncé que P(X #Y) > 0.1, donc que ||pp—v||rv >
0.1, mais certainement pas ['inégalité dans [’autre sens.

. * Les mesures images de u et v par f satisfont a ||po f~' —vo f7ry < ||u —v|7v [si

f:Q— Q alors po f71(A) := u(f~(A)) pour tout A C Q']
Correction. VRAIL On utilise la définition rappelée de la mesure image :

lwo f74 = vo £ lrv = maxp(f~(A)) = v(f 1 (A)) < maxp(B) = v(B) = [ln—v|rv

Soit (G = (V,E),{c(e)}) un réseau, et a,z € V deux sommets distincts de G. On suppose
que P associée a la marche aléatoire sur ce réseau est irréductible. Un flot est dit non nul s’il
n’est pas la fonction identiquement nulle sur les arétes orientées de E. Les questions suivantes
traitent de flots et de résistance équivalente :

1.

Il existe un flot # non nul de a a z d’intensité nulle (||0|| := div 6(a) = 0).
Correction. VRAI Choisir un cycle orienté é; ... é;, puis poser y(é;) =1 comme dans
le cours (plus la contrainte d’antisymétrie) et 0 en dehors. Ce flot est non nul mais il
est bien d’intensité nulle (et ceci méme si a ou z appartiennent au cycle).

. Il existe un flot & non nul de a & z qui vérifie la loi des cycles et est d’intensité nulle.

Correction. FAUX (Cours).

. Il existe un unique flot de a a z qui vérifie la loi des cycles.

Correction. FAUX (Cours). Prendre deux flots courants d’intensité distinctes : pour
avoir l'unicité, comme dans la proposition du cours, il faut en plus fixer 'intensité !

. La résistance équivalente est égale a la moitié de la différence de tension entre la source

a et le puits z si le courant est d’intensité 2.

Correction. VRAI Si on multiplie le courant par 2, alors toutes les différences de
tension sont aussi multipliées par 2 (ceci est une conséquence directe de la loi d’Ohm,
on parle de réponse linéaire en électricité).

La fonction x +— P, (7, < 7,) est la tension en z lorsque la tension aux bornes de a et de
z est fixée a 0 et 1 respectivement.

Correction. FAUX.

On a inversé les roles de a et de z dans cet énoncé; c’est la tension en x lorsque la
tension aux bornes de a et de z est fivée a 1 et O respectivement; en effet, ces deux
fonctions sont harmoniques par rapport & P (défini comme dans le cours) sur Q\{a, z},
et on a unicité de la fonction harmonique.

. Le flot nul est 'unique flot d’énergie minimal de a a z.

Correction. VRAL

C’est un flot de a a z et son énergie vaut 0, qui est bien [’énergie minimale possible ;
pour avoir un flot courant non trivial, comme dans le théoréeme de Thomson, il faut fizer
en plus intensité du flot a une valeur non nulle.

Soit 7 un temps d’arrét pour la filtration naturelle de la chaine de Markov (X;);>o de matrice
de transition P. Quelques questions sur les temps d’arrét pour finir :

1.

PXi=ynNXy=an{r <t}) =Plx,y)P(X; =xzn{r <t})

4



Correction. VRAI
2. P(Xppi=y|Xe=axn{r>t—-1}) = P(x,y)

Correction. FAUX. En effet {T >t — 1} n’appartient pas ¢ F, = 0{Xo, ..., Xs}
3. P(Xppi =y Xy =20 {7 <t+1}) = P(x,y)
Correction. FAUX. En effet {T <t+ 1} n’appartient pas o F; = 0{Xo, ..., Xs}

4. P(Xpo=yNX;=aznN{r <t+1}) = Pz, y)P(X; =z nN{r <t+1})
Correction. FAUX. On peut seulement écrire

P(Xpo=yNX;=an{r <t+1})=> Plzy)P(X,=2nX; =20{r <t+1})

car {7 <t+ 1} € Fip1 mais pas a F;.



