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Introduction

Les équations de Maxwell sont résolues aisément lorsque le domaine de calcul est convexe, ou
a bord régulier, mais s’il présente des singularités géométriques (coins et/ou arétes rentrants), le
champ électromagnétique est localement intense et tres difficile a calculer. On dit qu’il est singulier.
Or, dans de nombreuses applications de 1’électromagnétisme, comme les guides d’ondes, ou les
filtres a stubs utilisés en télécommunication, il existe des singularités géométriques pouvant induire
un champ électromagnétique intense. La modélisation et le calcul numérique du champ permettent
alors de calculer I'intensité du champ au voisinage des singularités et de détecter les effets déléteres.
L’enjeu est donc de construire des méthodes numériques qui réussissent a capturer les singularités
du champ, et qui soient efficaces en terme de précision et de cout calcul.

Les éléments finis d’arétes permettent d’approcher les singularités, mais doivent étre maniés
avec précaution lorsqu’on a besoin d’une approximation continue, quand on résout le systéme
couplé Maxwell-Vlasov par exemple. Par contre, a l’aide d’éléments finis nodaux, il est possible
de calculer des approximations continues du champ électromagnétique. Pour les équations quasi-
statiques bidimensionnelles, nous présentons principalement ’étude de trois différentes méthodes
d’éléments finis nodaux, codées en Matlab. Nous étudions la généralisation de ces méthodes en 3D,
et nous présentons deux méthodes de résolution pour les équations de Maxwell tridimensionnelles
instationnaires, codées en Fortran 77.

La premiere méthode 2D est une nouvelle version de la méthode du complément singulier,
développée par F. Assous et al. dans [9] et dans la theése d’E. Garcia [63]. Les conditions limites
sont traitées de fagon essentielle : la condition aux limites de conducteur parfait est prise en compte
explicitement. En dimension deux, les singularités du champ électromagnétique sont connues exacte-
ment (& un facteur pres). On peut séparer le champ en une partie réguliere et une partie analytique.
Cette méthode, qui montre d’excellents résultats en 2D peut s’étendre aux cas de dimension 2D%
[38, 76], ou alors lorsque les seules singularités géométriques tridimensionnelles sont des pointes co-
niques [63]. Dans les domaines tridimensionnels généraux, les singularités électromagnétiques sont
difficilement discrétisables, les singularités de coins et d’arétes étant liées entre elles.

Pour les deux autres méthodes 2D, le découplage n’est pas nécessaire car I’espace fonctionnel
usuel des solutions est modifié, de facon a retrouver la densité des éléments finis de Lagrange. Ainsi,
elles fonctionnent dans les domaines tridimensionnels généraux.

La seconde méthode est la méthode a poids, développée par M. Costabel et M. Dauge dans
[53] pour le champ électrique. Les conditions limites sont essentielles. L’équation de Maxwell-Gauss
est multipliée par un poids qui dépend de la distance aux singularités géométriques.

Enfin, la derniere méthode est la méthode avec conditions aux limites naturelles, développée
par P. Ciarlet, Jr. dans [36, 40]. On relaxe la condition aux limites de conducteur parfait.

13



14 INTRODUCTION

Composition du document

Apres une introduction sur les méthodes de modélisation des équations de Maxwell, développée
dans la partie I, le document est constitué de deux parties et d’une annexe, constituée par la
partie IV. La partie II traite le probleme bidimensionnel, et la partie III traite le probléeme tridi-
mensionnel. Chacune de ces parties contient tout d’abord une étude du probleme statique direct,
puis du probléme statique mixte (ajout d’un multiplicateur de Lagrange). Pour le probléme tri-
dimensionnel, on fait de plus une étude du probleme instationnaire. Nous proposons et analysons
différentes méthodes, en partant du probleme continu pour aboutir a la discrétisation et la mise
oeuvre numérique. Enfin, nous présentons des résultats numériques que nous confrontons aux at-
tentes théoriques.

Modélisation

Dans cette partie, on présente dans un premier chapitre différents problemes liés a 1’électromagnétisme
et quelques méthodes de résolution. Dans un second chapitre, on détaille les intéréts physique et
mathématique de I’étude du probleme bidimensionnel.

La partie 2D

La partie 2D s’étend des chapitres un & six. Le probléeme quasi-statique consiste a manipuler les
équations de Maxwell sans se soucier de la dépendance en temps. Dans le cas bidimensionnel, les
probléemes quasi-électrostatique et quasi-magnétostatique sont similaires, aussi nous ne détaillons
que le probleme quasi-électrostatique.

Dans le premier chapitre, nous définissons les notations et les espaces fonctionnels dont nous
avons besoin.

Dans le second chapitre, nous décrivons en détail le probléme quasi-électrostatique et nous
présentons quatre méthodes de résolution par éléments finis nodaux :

- La méthode aux potentiels : le calcul du champ électrique est indirect, dérivé des potentiels
électrostatiques. Cette méthode sert de référence dans certains cas tests.

- La méthode aux conditions aux limites naturelles, pour laquelle la condition aux limites est incluse
dans la formulation variationnelle.

- La méthode du complément singulier : nous présentons un nouvelle décomposition non conforme
pour le cas statique, la A-approche, ainsi que la décomposition orthogonale usuelle. Nous montrons
comment utiliser la A-approche pour le calcul des fonctions de base singuliéres de la décomposition
orthogonale.

- La méthode de régularisation a poids, développée par M. Costabel et M. Dauge dans [53].

Nous montrons que les formulations variationnelles sont bien posées pour les espaces fonctionnels
choisis.

Dans le troisieme chapitre, nous introduisons un multiplicateur de Lagrange sur la divergence
(étude pour les méthodes directes), afin de préparer la résolution de problémes transitoires.

Le quatrieme chapitre est consacré a la résolution numérique du probléeme quasi-électrostatique
par les éléments finis de Lagrange Py. Dans le cinquiéme chapitre, nous détaillons la résolution
numérique du probléeme mixte par les éléments finis de Taylor-Hood Py, 1-F.

Enfin, dans le sixieme chapitre, nous présentons et analysons les résultats numériques obtenus
avec le code Matlab.
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La partie 3D

La partie 3D est décomposée en huit chapitres, numérotés de sept a quatorze.

Dans le chapitre sept, nous définissons les notations, les espaces fonctionnels utilisés.

Pour le probleme statique, détaillé dans le chapitre huit, nous étudions cinq méthodes de
résolution par éléments finis nodaux :

- La méthode aux potentiels, valable lorsque le champ électrique est a rotationnel nul. Comme en
2D, cette méthode consiste a dériver le champ électrique du potentiel électrostatique.

- La méthode avec conditions aux limites naturelles.

- La méthode avec conditions aux limites essentielles, valable lorsque le domaine de calcul est
convexe [69]. Ceci prépare la méthode suivante.

- La méthode de régularisation a poids [53].

- La méthode du complément singulier en domaine prismatique, présentée dans [38].

Dans le chapitre neuf, on donne les formulations mixtes des quatre dernieres méthodes. Les
chapitres dix et onze sont consacrés a la résolution numérique des problemes directs et mixtes, ce
qui prépare la discrétisation en espace du probléme instationnaire.

Le probleme dépendant du temps est traité dans le douzieme chapitre : a 1’aide de bonnes hy-
potheses sur les données, on montre que la formulation mixte augmentée, pour le champ électrique,
est équivalente au systeme des équations de Maxwell et admet une unique solution. Ensuite, on
discrétise le probleme avec un schéma aux différences finies pour la discrétisation en temps, et les
éléments finis de Taylor-Hood Pyi1-P; pour la discrétisation spatiale. Une étude de stabilité met
en exergue une condition de type CFL a respecter entre le pas de temps et les caractéristiques du
maillage. Dans le treizieme chapitre, nous présentons les résultats obtenus en 3D.
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Chapitre 1

Modélisation et méthodes de
résolution

1.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est d’une part de faire quelques rappels de Physique sur les équations
de Maxwell (sections 1.2 et 1.3), et de justifier ainsi I’étude mathématique (qui semble parfois
lointaine de la Physique) qui va suivre.

D’autre part, on donne les hypothéses mathématiques requises (section 1.4), on présente quelques
modeles de simplification de ces équations (section 1.5) chers aux mathématiciens et numériciens,
puis on indique différentes méthodes (non exhaustives) de résolution (section 1.6).

Pour la partie physique, on se réfere essentiellement aux ouvrages classiques suivants : les cours
de R. P. Feynman [62], pédagogiques et ludiques, le livre de J. D. Jackson [71], précis et complet.
Le livre d’A. Bossavit [25] permet (avec quelques connaissances mathématiques) de passer de la
Physique a la modélisation.

1.2 L’électrodynamique classique

Bien que les phénomenes électromagnétiques soient connus depuis I’Antiquité, les premieres
expériences sur I'électricité et le magnétisme remontent seulement au XVII®™ siecle. L’analyse
scientifique de ces phénomeénes commencerent avec les travaux de Coulomb sur I’électrisation, qui
furent publiés en 1785, et qui conduisirent a la théorie dynamique du champ électromagnétique
de Maxwell, publiée en 1864. Cette théorie fut validée en 1888 par Hertz, qui avait découvert des
ondes électromagnétiques se propageant a la vitesse de la lumiere.

Depuis les années soixante, notre compréhension sur les constituants fondamentaux de la matiere
et les forces qui interagissent entre eux a révolutionné la Physique. Cela a donné lieu a la formu-
lation du modéle standard des particules physiques, qui décrit les particules et leurs interactions.
L’électrodynamique classique héritée de Maxwell est une forme limite de 1’électrodynamique quan-
tique contenue dans le modele standard, c’est-a-dire valide lorsque le nombre de photons impliqués
est suffisament grand.

L’électrodynamique classique permet de décrire les phénomenes électromagnétiques qui se ma-
nifestent dans de nombreuses technologies modernes : télécommunication, micro-onde, radar, an-
tenne. Afin de simuler les effets produits, qui peuvent étre destructeurs, il est nécessaire de faire une
analyse mathématique des équations de Maxwell, pour les résoudre numériquement, la résolution
analytique étant dans la majorité des cas actuellement hors de notre portée.
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20 CHAPITRE 1. MODELISATION ET METHODES DE RESOLUTION

1.3 Les équations de Maxwell

1.3.1 Champs et sources

Dans les milieux continus, les phénomenes électromagnétiques sont décrits par quatre fonctions
qui dépendent du temps ¢ et des coordonnées d’espace x, & valeurs dans R :
- le champ électrique &, qui est de la dimension d’une force par unité de charge ou V.m™! (Volts
par metre),
- I'induction magnétique B, qui est de la dimension d’une force par unité de courant ou T (Tesla),
- le champ magnétique H, en A . m™* (Ampéres par metre),
- le déplacement électrique D, en C.m~2 (Coulombs par metre carré).

La force agissant sur une charge ponctuelle ¢ en présence d’'un champ électromagnétique est
décrite par I’équation de la force de Lorentz :

F=q(E+vxB). (1.1)

Le champ électrique £ et l'induction magnétique B furent initialement introduits a partir de
I’équation de force de Lorentz. Cette équation permet de décrire le mouvement d’une particule
chargée.

Les fonctions électromagnétiques sont régies par les équations de Maxwell (sytéme d’unité SI) :
divD = p, équation de Maxwell-Gauss, (1.2)

rotH — ;D = J, équation de Maxwell-Ampere, (1.3)

rot€ + 08 = 0, équation de Maxwell-Faraday, (1.4)

divB = 0, absence de monopdle magnétique. (1.5)

Les équations (1.3) et (1.4) sont des équations d’évolution, alors que les équations (1.2) et (1.5)
sont des équations de contrainte. Bien que nous présentons ces équations d’un seul bloc, elles ont

été élaborées pas a pas, par plusieurs physiciens.

p (en C. m~3, & valeurs dans R) est la densité volumique de charges électriques dans le milieu,

J (en A. m~2 & valeurs dans R3) est la densité de courant, qui est non nulle dés qu’il y a un courant
électrique.

Le champ électromagnétique peut exister dans des régions dépourvues de sources, lorsque J = 0 et
p = 0. Son existence est indépendante des charges et du courant, puisqu’il transporte de 1’énergie,
de la quantité de mouvement et du moment cinétique.

Les équations (1.2)-(1.5) contiennent implicitement I’équation de continuité de la charge, reliant
les densités de charges p et de courant J ; obtenue en combinant la dérivée temporelle de (1.2) et
la divergence de (1.3) :

Op + divg = 0. (1.6)

On peut remarquer une certaine redondance dans ce systeme d’équations. En effet, si on applique
l'opérateur divergence a (1.4), on obtient que 9(divB) = 0. Ainsi, il suffit que (1.5) soit vérifiée a
un seul instant (par exemple & ¢ = 0) pour qu’elle le soit & tout temps ¢. De méme, si on applique
lopérateur divergence & (1.3), on obtient que 9;(divE) = 9,p, & condition toutefois que (1.6) soit
vérifiée.

Lorsque J et p sont connus, et satisfont (1.6), le systéme (1.2)-(1.5) comporte six équations
scalaires indépendantes, et les équations (1.2) et (1.5) jouent le réle de conditions initiales. Comme
on a douze inconnues scalaires, on sera amené a ajouter a ces équations des relations, appelées
lois de comportement ou relations constitutives, qui permettent de décrire la nature du milieu dans
lequel ont lieu les phénomenes électromagnétiques.
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1.3.2 Lois de comportement

Lorsque le milieu est conducteur, la loi d’Ohm est vérifiée :

J(x,t) = o(x)E&(x, t), en milieu isotrope, (1.7)
3
Ji(x,t) = Zaij(x) £j(x,t), i =1,3, en milieu anisotrope. (1.8)
j=1

o est la conductivité électrique. En milieu anisotrope, c’est un tenseur.

Lorsque le milieu est isolant, ¢ est nulle, donc J = 0 : il n’y a pas de courant circulant dans
le milieu. Dans le cas d’un conducteur parfait, o est infinie : les champs £ et H sont nuls.

Dans les milieux parfaits, c’est-a-dire les milieux pour lesquels les lois de comportement sont
linéaires, les relations suivantes sont vérifées :

D(x,t) = e(x)&(x, t), en milieu isotrope, (1.9)
3

Di(x,t) = Zsij(x) Ej(x,t),1=1,3, en milieu anisotrope. (1.10)
j=1

B(x,t) = p(x)H(x, t), en milieu isotrope, (1.11)

3

Bi(x,t) = Z,uij(x) H;(x, t), i=1,3, en milieu anisotrope. (1.12)

j=1

¢ est la permittivité diéléctrique et p la perméabilité magnétique. En milieu anisotrope, ce sont des
tenseurs.
Les équations de Maxwell en milieu isotrope se réécrivent alors en fonctions de £ et H seulement :

div(e€) = p, (1.13)
rotH — 0 = J, (1.14)
rot€ + poH = 0, (1.15)

div (uH) = (1.16)

Lorsque le milieu est de plus homogene, € et u sont constants.

Le vide est un cas particulier de milieu parfait, isotrope, homogéne et isolant, pour lequel la
permittivité diéléctrique, notée g9 ~ (367 . 10° )_1(?2.N71.m_2 et la perméabilité magnétique notée
po =4m.10""F.m~! sont telles que : c2eppp = 1, ot ¢ ~ 3.10% m.s~! est la vitesse de propagation
des ondes électromagnétiques dans le vide.

Dans le cas d’un milieu isotrope, homogene, isolant et non chargé (7 = 0, p = 0), £ et H
satisfont 1’équation des ondes :

AE — epd?E = 0, et AH —epd?H = 0. (1.17)

Cette équation s’obtient en injectant (1.15) dans 0¢(1.14) pour le champ électrique et (1.14) dans
0¢(1.15) pour le champ magnétique, et en utilisant la fait que rotrot — graddiv = —A. L’onde
électromagnétique se propage a la vitesse (sp)_l/ 2. Ainsi, les équations de Maxwell sont de nature
hyperbolique.



22 CHAPITRE 1. MODELISATION ET METHODES DE RESOLUTION

1.3.3 Energie électromagnétique

Le flux d’énergie du champ électromagnétique est représenté par le vecteur de Poynting, de
dimension Jm~2.s71 :

S=ExH. (1.18)

La densité d’énergie électromagnétique totale, de dimension J.m ™3 est donnée par :

(E.D+ B.H). (1.19)

DN | =

w =

Dans le vide, I’équation de conservation de 1’énergie, appelée aussi théoreme de Poynting, s’écrit
ainsi :

Ow+divs = —J.£. (1.20)

La variation instantannée de 1’énergie électromagnétique a l'intérieur d’'un volume donné plus
I’énergie s’écoulant, par unité de temps, a travers la surface délimitant le volume correspond au
travail accompli par le champ électromagnétique sur les sources dans le volume. En milieu linéaire
dispersif, il faut tenir compte des perte ohmiques, et de ’absorption du milieu.

L’énergie électromagnétique totale dans un volume £ C R? quelconque est donc :

Wolt) = /desz - %/Q(g(x)wx, OF + )| H(x, t)[2) dO (1.21)

En intégrant (1.20) sur €2, ’équation de conservation de 1’énergie totale dans le vide s’écrit alors :

d
Wa | S.ud2+/5.jd9:0, (1.22)
de o0 Q

ol v est le vecteur normal sortant de 0f2.

1.3.4 Conditions de transmission entre deux milieux matériels

Le théoréme de Stokes et le théoréme de la divergence permettent d’écrire les équations de Max-
well sous forme intégrale et de déduire les relations entre les composantes normales et tangentielles
des champs d’une part et d’autre d’une surface I" séparant deux milieux différents, et éventuellement
porteuse d’une densité de charge surfacique o et d’une densité de courant surfacique K :

(Dy —Dy).v = osurl, (1.23)
(B — By).v = Osurl, (1.24)
vx(& —&) = Osurl, (1.25)
vx(Hy —Hi) = Ksurl, (1.26)

v étant le vecteur normal a I', dirigé du milieu 1 vers le milieu 2. Ainsi, a la traversée de 'interface :
- la composante normale de B est continue,

- la discontinuité de la composante normale de D en un point est égale a la densité de charge
surfacique en ce point,

- la composante tangentielle de £ est continue,

- la composante tangentielle de H subit une discontinuité égale a la densité de courant surfacique,
et de direction IC x v.



1.3. Les équations de Maxwell 23

Dauns le cas particulier ou le milieu 2 est un conducteur parfait (on note alors I' = '), le champ
électromagnétique est nul dans ce milieu : &5 = By = 0. On pose alors £ = £, B = B; et on a dans
le milieu 1 des conditions aux limites de conducteur parfait :

B.v = 0surlg, (1.27)
vx& = 0Osurlc. (1.28)
Notons que l'expression (1.27) apparait comme redondante. En effet, si v x £ = 0 sur I'¢ et a

t =0, B(0).v = 0sur I'¢, alors d’apres (1.4), B(t).v = 0 sur I'c pour tout ¢.

1.3.5 Condition aux limites en domaine borné

Lorsqu’on borne le domaine d’étude par une frontiere artificielle I" 4, il faut imposer des condi-
tions aux limites au bord du domaine borné 2 obtenu. Au premier ordre, les conditions aux limites
sur I' 4 s’écrivent ainsi :

(& —cBxv)xv = e xv, sur 'y, e donné,  (1.29)

ou bien, de fagon analogue : (¢B — € xv)xv = b*xwv, sur 'y, b* donné. (1.30)

Cette condition s’obtient en approchant localement la frontiere I'4 par son plan tangent, et en
écrivant qu’une onde plane a incidente normale sort du domaine sans étre réfléchie, pour e* = 0 ou
b* = 0. Elle est donc exacte dans ce cas de figure, sinon, c’est une approximation. Lorsque e* # (
ou b* # 0, cette condition traduit la pénétration d’une onde plane a incidence normale dans le
domaine. Cette condition aux limites est souvent appelée condition de Silver-Miiller. Elle est en
générale suffisante pour les problémes intérieurs. Pour les problémes extérieurs, il est préférable
d’utiliser une approximation d’ordre deux, afin de ne pas polluer la solution par des réflexions
parasites.

1.3.6 Condition de radiation en domaine non-borné

Pour les problemes stationnaires en domaine non-borné, les équations de Maxwell doivent étre
complétées par des conditions de radiation qui éliminent les ondes venant de l'infini. Considérons le
cas oll on envoie une onde électromagnétique incidente £ (par exemple provenant d'un radar) sur
un objet inhomogene borné (tel qu'un avion). L’onde est réfléchie et diffusée en une onde £° et le
champ électromagnétique total est : £* + £°. L’onde incidente est une onde plane : £¢ = pei#x-d,
ol p € R3 est le vecteur de polarisation et d € R? est le vecteur unitaire de direction de propagation

de I'onde. p et d sont orthogonaux. £° satisfait les équations de Maxwell en 1’absence de diffusion :
rotrot & — k28" = 0, dans R3.

Le champ électromagnétique diffusé doit alors satisfaire la condition de radiation de Silver-Mdiiller
suivante [85] :
}l%igloR(rotES XX —ikE) =0, (1.31)
ou R = |x| et X = x/R.
La difficulté pour discrétiser ce probleme est qu’il est posé en domaine infini. On peut borner
le domaine par une frontiere artificielle loin de l'objet réfléchissant, et imposer la condition de
radiation de Silver-Miiller sur cette frontiére.
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1.3.7 Effet de pointe

Considérons deux spheres conductrices dans le vide, soumises au méme potentiel. On observe
que le champ est plus grand a la surface de la plus petite sphere.

En effet, si la plus grande sphere, de rayon a porte une charge (J, son potentiel électrique vaut

environ ¢, = yr— Le potentiel électrique de la petite sphere, de rayon b et portant une charge
TEY A
, 1l q N . . - Q q
q est de l'ordre de ¢po = ——=. Ainsi, si les sphéres sont au méme potentiel, on a : — = =.
dmeg b a b

Sur la surface d’une des spheres, le champ électrique est proportionnel a la densité surfacique
de charges o, qui vaut a peu prés la charge totale divisée par la surface de la sphere. D’ou :

& a? b .. . . .
[1€4]] ~ Qfa” _ —. Ainsi, les champs sont inversement proportionnels aux rayons, et le champ

|l — ¢/B?  a
électrique de la petite sphere est plus important que celui de la grosse sphere.

Le méme effet se produit si on charge un conducteur qui a une pointe ou une extrémité tres
aigué : le champ électromagnétique au voisinage de la pointe est beaucoup plus grand que le champ
dans les autres régions. Les charges s’étendent le plus possible sur la surface d’un conducteur,
certaines charges sur le conducteur sont poussée vers l'extrémité, qui a une surface petite devant
la surface de tout le conducteur.

On en déduit que la densité surfacique de charges est plus importante localement, sur 'extrémité,
que sur le reste du conducteur, ce qui implique un champ intense au voisinage de la pointe.

On appelle singularités géométriques les arétes et/ou coins que forme un conducteur. Le champ
électromagnétique est alors localement intense, il se produit un effet de pointe.

La présence de singularités géométriques dans le milieu matériel peut étre un choix délibéré du
constructeur pour générer des champs intenses (singularité active), ou une contrainte de conception
(singularité passive). Dans les deux cas, la solution des équations de Maxwell est singuliere, et la
valeur précise du champ est cruciale pour une analyse correcte des phénomenes physiques observés.

1.4 Hypotheses mathématiques sur les données

Pour étre en mesure de résoudre numériquement les équations de Maxwell, il faut faire des
hypotheéses mathématiques sur le champ électromagnétique et les données. Dans cette section,
nous établissons de fagon formelle ces hypotheses, qui reposent sur des considérations physiques,
en particulier sur le fait ’énergie électromagnétique soit finie. Nous noterons L?(Q2) I'espace des
fonctions scalaires de carré intégrable sur Q@ C R3, et £2(2) = L2?(Q2)? 'espace des fonctions
vectorielles dont les composantes sont de carré intégrable.

Dans le cas statique, le champ électromagnétique et les données ne dépendent pas du temps.
Les équations statiques en (&€, H) s’écrivent :

rot€ =0, etdivé = p/e, (1.32)
rotH =7, etdiv(uH) =0. (1.33)

Pour simplifier, nous supposons ¢ et y constants (cas d’un milieu homogene).
e Le champ électrostatique £ est a rotationnel nul. Il existe donc un potentiel scalaire ¢ tel que :
& = —grad ¢. Ce potentiel satisfait 1’équation de Poisson : —A¢ = p/e. Par intégration par parties
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sur un volume §2, on peut réécrire I’énergie électrostatique totale en fonction de p et ¢ dans 2 :

1 1
Wgs = _/g\S\QdQ = —/agrad¢.grad¢d9
2 Q 2 Q

1 1
_ i/ﬂg(—Agb)gbdQ + §/me¢&,¢dz,

= l/pgbdQ—&- l/ epa,pdX,
2 Jo 2 Joa

ou 0,¢ est la dérivée partielle normale & ¢ sur 9€2. Supposons que le champ soit généré par une
source, et que 2 soit une sphere de centre la source. Comme le potentiel ¢ est en 1/r, ou r est la

distance & la source, d,¢ est en 1/r2. On en déduit que lim / epd,pdX ~ lim 1/7“3 = 0. Cela
r—00 Q r—00

se généralise a d’autres formes de volume : 'intégrale du bord s’annule, et on a :

Wes =5 [ podx.
2 Jps

Comme Wgg < oo, on a & € L2(R3). Ainsi, les dérivées partielles de ¢ sont de carré intégrable,

d’ot : ¢ € HY(R3). Comme p ¢ est intégrable, on en déduit que p est dans le dual de H'(£2), noté

H~Y(R3). De plus, comme & est & rotationnel nul, £ est un vecteur de H(rot,R?), I'espace des

fonctions vectorielles de rotationnel de carré intégrable.

e [’induction magnétostatique B = pH est a divergence nulle. Il existe alors un potentiel vecteur

1
A tel que : B = rot A, c’est-a-dire H = —rot .A. Si on choisit .4 a divergence nulle (ce choix est

1
appelé jauge de Coulomb), alors A satisfait ’équation : —AA = J. On peut réécrire I’énergie
magnétostatique totale en fonction de A et J :

1

1
Wys = —/u\HPdQ = —/H.rot.AdQ
2 Ja 2 Ja

1 1
= —/rot’HAdQ + = A.(rot H x v)dX,
2 Ja 2 Joa

= 1/j.AdQ+ 1/ uwA.(rot Bxv)dE,
2 Ja 2 Joa

De nouveau, on suppose que le champ soit généré par une source, et que €2 soit une sphere de centre
la source. Le potentiel vecteur A est en 1/r et rot B x v est en 1/r2. Ainsi, I'intégrale au bord
s’annule lorsque r — oo, et on a :

Wys = L JAdx.
2 Jps
Comme Wys < 0o, on a B € L2(R?). Donc le rotationnel de A est de carré intégrable, c’est-a-
dire : A € H(rot,R?). On en déduit alors que J . A est intégrable, et que J est dans le dual de
H(rot ,R3), noté H(rot,R3)". Notons que J étant un rotationnel, J est a divergence nulle. De
plus, comme g est a divergence nulle, H est un vecteur de H(div,RR3), I’espace des fonctions
vectorielles de divergence de carré intégrable.
Les hypotheses de régularités minimales du probleme statique sont donc :

pe HYR?, J € H(rot,R3) avec div.] = 0 et & € H(rot,R?), H € H(div,R?).
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Notons que ’hypothese mathématique faite sur p ne peut étre vérifiée que si on exclut certaines
singularités de charge telles que les singularités de charges ponctuelles ou linéiques. Il faut alors
changer de modélisation et passer au modele microscopique. Par la suite, on fait souvent I’hypothese
supplémentaire que p € L%(R3), c’est-a-dire que £& € H(div,R3). De méme, par commodité, on
suppose en général que: J € L2(R3), d’ot: H € H(rot ,R?). Les hypotheses de régularités usuelles
du probleme statique sont alors :

p € L*(R3), J € L2R3) avec div] = 0 et £, H € H(rot,R?) NH(div,R?).

Dans le cas général, ol € et p ne sont pas constants, avec les hypotheéses suivantes : € et p sont
mesurables uniformément bornées et strictement positives, on obtient que :

£ € H(rot ,R*) N'H(dive,R?) et H € H(rot,R?) NH(div u, R?),

soit : div (e £) € L*(R3) et div (uH) € L?(R3).

Dans un ouvert borné €, on arrive a des conclusions semblables : £ € H(rot , Q) N H(dive, )
et H € H(rot, Q) NH(div i, ), la différence portant sur les conditions aux limites. Dans le cas ou
2 est I'intérieur d’un conducteur parfait, on a alors : £ X v5q = 0, et B.vjpq = 0. On a alors :
€ € Ho(rot, Q) NH(dive, Q) et H € H(rot, Q) N Ho(divp, Q).

Nous ne détaillons pas ici le cas instationnaire. On a des hypothéses similaires sur la dépendance
en espace, plus des hypotheses de continuité sur la dépendance en temps. Pour plus de détails, on
peut lire notamment le document de F. Assous et P. Ciarlet, Jr. [6] (chap. 2).

Notons que la régularité du champ dépend entre autre de la présence de singularités.

1.5 Différents modeles

Selon le type de probléme que l'on souhaite étudier, il existe plusieurs facon de réécrire les
équations de Maxwell. Dans cette section, nous indiquons différents modeles permettant de les
simplifier.

1.5.1 Le modele de Darwin

Lorsqu’on simule des faisceaux de particules chargées, pour lesquels il n’y a pas de phénomene
haute fréquence ou de changement rapide de courant, on peut négliger la composante transverse
(orthogonale & la direction du faisceau) du courant de déplacement. C’est le modele Darwin, qui
correspond a une approximation d’ordre un en terme de développement asymptotique des équations
de Maxwell [97].

Le champ électrique se décompose de la fagon suivante (décomposition de Helmholtz) :
E=¢E" 4+ &k

EL . la partie longitudinale est telle que : rot £X = 0.
ET | la partie transverse se caractérise par divE” = 0.

Lorsque la vitesse caractéristique du phénomene étudié est petite devant la vitesse de la lumiere,
on néglige ;€T la composante transverse du courant de déplacement. On obtient alors un systéme
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de trois problemes elliptiques en £, B et ET :

_A¢ = p/Ea 8L = _grad¢7
rotrot3 = rotJ,
divB = 0,
rotrot T = —purotB,
dive? = 0.

rot 3 est considéré comme une donnée pour calculer £7. La difficulté de ce probleme est la prise
en compte des conditions aux limites, qu’il faut partager entre les deux composantes du champ
électrique [59]. Dans [96], P.-A. Raviart et E. Sonnendriicker présentent une méthode asymptotique
pour déterminer les conditions aux limites sur B qui permettent d’obtenir que le probleme en
B soit bien posé. Dans [103], E. Sonnendriicker et al. utilisent le systéme couplé Vlasov-Darwin
comme approximation du systeme couplé Vlasov-Maxwell. Enfin, une analyse de la convergence
des éléments finis pour ce modele a été faite par P. Ciarlet, Jr. et J. Zou dans [43].

1.5.2 Les modeles quasi-électrostatique et quasi-magnétostatique

Lorsqu’on peut négliger le terme 95 dans I’équation de Faraday (1.4), on obtient le modele
quasi-électrostatique. Ce modele est valide lorsque la vitesse caractéristique des phénomenes magnétiques
est petite devant la vitesse de propagation de 'onde. On obtient le probléeme suivant :

div(e€) = p, rotE =0, (1.34)

avec des conditions aux limites adéquates, p dépendant du temps.

Avec I’hypotheése supplémentaire ;€ = 0, p est indépendant du temps, c’est le probleme
électrostatique. L’équation (1.34) devient elliptique. La solution & est telle que : £ = —grad ¢,
avec —A¢ = p/e. Cest le modéle de Poisson, bien moins coiiteux a résoudre que le systéme com-
plet des équations de Maxwell. L’une des applications de ce modele est 'analyse de distribution de
charges (en anglais C.D.A. : charge distribution analysis). Le but est d’analyser la charge électrique
présente dans un isolant, afin d’en mesurer la qualité d’isolation. A cette fin, on plonge l'isolant
dans un champ électrique non uniforme, et on mesure la force a laquelle il est soumis.

L’étude de ce modele est nécessaire lorsqu’on s’intéresse au probléme quasi-électrostatique. En
effet, la dépendance en temps du second membre requiert la résolution d’une suite de problemes
électrostatiques. Cependant, on n’a pas toujours la méme condition aux limites.

Si on peut négliger le courant de déplacement 0;D par rapport au courant induit dans I’équation
d’Ampere (1.3), on obtient le modele quasi-magnétostatique, dont 1'une des applications est le calcul
des courants induits dans un matériau (ou courants de Foucault). Dans ce cas, on dispose de la
relation complémentaire J = o&, de sorte que B peut étre écrit comme la solution d’une équation
parabolique :

0B + rot (lrot lB) = 0,
o M
divB = 0.

Le modele magnétostatique, valable lorsqu’on peut négliger 9;13, ¢’est-a~dire lorsque 7 est indépendant
du temps s’écrit alors :

1
divB = 0, rot ;B =J. (1.35)
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Dans le cas ou p est constant, B est alors solution de I’équation elliptique suivante : —AB = urot J.

D’un point de vue numérique, le modeles statiques permettent de faire I’étude spatiale des
méthodes de résolution envisagées, avant de les appliquer au cas instationnaire ou au cas harmo-
nique. Ces modeles fournissent de précieuses informations pour comprendre I'influence des singu-
larités géométriques sur le comportement en espace et sur le comportement en temps du champ
électromagnétique.

1.5.3 Les équations harmoniques

On suppose que les fonctions électromagnétiques ont une dépendance harmonique en temps, de
pulsation w, c’est-a-dire qu’elles sont de la forme :

Ex, 1) = Rle(x)e?),
H(x,t) = R(h(x)e'?),
P 1) = R(r(xeh),
Teot) = R(G(x)e")

oll e, h, j sont & valeur dans C? et 7 est & valeur dans C. Les équations de Maxwell se réécrivent
alors :

iwee —roth = —j,
iwph 4+ rote = 0,
div(ee) = r,

div(pgh) = 0.

On peut découpler ces équations ainsi, en injectant h = (1w ) “'rot e dans la premiére équation,
oue= (1we) (roth — j) dans la seconde équation :

~w?ce + rot (p lrote)
w?ph—rot(p~t(roth —j))

—1wj,

0.

Lorsque j est nul, on doit résoudre un probleme aux valeurs propres. Les équations harmoniques
permettent de modéliser le comportement d’une onde électromagnétique dans une cavité. Différents
modeles ont été développés, selon que le milieu soit conducteur ou non. La premiere difficulté est
de trouver une formulation variationnelle du probleme qui satisfasse l’alternative de Fredholm
([27], chap. 6), qui vérifie les propriétés de coercivité et de compacité, c’est-a-dire pour la seconde,
I'injection compacte de I’espace fonctionnel choisi dans £2(£2).

Comme l'injection de Ho(rot , Q) dans £2() n’est pas compacte, une méthode consiste & ajou-
ter un terme d’intégration en div-div dans la formulation variationnelle (qui contient un terme
d’intégration en rot-rot et un terme d’intégration £2), afin d’éliminer les fonctions propres non
physiques. On parle alors de régularisation ou de pénalisation. La coercivité de la forme bilinéaire
pénalisée été montrée par M. Costabel dans [50]. On peut discrétiser la formulation variationnelle
obtenue par des éléments finis nodaux [68, 53]. Une autre méthode consiste a ajouter un multipli-
cateur de Lagrange portant sur la condition de divergence. Ces méthodes ont étés introduites par
F. Kikuchi dans [74], qui prouve dans [75] des propriétés de compacité discréte pour les éléments
finis de degré le plus bas de Nédélec. Une étude comparative des éléments finis d’arétes avec des
éléments finis nodaux est menée par D. Boffi et al. dans [22] (pour le 2D) et [23]. Les éléments
finis nodaux proposés dans ces articles sont biquadratiques et permettent de capter les singularités
du champ par une méthode de projection. L’étude de la compacité discrete pour une méthode hp
d’éléments finis d’arétes 2D est faite par D. Boffi et al. dans [21] et [20]. Dans [32], A. Buffa et al.
prouvent la compacité discréte pour les éléments finis d’arétes sur un maillage anisotrope.
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A. Alonso s’est intéressée au cas ou le milieu est hétérogene, et se comporte comme un conduc-
teur dans une partie du domaine et un isolant parfait dans une autre partie. Il existe deux modeles :
- Le modele basse fréquence, pour lequel on élimine le terme en w? et on prend en compte la loi
d’Ohm. Le champ électrique harmonique e satisfait alors :

rot (y 'rote) +1woe = 0,

avec les conditions aux limites adéquates. Dans [1], A. Alonso établit une preuve mathématique de
ce modele, pour lequel 'alternative de Fredholm a été prouvée pour la forme bilinéaire :

/,u1r0tu.r0tde+zw/0u.de.
Q Q

- Le modele haute fréquence : on conserve le terme en w? et on prend en compte la loi d’Ohm. Le
champ électrique harmonique e satisfait :

rot (p 'rote) — a?(e — 1w™!

oc)e =0,

avec les conditions aux limites adéquates. Dans [3], A. Alonso et A. Valli prouvent lalternative de
Fredholm, en étendant le résultat de compacité de C. Weber [107] (injection compacte de X2 dans
L£2(2)) pour I'espace H(divn, Q) N Ho(rot,N), avec n =¢ —1w ! o.

1.5.4 Controlabilité

Dans certaines situations physiques (en particulier : les antennes) on ne dispose pas de données
volumiques, mais surfaciques. Il faut alors réécrire les équations de Maxwell, en considérant que
I’évolution temporelle du champ életromagnétique est gouvernée par un courant surfacique tangen-
tiel de densité 7. On veut résoudre :

€€ —rot H = 0 et u0yH + rot&E = 0, dans €,
div (e€) = 0 et div(uH) = 0, dans Q,
Hxv=J, sur 'y,
Hxv =0et&.v =0, sur OO\I' s,

ouI'y C 99 est le support (ouvert) du courant. Le champ électromagnétique étant dans H(rot , <),
il est intéressant d’étudier 'espace des traces de H(rot,$2). A. Alonso et A. Valli décrivent dans [2]
des opérateurs d’extensions continus de H(rot , 2) dans I'espace de ses traces tangentielles, ce qui en
pratique permet 'approximation numérique du probléeme surfacique. Le cas d’un milieu hétérogene
avec une frontiere non réguliere est étudié par S. Nicaise dans [89], qui établit des estimations
d’énergie. Ces résultats s’appliquent au probléme inverse qu’est la reconstitution d’antenne.

1.5.5 Equations instationnaires

Pour la modélisation numérique des plasmas, 1’étude de dispositifs sélectifs en fréquence, il est
nécessaire de disposer de codes résolvant le systéme couplé Maxwell-Vlasov. Pour cela, on doit étre
en mesure de résoudre les équations de Maxwell dépendant du temps (1.2)-(1.5). La discrétisation de
ces équations, qui sont de premier ordre en temps mene a des algorithmes instables. Des oscillations
apparaissent et on ne peut pas les controler.

Considérons le cas d’un milieu isotrope. En injectant (1.15) dans 0(1.14) pour le champ
électrique et (1.14) dans 0¢(1.15) pour le champ magnétique, on obtient les équations suivantes, de
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second ordre en temps et en espace, similaires a I’équation des ondes :
2 1
€0;E + rot ;rotS = —-0J, (1.36)
1
pwO2H + rot <—(rotH — .7)> = 0. (1.37)
€

La discrétisation de ces équations de second ordre permet de controler les dérivées des solutions.

P. Monk [81, 80] a contribué a I’étude de la discrétisation de (1.36)-(1.37) par des éléments finis
discontinus :

- Dans [81], des estimations d’erreur sont prouvées pour la discrétisation en espace de (1.36) avec
des éléments finis de Nédélec. Les estimations en norme H(rot, ) sont en h* pour un champ
suffisamment régulier (h est le pas du maillage et k& > 0 est lié a la régularité des solutions). On a
des estimations en norme £2 d’ordre h**1 lorsque le domaine est convexe.

- Dans [80], trois méthodes d’éléments finis mixtes sont détaillées pour le calcul du champ électrique
(et de la composante longitudinale du champ magnétique) en 2D. La premiere méthode, consiste
a prendre un champ électrique constant par élément, mais la condition inf-sup n’est pas vérifiée.
Pour la seconde méthode, les degrés de liberté du champ électrique sont les composantes normales
aux arétes. Pour permettre a la permittivité diélectrique d’étre discontinue, on a deux valeurs de
la composante normale du champ électrique de part et d’autre de I'aréte. Enfin, pour la derniere
méthode, les degrés de liberté du champ électrique sont les composantes tangentielles aux arétes :
on est conforme dans H(rot, ), et € peut étre discontinue.

Enfin, dans [44], P. Ciarlet, Jr. et J. Zou prouvent des estimations d’erreurs pour la discrétisation
en temps et en espace de (1.36) avec des éléments finis de Nédélec. De plus, les résultats de [81]
sont étendus a des solutions moins régulieres. Dans [109], J. Zhao obtient des résultats similaires,
avec € et p discontinus.

La discrétisation de (1.36)-(1.37) par des éléments finis continus a fait I'objet de la thése d’E.
Heintzé, en 1992 [69, 10] (voir aussi [26]) et a abouti & un code de calcul Maxwell-Vlasov 3D, valable
lorsque le domaine de calcul est convexe (ou la solution suffisamment réguliere). Dix ans plus tard
(grace a la méthode du complément singulier, introduite par Assous et al. [9] en 1998), a l'issue
de la these d’E. Garcia [63], on dispose d’'un code de résolution avec des éléments finis continus du
probleme Maxwell-Vlasov couplé en domaine non-convexe 2D.

1.6 Méthodes de résolution

Différentes méthodes de résolution de ces équations ont été étudiées : différences finies, éléments
finis, volumes finis pour les domaines bornés ; méthodes intégrales, éléments infinis pour les problémes
de diffraction. Nous n’en présentons que quelques unes.

1.6.1 Différences finies

Considérons Q =]0,1[3. Soit N € N. La méthode des différences finies en espace consiste &
calculer le champ électromagnétique aux points : (z;, yj, zr) = (i/(N+1), j/(N+1), k/(N+1)),
ot (i, j, k) €{0,...,N+1}. Posons h = 1/(N+1), le pas du maillage, et : & ; 1 (t) = E(xi, yj, 2i: )
(de méme pour H). Les dérivées partielles sont approchées par différences finies par exemple de la
fagon suivante (de méme pour H) :

Eir1k(t) = Eijr(t)
h

0:E(x4, Y5, 2i5 t) = , de méme pour 9,€ et 9,€.
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Les valeurs au bord (en i =0, oui = N + 1, etc) sont données par les conditions aux limites. Plus
N est grand, plus la méthode est précise. On peut choisir des pas différents selon les directions x, y,
z. Il existe bien str d’autres schémas de discrétisation. L’inconvénient de la méthode des différences
finies en espace est qu’elle s’utilise difficilement dans le cas de géométries complexes.

En général, on applique la méthode des différences finies a la discrétisation en temps. Soit T’y
le temps final, et N7 le nombre de pas de temps. On pose At = T;/Nr et E" = E(x;t,), ol
tn = nAt, n € {0,...,N;}. On approche alors 0, et 9?€ (de méme pour H) par les schémas
suivants :

g(x)n+1 _ g(x)"
At

E(x)"H —28(x)" + E(x)" T
At?

HE(x;ty) ~ D OPE(xty) (1.38)
Le second schéma est appelé schéma saute-mouton. Pour la discrétisation des équations de Maxwell
par les différences finies en temps et en espace, le schéma le plus utilisé est le schéma de Yee [108].
Dans ce cas, on utilise un schéma d’approximation centré en espace (0, ~ Eiv1/2,5k — 5i—1/2,j,k),
et le schéma ci-dessus en temps. D’autres schémas sont disponibles dans [104].

Lorsqu’on discrétise par les différences finies en espace 1'équation des ondes (1.17), on obtient

un systeéme linéaire de la forme :
OPME(t) + *KE(t) = 0,

ol E(t) est le vecteur des valeurs &; j 1, Ml est appelée la matrice de masse et K la matrice de raideur
interne. M est plus creuse que K. Pour la discrétisation en temps de ce systeme linéaire, nous avons
deux schémas possibles, selon qu’on prenne KE(¢) au pas de temps n (schéma explicite) ou au pas
de temps n + 1 (schéma implicite) :

Schéma explicite :  M(E"™! — 2E" + E" 1) + 2 A#?’KE" = 0 ~ ME"™! = L7,
Schéma implicite :  M(E"™ — 2E" + E"1) + 2 APPKE"™ = 0~ (M + 2 A?K)E" = LI,

Dans le premier cas, le pas d’espace et le pas de temps sont liés par la condition de Courant-
Friedrichs-Lewy (appelée condition CFL), qui assure la stabilité du schéma et qui s’écrit de la fagon
suivante :

K
AtS—,
C

ou K dépend de la finesse du maillage et de I'ordre d’approximation choisi. Ainsi, on doit diminuer
simultanément le pas spatial et le pas temporel. Dans certains cas, la matrice de masse M est
équivalente & une matrice diagonale, ce qui réduit bien évidement le cout de calcul. Dans [45], G.
Cohen développe différents types d’éléments finis permettant la réduction de la matrice de masse
interne, en 2D et 3D (voir aussi 'article de G. Cohen et al. [46] pour les triangles).

Dans le second cas, on peut choisir indépendamment le pas spatial et le pas temporel, mais il
faut inverser une matrice moins creuse.

1.6.2 Eléments finis de Nédélec

Les degrés de liberté des éléments finis de Nédélec, introduits en 1980 dans [87] (et améliorés dans
[88]), sont portés par les arétes, ce qui permet de conserver les propriétés des matériaux discontinus
de fagon transparente (conservation de la composante tangentielle du champ électrique). Cependant,
par leur nature méme, les éléments finis de Nédélec sont conformes dans H(rot , ) seulement. Ce
sont les espaces fonctionnels qui interviennent naturellement dans la formulation variationnelle,
mais les champs obtenus ne sont pas continus. Ainsi, il faut manipuler ces éléments finis avec
prudence et adresse lorsqu’il s’agit de résoudre le systéeme d’équations couplées Maxwell-Vlasov.
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De plus, pour obtenir une bonne approximation de la solution, il faut soit raffiner localement le
maillage pres des arétes et des coins, soit adapter le maillage et le degré des éléments finis par
des techniques hp (voir le paragraphe 1.6.4). Dans [82], P. Monk détaille la résolution de différents
problémes électromagnétiques harmoniques par les éléments finis d’arétes.

Pour les problemes instationnaires, la difficulté des éléments finis de Nédélec consiste a réduire
la matrice de masse. Dans [47], G. Cohen et P. Monk proposent de coupler les éléments finis d’arétes
avec une méthode d’éléments finis discontinus pour condenser la matrice de masse. Cette méthode
est modifiée dans [48] pour les milieux anisotropes. Dans [77], P. Lacoste propose un autre nouvelle
technique, pour laquelle on doit ajouter des éléments au second membre.

Notons que dans [87], J.-C. Nédélec décrit aussi des éléments finis de faces, introduits initiale-
ment en 2D par P.-A. Raviart et J.-M. Thomas [99, 98]. Les degrés de liberté sont des flux moyens
a travers les faces, ce qui permet de conserver la composante normale du champ : ces éléments finis
sont conformes dans H(div, ). Ils sont parfois utilisés pour discrétiser le champ magnétique.

1.6.3 Eléments finis discontinus

La méthode de Galerkin discontinue, introduite dans les années soixante-dix pour simuler le
transport de neutrons, consiste & approcher le champ électromagnétique avec des fonctions po-
lynémiales discontinues. Des termes de sauts surfaciques sur les faces des éléments apparaissent
alors dans la formulation variationnelle du probleme. En pratique, cette méthode est bien adaptée
aux méthodes hp, et aux cas ou le milieu matériel est inhomogene. Dans [91] I. Perugia et al.
étudient la discrétisation des équations de Maxwell harmoniques par les éléments finis de Galerkin
discontinus. La contrainte de divergence est dualisée. Une analyse d’erreur a priori du probleme
non-mixte en milieu homogene est faite dans [70]. D’autre part, I. Perugia et D. Schétzau étudient
le probleme régularisé (ajout d’un terme en div-div) dans [90].

1.6.4 Eléments finis hp

La méthode des éléments finis hp consiste a faire varier localement a la fois le pas du maillage h et
I’ordre d’approximation p. Par exemple, loin des singularités géométriques, la solution est réguliere,
on utilise un maillage grossier et un ordre d’approximation élévé pour assurer la précision. En
particulier, on approche tres correctement les fonctions analytiques. En revanche, prés des coins ou
des arétes rentrants, on utilise un maillage fin et des éléments finis d’ordre bas. La programmation
de cette méthode est assez complexe. Dans [92, 93], W. Rachowicz et L. Demkowicz décrivent
comment programmer cette méthode pour les éléments finis d’arétes (voir aussi [60]). L'étude de
la convergence des éléments finis pour la méthode de régularisation a poids en est faite par M.
Costabel et al. dans [56].

1.6.5 Méthodes spectrales

La solution des équations de Maxwell est approchée par des polynomes de haut degré N. Le
domaine est partagé en K sous-domaines 2. On obtient les points de discrétisation, et les poids
associés, a l’aide des zéros de la premiere dérivée du polynoéme de Legendre de degré N : I’élément de
base est un cube, éventuellement déformé, et chaque noeud est projeté par translation et homothétie
dans Qj dans chaque direction. Il y a donc N points de discrétisations dans chaque direction par
sous-domaine. Dans [15], F. Ben Belgacem et C. Bernardi établissent des estimations d’erreur pour
le cas instationnaire (la discrétisation en temps se fait a 1’aide d’un schéma saute-mouton), avec des
conditions aux limites absorbantes sur une partie de la frontiere. L’avantage de cette méthode est
que l'ordre de convergence n’est limité que par la régularité de la solution exacte. Cette méthode
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est moins bien adaptée au calcul de champ électromagnétique intense, intrinsequement peu régulier
au voisinage des singularités géométriques.

1.6.6 Obtention d’un domaine borné

Lorsque le domaine €2, dans lequel on étudie I’évolution du champ électromagnétique, change
de forme ou se déplace au cours du temps, il est intéressant d’utiliser la méthode des domaines
fictifs, qui consiste a considérer le probleme dans un domaine [ fixe contenant 2. Les conditions
aux limites sur €2 sont alors prises en compte avec un multiplicateur de Lagrange. Cette méthode
est aussi utilisée pour les problémes de contréles. Dans [57], W. Dahmen et al. montrent que
les formulations variationnelles mixtes issues des problemes harmoniques et temporelles sont bien
posées dans H(rot , OJ).

Pour les problemes de diffraction (voir le paragraphe 1.3.6), la difficulté est réduire 1’étude a
un domaine borné. Dans [105], T. Van et A. Wood étudient le probleme de diffraction par une
cavité d’ouverture I', prise dans un plan parfaitement conducteur. L’espace est borné en couplant
la solution du demi-espace supérieur a celle de la cavité au niveau de la frontiere I'. Les auteurs
utilisent les éléments finis d’arétes pour la discrétisation en espace et les différences finies pour
la discrétisation en temps. Ils montrent que leur probleme mixte est bien posé, et donnent des
estimations d’erreurs.
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Chapitre 2

Intéret de I’étude du probleme
bidimensionnel

Pourquoi s’intéresser au probleme bidimensionnel avant d’étudier le probleme tridimensionnel ?
D’une part, cela permet de baliser les difficultés numériques liées aux conditions limites, a la prise en
compte des discrétisations temporelle et spatiales simultanées (cas instationnaire). D’autre part, on
détermine ainsi les méthodes efficaces de résolution. En particulier, on peut étudier I'influence des
singularités géométriques sur la qualité de I’approximation. Enfin, les équations bidimensionnelles
permettent de modéliser des objets invariants selon une direction tels que les guides d’onde, ou
symétrique selon un plan, comme les filtres & stubs. Ceci permet de préparer la résolution des cas
2D%, moins couteuse que la résolution 3D.

2.1 Le guide d’onde

Un guide d’onde est une cavité ouverte en ses extrémités, dont le bord est un conducteur parfait.
Dans le cas ou cette cavité est prismatique, le guide est modélisé par le domaine 2 = w x R, ou
w est un polygone (voir la figure 2.1) et représente une section du guide d’onde. La frontiere 02
est un conducteur parfait, sur la frontiere 02, £ satisfait ’équation (1.28). Considérons une onde
harmonique plane, se déplacant le long de ’axe z. Décomposons le champ en une partie transverse
et une partie longitudinale :

5(m7y72;t) = (E(l‘,y)—|—Ez(x’y)e3)el(wt—k‘z)’
H(xz,y,z:t) = (H(z,y) +H.(z,y)eg) e (wt=kz)
ou E et H sont dans le plan (e, e3).

Supposons que l'intérieur du guide d’onde soit le vide : il n’y a pas de charges, donc p et J sont
nuls, et € = g9, p = pp. Dans le domaine bidimensionnel w, E satisfait les équations suivantes :

rotE = —wpeH,, (2.1)
divE = kE,,
E. T| ow — 0.
Pour une onde transverse électrique (mode T. E.), E, = 0, et la divergence de E est nulle. Pour

une onde transverse magnétique (mode T. M.), H, = 0, et le rotationnel de E est nul.
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(O Coin rentrant : champ électrique localement intense

Fia. 2.1 — Modélisation d’un guide d’onde.

2.2 La ligne microruban

La ligne microruban est un guide d’onde particulier, utilisée en microéletronique pour confection-
ner des circuits planaires (miniaturisation) réalisant des fonctions données (filtrage, amplification,
etc). Il est constitué d’un plan de masse parfaitement conducteur sur lequel est déposé un substrat
diélectrique, sur la surface duquel est posé une ligne conductrice. L’ensemble est enfermé dans un
boitier (blindage). Le champ électromagnétique est guidé dans le substrat, entre le plan de masse
et la ligne. La permittivité diélectrique et la perméabilité magnétique ne dépendent alors que des
directions transverses au guide : € = e(x,y) et u = p(z,y). Le champ électromagnétique se propage
selon la direction z. On peut donc se ramener a I’étude d’une section transverse de la ligne. Dans
sa these [94], K. Ramdani fait ’étude de trois modeles pour une ligne supraconductrice (figure 2.2).
Il propose des formulations variationnelles régularisées.

Une premiére approche consiste & assimiler la ligne conductrice a un conducteur parfait. La
difficulté consite a borner le domaine de calcul.

Le modele d’'impédance permet de prendre en compte plus précisement de la ligne conductrice.
La difficulté est de gérer la condition de saut discontinue de la composante normale du déplacement
électrique a la traversée de la ligne.

Dans le cas le plus réaliste, le modele de London, la permittivité diélectrique € n’est pas partout
de signe positif, et dépend de la pulsation w, ce qui cause des probléemes de coercivité et de linéarité.

QA ) QA
W% e(w)
¥ b €
1555) QD t €D QD T
I'p € Tp €

Modele de conducteur parfait Modele de London, e(w) = —1/(Ap w)?
ea=1 r Qu Q4 : air, I'p : surface du conducteur parfait,
€ Qp : diélectrique, 3 : interface entre le diélectrique et lair.
€D Qp €3
T'p - €] Q : ligne supra conductrice.

Modele d’impédance

Fi1c. 2.2 — Modélisation d’une ligne supraconductrice.
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2.3 Le filtre a stubs

Un filtre a stubs (figure 2.3) est un guide & Papparence d’un peigne, ol ne passent que certaines
fréquences, qui dépendent de la taille des dents. Pour ces fréquences particulieres, tout se passe
comme si le filtre était fermé transversalement et devenait un simple guide d’onde de section
rectangulaire : rien ne passe dans les dents. Ce guide est éclairé par une onde dont le signal
temporel, dirigé selon x, se situe dans la plage des fréquences passantes.

Soit L la largeur du filtre. Le filtre est représenté par le domaine = wx]0, L[, ol w est un
polygone. La frontiere OS2 est composée de ', le conducteur parfait, et I' 4, la frontiere artificielle
qui borne le domaine. I'y = I'yUT'y, ou I'y := 02N {z = 0} (condition aux limites d’onde entrante),
Iy :=0Q N {x = A} (condition aux limites absorbante).

Soit u € L?(£2). De par la nature tensorielle du domaine, on peut décomposer u en une série de

Fourier telle que : u = Zkzouk(ac, y; t) sin (kw%) ou bien u = Zuk(a@, y; t) cos <k7r%>
k>0

L
avec [|u|]3 = 3 Z || u® Hg,w. Dans notre cas, d’apres les conditions aux limites portant sur les
k>0
composantes tangentielles pour le champ électrique et normale pour le champ magnétique, on a en
particulier : E;, = E;, = 0et H, = Osur I', :== (I'cN{z = 0} ) U(T'cN{z = L}). On choisit
donc de décomposer les champs électrique et magnétique en une partie transverse et une partie
longitudinale selon :

g(fE,y,Z;t) = Ek(x,y,t)SIIl kiﬂ'i +E§(-T,y,t)COS kai z,
kzzo < L) < L)

H(x,y,z;t) = ZHk(x,y;t)cos (kw%) —i—H];(x,y;t)sin <l<:7r%> z.
k>0

E et H sont dans le plan (e;, e2). De méme, la densité électrique est décomposée en une série de

p = Zpk(a@,y;t)sin <k:7r%>

k>0

Fourier, par exemple :

Remarque 2.1 p est seulement L?. Le choiz de la décomposition de p en série de sin plutét qu’en
série de cos permet l'identification mode a mode.

Pour le probleme quasi-électrostatique, on obtient alors un série de problemes variationnels posés
dans w et détaillés dans la section 8.6 de la partie III, de la forme :
Trouver E* € X et EF € X tels que,

k2 72

(EF , F)x + 3 (E¥, F)o.o = Li(F), VF € X,
k‘2 2
(B, v)x + —5 (BE, v)o.w = k(v), Vve X,

ot X est l'espace fonctionnel vectoriel 2D choisi pour la discrétisation des E*, X est 'espace
fonctionnel vectoriel 1D choisi pour la discrétisation des E*; £ est une forme linéaire de X dans
R, et Ij, est une forme linéaire de X dans R. Ces formes linéaires dépendent des p*.

On ne peut résoudre qu’un nombre fini K de probléemes. On est alors en mesure de reconstituer
une partie du champ électrique :

K
X = E*(z,y;t)sin k= + EN(x,y;t) cos kr2) z
> (1r3) (1r3)
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Notons que plus K est élévé, meilleure est I’approximation.

Signal incident

O Coin rentrant : champ électrique localement intense

— Condition au bord de conducteur parfait : E* .7, = 0

- -~ Sur 7; : Condition de Silver-Miiller : EF .7, — ¢Bf = ef.
Onde plane a incidence normale, condition d’ordre 1.

- -~ Sur 7, : Condition de Silver-Miiller homogene : E* .7, — ¢Bf = 0.
Frontiere absorbante 1a ot il n’y a pas de singularité.

F1G. 2.3 — Modélisation d’un filtre & stubs.
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Le probleme bidimensionnel
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Chapitre 1

Notations et résultats préliminaires
2D

1.1 Notations relatives au domaine d’étude

Le domaine d’étude w C R? est un polygone de frontiere lipschitzienne dw. On suppose en
particulier que w est simplement connexe et que Ow est connexe. Dans le cas général, on renvoit le
lecteur a [5]. On utilisera les notations suivantes :

(e1,e) = (x,y) : base orthonormale canonique de R2.
(z1,22) = (x,y) : coordonnées d’un point de R2.
u = (ur,uz) = (ug, uy) : composantes d’'un champ de vecteurs 2D.

u.v = uj vy + uo vy € R : produit scalaire 2D entre u et v.
v = (v1, va) : vecteur unitaire sortant normal a dw.
T = (vy, —11 ) : vecteur tangentiel associé, tel que (7, v ) forme une base orthonormée directe.
U, = u.V|y, : composante normale a dw du vecteur u.
Ur = u.T|g, : composante tangentielle & dw du vecteur u.
La frontiere Ow est séparée en K arétes ouvertes Ay, k€ {1,..., K} : dw = U Ay.

w étant un polygone, w est dit singulier lorsqu’il n’est pas convexe, c’est-a-dire lorsqu’il existe un
ou plusieurs coin(s) rentrant(s). Considérons le cas ou le domaine w présente N, coins rentrants

(O )i=1,...N.,, d’angles ©; = 1, a; €]1/2, 1], € {1,..., No }. On pose :
i

1

a = ml,inai- (1.1)

Soient A? et AZ(a les arétes du coin rentrant O;, et (r;,0;), les coordonnées polaires associées, avec
0; €10, 0;] tel que : §; = 0 sur AY, et § = ©; sur A® (voir la figure 1.1). Soient e,, et ey, les

70
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vecteurs de base associés aux coordonnées polaires. On remarque que :

T = —e, Ti0 = €,
{ |42 " et{ |43 ’ (1.2)

V|A? = —€y,=0, VIA? = €9,=0,-

Définitions 1.1 Pour touti € {1,...,N.}, nous appelerons n;, une fonction de troncature C*(w),
ne dépendant que de r; telle que n;(r;) = 1 pour r; < €;/2, et ni(r;) = 0 pour r; > €;, ou € est un
petit nombre strictement positif donné.

Nous appelerons v; = A?UAZQ UO; : les arétes du coin rentrant O; et le coin rentrant O; lui-méme.

V‘AQ V‘AE_)

Fia. 1.1 — Coordonnées polaires par rapport a un coin rentrant, et données associées.

1.2 Opérateurs bidimensionnels
1.2.1 Notations

On utilisera les notations suivantes :

t : la variable temporelle.

a(.

() = Tk dérivée partielle par rapport au temps.
m . 3N
() = B - dérivée partielle m'“™® par rapport au temps.
0i(.) = : dérivée partielle suivant x;.
T
m o) : ieme s
oan(.) = ok dérivée partielle m suivant x;.
i
o™ wv
m — -
%lv = Z Oz oxy?

m1,m2>0|m1+ma=m

gradv = (01 v, 2v) : gradient de v.
09w = gradv.v g, : dérivée de v sur dw dans la direction normale a dw.

O0rvj9n = gradov.Tg, @ dérivée de v sur Jw dans la direction tangentielle & dw, aussi appelé
gradient tangentiel.
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rotv = (Ov, —0;1v) : le rotationnel vectoriel de v.
Av = 9?v + 03v : le laplacien de v.

diva = 01 u; + Oy us : la divergence de u.

rotu = 9y us — dyuy : le rotationnel scalaire de u.

Au = (Auy, Aug) : le laplacien vectoriel de u.

81U1 82U1

grad :u = < Dty Dyity ) : le gradient matriciel de u.

1.2.2 Relations entre opérateurs bidimensionnels

divrot(.) = 0, (1.3)

rotgrad(.) = 0, (1.4)

divgrad(.) = A(.), (1.5)

—rotrot(.) = A(.), (1.6)

—rotrot (.) + graddiv(.) = A(.) (1.7)

Propriété 1.2 Soit u une fonction réguliere. On a la relation suivante :
rotu. T g, = 0yU| gy

DEMONSTRATION. D’apres les définitions des opérateurs rot , grad , et des vecteurs v et 7, on a :
rotu.Tg, = uTi|g, — O1uTy g, = O2uvy|g, + O1ury|g, = gradu.v)g,.
O

1.3 Espaces de Hilbert usuels et leurs normes associées

De fagon générale, les espaces désignés par des lettres majuscules en caractére gras sont des
espaces de champs vectoriels, et les espaces désignés par des lettres majuscules italiques en caractere
normal sont des espaces de champs scalaires. Soit H(.) un espace de champs scalaires. On notera
H(.) = H(.)?, l'espace de champs vectoriels correspondant.

dw désigne la mesure de 'ouvert w et do désigne la mesure de 'ouvert Ow.

D(w) est l'espace des fonctions C*°(w), & support compact dans w. On appelle D’(w) son dual,
I'espace des distributions (la définition du dual d’un espace est donnée en 1.6).
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1.3.1 Espaces des champs scalaires

1/2
L*(w) = {u mesurable sur w : /u2 dw < oo}, llullo = </ u? dw) .

(w) = {u mesurable sur w : Yw, |w. C w, / u?dw < oo} .
We

loc
Li(w) = {ue L2 (w) : /udw = 0}.
Li(w) = {ue L’(w) : Au € L*(w)}, lullo,a = (lull§ + [|Auld)">.

H'(w) = {ue L*w) : gradu e L*w)}, |lully = ([ull§ + llgradul[§)"/>.
Hi(w) = {u€ H'(w) : ujp, = 0}, lullgz = llgraduflo.

1/2
Hi(w) = {u€ H'(w) : Au€ L}(w)}, ullzry = (lulZn + (1Au])".

1/2
H(w) = {ue H'(w) : gradu € H'(w)}, lullge = ([ull3 + [lgradul[3,)"*.

L’équivalence entre la norme du graphe et la semi-norme dans H 6((4)) due a l'inégalité de Poincaré.
HYw) est le dual de H}(w).
® et p sont les espaces des solutions du Laplacien :

oy = {ue H(w)NL§(w) : Au e L*(w) , dyujp, = 0},
Pp = {u€ Hj(w) : Aue L*(w)}.

Dans ®y et ®p, la semi-norme est équivalente a la norme du graphe : [|u|[¢,, v = [[ulls = [|Aul|o
(inégalité de Poincaré-Friedrichs pour ®p; inégalité de Poincaré-Wirtinger et théoreme de Lax-
Milgram pour ®y).

1.3.2 [Espaces de champs vectoriels

L’(w) = {ue L*(w)*}, lullo = (lluallg + [luall§)"/>.
1/2
H'(w) = H'(w)?, [uller = (Il + [[grad : u|j3)""*.
1/2
H(rot ,w) = {u € L*(w) : rotu € L*(w)}, [ullizgor) = (g + Jlrot uli3)"”?.

Hy(rot,w) = {u € H(rot,w) : u, = 0}.
H(rot% w) = {u € L*w) : rotu = 0} .

Hy(rot% w) = {ue L?*(w) : rotu = O et u; = 0}.
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Proposition 1.3 On a : grad (H}(w)) = Hy(rot?,w).
DEMONSTRATION. Voir [63], (prop. 10.1.2, p. 174).

O
. . . 1/2
H(div,w) = {u € L*(w) : divu € L*(w)}, gy = ([[ul3 + [|divul3)*.
Hy(div,w) = {u € H(div,w) : u, = 0}.
H(div®,w) = {ue L?(w) : divu = 0} .
Hy(div® w) = {ue L?(w) : divu = 0 et u, = 0}.
Xg et Xy sont les espaces des solutions des équations de Maxwell quasi-statiques :
Xg = {ue€ H(rot,w) NH(div,w) : ur € L*(dw)} .
Xy = {u € H(rot,w) NH(div,w) : u, € L*(dw)} .
Proposition 1.4 Dans Xg et Xy, la semi-norme est équivalente a la norme du graphe, d’ou :

. 1/2 . 1/2
lullxg = ([frotul|§ + [|divull§ + [[url§ o0) ", [ullxy = (ot ulf§ + [[divull§ + [[ullf a.) "
DEMONSTRATION. On applique la preuve du théoréme 8.5 de la partie IIT au cas 2D.

O
On considere les sous-espaces de Xg suivants :
. 1/2

Xy = {ueXp:u =0}, [Jullxe = ([lrotull? + [[divul[3)"/*.

Vg = {ue Xy} :divu = 0}, |lu|lvy = [[rotullo.

Wg = {ue X} :rotu = 0}, |lu/lwy = [|divullo.
On considere les sous-espaces de X1 suivants :

X = {ueXn:u, =0},  [lullx = (|lotul[f + [[divul]g)"/>.

Vi = {ue X} :divu = 0}, |lullvyg = |[rotulo.

Whu = {ue X} :rotu = 0}, |[lullwy = |[divullo.

Notons que dans [63] (pp. 48-49), on a une preuve directe de I’équivalence entre la norme du graphe
et la semi-norme dans X% et dans X(I){.

1.3.3 Espaces des traces

1/2
L*(0w) = {u mesurable sur Jw : / u?do < oo} Nullo,ow = (/ u? da> .
ow Ow
Vu € HY(w), Ugw € HY?(dw), on :

HY2(00) = {u € L*(0w) : /aw /aw (w09 = u))* 4 do(y) < oo }

Ix =yl
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Vu € H*(w), upg, € H32(dw), otr [29] :

3/2(9,) — o () - |gradu(x).7'—gradu(y).7-|2 o (x) do -
w00 = {ue o [ [ Tx—yP o) doty) < < |

Pour s = 1 ou 3, on désigne par H~*/2(dw) le dual de H*/?(dw).
Pour s =1 ou 3, pour chaque aréte A du bord dw, on définit les espaces HOSéQ(Ak) tels que :

S/Z(Ak) = {u e H?(Ay) : U € H¥?(Ow) }, U étant un prolongement de u par 0 sur dw.
Hy/2(Ag) est le dual de HEI?(Ay) .

1.4 Espaces de Sobolev a poids

Supposons que le domaine w contienne un coin rentrant. Soit r la distance a ce coin rentrant.
On définit alors les espaces & poids suivants, pour y € Ret [ € N :

Vﬂf(w) =ucl? (w): Z / P20~ uf? dw < 0o p (1.8)
gl<t™
Vyl_l/ 2(8w) est I'espace des traces sur dw des fonctions de V,f.

Pour [ = 0, on utilisera aussi la notation : L,Qy(w) = V,Yo(w). Le produit scalaire de L%(w) et la
norme associée seront notés :

(u,v)p 4 = /rmuvdw, Hullo 4 == / 27 2 dw.
w w

On considere 'espace vectoriel suivant, avec 0 < vy < 1 :

. . 1/2
X§., = {u€Ho(rot,w) : divue L)}, |lullxg = (llrotull} + lidivullf ) 2,

1.5 Espaces de Sobolev classiques

On définit ici les espaces W™P, (m entier ou non, p entier) dont on aura besoin pour certaines
estimations.
e Pour m € N et p € N, on définit :

1/p
WmP(w) = ¢ueD(w): Z /lﬁiu\pdw<oo e Z /\Q{u]pdw
ljl<m =¥ ] <m ¢
ePours=m+o,meN, 0<1<o,et pe N on définit :
Dhut) — Ku(y) "
u(x < u(y)|P
WP(w) = cue WMP(w) : |uls, = / dx dy < 00
( ) ( ) ’ |,p Z ||X _ yHQ-’—o’p

La norme associée est : ||ulls, = (|[ullhp + [ul5p)"?P.
On remarque que H™(w) = W™ 2(w), et on posera de méme : H*(w) = W 2(w).
On a le théoréme suivant [67] (thm. 1.4.2, p. 12) :
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Théoréme 1.5 Soit s € R. Soit k € N tel que : k < s — 1/2. Alors, pour tout j € {1,...,K},
Uapplication :
H*(w) — [lho HP712(4))
u = (u‘Aj ) 6l/ju‘Aj PRREY 8llfj’LL|Aj )

est continue.

Par abus de notation, on écrira lorsque 1 < s < 2 que pour u € H*(w), w5, € H12(0w).

1.6 Espaces duaux

Définition 1.6 On désignera par H' le dual de H, c’est-a-dire l’ensemble des formes linéaires
continues sur H. Le produit scalaire de dualité s’écrit ainsi : < u', u >pr . La norme duale sur
H' est définie par :

||l = sup < u,u>Sppg . (1.9)

ueH,||ul|g<1

On peut montrer le théoréme suivant, appelé théoreme de représentation de Riesz-Fréchet [27] :

Théoréme 1.7 Soit H un Hilbert et H' son dual. Alors pour tout v’ € H', il existe un unique
f € H tel que pour toutw € H : < v, u >gpg= (f,u)n.

1.7 Formules d’intégration par parties classiques dans un ouvert

1.7.1 Formules de Green

Vu € D), Vv € D(w), /gradu.gradvdw—i—/Auvdw = dyuvdo.  (1.10)
w w Ow
Yu € D@)%, Vv € D@), /u.gradvdw—i—/divuvdw = / u, v do. (1.11)
w w Ow
Vu € D@)%, Vv € D@), /u.rotvdw—/rotuvdw = / u, vdo. (1.12)
w w Ow

1.7.2 Généralisation des formules de Green

Les preuves de ces formules se trouvent dans [65]. L’argument principal est la densité des
fonctions régulicres dans les espaces de Hilbert considérés. Ici, H = HY?(w).

Vue HA(w), Vv € H' (), /gradu.gradvdw+/Auvdw =< Oyu,v >p g - (1.13)

w w

Vu € H(div,w), Vv e HY(w), /u.gradvdw—i—/divuvdw =<u,v > . (1.14)

w

Yu € H(rot,w), Yv € H' (W), /u.rotvdw—/rotuvdw =< U,V >pg [ - (1.15)
w w
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Chapitre 2

Le probleme statique 2D direct
continu

2.1 Introduction

Le domaine w représente l'intérieur vide d’un conducteur parfait, qu’on borne si besoin est par
un frontiere artificielle v4 ne coupant pas de singularités géométriques. La frontiére dw est dans
ce cas composée de deux parties : dw = Fo U Ja, ou ¢ est le conducteur parfait. Dans cette
configuration, le champ électrique bidimensionnel satisfait E; = 0 sur vo et E, = +¢B, + e* sur
YA, aVec :

- Pour une condition aux limites d’onde entrante : e* = e;, ol ¢; est une donnée,

- Pour une condition aux limites absorbante : e* = 0.

Posons E; = e. On suppose que e est connu (c’est-a-dire que B, et e* sont connus). Considérons
V,,, un voisinage de y4 ne contenant pas de singularité.

Localement, E, € H(V,,) [36], (rem. 1, p. 562), d’apres [5], (thm. 2.9 p. 829 et 2.12 p. 830). De

plus, ¢,, = 0,donce|,, € H1/2(fyc). D’oti, en prolongeant e, par O sury¢,ona:e € H1/2(8w).
Ainsi, dans la suite de cette partie, on considere toujours que :

E, sur Ow est donné par e € H/2 (Ow), s’annulant au voisinage des coins rentrants de w.

Cette hypothese n’est en aucun cas restrictive, et correspond a une réalité de la modélisation. En
effet, comme on ’a mentionné plus haut, on peut toujours placer la frontiere artificielle de facon a
ne pas couper les singularités géométriques.

Nous étudions le probleme quasi-électrostatique bidimensionnel, qui s’écrit mathématiquement
de la fagon suivante :
Trouver E € L?(w) tel que :

rotE = fdansw, f € L*(w), (2.1)
divE = gdansw, g€ L*(w), .
E, = esurdw,ee L*(0w), (2.3)

Dans le cas électrostatique, f = 0. Pour une onde transverse électrique, g = p/eg.
Pour que le probleme soit bien posé, il faut que :

/wfdw = —/awedo*. (2.4)
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En effet, par la formule d’intégration par parties (1.15), en prenant u = E et v = 1, on a la
relation (2.4).

Ce probleme peut étre résolu d’une part en utilisant la décomposition de Helmholtz :
E = —grad ¢p + rot ¢y, ou ¢p satisfait (2.9) et ¢ satisfait (2.10). Les potentiels ¢p et ¢ sont
calculés par les éléments finis continus P, de Lagrange, et E est approché par les éléments finis
discontinus Py_; composante par composante. Le développement de cette méthode fera 'objet de
la section 2.2 pour le probleme continu et de la section 4.3 pour le probléeme discrétisé.

D’autre part, le probléme (2.1)-(2.3) peut étre résolu par les éléments finis continus de Lagrange
P composante par composante, en calculant E directement dans Xg. Cette méthode sera détaillée
dans la section 2.3 pour le probleme continu et dans la section 4.6 pour le probleme discrétisé.

Définition 2.1 Le vecteur e est un relévement de la donnée tangentielle e si e, = e. Comme
e € HY2(0w), il existe un relévement régulier de e : € € H'(w) [29] (prop. 2.7, p. 15).

Proposition 2.2 Pour e € L?(0w), on peut construire un relévement e € Xg de e.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € H'(w) tel que :

/ edo
JOw _ dans w,

Ao o (25

3V¢§V\8w = esur Jw.

—/ edo
Ow

Posons e = rot ¢%. Alors e € L?(w), dive = 0 € L?(w), et rote =

|w |
(1.6). La propriété 1.2 permet de déduire que e. 15, = e.
O
Posons E? = E — e. EY satisfait le probleme suivant : Trouver E° € X% tel que :
rotE? = fYe L%(w), (2.6)

divE’ = ¢° e L*(w),

avec fO = f —rote, et ¢ = g — dive. Si on prend e comme dans la proposition 2.2, alors ¢° = g.
La condition de compatibilité (2.4) devient :

/fo dw = 0, (2.8)

c’est-a-dire f0 € L%(w). E° peut étre calculé par la méthode des potentiels, ou par les éléments
finis continus de Lagrange Py et le complément singulier, dans I’espace XOE. Nous présentons deux
approches possibles de la méthode du complément singulier, exposées dans la section 2.4 pour le
probleme continu ; et dans les sections 4.8 et 4.9 pour le probleme discret. On peut encore calculer
E° dans l’espace & poids X% . Cela fait I’objet de la section 2.5 pour le probléme continu et dans
la section 4.10 pour le probleme discret. On reconstruit ensuite E = E? + e.
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2.2 Champ électrique 2D : décomposition de Helmholtz

2.2.1 CL non-homogeénes

Soient ¢p € H}(w) et ¢y € H(w) N LE(w) les potentiels quasi-électrostatiques tels que :
- ¢p est solution du probleme de Dirichlet suivant :
Trouver ¢p € Hi(w) tel que :
—A¢p = g dans w. (2.9)

- ¢n est solution du probleme de Neumann suivant :
Trouver o5 € H'(w) N LE(w) tel que :

—A¢y = f dans w,
OPN|ow = e surdw, (2.10)
ou f et e satisfont (2.4).

Proposition 2.3 Le champ électrique E satisfaisant (2.1)-(2.8) se décompose de la fagon sui-
vante :

E = —grad¢p + rot ¢y . (2.11)

DEMONSTRATION. Posons Ep = —grad ¢p € L?(w). D’apreés (1.4) tot Ep = 0 € L?(w) ; d’apres
(1.5) divEp = g € L?(w); de plus Ep.7j5, = 0. On en déduit que : Ep € XY%. Posons Ey =
rot ¢ € L2(w). D’aprés (1.6) rot Exy = f € L?(w); d’apres (1.3), divEy = 0 € L?(w); et d’aprés
la propriété 1.2, Ex .75, = Ou¢njon = €. On en déduit que : Ex € Xg, et que : Ep + Epn est
solution de (2.1)-(2.3).

U
On peut réécrire (2.11) ainsi :

E=Ep + Eyou:
Ep e XOE est tel que rot Ep =0, divEp =g, et : (2.12)

Ey € Xg est tel querot Ey = f, divEN =0, Ex 75, = €.

Comme ¢p et ¢ sont dans H'(w), on les approchera par les éléments finis continus Py de Lagrange.
Le champ électrique E sera donc approché par les éléments finis discontinus Py_1, composante par
composante. De facon plus précise :

Proposition 2.4 Le probleme (2.9) est équivalent au probléeme variationnel suivant (FVD) :
Trouver ¢p € HE(w) tel que :

VYu € Hi(w), ap(op,u) = Ip(u), (2.13)
ou ap est la forme bilinéaire symétrique suivante :
ap : H}(w) x H}(w) — R
(u,v) — /gradu.gradvdw,
w
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et Ip est la forme linéaire dépendant de g suivante :

Ip : Hiw) — R
U /gudw.

ap est la norme de Hg(w). D’apres le théoréme de Lax-Milgram [65], (thm. 1.7, p. 10), le probléme
(FVD) admet une unique solution ¢p € Hg(w).

Proposition 2.5 Le probleme (2.10) est équivalent au probléme variationnel suivant (FVN) :
Trouwver ¢n € H'(w) N LE(w) tel que :

Vu € HY(w) N LE(w), an(on, u) = In(u), (2.14)
ot ay est la forme bilin€aire symétrique suivante :

ay : H'(w) x HY(w) — R
(u,v) — /gradu.gradvdw,

et Iy est la forme linéaire dépendant des données f et e suivante :

Iy : H(w) — R

U /fudw—i—/ eudo.
w ow

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, sous réserve que (2.4) soit vérifiée, le probleme (FVN) admet
une unique solution ¢y € H'(w) N Li(w).

2.2.2 CL homogenes

Dans le cas ot l'on calcule Eo, il s’agit de déterminer ¢%, € H}(w) et ¢% € HY(w) N L3(w)
tels que :
-A¢Y, = ¢ dansw, (2.15)

et
—-A¢% = fldansw,
(2.16)
8V¢?V|aw = 0 sur dw,

avec f0 € L3(w). On remarque que ¢ € ®p, et ¢ € Py.
Si on choisit e comme dans la proposition 2.2, alors ¢° = g, et ¢, = ¢p; et gb?\, = ¢n — oS- On

reconstruit alors : EY = E% + E%, ou: E% = —grad <Z5(1]) et E?V = rot qﬁ?v.

Proposition 2.6 On a la décomposition orthogonale suivante :

1
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DEMONSTRATION. On remarque que E% € Vg, E?V € Wg, et que par ailleurs, (E% , E?V )X% = 0.

O
Le probleme du Laplacien avec conditions limites de Dirichlet ou Neumann dans un domaine non
convexe a fait 'objet de nombreuses recherches. Nous nous contentons de reprendre les résultats
de P. Grisvard dans [67] (conditions aux limites homogenes) et de S. Nazarov et B. Plamenevsky
[86] (conditions aux limites non-homogeénes). Nous allons voir que pour obtenir plus de précision,
on peut décomposer les potentiels en une partie qui est dans H?(w), et une partie explicite qui est
seulement H'!(w). Cette décomposition repose sur la décomposition de L?(w) en une partie réguliere
et une partie singuliére, orthogonales entre elles [18, 66].

2.2.3 Le probleme aux potentiels, a la Grisvard

Lorsque w est convexe, ®p y est inclus dans H?(w). Mais cette inclusion n’est plus vérifiée
lorsqu’il existe un coin rentrant. On introduit alors le sous-espace régularisé de ® p n, noté @g N
. PR _ 2
tel que : 5 v = ¢p, NN H (w).

Théoreme 2.7 Lorsque w n’est pas convexe, @g N est fermé et strictement inclus dans ®p n.

DEMONSTRATION. Soit ¢ € @g’N. Comme dans ®p n, la norme du graphe est équivalente a la
semi-norme, on a :

ollm < CllAd]o-

Or,on a:

|¢lm2 = |grad ¢ = [[grad : gradélo = || Ad|lo-

Ainsi, sur @g’N, [|A.]lo = |.|2. Comme H?(w) est complet pour sa norme canonique, (I)g,N est
fermé dans ®p n.
(]

Proposition 2.8 L’opérateur A définit un isomorphisme de ® y dans LE(w) et de ®p dans L*(w).
Op et Py étant munis de la norme L? du Laplacien, et L%(w) étant muni de la norme L?, ces
isomorphismes préservent [’orthogonalité.

DEMONSTRATION. Pour le probléme de Neuman, voir [9] (lem. 2.1, p. 361).

Ainsi A®E (resp. A®E) est un sous-espace fermé de L%(w) (resp. LE(w)).

Soit Sp N, 'espace orthogonal a A@g N dans L%O) (w). On en déduit la décomposition directe

1L 1L
orthogonale suivante : L?(w) = A®E © Sp (resp. L3(w) = APE @ Sy). Ce résultat nous permet
de caractériser les fonctions singulieres de ®p n : on obtient la décomposition directe orthogonale

1
suivante entre parties réguliere et singuliere : ®p n = CI>3N @ <I>ZS)7N ou @lS),N = A*ISD,N.

Les espaces @% N sont appelés espace des singularités primales du Laplacien et les espace Sp N
sont appelés espace des singularités duales du Laplacien.
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Proposition 2.9 Les espaces des singularités duales Sp et Sy sont engendrés par les fonctions
qut satisfont les problemes de Dirichlet et de Neumann non standards suivants :

€ I2(w) cs Asp = 0 dans w, (2.18)
S w S < _ .
b P op=RD spla, = OVke{l,...K} dans Hyy'*(Ay),
Aspy = 0 dans w
€ L*(w), sy €Sy — ’ _ 2.19
sy € LPw), sv € Sy { dusyia, = OVke{1,..K} dans Hy'*(Ay). (2.19)

DEMONSTRATION. Soit sy € Sy. Alors Vo € @& [ A¢psydw = 0. On en déduit que Asy = 0

au sens des distributions. On obtient la condition limﬁte au bord en utilisant une formule de Green
[67] (thm. 1.5.3, p. 26) et le fait que Vk, 9,04, = 0, et Vk, ¢4, € HgéQ(Ak) . La preuve est
similaire pour sp.

O
Les fonctions de Sp_ n sont H L_régulieres en dehors d’un voisinage de chaque coin rentrant. S D,N
est de dimension égale au nombre de singularités géométriques, c’est-a-dire le nombre de coins
rentrants : dim(Sp ) = Nep, et Sp = vect(sp ;) (resp. Sy = vect(sy ;) ot sp ; (resp. sy ;)
satisfait (2.18) (resp. (2.19)). Qui plus est, sp ; et sy ; se décomposent en une partie réguliere
SD.is SN ,i € H'(w) et une partie principale Sg,i =7, " sin(a;6;), Sﬁ,i =7, % cos(a; 6;) qui
n’est pas dans H'(w) [66] (2.3.6, p. 51,) :

~ P ~ P
Sp,i = Sp,i + Sp; et SN = SN+ Sy ;-

sg ; et sﬁ , sont harmoniques et régulieres en dehors d'un voisinage du coin rentrant O;.
K b

Proposition 2.10 sp ; satisfait le probleme de Dirichlet suivant :
Trouver 3p ; € H'(w) tel que :

{ Asp.i = 0 dansw,

SD,i| A = _Sg,i\Ak Vk € {1,..,K}, dans H'/*(dw). (2:20)

DEMONSTRATION. Montrons qu’on a : Sp,i|y = 0 dans Hl/Q(% ). On fait la preuve par contra-
diction. Supposons que 5p ;|,, # 0 dans H'Y2(~;). Comme HY?(~;) C L?(v;), cela implique que
5p,i|y # 0 dans L?(v;), cest-a-dire que Sp,ija0 # 0 dans L%(AD), ou Sp,i|ae # 0 dans L2(AP).
Retenons la premiere possibilité : sp ;| 40 # 0 dans L?(AY). Comme L?(AY) C H&]lﬂ(A?), on a

~ ~1/2 P ~ i
donc:sDJ‘Ag;éOdansHOO/ (A?).Or,pardeﬁnmon,ona:sD’HA? = (sp,i—r; Zsm(aié?i))‘A?,

dans H&)l/Q(A?). Comme sp,; € Sp, et que (r; * sin(a;0;))| 40 s’annule (car 6; = 0), on en

conclut que '§D7Z~‘ 40 = 0 dans H&)l/ 2(Ag), ce qui contredit le précédent résultat. Par ailleurs, sur

les autres arétes, on a : sg’)imw\% € C*(0w\7; ). Les traces de sg’)imw\% et (1 —mn;(ri)) sg)i se
raccordent aux extrémités des arétes. On en déduit que sp ; et (1 —n;(r;))5p,; ont méme trace

sur Ow.

O
Proposition 2.11 sy ; satisfait le probléme de Neumann suivant :
Trouver 3y ; € HY(w) tel que :
Asy,; = 0 dans w, 591
OuSN i| A, = —&,sﬁ i Ay Vk € {1,.., K}, dans L?(0w). (2.21)
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DEMONSTRATION. Montrons, par contradiction, qu’on a : 9uSN i|y, = 0 dans L?(~; ). Supposons
que 9,8y iy, # 0 dans L?(7;), c’est-a-dire 9,5y i] A0 # 0 dans L%(AY), ou Sy i|ae # 0 dans
L2(AP). Retenons la premiere possibilité. Comme L?(AY) C H, 3/2(A0) on a donc : OySy ;|40 # 0
dans H, / (AY).

i cos( a; 0;
Or, on remarque que : grad 3§7i(m, 0;) = —a;r; " ! < (ai6;)

sin( o 0; )
polaires par rapport au coin rentrant. Ainsi, sur les arétes du coin rentrant :

>, exprimé en coordonnées

—ai—1 . -3/2
sy a0 = (Ovsn,i — gradsy ;) .v o = (s, — air; * sin(a;6;)), dans Ho(AD).

—o;—1

Comme 0,sn,; € Sn, et que (r; sin (a; 03 ) )| 40 s’annule (car & = 0), on en conclut que

Sy i a0 = 0 dans H73/2(Ag), ce qui contredit le précédent résultat.

P
Sur les autres arétes, 0, SSV )Z | 0w\ € C*°(0w\v; ). Les traces de 9, SSV )Z o\ ©F (1 —mni(rs)) 8,,85\, ?Z
se raccordent aux extrémités des arétes. On en déduit que 0,5n ; et (1 —n;(r;)) 0ysn i ont méme
trace sur Jw.

O

Théoréme 2.12 On peut établir les estimations suivantes [67] (thm. 1.2.18, p. 7) :
Ve > 0s € Sp. n appartient & H'=*~¢(w) et n’appartient pas a H'=%(w).

D’apres la proposition 2.8, Vi € {1,..., N } il correspond a sp,; € Sp (resp. sy,; € Sy) un
unique pp ; (resp. on ;) de H(w) tels que :

{—A(pDJ = sp,; dans w, ot { -Ayn,; = Sn,; dans w, (2.22)

¢p,ijow = 0 surdw, OupN ijow = Osurdw.
Ainsi, les espaces des singularités primales @15) et @% sont de dimension finie égale & N, et on a :
P = vect(pp ;) et DY = vect(py ). (2.23)

' cos (aj 0 ).

Vje{l,.., Ny}, on pose:gogvj = r?j sin (a;6;), et ok = 7“]

Les gpﬂj et goﬁ’j,j € {1,...,Ne, } formeront les parties principales des ¢p et on i,1 € {1,...,Ne, }.

Proposition 2.13 ¢p ; et N ; se décomposent en une partie H?-réguliére et une partie singuliére
de la facon suivante :

NC’V‘

¢p.i = @p.i + ZBD ¥h.; avec gp,i € H*w) et o] ; & H*(w) (2.24)
NCT

PN ,i = SDN i T ZﬂN SDN ,j avec &N,i €H2(w) et (pﬁ,j QHQ((U), (225)
j=1

N i,j _

ou B’ = (sp,i,sp,j)o/m et By’ = (sn,i, SN ,j)o/T.

Les of . et ©f . sont harmoniques et régulicres en dehors du voisinage des coins rentrants. Le
YD N SDN q

calcul des ﬁ DN est détaillé en dans la section 14.1 de la partie IV.

Théoréme 2.14 On peut établir les estimations suivantes [67] :
Ve >0, u € @%JV appartient o H'~¢(w) et n’appartient pas ¢ H'7(w) ; @g’N C H?(w).
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Proposition 2.15 ¢p ; satisfait le probléme de Dirichlet suivant :
Trouwver $p ; € HY(w) tel que :

—App,; = Sp,i dans w,

Neo (2.26)
ODilAy = —ZﬁgjgongAk Vk e {1,.., K} au sens H?(dw).

j=1

DEMONSTRATION. En procédant comme pour la démonstration de 2.10, on montre que sur les
arétes du coin rentrant O; :

- ¢§7i|A° = ;1" sin( e 0; )p,—0 = 0, dans ]'171/2(149)7
- QDZ,MA@ = arisin(@;0; )g,—r/a, = 0, dans H'Y2(A9).

(P)

Sur les autres arétes, on a : ng,z‘\&u\% € C®(0w\y; ). Par ailleurs, les traces de ©p.; se rac-
cordent aux extrémités des arétes. On en déduit que @p ; et (1 —n;(r;)) ¢p,; ont méme trace sur

ow.
U
Proposition 2.16 ¢y ; satisfait le probléme de Neumann suivant :
Trouwver o ; € HY(w) tel que :
—ApNn,i = s8N, dans w,
Ner o (227)
PN, iA, = —Zﬂj\#&,gpﬁm%‘k Vke{1,.., K}, au sens L?(0w).

j=1

DEMONSTRATION.  Notons d’abord que : grad ok (i, 6;) = a;rii? ( c‘(.)s( @i 0;) ), ex-
’ —sin(«; 0;)

primé en coordonnées polaires par rapport au coin rentrant O;. En procédant comme pour la
démonstration de 2.11, on montre que sur les arétes du coin rentrant O; :

P — @il 0. — 2( A0
“ PN a0 = a; 7" sin( oy 0; )g,—0 = 0, dans L*(A4;),

i—1 _
- 8,,@%7”141_@ = —ar"  sin(@; 0; )g,—r/a, = 0, dans L2(A9).
Sur les autres arétes, on a : 8,,goﬁ|6w\% € C(0w\y; ). Par ailleurs, les traces de 8,,305\1:2 se
raccordent aux extrémités des arétes. On en déduit que d,on ; et (1 —n;(r;) ) Oppn,i ont méme
trace sur Jw.
|

Nous allons maintenant étudier gZ)OD € Op, et qb?v € Py, les solutions des problemes (2.15)
et (2.16). Les coefficients définis ci-dessous (définition 2.17) vont apparaitre naturellement dans
I’expression de quD et gb?\, sous forme de somme entre un partie réguliere et une partie singuliere,
décomposée sur les parties principales.
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Définition 2.17 Pour tout j € {1,...,N..}, on pose :
)\i) = (go, SDJ‘)()/?T et Aj = (fo, SN’]‘)O/TI'.

Proposition 2.18 ¢% € ®p, la solution du probléme (2.15) s’écrit ainsi :

NC’I‘
¢ = ép + > N, 0p 4, 0l ¢p € H (w). (2.28)
j=1

Cette décomposition a été a l'origine introduite pour le cas d’un unique coin rentrant par M.
Moussaoui dans [83].

DEMONSTRATION. ¢% se décompose dans ®p en une partie réguliere <$D € @g et une partie
singuliere, décomposée sur les vecteurs de base de @% ainsi :

NC’?"
o N A . o
¢D:¢D+§ cpep,i,ou: Vi, cpeR,
=1

ce qui se réécrit sous la forme :

NCT NCT NCT
¢ = op + > (ZCJD BJ> ©h.j, 0l ép = ¢p + > cphPp.i € H(w).

j=1 \i=1 i=1

D’apres la section 14.2 de la partie IV, on a :
NCT

> cn By’ = (6%, sp.; )o/m =X (2.29)
=1

O
Proposition 2.19 ¢%; € @y, la solution du probléme (2.16) s’écrit ainsi :
~ NCT . ~
= on + D Mok ;. ol dy € H (W), (2.30)
j=1
DEMONSTRATION. Changer les indices D par N dans la démonstration de la proposition 2.18.
O

Théoréme 2.20 Supposons que pour € > 0 tel que 2a —1 —€ >0, f, g € H2?=1=¢(y) et e €
H?=12=¢(9w). Alors ¢p N € H**H17¢(w).
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DEMONSTRATION. D’aprés les hypothéses sur les données, e est la trace d’un vecteur e de H?*~¢(w),
et donc dive € H?*17¢(w), d'ott : ¢° = g — dive € H?** 1=¢(w). D’apres [67] (p. 82), lorsque
¢° € H%(w), s > —1, on peut décomposer ¢%, sous la forme :

NCT

0 _ R o omay . e R 542 ,

D = ¢p + E g Cjm T sin(maj6;) | , avec ¢y € H % (w), ¢jm € R.
j=1 0<ma;<s+1

Le calcul des ¢j,, est donné dans [86]. On a ¢;; = )\i). Afin d’obtenir la décomposition de la
proposition 2.18, c’est-a-dire gbg = ¢p, il faut limiter la somme sur m a m = 1 pour tout j, ce que
est possible si et seulement si :

Vie{l,.,Ng},s+1<2a; <= s < Smax aVeC Smax = 20 — 1. (2.31)

Ainsi, s = 2a — 1 — € convient, et dans ce cas, qbg = ¢p, comme annoncé. Le méme résultat
est obtenu pour le probleme de Neumann. Pour conclure, notons qu’on peut obtenir une partie
réguliere de plus en plus réguliere sous réserve de la régularité des données.

O

2.2.4 Le probléeme aux potentiels, a la Nazarov-Plameneuvsky

La décomposition partie réguliere-partie singuliere est possible également pour les potentiels ¢ p
et ¢y, c’est-a-dire avec une condition aux limites non-homogenes pour le probleme de Neumann.
Cette approche a été développée par S. Nazarov et B. Plamenevsky dans [86]. On consideére le cas
ol il n’existe qu'un seul coin rentrant. Comme ¢ p satisfait un probleme de Dirichlet homogene,
I'approche de [86] est identique a celle de [67] :

Théoréme 2.21 Supposons que g € L*(w). Alors ¢p, la solution de (2.9) s’écrit de la fagon
suiante [86] (thm. 3.4, p. 33) :

1
¢p = wp + ;(97 $D )0 P (2.32)

ot wp € H*(w) satisfait le probléme de Dirichlet non homogéne suivant :
—Awp = g dansw
1 P
Wp|ow = —;(9, SD)OQPD‘&U sur Ow .
On a un résultat intéressant pour ¢ qui satisfait un probléme de Neumann non-homogene :

Théoréme 2.22 Supposons que f € L*(w) et e € VOI/Q((%J). Alors ¢n, la solution de (2.10)
s’écrit de la fagon suivante [86] (thm. 4.4, p. 41) :

1
on = wn + —((f,sn)ot < e sn > ) e (2:33)
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ou H désigne Vol/Q(Bw) et < .,. >pp est le crochet de dualité entre H et son dual H' ; et ou
wy € H?(w) satisfait le probleme de Neumann suivant :

—Awy = f dansw
1
WN|ow = 6_;((f73N)0+<€,3N >H,H/)¢ﬁ|aw sur Qw,

Rappelons que Vol/ 2(8w) est 'espace des traces des fonctions de VO1 (w), avec :

w12
Vol(w):{ueHl(wﬂ/‘—‘ dw<oo}. (2.34)
r
w
On en déduit que e est ici la trace d’une fonction de H'(w) qui s’annule par exemple en rY/2 au
voisinage du coin rentrant, ¢’est-d-dire que e € H1/2 (w), s’annulant au voisinage du coin rentrant.

2.3 Champ électrique 2D : CL naturelles

Le cas électrostatique (g quelconque, f = 0, e = 0, paragraphe 2.2.2) se généralise sans difficulté
au probleme tridimensionnel. Cependant, la qualité de 'approximation du champ électrostatique
est limitée car elle est calculée par dérivation d’éléments continus Py (conformité uniquement dans
H(rot, Q) pour le probléme tridimensionnel, H(rot, w) pour le probleme bidimensionnel). On
s’intéresse donc au calcul direct du champ électrique dans I'espace Xg.

Proposition 2.23 Le probléme (2.1)-(2.3) est équivalent au probléme variationnel suivant :
Trouver E € Xg tel que :
VF € Xg , Ag (E,F) = L (F), (2.35)

ou Ag est la forme bilinéaire symétrique coercitive suivante :
.AE : XE X XE — R

(E,F) — (diVE,diVF)O+(rotE,rotF)0+/ E.F;do,
Ow

et Lg est la forme linéaire suivante :
EE : XE — R

F — (f,rotF)yp+ (g,divF )y + / eF; do.
Ow

DEMONSTRATION. Il est clair que si E satisfait (2.1)-(2.3) alors E satisfait (2.35). Réciproquement,
montrons que si E est solution de (2.35), alors E satisfait (2.1)-(2.3). Soit u € L?(w). D’apres la
décomposition (2.12), il existe Fp € X% tel que : rot Fp = 0 et divFp = u, ou u est la donnée de
(2.9). En injectant Fp dans (2.35), on a: (divE, u)g = (g, u)o, ot divE et g sont dans L?(w).
On en déduit que divE = g. L’équation (2.35) se réduit a :

Trouver E € Xg tel que :

VF € Xg, (rotE, rotF )y + /

E,F.do = (f,rotF)o—i—/ eF,do.
Ow

ow

Considérons le vecteur Ex de la décomposition (2.12), on a rotEy = f, divEy =0, Ex, = e.
Ainsi :

VF € Xg, (rot Ex, rotF )y + /

Ey -Frdo = (f,rotF)o—i—/ eF,do.
ow

Ow
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On en déduit que : VF € Xg, (rot (E — Ex), rotF )y + / (Er — En,7)Frdo = 0.
0
Prenons comme fonction test F = E — Ey. On a alors : F.; = E; — En,-,dou:

[[xot (B — En)[I§ + |Br — En 7[5 00 = 0.

Dourot(E — Ey) = 0dansw et E; — Ex » = 0 sur Ow.
On obtient finalement : rot E = rot Ey = f,et E; = Ey » = e.
Pour conclure, d’apres le théoreme 1.7, p. 47, (2.35) admet une unique solution E € X g, qui dépend
continument des données f, g et e.

O
Notons pour finir que, comme Xg N H!(w) est dense dans Xg [40, 51], on peut approcher la
solution de (2.35) par les éléments finis de Lagrange continus P.

Remarques 2.24 Au contraire de la méthode des potentiels, cette méthode est applicable au probléme
tridimensionnel général (1.2)-(1.5), et l'on peut aussi la développer en 2D pour le cas dépendant
du temps. Notons que dans [54], M. Costabel et al. étudient le probléme harmonique dans Xy pour
le champ magnétique.

2.4 Champ électrique 2D : le complément singulier

Dans la formulation (2.35), la condition aux limites est naturelle. Que se passe-t-il si on veut
résoudre (2.1)-(2.3) dans l'espace fonctionnel X% pour lequel la condition aux limites est prise en
compte de facon essentielle 7

2.4.1 Introduction

L’espace X% permet de prendre en compte de fagon exacte la condition aux limites tangen-
tielle nulle. Lorsque le domaine w n’est pas convexe, la solution du probléme (2.6)-(2.7) peut étre
singuliere : la valeur des composantes du champ électrostatique est localement non bornée au voisi-
nage des points de non-convexité. Mathématiquement, les composantes du champ ne sont pas dans
H(w).

Soit XOE’R 1= X% N HY(w), espace régularisé de X%. On a le théoreme suivant, montré par
M. Costabel dans [50] :

Théoreme 2.25 Dans l’espace X%’R, la norme de X% est équivalente a la norme de H' (w) :
0,R _
VE € X§P || Flxg = | F [l -

De plus, d’apres M. Costabel et al. [55], les fonctions régulieres sont denses dans X%’R.

Lorsque w est convexe, X%’R est égal & X% et I'on peut résoudre (2.6)-(2.7) par les éléments
finis de Lagrange de la méme fagcon que dans Xg. En revanche, lorsque w n’est pas convexe, on a
le théoréme suivant :

Théoréme 2.26 Lorsque w n’est pas conveze, XOE’R est fermé et strictement inclus dans XOE.

DEMONSTRATION. Soit u € XOE’ R Comme u € X%, et que dans X%, la semi-norme est équivalente
a la norme du graphe, il existe une constante C' > 0 telle que :

lullf < C(lldivuall§ + [[rotulf).
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D’apres [50, 84], on a pour u € X%’R :|lgrad : ul? = ||divu]? + ||rot ul|2. Comme H!(w) est
complet pour sa norme canonique, on en déduit que XOE’ R st fermé dans X%.

O

Tout sous-espace de XOE généré par les éléments finis Py de Lagrange est un sous-espace de X%’R.
Ainsi, les éléments finis Py de Lagrange ne convergent pas vers la solution de (2.6)-(2.7).

1
Posons X9, = XOE’R @ X%’S, ou XOE’S est appelé partie singuliére de XOE. Soit E? € XY, que
'on décompose en une partie réguliere E0-F X%’R et une partie singuliere E?-9 ¢ X%’S. Soit E%
I'approximation de E° par les élements finis P, de Lagrange. On a alors :

S .S .S
IE” — B Iy = I1E"S — B} kg + [1E”% |y = [1E” % Iy .

L’erreur que 'on commet localement en n’approchant pas la singularité se répercute sur toute la
solution. Ceci souligne le caractere non local des équations de Maxwell.

La résolution de (2.6)-(2.7) est alors basée sur la décomposition de la solution en une partie
réguliere H'(w), et une partie singulitre qui n’est pas H'(w) connue entierement ou en partie
explicitement, appelée le complément singulier. Cette technique a été developpée pour le cas insta-
tionnaire par F. Assous, P. Ciarlet et E. Sonnendriicker dans [9], et a fait I'objet de la these d’E.
Garcia [63]. Dans [68], C. Hazard et S. Lohrengel étudient la méthode du complément singulier
appliquée au cas magnétostatique.

Dans le paragraphe 2.4.2, nous présentons une nouvelle méthode de décomposition non-orthogonale
et non-conforme dans X% du champ quasi-électrostatique. Le champ électrique est décomposé en
une partie Hl-réguliere, et une partie singuliere, connue explicitement & un coefficient pres, A qui
ne dépend que du domaine et des données. Nous montrons comment simplifier le calcul de ce
parametre dans le paragraphe 2.4.3.

La A-approche ne peut étre généralisée dans le cas instationnaire, il faut choisir une décomposition
conforme de X%. L’objet du paragraphe 2.4.4 est la méthode du complément singulier orthogonal,
qui s’applique au cas dépendant du temps. Nous comparons notre approche a d’autres méthodes
de décompositions conformes dans le paragraphe 2.4.5. Le paragraphe 2.4.6 est consacré a 1’étude
de la régularité dans les espaces singuliers conformes.

Finalement, nous apportons quelques conclusions dans le paragraphe 2.4.7.

2.4.2 La M-approche

. P o . ’ 7
Pour tout j € {1, ..., N}, on notera Xj = oy ), exprimé en coordonnées

polaires par rapport au coin rentrant O; .
Lemme 2.27 Les parties principales goﬁd et SD%J sont telles que —grad ‘Pg,j =rot cpﬁd = xf.
On remarque que par construction, on a : div Xf =rot Xf =0.

Théoréme 2.28 E° se décompose en une partie réguliere ER € H'(w) et une partie singuli¢re de

la fagon suivante :
NCT‘

E’ = Ef + ) NxP avecVj, N = X, + X (2.36)
j=1

DEMONSTRATION. D’aprés I'étude des potentiels ¢% et ¢%; (section 2.2), on a :

NCT‘
E’ = —grad¢p + roton + » (Aﬁ(—gradwg,j) + Ay rot Wﬁ,j) '
j=1
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Posons : EF = —grad ¢p + rot ¢y € H!(w). On en déduit (2.36) du lemme précédent.

O
Le champ électrique E = E° + e se décompose ainsi :
~ NCT .
E=E+ ) ¥MxJ, (2.37)
j=1

ol E = Ef + e € H'(w) et les xf ¢ H'(w) sont connus explicitement.
On en déduit que Xg se décompose en un espace régulier et un espace singulier de dimension N;..
E satisfait :

divE = g dansw, (2.38)
rotE = f dans w, (2.39)
NCT'
E.T|aw = Q—ZAij.T‘aw. (2.40)
j=1
Ner

Proposition 2.29 I existe un relévement ey régulier de e — Z N Xf T ow-
j=1

DEMONSTRATION. On a déja vu qu’il existe un relévement régulier de e. Fixons j. On a sur les
arétes du coin rentrant O; :

P — a: Y Ysin(as 0 — 2040
SXj T a0 = gy sin(a; 0;)9,=0 = 0, dans L*(A4;),

P

— 0l 0. — L 72(A9
SXj T 40 = Q7 sin( ;0 ) 0,=r/a; = 0 dans L7(A7).

Sur les autres arétes, on a : Xf “Tlow\y € CF(0w\y;). Par ailleurs, la trace tangentielle de

Xf se raccorde aux extrémités des arétes. On en déduit que xf et (1—mn;(r;j)) Xf ont méme trace

tangentielle sur dw. Posons e; = (1 —n;(r;)) xf - T |aw- 1l existe un relevement régulier e; de e;.
Ner
Dotiey = e — Z N e; est un relevement régulier de E. T | -
j=1
_ _ B B (]
Soit EV € XOE’R telque: E = E + e,. E0 ¢ X%’R satisfait :
divE’ = ¢ — divey dans w, (2.41)
rotE° = f — rotey dans w. (2.42)

Pour approximer E, on peut procéder comme suit (voir aussi la section 4.8) :

- Calcul des fonctions de bases sp j et sy, ;. On approchera sy ; (resp. sp,;) par les éléments
finis de Lagrange continus Pk.

- Calcul des M pour chaque coin rentrant. Le calcul des intégrales se fera par un schéma d’intégration

numérique. La partie singuliere i A Xf est maintenant connue.

- Calcul d’un relévement régulier ey. On a donc ey + > y N Xf .

- Calcul de E° par les éléments finis de Lagrange continus Py composante par composante. On
obtient alors E = E + ey + > )\jxf.
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Proposition 2.30 Le probleme (2.41)-(2.42) est équivalent a la formulation variationnelle sui-
vante : Trouver EO € X%’R tel que :

VE e X% Ao(E°, F) = Lo(F) — Ao(ey, F), (2.43)
ot Ag est la forme bilinéaire symétrique suivante :

.A():XEXXE — R
(E,F) — (divE,divF)y + (rotE, rotF)g,

et Lo est la forme linéaire suivante :

ﬁozx% — R
F — (g,divF)y + (f, rotF)g.

Notons que Ag restreinte & X9 x X% est coercitive (c’est le produit scalaire dans X§).
On peut alors approcher la solution de (2.41)-(2.42) par les éléments finis continus Py de Lagrange
composante par composante dans l’espace X%’ discrétisé. En pratique, on n’a pas besoin de
déterminer un rélevement explicite ey. Nous allons montrer dans la section 4.8 qu’on peut se
contenter de I'interpolation sur dw de la condition aux limites tangentielle au bord, et qu’on peut
ainsi se ramener au calcul direct de E. N

Etudions la régularité de E. Nous avons vu que lorsque f et ¢ € L%*(w), E € H'(w). On
voudrait retrouver le résultat de [52] pour la résolution du probleme magnétostatique, c’est-a-dire
E € H?* ¢(w), Ve > 0. Pour cela, il faut que les données f et g soient plus régulieres. On a le
résultat suivant :

Théoréme 2.31 Supposons que pour € > 0 tel que 2a —1—¢€ >0, f, g € H?=17¢(y) et e €
H?=12=¢(y). Alors E € H>* ¢(w).

DEMONSTRATION. On a E = —grad $D + rot $N + e. Ce théoreme est donc un corollaire du
théoreme 2.20.
O

Remarque 2.32 Cette hypothese est plus générale que celle de M. Costabel et M. Dauge dans [52]
et de C. Hazard et S. Lohrengel dans [68] qui supposent que divE = 0 et rot E € H'(w). De plus,
e = 0 dans les travauz sus-mentionnés.

2.4.3 Simplification du calcul de A

Dans ce paragraphe, on considére le cas oll w ne présente qu’'un seul coin rentrant. Nous allons
montrer qu’on peut simplifier le calcul de A grace a 'hypothéese que e s’annule au voisinage du coin
rentrant. Montrons d’abord le théoreme suivant :

Théoréme 2.33 Supposons que f, g € L*(w) ete € Vol/Z(Bw). Le champ électrique solution de

(2.1)-(2.8) se décompose alors de la fagon suivante :

1
E = EE + ;((g, splo+ (f,sn)o+ < e, sy >un) xI" avec EE ¢ H(w), (2.44)

ou H désigne Vol/Q(Bw) et < .,. >pm estle crochet de dualité entre H et son dual H'.
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DEMONSTRATION. On injecte (2.32) et (2.33) dans la décomposition de Helmholtz (2.11) en utili-
sant le lemme (2.27). On a alors Ef = —gradwp + rotwy € H'(w).
(]

Par identification des parties régulieres et singulieres de (2.44) et (2.37), on en déduit que lorsque
e € Vol/z(&u), on a :

A= 20 sp)o + (f0, sw)o) = 2

. ;((Q,SD)0+(f,SN)0+<€,SN >H,H’)-

On cherche a retrouver ce résultat dans le cadre de nos hypotheses de modélisation, c’est-a-dire
e € H'Y?(dw) s’annulant au voisinage du coin rentrant. Cela revient donc & montrer le théoréme
suivant :

Théoréme 2.34 Soit e € HY?(0w) s’annulant dans un voisinage du coin rentrant. Alors :

A= (oot (gsmho+ |

esydo ) (2.45)
Yo

ou o désigne la partie de Ow sur laquelle e ne s’annule pas.

Ce théoreme est une généralisation des résultats de [86], importante en pratique car la condition
imposée sur e correspond a notre modélisation.
Il s’agit donc de démontrer la proposition suivante :

Proposition 2.35 Soit e € HY?(0w) s’annulant dans un voisinage du coin rentrant. Il existe un
relevement régulier de e € € H(w), et tel qu’on ait la formule d’intégration suivante :

—(rote, sy )o — (dive, sp)g = / esy do. (2.46)
Yo
Pour cela, nous avons besoin des lemmes 2.37 et 2.38 ci-dessous, dont les preuves sont détaillées

dans la section 14.3. Nous définissons d’abord la portion de disque B. de la facon suivante :

Définition 2.36 On appelle B := wN B(0,¢) : lintersection de w avec la boule ouverte de centre
le coin rentrant et de rayon € > 0. Notons que :

65:{(T,0)€]0,8[X]0,§[}.

Lemme 2.37 Soit ¢ > 0. Soit u € H'(B.), dont la trace sur OB s’annule au voisinage du coin
rentrant. Posons ¢ = r~*/2u. Alors si on note eq = (1—a)/2 €]0, 1/4[, ona ¢ € HY/?2 < (B,).

La preuve de ce lemme repose sur deux théoremes d’injections continues, énoncés dans la these de
G. Raugel [95] et dans le livre de P. Grisvard [66].

Lemme 2.38 Soient ¢g > 0 et € > 0. Posons : H, = HY?*<0(B,). Alors on a :
erHé,geHglir%| < f,9>m | =0.
E—

Nous avons besoin de plus de la propriété suivante, démontrée par E. Garcia dans [63] (p. 87) :

Propriété 2.39 On a les relations suivantes :

rotsy = gradsp,
rotsp = —gradsy.
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Nous allons maintenant démontrer la proposition 2.35.
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 2.35. Soit € > 0 destiné & tendre vers 0. Soit w. = w\B-:
(voir la figure 2.1). Posons b = Ow.\Ow. Notons que :

b, = {(r,@):rzs,GG}O,z[}.

(07

Comme e s’annule au voisinage du coin rentrant, il existe g > 0 tel que presque pour tout r < &g,
e(r,0) =e(r,n/a) = 0. On appelle 7 'ensemble formé de dw, privé des points de dwNIB,, :

Yo ={(r,0)€0w : 1 > ¢ep}.

~ /N
/N V2 N
/ N s ~
’ N , NN
/7 N / ~
’ ANO X >
N
/ B N
/ &€ 7
’ b ,
/ € ;
4 /
4 /
4 /
\\ ,
\ we /
N /
N /
N /
N s
N -
N -~
N _-" a
N\ -~ W

Fi1G. 2.1 — Décomposition du domaine w.
e Montrons que :

—(rote, sy)o — (dive, sp)o = / esydo+1lim [ (e;r “cos(af) —e,r *sin(a b)) do. (2.47)
Yo

e—0 bs

Ecrivons l'intégrale sur w ainsi : —(rote, sy )o — (dive, sp)yg = — lir%/ (rotesydw + divesp ) dw.
E— we

Par intégration par parties sur w., on obtient :

—/ rotesydw = —/ e.rotsNdw—i—/ e, sy do,
We We Owe

—/ divestw:/ e.gradstw—/ e, spdo.
We We Owe

D’apres la propriété 2.39, on en déduit :

—/ rotesNdw—/ dlvestw—/ eTsNdo*—/ e, spdo.
We We Owe Owe

e, spdo = / e, spdo. D’ou :
we be

et :

De plus, comme sp|g, = 0, on a: /
o]

—/ (rotesydw + divesp ) d / eTsNdU—/e,,sto*.
We Owe be
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Lorsque ¢ tend vers 0, le terme de gauche admet pour limite —(rote, sy)o — (dive, sp)o. Il en est
donc de méme pour le terme de droite :

e—0

—(rote, sy)o — (dive, sp)o = lim </ e;sydo — / eysta> ,
Owe be

ce que l'on peut écrire sous la forme :

lim (/ esydo + / (er SN — eysD)da> = —(rote, sy)o— (dive, sp)o - (2.48)
Owe \be be

e—0

Comme sy g, €t €a,,. € L?(0w,), et que e s’annule au voisinage du coin rentrant, le premier
terme de gauche de (2.48) admet une limite égale a l'intégrale sur g :

Ve < 60,/ esydo = / esy do.
ng\bg Yo

Par conséquent, le second terme de gauche de (2.48) : hm / (e sy — e, sp ) do existe.

Séparons cette intégrale en une partie singuliére et une partle réguliere :

/ (e; sy — e, sp) do = / (eT r~%cos(af) — e, r “sin(a 9)) do +/ (e; sy —e,5p) do.
be be be

Montrons que la partie réguliere s’annule lorsque € — 0. Pour cela, nous allons nous ramener a une
intégrale volumique. Tout d’abord, comme sp| 40 = §D| 40 =0, 0n a:

—/ e, spdo = —/ e, spdo. (2.49)
be 0B:

D’autre part, pour r < &g, e;| 40 = erjae =0, d’ou : Ve < gq,

/ Cr ZSVN do = / Cr gN do. (2.50)
be 0B

En sommant (2.49) et (2.50), et en intégrant par parties, on obtient alors :

/(eTgN—eygD)da:/ ((e.rotsy —rotesy) — (e.gradsp + divesp)) dw.
be g

Toutes les fonctions sous intégrale sont dans L?(B.), d’ou / (erSy —e,sp)do =0
be
e Nous avons donc obtenu (2.47). Nous allons maintenant montrer que la limite dans (2.47)

s’annule. Pour cela, nous allons nous ramener & une intégrale volumique sur B.. Comme sin(a8)
est nul sur les arétes du coin rentrant A° et A®, alors :

—/ e, “sin(af)do = —/ e, “sin(af)do.
be 0B

De plus, pour la méme raison que (2.50), on a : Ve < ey,

/eTTacos(aG)daz/ e;r *cos(af)do.
be 0B
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a/2 a2

Soit ty = =2 cos(af), et tp = r~*/*sin(a ). Posons ¢ = r~*/2e. Il s’agit d’évaluer :

/ (¢.TtN—¢.VtD)dU. (2.51)
oB.

D’apres [67] (p. 7, thm. 1.2.18), ty et tp € H*(w), pour tout s tel que 1 — /2 > s.
Soit € €]0, (1 — «)/2[, de sorte que s = 1/2 + €’ convienne.
On a donc ty et tp € HY? (), c’est-a-dire tplos. et tyjon. € H€ (0B.).

D’aprés le lemme 2.37, pour €, = (1 —a)/2 > 0, ¢ € HY?T(B,), d’'on ®op. € H«(9B;).
Ainsi, ¢. 7|9, et ¢.vjgp. € L?*(0B.). L'intégrale (2.51) est bien posée.
Par densité de C*°(B;) dans H'/?t¢=(B,), on généralise les formules de Green (1.11) et (1.12) aux
fonctions u € HY/2+(B,) et v € H'/?*<«(B,). D’on :

/ (¢p. Tty — ¢p.vip)do = < rotiy, ¢ >H, H. — < rot ¢, ty >H!H.
oB:

— < dive, tp >H! H — < gradip, ¢ >H. ,H.>

o H. = HY/?*t(B,), et < ., . >pr . est le crochet de dualité entre H et son dual H..
D’apres le lemme 2.38, cette intégrale s’annule. On en déduit la proposition 2.35.

2.4.4 Le complément singulier orthogonal

Nous avons exhibé une décomposition non orthogonale du champ électrique E? en une partie
réguliere H' et une partie singuliere non H'. Cette décomposition n’est pas conforme dans XOE
car aucune de ces parties n’est & composante tangentielle nulle au bord. Cette décomposition ne
peut pas étre appliquée au cas instationnaire, il faut utiliser la méthode du complément singulier
orthogonal, ce qui fait I'objet de cette partie.

La méthode du complément singulier orthogonal (notée MCSO) a été largement développée par
E. Garcia dans [63], & partir des travaux de F. Assous et al. [9, 8]. Elle repose sur la décomposition
conforme et orthogonale de X%. Afin de déterminer I'espace X%’S, étudions Wg et Vg.

Proposition 2.40 On a les isomorphismes suivants (voir la figure (2.2)) :

- L’opérateur grad définit un isomorphisme de ®p dans Wg,

- L’opérateur rot définit un isomorphisme de ®n dans Vg,

- Lopérateur div définit un isomorphisme de Wg dans L*(w),

- L’opérateur rot définit un isomorphisme de Vg dans Lg(w).

WEg étant muni de la norme L? de la divergence, Vg étant muni de la norme L? du rotationnel ;
Op et Py étant munis de la norme L? du Laplacien, et L%(w) étant muni de la norme L?, ces
isomorphismes préservent l’orthogonalité.

DEMONSTRATION. Voir le document [6] ou larticle [8].

O
Lorsque w est convexe, Wg et Vg sont inclus dans H!(w), mais ce n’est plus vrai lorsqu’il existe
un ou plusieurs coin(s) rentrant(s). Soit W& = Wg N H'(w) (resp. VE = Vg N H'(w)) le sous-
espace régularisé de Wg (resp. Vg). WE (resp. VE) est fermé et strictement inclus dans Wg
(resp. Vg). D’apres les propositions 2.8 et 2.40, on a A@g = diVWE et A@ﬁ = rot VE d’ou :
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rad
o, — Ws

rot
Dy Vg
Li(w)

L2(w)

Fi1c. 2.2 — Isomorphismes entre espaces potentiels et espaces vectoriels.

Sp = (divWE)L et Sy = (rot VE)L. Ce résultat nous permet de caractériser les fonctions sin-
gulieres de Wg et Vg :

€ iv J—ro
Wg = WE & W5 ot Wi = div!Sp et Vg = VE & V§ out Vi = rot 'Sy .

On peut donc appliquer les isomorphismes de la proposition 2.40 aux espaces réguliers et singuliers
(voir la figure 2.3). On en déduit : Wg’s = grad CIDg’S et Vg’s =rot q)ﬁ’s

grad grad
o5 Wi o Wi
A\ /iiv A\ /iiv
ADR = div WE Sp
rot rot
o3 Vi
\ / ot A\ /"ot
= rot VR Sn

F1G. 2.3 — Isomorphismes entre espaces réguliers/singuliers.

Théoréme 2.41 D’aprés le théoreme 2.14, on établit les estimations suivantes :
-Ve > 0, u € Wy appartient a H*¢(w), et n’appartient pas ¢ H*(w); WE c H(w).

-Ve > 0, u € Vg, appartient ¢ H*¢(w), et n’appartient pas ¢ H(w) ; VE ¢ HY(w).

Ce théoreme est un corollaire trivial du théoreme 2.14.
D’apres la décomposition (2.17), X% se décompose quant a lui de la fagon suivante :
1 0 LXQ ix%
Xy = grad % & rot &% & grad ®}, @ rot @%.

1 1
Comme grad @g @ rot q)ﬁ C XOE’R, alors XOE’S C grad @% é rot CID%. On remarque que

1
grad @% @ rot @% est de dimension > 2N,,.. D’aprés la A-approche, X%’S est de dimension Ng,. Il

1L
existe donc un sous-espace de grad @% @ rot @% de dimension N, composé de champs réguliers.
NCT

Ceci étant dit, on peut écrire x € X%’S sous la forme : x = Z(ai gradyp ; + birot oy i),
i=1
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les a; et b; étant des réels. Les a; et b; ne sont pas quelconques, puisqu’il existe des combinaisons
linéaires qui sont régulieres. Ceci est précisé dans le théoreme 2.43, pour lequel on a besoin du
lemme suivant :

Lemme 2.42 La matrice X € RNerxNer gelle que : Vi, j X3 = 947 est symétrique définie
positive.

DEMONSTRATION. Posons X = Xp + Xy, avec Xé’)jN = ﬂf:’)jN. Xp,n est la matrice des produits
scalaires des fonctions de base de Sp . Il est clair qu’elle est symétrique. Montrons que Xp est
définie positive. Soit x € RNer. On a :

Ner Nep o Ner Ner
— Z7j —
(Xpx|x) = Y D XEFxx; =Y. (sp.i, 50,5 )0/Tx%;,
i=1 j=1 i=1 j=1
NCT' NC’V‘ NCT' NC’V‘
= E § (xi8D,i» X 8D 5 )o/T = E X; 5D i E xjsp.j | /7,
i=1 j=1 i=1 j=1 0
NCT
= (z,x)p>0,avec z = E X; 8D i -
i=1

Or, comme (Sp ; )i=1,..N., est une base de Sp, x € Sp est nul si et seulement si Vi, x; = 0. Donc
Vx € RNer tel que x # 0, (Xpx|x) > 0. On montre exactement de la méme facon que Xy est
définie positive. D’ou, Xp, Xy et X sont symétriques définies positives.

O

¥ = —gradyp ;+rotoy ;i € {1,..., Ny }. Alors

X%’S est généré par les X3 : X%’S = vect (x7 ).

Théoréme 2.43 On consideére les vecteurs x

DEMONSTRATION. On remarque que : divx; = —Ayp,; = sp,i, et querot X7 = —ApN.i = SN,i-
On en déduit que Vi € {1,..., Ng. }, x7 € X§ satisfait :

divxi = sp,; dans w, (2.52)
rotxy = sy ,; dansw.
. i 0,R
e Montrons que pour tout ¢, X7 & Xy ™.
NC’V‘
D’apres la Ad-approche, on a : X;S =X; + Zﬁ“]xf, ou x; = —grad¢p ; +rotpy ; € H!'(w) et
J=1

B9 = (sp.i,sp.j)o/T + (8N, SN.j)o/7. D'ot, au voisinage du coin rentrant O;, x5 ~ 3% xI avec

B4 = (||sp |2 + l|sn | |2) /7 # 0, et donc x7 ¢ X%’R.

e Montrons que pour tout ¢, xiS € (X%’R)L.

Soit x € X%’R. D’apres la A-approche, on peut décomposer x7 sous la forme : x® = x4+ y )\11;2 xf ,

ol X € HY(w) et : )\gﬁ2 = ((sp,j,divxT)g + (sn,;, rotx®)g)/m. Comme x? est régulier au

voisinage de chaque coin O;, on en déduit que tous les )\f;;z sont nuls. Or, d’apres (2.52) on a que
S S

pour tout j, )\fy;2 = (Xj , xft )X% / m est nul. Ainsi, par construction, les x7 sont dans X%’S.

e Montrons que la familles des Xf est libre.
Soit (a')i=1,. N.. € RNer tel que: >, afx? = 0. Dou: Y. a'%; + Y, a > ﬁ“]xf = 0. En
se placant une nouvelle fois au voisinage de chaque coin Oj;, on en déduit que Vj >, a* 5"/ = 0.
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Soit a € RNer tel que : Vi a = a'. Il s’agit de résoudre le systéme linéaire : Xa = 0. Or X est
inversible, et la seule solution est a = 0. La famille (xf )i=1,....N., est libre dans X%’S. Comme son

cardinal est la dimension de X%’S, elle génere X%’S.
O

On déduit de la décomposition de X% le résultat suivant :

Théoréme 2.44 Le champ électrique EO se décompose en une partie réguliére E° € H'(w) et une
partie singuliére dans X%’S de la facon suivante :

1

E’ = E" + Y ex’ oi Vi€ {l,.,No}, ¢ €R. (2.53)

divE? + Zci divx; = g — dive dans w, (2.54)

NC’)"
rot B* + Zci rotx? = f — rote dansw. (2.55)
i=1

Ainsi, le champ électrique E = E° + e se décompose de la facon suivante :

E=E+) ¢x}, (2.56)
i=1

avec E = E? + e.
Soient ¢ et A € RNer tels que : Vi € {1,..., No, }, (¢); = et (A); = A

Proposition 2.45 Le probleme (2.54)-(2.55) est équivalent a la formulation variationnelle sui-
vante : Trouver EO € X%’R et c € RNer tels que :

Ao(EY F) = Lo(F) — Ag(e, F),VF € X%F (2.57)
Xc = A. (2.58)

)
DEMONSTRATION. Le probléme (2.54)-(2.55), posé dans X%’R o X%’S est équivalent & la for-
mulation variationnelle suivante :
Trouver E0 € XOE’R et ¢ € RNer tels que :

NC?"
Af(EY, F) + ) i Ao(x) F) = Lo(F) — Ag(e, F), VF e X% "
=1

NCT

Ao(EC, x5) + > e Ao(x, x7) = Lo(x5) — Ag(e,x5), Vje{l,.,Ng}.
i=1
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e Par orthogonalité dans X$, on a : VF € X%’R et Vi, Ao(x?, F) = 0; et Vj AO(EO, Xf) = 0.
e D’aprés (2.52) on a : Vi, Lo(xP) — Ag(e, x7) = (g — dive,divx?)y + (f — rote,rot x7)g = 7 \';

(3
et Vi, j, Ao(x7, xf) = w(ﬁBj + ﬁj\}] ). En simplifiant par 7, on obtient alors le systeme (2.57)-
(2.58).
O
Une fois que 'on a calculé EO ot les ¢;, il faut construire la base de X%’S, constituée des XiS qui ne

sont connus explicitement qu’en partie. Notons que pour tout i :

NCT
x;s =Xx; + Zﬁi’jxf avec X; = —grad ¢p + rotoy € Hl(w).
j=1
Pour connaitre completement les Xf , il faut approcher leurs parties régulieres, les X;. Cela peut
se faire par dérivation des potentiels ¢p ; et ¢n 4, ou par la A-approche. Comme les Xf sont a
rotationnel et divergence nuls, on remarque que : Vi € {1,..., N¢, },
divx; = sp,; dansw, (2.59)
rotX; = sy,; dansw, (2.60)
NCT
Xi Tlow = — Zﬁ“ﬂ xf.’rww sur Ow . (2.61)
j=1

~ = L~ 0,R . - . o
Posons : X; = X + e;, oll X} € Xy et e; est un relevement régulier de la condition aux limites

NC’V‘
tangentielle — Zﬁ”] xf T |ow- x? satisfait :
j=1
divig = sp,; — dive; dans w, (2.62)
rotig = sy,; — rote; dans w. 2.63)

Proposition 2.46 Pour tout i, le probléme (2.59)-(2.61) est équivalent a la formulation varia-
tionnelle : Trouver )NCZQ € X%’R tel que :

VE e XU Ay(X?, F) = —Ay(e;, F). (2.64)

DEMONSTRATION. La preuve est similaire & la preuve de la proposition 2.45.
d

Proposition 2.47 La A-approche et la MCSO donnent tout calcul fait le méme résultat :

Ner
W+§qﬁzw.
i=1

DEMONSTRATION. L’addition des formulations variationnelles (2.57) et (2.64) donne :

Ner Ner
VF e Xy, A (EO + > Xy, F) = Lo(F) — Ao <e + Y cie, F) .
i=1

i=1
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Or: (e+)cie) Tg, = €— Zicizjglﬁjxf.r‘aw =e— ijiczﬁi’jxf-ﬂaw- D’ott en
utilisant la relation (2.58), on obtient : (e + > ;cie;).Tjg, = € — > ;N xf.r‘aw = ex T |gu
Ainsi E° + 3. ¢; X9, qui appartient a X%’R est solution de la formulation variationnelle (2.43).

]

Notons que cette décomposition permet un calcul optimal de X, la matrice d’interaction entre
les fonctions de base singulieres. L’intérét de cette approche est qu’elle permet de conserver ’or-
thogonalité lorsqu’on discrétise la formulation variationnelle.

2.4.5 Autres décompositions conformes

Dans [68], les auteurs proposent deux décompositions conformes de X% :
e La premiere décomposition proposée est non-orthogonale, et consiste a écrire :

X% = X% @ grads, ot : S = vect{n; ©D.i}s

n; étant une fonction de troncature (voir la définition 1.1) telle que n; <p§7 ;j € H}(w)\H?(w) et
A(n; cpﬂ ; ) = 0 dans un voisinage du coin rentrant O;.
Le champ électrique E° se décompose alors de la facon suivante :

NCT
E'=E"F 4 Zaigrad(njgog,j) avec EO F ¢ X%’R.
i=1

On a grad (n; ¢g7j) = Xf au voisinage du coin rentrant O;. Soit a € RNer tel que : Vi, (a); = a;.

Posons Vi, v; = A(ni¢p.i).

Proposition 2.48 Le probléeme (2.6)-(2.7) est équivalent a la formulation variationnelle suivante :
Trouver E0-F ¢ XOE’R eta € RN tels que :

NCT‘
Ao(ECR F) + Y ai(vi, divF)g = Lo(F) — Ag(e, F), VF e Xy,

i=1

NCT
(diVEO’Ra vj)O + Zai(via Uj)(] = (97 Uj)(] - (divea Uj)Oa Vj € {1a"'> Ncr}-
i=1

DEMONSTRATION. Reprendre la démonstration de la proposition 2.45, en utilisant (1.4).
O

Comme la décomposition est non orthogonale, notons qu’il existe un couplage entre parties réguliere
et singuliere. Dans cette méthode, on a besoin de connaitre seulement les v; = A(n; ¢p, ;) pour cal-
culer la partie réguliere du champ électrique E© f et les coefficients de singularité a;. L’inconvénient
de cette méthode est que lorsqu’on discrétise la formulation variationnelle, il faut approcher la fonc-
tion de troncature, qui varie entre zéro et un, et dont les dérivées secondes peuvent prendre des
valeurs tres élévées.

e La seconde décomposition proposée est orthogonale, et consiste a écrire : X%’S sous la forme :
X%’S = vect{xTE} ou Vi € {1,...,Ner}, x/F est tel que : x1F = xHL + x| avec XL € HY(w).
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La partie réguliere du champ électrique est bien str la méme que pour la MCSO et le champ
électrique E° se décompose de la facon suivante :

NCT‘
E°=E° + > bx/".

i=1
Soit b € RNer tel que : Vi, b' = b;.

Proposition 2.49 Le probléeme (2.6)-(2.7) est équivalent a la formulation variationnelle suivante :
Trouwver E° € XOE’R et b € RN tels que :

AO(EOaF) = Eo(F)—Ao(e,F),VFGX%7R,
Xurb = Amr,
avec Xy, € RNerXNer telle que :

Vi, j € {1, Neo }, Xpfp = (xf", x)xo /7,
et : A '
Vie {1,.,Ng}, Xy = Mg = ((¢°, divx{™)o + (f°, rot x{"")o) /7.

Pour approcher les b;, il faut auparavant calculer les SEZH L Les auteurs résolvent le probléme suivant :
Vi, trouver X171 € H(w) tel que :

Ao(XAL F) =0, VF e X3 F,

SHL _ P
Xi .T‘aw——Xi 'T|8w'

Ainsi, numériquement, I'orthogonalité discrete est conservée. Notons que le calcul des coefficients
de singularité ¢; que nous proposons pour la MCSO est plus précis. En effet, nous utilisons le fait
que div Xf = sp,; et rot Xf = sy, pour calculer X et X : il n’est pas nécessaire de connaitre les
if . Au contraire, dans [68], X1, et Ay ne peuvent étre obtenus qu’apres avoir calculer les )NCZH L
et les avoir dérivés. Pour améliorer le calcul de Xy, et Agy, il faut donc connaitre les rot xfl L et
di'V'XZHL direct@ment. Soient ("7 )i,je{l,...,Ncr} les coefficients de la matrice inverse de X : Vi, 7,
¢HJ = (X71)%J. On a la proposition suivante :

Proposition 2.50 Vi € {1,.., N}, x7L ¢ X%’S satisfait le probléme suivant :

Ner
divxfl = E ¢"7sp,j, dans w,

)
j=1
(2.65)
Ner

rotxAl = E ("IN, j, dans w.

)
j=1
HL

DEMONSTRATION. Soit i € {1,...,, N, }. Comme x;'~ € X%’S, on peut le décomposer dans la

base des XJS de la fagon suivante :

NCT‘

HL ._ $HL P _ 0 S N\ e

X, =X X = E ¢"Ixj,ouVy, ("’ € R,
J=1
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H
de sorte que x;

et partie singuliere, on obtient que :

L satisfasse les équations (2.65). Déterminons les ¢**7. En identifiant partie réguliere

Ner Ner Ner Ner [ Nep
R =S RS ekl = 309 Skl = 3 [ S | <
j=1 j=1 k=1 k=1 \j=1
Ner
Afin de satisfaire I’égalité sur les parties singulieres, on doit avoir : V k, Z ¢ pik = 0i k-
j=1
Soit Xpgr, € RNerxNer 13 matrice des coefficients ¢*7 : Vi, j, XZH]L = (%7 11 s’agit alors de résoudre
le systeme linéaire : Xy X = Iy,,, ot Iy,, est la matrice identité de RNer*Ner Comme X est

inversible, il existe une unique solution telle que : Xg;, = X1
O

Dans [63], E. Garcia propose les deux décompositions conformes non-orthogonales.
Posons Vi, xﬁv =rotpy ; et XZ-D = —grad ¢p ;.

Vi, XZD € X% est tel que : divxZD = 5p,i, et rotxZD =0; et xﬁv € X% est tel que : diVXzN =0, et
rot Xﬁv = SN,i-

e La premi¢re décomposition est la suivante : X% = X%’R @ vect{ xP }. Le champ électrique E°

s’écrit alors ainsi :
NCT'

EC=E"P + Zaszzp avec EO:P ¢ X%’R.
i=1
On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.51 Le probléeme (2.6)-(2.7) est équivalent a la formulation variationnelle suivante :
Trouver EO-DP ¢ X%’R et (aZD )i=1,...No» € RNer tels que :

NC?"

Ao(ESP F) + > aP (spi, divF)g = Lo(F) — Ag(e, F), VF € X',
=1
NCT . . .
(divE® P, sp j)o + Y al 857 = N, Vje{l,.. Ng}.
=1

La démonstration est similaire a celle de la proposition 2.4.5.
e La seconde décomposition est la suivante : X§ = XOE’R @ vect{ x) }. Le champ électrique E°

s’écrit alors ainsi
NCT'

E'=E""Y + g al¥ x¥ avec EO’NGXOE’R.
i=1

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.52 Le probléeme (2.6)-(2.7) est équivalent a la formulation variationnelle suivante :
Trouver EO-N ¢ XOE’R et (alN )i=1....N., € RNer tels que :

NCT‘
Ag(E®N F) + > al (sni, 10t F)g = Lo(F) — Ag(e, F), VF e Xy,
=1
NCT . . .
(rotEOvN,sNJ)o—i—ZazN j\}] :)\5\7, VjE{l,..., Ncr}-

i=1
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La démonstration est similaire a celle de la proposition 2.4.5.

Apres avoir obtenu E%P (resp. E*V), la calcul des parties régulieres des xP (resp. xV) se fait
numériquement par dérivation des potentiels associés ¢ p ; (resp. n ;). Les fonctions de base de
®p N sont obtenues par la méthode Dirichlet-Neumann. On améliore I’approximation obtenue en
utilisant une projection L2, ce qui est moins précis que l'approche que nous proposons dans la

proposition 2.46.

2.4.6 Régularité dans les espaces singuliers conformes

NCT
Etudions la régularité de EO + Z ¢; XY = EY. Le théoréme suivant se déduit directement du
i=1
théoreme 2.31 :

Théoréme 2.53 Supposons que pour ¢ > 0, tel que 2o — 1 — ¢ > 0, f, g € H**"17¢(w), et
NC’)"

e € H2=1/27¢(y) . Alors EO + Zci XY € H* ().

i
i=1
Cependant EO et les ig ne sont pas toujours individuellement dans H2*~¢(w). En effet :

Théoréme 2.54 Soiti € {1,..., N }. Lorsque a <2 /3, X9 € H>*"¢(w), mais lorsque a > 2/ 3,
%0 H2a—e
X; ¢ (w).

DEMONSTRATION. D’apres [67] (p. 7, thm. 1.2.18), les sp ; et sy _; appartiennent & H!=% ¢(w),
pour tout € > 0 tel que 1 —a—e > 0. Or, on a l'inclusion H'~*¢(w) C H?*17¢(w) si et seulement
si:

l—-a—-—€e>2a—-1-—€ < a<2/3.

O
Ainsi, lorsque les coins rentrants sont d’angles plus petits que 37 /2, les i? et EO ne sont pas
individuellement dans H2*¢(w). Cependant, il y a compensation des parties moins régulieres des
i? et de E°. Nous verrons que numériquement, dans le cas statique, la méthode du complément
singulier orthogonale donne les mémes résultats que la A-approche, quelques soient les angles des
coins rentrants.
Est-il possible de construire une base singuliere conforme dans XOE qui soit dans H?*~¢(w)?
Considérons le cas d’un unique coin rentrant. Soient w* et v° dans X% tels que :

divw® = sp dans w, divv® = 0 dansw,

et (2.66)
rotw® = 0 dans w, rotv® = sy dansw,

w? engendre W% et v engendre V%. D’apres F. Assous et al. [9], on a localement :

na . 0
sin(naf) 4na+45m(na )

Vo e £ Y At 2
n>1 cos(nab) n>-1 %ces(na@)

La somme sur les ( B, ),>1 est une solution homogene de (2.66), et par construction, les (A, )p>—1
sont localement tels que : sy =), o A, 7" cos(nab), avec A_; = 1.



76 CHAPITRE 2. LE PROBLEME STATIQUE 2D DIRECT CONTINU

Comme v = v + Byx’, avec v € H'(w), on a : B; = —afy. Décomposons V ainsi :
ﬁ Sin(aﬁ)
V=V, +vVv_ avec:v_ = rl7@
— 2
ot cos (af)
—4da + 4

2a—1

Le terme le plus singulier de v est en r , ainsi on a toujours v, € H2* ¢(w). En revanche,

lorsque a > 2/3, v_ ¢ H>*~¢(w).

Pour déterminer w*, on part de la formule de représentation sp = Soos 1 Ap @ sin(naf), avec
A_; = —1. On sait que : w° = w + Bpx’, avec w € H'(w). Une solution particuliere du second
no + 2 .
——— sin(naf)
. , ) _ | 4na+4
systeme d’équations de (2.66) est : Z Ay, et
n2-1 Lcos(na&)
dna + 4
Ainsi, localement, on a :
no+ 2
sin(naf) ino + 4 Sn(nab)
WS — ZBH pna—1 + Z An pna+l ’
n>1 cos(naf) n>—1 _na cos(naf)
dna + 4
avec B = —a(Bp. D’ou :
—-a + 2 .
—— sin(a¥d
_ _ _ _ 1 4o+ 4 ( )
W =Wy + W_ avec : w_ = —1 ¢
o
m COS ( af )

Le terme le plus singulier de W, est en 72*~! ainsi w, € H?* ¢(w) Ve > 0, et pour a > 2/3,
w_ ¢ H?*¢(w). D’aprés [67] (thm. 1.2.18), on a : w € H? % ¢(w), d’ot1 :

Va < 2/3, Ye>0[20—e—1>0, v,w € H* ¢(w),
Va > 2/3, Ye>0|l—a—e>0, v,we H>*¢w).

Soit x € X(])E\XOE’R7 tel que : x = W 4+ aov®, ay € R. On souhaite déterminer a, de sorte que
x € H2%¢(w). Pour cela, il faut éliminer le terme en r'~%, c’est-a-dire choisir a,, tel que :

« —a + 2

g 2T
da+4 “Tiaxa ’

—a + 2 o
7_017
—4da + 4 Y 4o+ 4

Le systeme est compatible si et seulement si o« = 1, ce qui contredit a@ < 1 qui est ’hypothese de
départ pour le cas d’un coin rentrant. Ainsi, lorsque o > 2/3, il est impossible de créer une base
de X%\X%’R dont la partie réguliere soit dans H2*~¢(w). On a le corollaire immédiat suivant :

Corollaire 2.55 Soit i € {1,...,N,}. Alors X; € H2 ~27¢(Q).
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2.4.7 Conclusions sur la méthode du complément singulier

La A-approche est une nouvelle méthode de décomposition de X% non-conforme, et dont 1’ori-
ginalité par rapport au travail de C. Hazard et S. Lohrengel [68] repose sur le fait qu’on ne requiert
pas de fonction de troncature. Celle-ci est remplacée par une condition aux limites non-homogene.
L’intérét de la A-approche pour la MCSO, qui est incontournable si on veut traiter le cas instation-
naire, est qu’elle permet de calculer une meilleure approximation des Xf que 'approximation par
dérivation des potentiels.

Pour les problemes quasi-statiques, la A-approche et la MCSO sont identiques. Elles donnent
des résultats numériques compétitifs en terme de précision (voir le chapitre 6), et se généralisent
au cas de pointes coniques a base réguliere [63]. Dans les domaines tridimensionnels généraux, les
singularités électromagnétiques sont difficilement discrétisables, les singularités de coin et d’aréte
étant liées entre elles [52]. Néanmoins, dans le cas d’un ouvert prismatique [42], ainsi que dans le
cas d'un domaine axisymétrique [76], on peut adapter ces méthodes en utilisant une décomposition
en série de Fourier (voir la section 8.6).

Dans le cas dépendant du temps, on n’a plus les mémes résultats de régularité pour la MCSO,
car on ne sait pas si les parties de régularité H!=*¢(w) de E° et de > G SZZS se compensent.
Cependant, pour améliorer la précision, on peut faire les calculs en exprimant explicitement les
termes en 717,

2.5 Champ électrique 2D : la régularisation a poids

Dans cette section, nous présentons essentiellement les résultats obtenus par M. Costabel et M.
Dauge dans [53] dans le cas harmonique. Nous avons vu que lorsque w est non convexe, I'espace
XOE N H!(w) est fermé et strictement inclus dans X%, ce qui implique que la solution du probleéme
discrétisé par les élements finis de Lagrange P, dans l'espace XOE ne converge pas vers la bonne
solution. D’autre part, dans ’espace Xg, la condition aux limites tangentielle est naturelle, mais
pas essentielle, ce qui limite en pratique la vitesse de convergence de la solution discrétisée. L’idée
est de déterminer un espace intermédiaire X, dans lequel la condition aux limites tangentielle est es-
sentielle, et tel que X N H!(w) soit dense dans X (afin d’obtenir la convergence des éléments finis de
Galerkin dans X). On s’intéresse aux espaces X de la forme : X = {u € Hy(rot,w) : divu € V }.
La forme bilinéaire associée a cet espace pour la résolution de (2.6)-(2.7) est la suivante :

Ax : X xX — R

(E,F) — (divE,divF)y + (rotE, rotF )g,

ou (., .)v est le produit scalaire dans V.
La formulation variationnelle de (2.1)-(2.3) dans X s’écrit (FVX) : Trouver E? € X tel que :

VF € X, Ax(E°, F) = (¢°, divF)y + (f°, rot F ).

Nous voulons déterminer les espaces V' tels que :
- il existe une solution unique & (FVX), qui soit équivalente a (2.1)-(2.3) ;
- X N HY(w) soit dense dans X.

2.5.1 Condition pour obtenir la coercivité

Pour appliquer le théoreme de Lax-Milgram a (FVX), il faut rendre Ax coercitive sur X. D’une
part, V doit étre un espace de type L2. D’autre part, comme les éléments de Hg(rot,w) sont &
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divergence dans H~!(w), on cherche V' C H~!(w). Pour des raisons pratiques, on limite le choix
aux espaces a poids de la forme : V = {u € L (w) : wu € L*(w)}, ot w € C®(w,R") est

borné dans w. A priori V contient L?(w) : L?(w) € V C H Y(w). Le produit scalaire dans V
s’écrit :

1/2
(u,v)p = / w? uvdw, et la norme correspondante est : ||u ||y = </ w2u2dw> .
w w

Proposition 2.56 Lorsque linjection de X dans L?(w) est compacte, la norme du graphe dans X
est équivalente a la semi-norme. La norme dans X est alors définie ainsi :

1/2

lullx = (I[rotull§ + ||divull) (2.67)

DEMONSTRATION. On procéde par 'absurde. Soit (uy, ), une suite de X telle que : | uy, |rot aiv — 0
et ||uy, ||lo = 1, c’est-a-dire :

divu, — OdansV,

rotu, — 0dans L?.

La suite (u, ), étant bornée dans X, et Iinjection de X dans L?(w) étant compacte, il existe une
sous-suite, encore notée (u,, ), de X qui converge dans L?(w). Soit u sa limite. On a la convergence
forte de (u, ), vers u dans L?(w) & cause de I'injection compacte. On en déduit que |[u|lo = 1.
En utilisant les formules d’intégration par parties classiques, les conditions aux limites homogenes
et par passage a la limite et unicité de celle-ci, on a :

<divu, ¢ >pp = —/u.grad¢dw:— lim /un.gradcbdw
w n—-400 w
= — lim /divun(bdw:O,VqﬁED(w),
n—-—+00 w
<rotu, ¢ >pp = /u.rot¢dw: lim u, .rot ¢ dw
w n—-400 w

= — lim /rotun¢dw =0,V¢ € D(w).
n—+oo [,

Ainsi, rot u = 0 et divu = 0 dans X. D’apres [65], la trace tangentielle est continue dans H(rot ,w).
Comme uy,, . T)9q = 0, on en déduit que : u.7pq = 0. Ainsi, u € Hy(rot%,w), et donc d’apres la
proposition 1.3, il existe un unique ¢ € H& (w) tel que grad ¢ = u. Comme A¢ = divu = 0, alors
¢ =0, et donc ||u||g =0, ce qui contredit ’hypothese de départ.

O
En pratique, cela permet d’obtenir la coercivité de la forme bilinéaire Ax, qui est alors le produit
scalaire dans X. Déterminons V tel que linjection de X dans L2(w) soit compacte. Pour cela,
considérons la décomposition de Helmholtz suivante :

1
Lemme 2.57 On peut décomposer X sous la forme : X = Vg & W, ot :
W = {u:=gradu,u € ®y} avec &y = {u € Hj(w) : Au € V' },
ce qui s’écrit aussi : W = {u € Hy(rot%,w) : divu € V}.

DEMONSTRATION. Cette décomposition correspond & la décomposition de Helmholtz (2.17) de
X% : considérons F € X. Alors F = Fy + Fp, ou:
-Fy = rot ¢y, ¢y satisfaisant (2.16), avec la donnée rot F € L(w);
-Fp = —grad ¢p, ¢p satisfaisant : Trouver ¢p € H}(w) tel que : —A¢p = divF dans V.

(]
L’injection de Vg dans L?(w) est compacte [8]. Comment obtenir I'injection compacte de W dans
L?(w) ? Montrons les propriétés suivantes :
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Proposition 2.58 Si l'injection de V dans H'(w) est compacte, alors linjection de W dans
L2(w) lest aussi.

DEMONSTRATION. Comme V CC H 1(w), alors &y cC HY(w), dot W cC L%(w).
O
Des propositions 2.56 et 2.58, on déduit le théoréme suivant :

Théoréme 2.59 Si l'injection de V dans H(w) est compacte, alors (2.6)-(2.7) est équivalent d
(FVX).

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 2.58, 'injection compacte de V dans H ~!(w) permet
d’obtenir Iinjection compacte de W dans L2(w), et donc d’aprés la proposition 2.56, Ax est
coercitive. L’équivalence entre le systeme d’équations (2.6)-(2.7) et la formulation variationnelle
(FVX) se montre de la méme fagon que la proposition 2.23 et nécessite la décomposition du lemme
2.57.

O

En conclusion, afin d’obtenir I’équivalence entre la norme du graphe et la semi-norme (2.67) dans
X, et donc la coercivité de Ax, on cherche V tel que I'injection de V dans H ~!(w) soit compacte.
Nous allons maintenant voir sous quelles conditions sur V I’espace X N H'(w) est dense dans X.

2.5.2 Condition pour obtenir la densité des éléments finis

Nous avons vu qu’il existe une décomposition de Helmholtz de X. On peut aussi décomposer
les éléments de X en une partie H'-réguliere et une partie qui n’est pas H'.
Théoréme 2.60 On a la décomposition suivante :

X = X%’R@W = X%’Reagrad@‘/.

DEMONSTRATION. Soit u € X. D’apres le lemme 2.57, il existe ¢y € @y et v € Vg tels que :
u = v + grad ¢,. D’aprés [18], comme v € Vg, il existe uy € X%’R et ¢y € Pp tels que :
v = ug + grad¢y. Or &p C ®y. En posant ¢ = ¢y + ¢+, on a donc :

u = ug + grad ¢, avec uy € XOE’R et ¢ € Py soit : gradp € W.

O
Pour avoir la densité des fonctions régulieres dans X, on cherche & avoir X%’R dense dans X. Pour
cela, d’apres la décomposition du théoreme 2.60, il nous faut la densité de XOE’R dans W. Ceci est
possible si @y N H?(w) est dense ®y. Notons que : &y N HA(w) = ®F :={¢ € H*(w)|djp, =0}
Plus précisement, on a le théoreme fondamental suivant qui est un corollaire de la décomposition
du théoreme 2.60 :

Théoréme 2.61
1) Si @g est dense dans @y pour la norme du graphe, alors X%’R est dense dans X.

2) @g est fermé dans Qv si et seulement si XOE’R est fermé dans X.

3) @y C OE si et seulement si X = XOE’R.
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Dans le second cas, bien sfr si @g est différent de ®y/, on ne peut pas approcher la solution de
(FVX) par les éléments finis, car on ne capte pas la partie singuliere du champ. Le dernier cas
correspond & un domaine w convexe, car ®y N H?(w) = ®y, il n'y a pas de singularité. Nous
sommes intéressés par le premier cas. On se limite aux poids de la forme w = r7, ouy > 0 et l'on
pose : V = V$ , défini par (1.8). V$ peut se définir aussi de la fagon suivante :

V2 ={ueDW) :ue Ll*(ww)etrue L (w)},

oll w, est un voisinage donné du coin rentrant inclus dans w. On écrira le produit scalaire dans V,?
ainsi :

Yu,v € Vf, (v,u)o,y = /rhuvdw (2.68)

w
Lorsque ~v > 1, la condition V,? C H~!(w) n’est plus respectée. La valeur limite de «y est donc 1.
Soit X%,'y I'espace vectoriel suivant : XOE’7 = {u € Hy(rot,w) : divu € V,YO b
Considérons ®, = {¢ € Hi(w) : A¢ € V,? }. D’apres le théoreme 2.60, X%,’y = XOE’R OW,,
ou W, = grad ®,,.
Posons Xg,, = {u € H(rot ,w) : divu € V,? , Uy € L*(0w) }. On appelera A, la forme bilinéaire

suivante :
Ay XgyxXg,, — R

(E,F) — (divE,divF)y , + (rotE, rotF ).
A, restreinte a X% 4 X XOE , est coercitive, a condition qu’on obtienne I’équivalence entre la norme
du graphe et la semi-norme dans XOE’ v A, définit alors le produit scalaire dans XOE’ "
2.5.3 Choix du poids

Proposition 2.62 L injection de V$ dans H='(w) est compacte si et seulement siy < 1.

D’apres le théoreme 2.59, cette premicre condition sur v entraine la coercivité de A.. Notons que
lorsque v = 1, XOEW ~ Hy(rot , w). Or l'injection de Hy(rot , w) dans L2(w) n’est pas compacte.
Concernant la condition sur v pour avoir la densité de @g dans ®., intéressons-nous au résultat
suivant :

Proposition 2.63 Quel que soit vy, les fonctions C*°(©) a trace nulle sur dw sont denses dans
Vf N H(w).

Le théoreme fondamental suivant nous donne les valeurs de « telles que ®, C Vf :

Théoréme 2.64 Pour tout v tel que : 1 — o < v < 1, Uopérateur A est un isomorphisme de
V2 N Hj(w) dans V). De plus, H*(w) N Hj(w) est dense dans ..

Lorsque «y vérifie 'encadrement du théoreme, pour tout v € Vf, il existe donc une unique solution
dans Vf N H}(w) au probleme :

Trouver ¢ € Hi(w) tel que — A¢ = u dans w.

D’apres la proposition 2.63, on obtient ainsi la densité des fonctions régulieres dans @, et par
conséquent, la densité de X% LN H!(w) dans X§, -
Le poids v doit donc vérifier :
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l—a<vy<l

Remarque 2.65 Les expériences numériques confirment le fait que lorsque v < 1—q«, on ne capte
plus les singularités du champ électrique.

Proposition 2.66 Le probléeme (2.6)-(2.7) est équivalent a la formulation variationnelle suivante :
Trouver Eg € XOE . tel que :

VFeXgy o, Ay (E),F) = L,(F) — A, (e, F), (2.69)
ou L est la forme linéaire suivante :
L, : X%,v — R
F — (ga diVF)Oy’Y + (f7 rOtF)O-

On remarque que cette formulation variationnelle est similaire & (2.43), au produit scalaire de la
divergence pres. Ainsi, la discrétisation de (2.69) et celle de (2.43) seront analogues.

En pratique, la convergence des éléments finis est d’autant meilleure que ~y est proche de 1, mais
la norme sur la divergence est moins bonne. On choisira donc v ~ 0.95 dans les tests numériques.

Remarques 2.67 Cette méthode consiste a relaxer la condition sur la divergence, ce qui permet
de contrer les singularités du champ électrique, de type grad go*lg), qui dérivent des singularités
primales du Laplacien. Elle se transpose aisément au probléme tridimensionnel. D’aprées M. Dauge
(communication privée), la méthode a poids peut s’appliquer au probléme quasi-magnétostatique.

2.5.4 Cas ou il existe plusieurs coins rentrants

Lorsqu’il existe plusieurs coins rentrants, on considere ’espace Vqﬁ), ol v est le multi-indice
{7, N, |, tel que:

NCT
V$ ={uecli.(w):Vie{l,..Ng}, |]riiue?w)} (2.70)
i=1
Le produit scalaire associé s’écrit ainsi :
NCT
Yu,v € Vq?, (u,v)o,y = /Hr?%uvdw.
wi=1

En pratique, chaque ~; doit étre tel que : 1 — o; < 3 < 1.

2.6 Milieux inhomogenes

Les méthodes de résolution que nous avons présenté concernent les milieux homogenes. Que se
passe t-il si € varie 7 Posons :

H(dive,w) := {uecL?w) : div(eE) € L?(w)}, et
Xg: = {u€H(rot,w)NH(dive,w) : u, € L*(0w)}.
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Supposons que ¢ soit constante par morceaux : w est composé de J sous-domaines w1, ...,wy tels que
£(x) = €; > 0 dans wj. Si les interfaces présentent des coins rentrants, le champ électromagnétique
est singulier au voisinage de ces points singuliers. Dans [55], M. Costabel et al. font I’étude de
ces singularités. Notons en particulier que la partie réguliere du champ peut étre beaucoup moins
réguliere que dans le cas homogene, méme avec des données tres régulieres. D’aprés S. Lohrengel et
S. Nicaise [79], si J < 3, les champs réguliers par morceaux sont denses dans Xg .. Ce résultat per-
met de généraliser la méthode avec conditions aux limites naturelles et la méthode du complément
singulier & certains milieux composites. Pour la discrétisation, détaillée par F. Assous et al. dans
[11], il faut ajouter des conditions de saut a l'interface du domaine. Les valeurs du champ électrique
sont alors doublées aux noeuds de I'interface.

2.7 Conclusion

Nous avons présenté cinq méthodes de résolution de (2.1)-(2.3) :

Méthode des potentiels : Calcul indirect du champ électrique, par dérivation des potentiels.
e C. L. naturelles E, = —grad ¢p + rot ¢ .
e C. L. essentielles Ey = —grad <Z5(1]) + rot qﬁ?\, +e.

Méthode avec C. L. naturelles : Calcul du champ électrique E 4, dans Xg.

A-approche : Calcul du champ électrique, dans XOE’R @ vect(xf ).
e C. L. essentielles, Ey = E + e, + > AixE.

1
MCSO : Calcul du champ électrique, dans XOE’R @ Vect(xf ).
o C. L. essentielles, E; =E’ + e+, ¢;x7.

Méthode a poids : Calcul du champ électrique, dans XOE’ oy
o C. L. essentielles, E, = Eg + e dépend du poids vy choisi.

e La méthode des potentiel consiste a dériver le champ électrique a partir des potentiels de la
décomposition de Helmholtz, calculés par les éléments finis de Lagrange continus Py. Cette méthode
est la plus ancienne. Le champ ainsi approché étant P,_; discontinu composante par composante,
cette méthode est moins précise que les trois autres méthodes, pour lesquels on calcule directe-
ment le champ électrique. Cette méthode sert de référence pour vérifier les méthodes directes. La
discrétisation de cette méthode fait 'objet de la section 4.3.

e La méthode avec conditions aux limites naturelles est la plus simple a mettre en oeuvre
et se transpose aisément au probleme tridimensionnel, mais elle manque de précision quant a I'ap-
proximation de la condition aux limites de conducteur parfait. La discrétisation de cette méthode
fait ’objet de la section 4.6.

e La A-approche donne d’excellents résultats numériques, mais elle ne se généralise pas a tous
les problemes trimensionnels, et ne s’applique pas au cas instationnaire. La discrétisation de cette
méthode fait I'objet de la section 4.8 .

e La MCSO est équivalente a la A-approche dans le cas quasi-électrostatique, et s’applique au cas
instationnaire. Nous avons montré comment utiliser la A-approche pour obtenir une approximation
plus précise du complément singulier orthogonal que les approximations proposées dans [9, 63, 68].
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Cette méthode promet des résultats compétitifs en terme de précision dans le cas prismatique. La
discrétisation de cette méthode fait I'objet de la section 4.9.

Pour programmer ces deux méthodes, il faut approcher les singularités du Laplacien, ce qui
complexifie la programmation. La discrétisation de ces calculs est détaillée dans la section 4.4
e La méthode a poids est la méthode qui se rapproche le plus des éléments finis d’arétes (rappelons
que pour vy =1, X%’W = Hy(rot ,w)). Cette méthode donne d’excellents résultats numériques, mais
dans une norme plus faible que la norme de X%. Notons qu’elle a 'avantage d’étre facilement
généralisable au probleme tridimensionnel, et qu’elle se programme aisément. La discrétisation de
cette méthode fait ’objet de la section 4.10.
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Chapitre 3

Le probleme statique 2D mixte
continu

Lorsqu’on veut résoudre le probléme dépendant du temps, on doit conserver la relation 0¢p + div.J = 0.
Apres discrétisation, cette propriété n’est plus exactement vérifiée, notamment lorsque la densité de
charge p et le vecteur densité de courant J sont créés par des particules chargées (0¢pp, + div Jp, # 0).
Afin d’avoir un meilleur controle de la divergence au sens L%v)(Q) (conservation de la charge), on
ajoute donc comme inconnue au probléeme un multiplicateur de Lagrange sur la divergence.
Nous rappelons a la section 17.1 de la partie IV les espaces fonctionnels des différentes méthodes
et les formes bilinéaires associées.

3.1 Rappel sur les multiplicateurs de Lagrange

Ca rappel s’applique aussi bien au probléeme tridimensionnel qu’au probleme bidimensionnel.
Dans la perspective de traiter le probleme dépendant du temps, nous allons introduire un mul-
tiplicateur de Lagrange sur la divergence de E dans la formulation variationnelle du probleme
(2.1)-(2.3).

La condition divE = g est alors additionnellement prise en compte comme une contrainte.
X désignera I'un des espaces étudiés Xg, X%’R ou X%,'y' () désignera l’espace du multiplicateur
de Lagrange, c’est-a-dire L?(w) pour les espaces Xg et X%’R, et L%(w) pour Pespace X% - Ces
espaces sont définis dans la section 1.3.2 et dans le paragraphe 1.4. On consideére la formulation
variationnelle mixte suivante :

Trouver (E, p) € X x @ solution de :

A(E,F) + B(F,p) = L(F) VF € X,
B(E,q) = G(q) VYqe@Q,
ou A est la forme bilinéaire coercitive associée a X, L la forme linéaire associée a la formulation
variationnelle de (2.1)-(2.3) dans X.
B est la forme bilinéaire continue suivante :
B:Xx@Q — R
(F,q) — (divF,q)q,

(3.1)

(3.2)

et G est la forme linéaire telle que :

-
qg — (9,49)q-

85
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D’apres [12] et [28], le probléme est bien posé si la condition inf-sup suivante est satisfaite :

Propriété 3.1 Il existe une constante k > 0 telle que :

- B(F, q)
inf sup > K.
€ rex || Fllx|lgllq
Nous allons montrer que la propriété 3.1 est vérifiée pour les espaces considérés, puis que la formu-

lation mixte est équivalente a la formulation variationnelle, c’est & dire que p = 0 dans ’espace Q.
Notons que ce qui suit se transpose automatiquement au probléeme tridimensionnel.

3.2 Formulation mixte 2D : CL naturelles

Considérons le probléme (3.1) avec X = Xg. On a alors : A = Ag et £L = Lg. Comme
divE € L?(w), on prend Q = L?(w), et I'on notera Bg la forme bilinéaire, et Gg la forme linéaire
associées :

Bg : Xg X LQ(u)) — R
(F.q) — (divF, q)y: (3:3)
g : L*(wv) — R

Proposition 3.2 [l existe une constante kg > 1 telle que :

F
inf  sup Be(F, q)

— =" > KE.
eL?(w) Fexg || Fllxg [l ]lo

DEMONSTRATION. Soit ¢ € L?(w). Considérons ¢ € H{ (w) tel que —A¢ = ¢, et F = —grad ¢ (voir
la section 2.2). Alors F € L?(w) est & rotationnel nul, & divergence dans L?(w), et vérifie F, = 0.
On en déduit que F € Xg et que : Bg(F, q) = ||divF|]3 = ||F||§(E, et aussi : Be(F, q) = q||3,
d’ou : Be(F, ¢) = |lqllo | F|[xg-

U

Théoréme 3.3 Le probléme (2.1)-(2.3) est équivalent a la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouwver (E, p) € Xg x L?(w) tels que :

Ag(E,F) + Bg(F,p) = Lg(F) VF € Xg,
(3.5)
Be(E, ¢) = Ge(q) Vge L(w).
DEMONSTRATION. D’apres 3.2, la condition inf-sup est satisfaite. D’apres la section 3.1, le probleme
(3.5) est donc bien posé et admet un unique couple (E, p) € Xg x L?(w) solution.

Pour montrer que (3.5) est équivalente a (2.35), il faut alors prouver que p = 0. Soit F = —grad ¢,
ot : ¢ € H}(w) est solution de —A¢ = p. La premiere équation de (3.5) devient alors :

(divE, p)o + (p,p)o = (g, P)o-

D’apres la seconde équation de (3.5), (divE, p)o = (g, p)o, puisque p € L?(w).
Dot : ||p||2 = 0, et p = 0 au sens L?(w).
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3.3 Formulation mixte 2D : MCSO

Considerons le probleme (3.1) avec X = X%. On a alors : A = Aj et £ = L.
Comme divE € L%(w), on prend Q@ = L?*(w), et I'on notera By la restriction a X% x L*(w) de Bg :

By : X% x L2(w) — R

(F,q) = (divF,q)g; (3.6)
NCT
Gg définira la contrainte. Décomposons E = E° + Z cixgq . Nous arrivons alors a :
i=1

Théoréme 3.4 Le probléme (2.6)-(2.7) est équivalent a la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trouver (EY, p) € X%’R x L2(w) et (¢;)iz1,..N.. € RNer tels que :

Ao(E°, F) + Bo(F,p) = Lo(F) — Ay(e, F) VF e X7,
NC’I‘ . . .
Ty e+ Bo(xi p) =aN, Vje {1,..,No}.
i=1 (3.7)
~ NCT‘
Bo(E%, q) + > ciBo(xY. q) = Ge(q) — (dive, q)o Vq € L*(w).
=1

DEMONSTRATION. XOE est un sous espace de Xg, donc la condition inf-sup est verifiée automati-
quement, puisque le champ F construit appartient toujours a X%. L’équivalence avec le probleme
(2.6)-(2.7) se montre de la méme fagon que pour le théoreme (3.3).

O

Remarque 3.5 Dans [39], P. Ciarlet, Jr. et V. Girault donnent une autre prewve de la condition
inf-sup continue dans X% en construisant un relévement de la condition auz limites normales,
utilisé pour la prewve de la condition inf-sup discréte.

3.4 Formulation mixte 2D : régularisation a poids

Considérons le probleme (3.1) avec X = X(l)*lm/' On a alors : A = A, et £L = L,. Comme
divE € L%(w), on prend Q@ = L2(w). On note B, la forme bilinéaire, et G, la forme linéaire
associées :

B, : X%WXL%(W) — R

(F.q) — (dvF,q) (3:8)

O,'y;
g, : Lg{(w) — R

q — (9:9) - (3.9

Proposition 3.6 [l existe une constante k-, > 1 telle que :

B.(F
inf sup 2(F, q)
qel2(w) FeXy, H]-:‘HXOE’7 a]lo

> Key.
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DEMONSTRATION. Soit ¢ € L2(w). Considérons ¢ € Hg(w) tel que —A¢ = q. Comme L2(w) C
H~Y(w) (voir la section 2.5), il existe une unique solution ¢. Posons F = —grad ¢. Alors F € L?(w)
est a rotationnel nul, a divergence dans L%(w), et vérifie F,. = 0. On en déduit que F € X%, - €t
que : By(F, q) =|[divF|[o,, =||F ||X(1)3,'v'

U

Théoréme 3.7 Le probléme (2.6)-(2.7) est équivalent a la formulation variationnelle mizte sui-
vante :
Trouver (Eg ,D) € XOE’W/ X L%(w) tels que :

A,(EY,F) + B,(F,p) = L,(F) - A(e,F) VF € X3 _,
(3.10)
lS’q/(Eg,q):Qv(q)—(dive,q)o,V Vqe L%(w).

DEMONSTRATION. D’apres 3.6, la condition inf-sup est satisfaite. D’aprés la section 3.1, le probléme
(3.10) est donc bien posé et admet un unique couple (E, p) € Xg , X L%(w) solution.
Montrons que p = 0, et donc que (3.10) est équivalente a (2.69). Prenons F = —grad ¢, ou :
¢ € H}(w) est la solution de —A¢ = p. La premiere équation de (3.10) devient alors :

(divE, p)o,y + (P, P)o,y = (9, 1),

D’apres la seconde équation de (3.10), (divE, p)o,y = (g, P)o,~, puisque p € L%(w). D’ou :
HPH(Q)W = 0, et on a bien p = 0 au sens L%(w).
Il



Chapitre 4

Le probleme statique 2D direct discret

4.1 Discrétisation par les éléments finis de Galerkin continus

Cette section provient du cours de A.-S. Bonnet-Ben Dhia et E. Luneville [24] : “Résolution
numérique des équations aux dérivées partielles’.

4.1.1 L’approximation de Galerkin

Considérons le probleme variationnel général suivant :
Trouver w € V tel que :

VueV,a(w,u) =1(u), (4.1)

ou V est un espace de Hilbert sur w. a est une forme bilinéaire continue et coercitive sur V x V et
[ une forme linéaire continue. D’apres le théoréeme de Lax-Milgram, ce probleme admet une unique
solution w € V.

Considérons V},, un sous-espace de V' de dimension finie N(h), ot h est un parametre positif tel
que fllli% N(h) = +o0. On introduit le probléme variationnel approché suivant :

Trouver wy, € Vj, tel que :
Vup € Vi, a(wp, up) = 1(up). (4.2)

V}, est un espace de Hilbert, comme sous-espace fermé de V', on peut donc appliquer le théoréeme de
Lax-Milgram pour affirmer que le probleme approché (4.2) admet une unique solution v, € V. On
dit que (4.2) est une approximation interne ou une approzimation de Galerkin de (4.1). Le lemme
de Céa 4.1 ci-dessous permet de démontrer la convergence de 'approximation interne (4.2).

Lemme 4.1 [ existe un constante C' > 0 indépendante de Vy, telle que :

lo - willy <C inf Jlw— iy, (43)
up€Vy

Théoreme 4.2 On suppose qu’il existe un sous-espace W de V dense dans V', et pour tout h une
application vy, : W — Vp, tels que :Yu € W,

lim [|u — r(w) ||y = 0. (4.4)
h—0
Alors, on a : }llin%)Hw —wp|lv = 0.

89
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En général, V est un espace de Sobolev, dans lequel les fonctions régulieres sont denses. On choisit
alors pour W un espace de type C™(w), m > 0.

On appelle base hilbertienne de V' toute suite (v; );>1 d’éléments de V telle que :
-Vi,j>1telsquei#j, (v, vj)y = 0:les v; sont orthogonaux entre eux,

- les espaces vectoriels engendrés par des combinaisons linéaires finies des (v; );>1 sont denses dans
V.

1
L’approximation de Ritz-Galerkin consiste a prendre Vj, = vect(vy, vg,..., vN), 00 h = N’ et wp

I'unique solution de (4.2).
Proposition 4.3 Le probleme approché (4.2) est équivalent au systéme linéaire suivant :

Aw =L, (4.5)
ou la matrice A € RN*N est telle que : Ar gy =a(vy,u);L € RN est le vecteur de composantes :

N
Ly = I(v1); et le vecteur w € RN est tel que : wy, = ZwJ vy.
J=1

Autrement dit, les wj sont les composantes de wj, dans la base (vy, va,..., vN).
DEMONSTRATION. Au lieu de considérer uj, € V}, quelconque, il est équivalent de choisir uj;, = v;
dans la formulation variationnelle (4.2), ce qui conduit aux N équations : Vi € {1,..., N},

N
Y owia(v, o) = 1(vi).
j=1

4.1.2 Les éléments finis de Lagrange continus d’ordre k

Définition 4.4 On appelle élément fini de Lagrange continu d’ordre k tout triplet (K, ¥, P) ou
K est un ensemble fermé borné non vide de R%, ¥ un ensemble de Ny points (MIK =1, Ny de K,
et P un espace vectoriel de polynémes contenant PX( K ') L-unisolvant :

V(ci, oy ong ) ERNE Flp e P | VI e {1,..,Ng},p(ME) = ¢.
Il existe donc Nx fonctions de base locales telles que :
VI, Je{l,..,Ng},of (M{*) = by, (4.6)

ou dyy est le symbole de Kronecker. Les (UIK Ji=1,N, forment une famille libre et engendrent le
sous-espace vectoriel P.

Remarque 4.5 L’élément K peut prendre n’importe quelle forme (triangle, quadrangle), et les
points (MIK Ji=1,Nx ne sont pas nécessairement des sommets.
L’erreur de calcul est liée a l'ordre de l’élément fini k.

On crée alors une partition du domaine d’étude w en L éléments ( K ); =1 1,, on définit (X;, P );=1,1,

et 'on numérote I’ensemble total ( ( MIKl =1 ,le> . des points de fagon globale : (M;); =1 .

=1,
Deux points numérotés localement MIK et MII,( ' lorsque 0K N 0K’ # 0, peuvent correspondre au
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méme point de numéro global 3.

A chaque M;, on associe une fonction continue v;, dont la restriction a chaque élément K est un
polynéme de degré k, telle que : Vj € {1,.., N}, v;(M;) = 0;;. Supposons que le point M,
appartenant a I’élément K ait la numérotation locale MIKL. Alors la fonction globale v; associée a
M; est telle que : v;| g, = UIK’.

On construit ainsi 'espace d’approximation :

Vi ={u, e VNnC'W)|Vie{l,..,L}, upr, € P}. (4.7)

Cet espace est généré par les fonctions (v;);=1,N : v; a pour support I'union des éléments K;
contenant M;.

Nous allons ainsi discrétiser les problemes variationnels posés dans le chapitre 2. Les éléments K
seront des triangles vérifiant certaines propriétés.

4.2 Discrétisation du domaine d’étude

On construit un maillage du domaine w constitué de L triangles {7} , I = 1,..., L'}, d’intérieurs
non vides, tels que U;T; = w, et vérifiant :

soit (),
Vi, e {1,.,L}1NTy = soit un sommet commun,

soit une aréte commune.

Ces propriétés définissent un maillage conforme. On note h = max h;, ot h; est le rayon du cercle

l
Maillage non conforme Maillage conforme

Fi1G. 4.1 — Allure du maillage.

circonscrit au triangle Tj.
N,, désignera le nombre de points de discrétisation intérieurs a w, Ng,, le nombre de points de
discrétisation sur le bord dw, et N = N, + Ny, le nombre total de points.
Ainsi, on ordonne les points de discrétisation (M; ); =1~ de la fagon suivante :
-Viel,, M; € w, et
-Vi € Iy, M; € 0w,
ol on a défini les ensembles d’indices suivants :

L= {1, No}, Tow = {No+1,.., Ny + Noo b et I = I, UIp,.
CY(@) et les éléments finis de Lagrange sont denses [33] dans H!(w). On considere :
Vk:{vheCO(w)]Vle{1,...,L}uh‘Tl Epk}, (4.8)

ou Py est ’ensemble des fonctions continues, polynomiale, de degré au plus k.
-Sik = 1, up, € Vi est une fonction continue, affine par triangle. Les points de discrétisation
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du maillage sont les sommets des triangles. Il y a donc trois degrés de liberté par triangle. uj est
complétement définie par ses valeurs aux sommets des triangles T;.

-Sik = 2, up € Vs est une fonction continue, quadratique par triangle. Les points de discrétisation
du maillage sont les sommets des triangles et les milieux des arétes des triangles. Il y a donc six
degrés de liberté par triangle. uj, est complétement définie par ses valeurs aux sommets de la
triangulation, et aux milieux des arétes.

Vi est un sous-espace de dimension finie de H'(w). Il est engendré par les fonctions (v;);—1 N

décrites dans la section 4.1 : Vi = vect( vy, ..., vx ). Pour tout 4, v; a pour support les triangles T;
contenant M.
Enfin, les Sq, ¢ € {1,..., Ng, } désigneront les arétes du bord (segments constitués par la jonc-

tion de deux points consécutifs de la discrétisation de dw). On introduit 'opérateur d’interpolation
I tel que :
I : HY(w) N C°(@w) — Vi
N

I=1
On notera par la suite : u = (u( My ), u( Mz), ..., u( Mx))?.
Soit 7 I'opérateur d’interpolation au bord :
me : HY2(0w) N C%0w) — Vi

1€1a,

Dans la suite de cette partie, nous ne traitons que la discrétisation du probleme quasi-électrostatique.
Pour le probleme quasi-magnétostatique, tout se passe de facon similaire, en remplagant 7 par v
pour les conditions aux limites.

4.3 Décomposition de Helmholtz : discrétisation

4.3.1 Le Laplacien avec CL de Dirichlet

Nous allons discrétiser (2.13), qui donne une solution faible de (2.9). Il s’agit d’un probleme de
Dirichlet homogene, nous allons donc introduire Vg le sous-espace de HO1 (w), de dimension N, :

Vﬁ::VkﬂH&(w):{uhe\/k:uhwwzo}. (4.9)
Les (v; )ie1, forment une base de Vg. Soit Hg, I'opérateur d’interpolation associé a cet espace :

I : Hi(w) N C%w) — VY
u Z:u(Mz)vZ

1€l

Soit ¢p 5 € VY Papproximation de ¢p, telle que : ¢p 5 = Z ép n(Mj)v;.
J€ly
La formulation variationnelle (2.13) discrétisée dans VY s’écrit :
Trouver ¢p 5, € Vg tel que :

Viel,,ap(¢p.n,vi) = Ilp(vi), (4.10)
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ol : ¢p p = Z ép n(Mj)v;.

Jj€el,
Ce probléme linéaire est de dimension RN« II est résolu en pratique dans RN : on procede par
pseudo-élimination des degrés de liberté liés au bord dw, en modifiant le systeme linéaire (4.10) de
la facon suivante :
Trouver ¢p , € Vi tel que :

Viel, , ap(ép.n,vi)=1p(vi),
Vi € Iaw , ¢D,h(Mi) = 0.

Nous allons exprimer ce probléme linéaire sous forme matricielle.

Le second membre peut étre calculé de deux facons :

- Si la fonction d’interpolation g, := Hﬂ (g) existe, on calcule le second membre par un produit
matrice-vecteur. En pratique, on utilise une interpolation de ce type (notamment lors de couplages
avec des particules [63]).

- Sinon, on construit directement le vecteur G € RN, de composantes :

gi = lD(vi):(gavi)OSiiGIw’
= 0siz € Iy,

Pour un exemple d’approche générale, voir les exemples numériques du paragraphe 6.2.3.
Supposons que g, existe. On écrit alors I’équation (4.10) sous la forme :
Trouver ¢p p, € Vg tel que :

Vielo, Y ¢pn(Mj)ap(vy,vi) = (gnsvi)o = Y g(Mj)(vj,vi)o, (4.11)

jely J€low

avec :ap(vj,v;) = (gradwv;, gradv; )o = (01v5, 01v; )o + (02v;, 2v; )o.
Considérons Kp € RN*N appelée matrice de raideur interne (ou matrice de rigidité interne),
la matrice d’éléments :

KZDJ — aD(Uj7Ui)Siietj GIwa
= 51] si OUj S Iaw- (412)

Vi, 7, K’b’j = Kjﬁi : Kp est symétrique. Kp est formée de 2 sous-blocs :
K, O
0 Iy,

ou K, € RNexNo egt telle que : Vi, j € I, K57 = K%Y et Iy, € RNowxNow est la matrice
q 7] D >

identité.
On remarque de plus que pour ¢, j € I, si M; et M; n’appartiennent pas a un méme triangle,
I’élément KZD’] nul. La matrice Kp est donc creuse. Lorsque M; et M, appartiennent a un méme
triangle, on a :

KiD’j = / (81vj ohv; + 82’0]' Oa; ) dw = / (alvj ohv; + 822}]' Oav; ) dw.

w T

Ty | M; , Mj€T;
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Considérons la matrice Mp € RN*N appelée matrice de masse interne, la matrice d’éléments :
My) = (v, v)osii €L, Vj,
= 0sii € Iy,,Vj. (4.13)

Mp est formée de deux sous-blocs :
MD - )

ou M, € RNexNo e M, 0. € RNexNow On remarque que le sous-bloc M,, est symétrique. De
méme que pour Kp, lorsque M; et M; n’appartiennent pas & un méme triangle, I'élément M}7 est
nul : Mp est une matrice creuse. Comme précédemment, Vi € 1,,Vj € I,

M7 = /v-vdw.
D Z T 7 Yt

Ty | M, M;€T,

Supposons que Il g existe. Soit g € RN tel que: g = (g(My),..., g(Mx))T.

Posons ¢, € RN tel que ¢, = (¢p n(Mi),..., ép n(Mx, ), 0,..., 0)7T.
On peut alors écrire le probleme (4.11) sous la forme matricielle suivante :

KD¢D = MDg. (4.14)

4.3.2 Le Laplacien avec CL de Neumann

¢n est défini & une constante pres, ou a moyenne nulle (voir la section 2.2). Pour résoudre le
probleme numérique, nous devons imposer la valeur de cette constante. On choisit alors d’imposer
én (Myx) = 0. On construit alors le sous-espace de H'(w), de dimension N — 1 :

Vllj = {uh € Vi : uh(MN) = 0}.
Les (v; )i=1,N—1 forment une base de VE . Soit HkN , Vopérateur d’interpolation associé a cet espace :

Y : Hi(w) N C°@) — VY
u Z:u(Mz)vZ

1€l

N-1

Soit ¢n . € VE Papproximation de ¢, telle que : ¢y p = Z ON, n(Mj)v;.
j=1

On note ¢, = (én n(M1), ..., dn n(Mn-1),0)".

La formulation variationnelle (2.14) discrétisée s’écrit cette fois :
Trouver ¢y, € Vllj tel que :

Vie I\N{N},an(én n,vi) = (f,vi)o+ (e, vi)oow
én n(Mn) = 0. (4.15)
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Ce probleme linéaire est de dimension RN=1. 11 est résolu en pratigue dans RN : on procede par
pseudo-élimination du degré de liberté liés en My. Nous allons exprimer ce probleme linéaire sous
forme matricielle.

De méme que pour la discrétisation du probleme de Dirichlet, le second membre peut étre calculé
de deux fagons :

- Si les fonctions d’interpolation fj, := IIN (f) et e, = i (e) existent, on calcule le second
membre par un produit matrice-vecteur.

- Sinon, on construit directement le vecteur F € RN, de composantes :

Fi = Iv(v)=(f vi)osiie \{N},
= OSIl:N,
et le vecteur E € RN, de composantes :
E = (couhosii € LA(N),
= 0sii eI, U{N},

Supposons que fj et e existent. On écrit alors ’équation (4.15) sous la forme :
Trouver ¢ 5 € Vi tel que: Vi € I\{N},

> o (My)an (v, o) = (frsvi)o + (€ns v )oow

JEN{N}
= Z Ju (Mj) (vj, vi)o (4.16)
JeN{N}
+ Y e (M) (v, vi)oow
j € Iaw\{N}
avec aN(vj s Ui) = (gradvj, gradvi )0 = (81’0]', 81vi )0 + (822}]‘, 621)@- )0.
Considérons Ky € RN*N appelée matrice de raideur interne la matrice d’éléments :
K% = an(vj,v)siietje {1,...,N=1}, (4.17)
= J;siiouj = N.
Considérons My € RN*N appelée matrice de masse interne la matrice d’éléments :
My? = (vj,vi)osiie {1,.,N=1}etje {1,.., N}, (4.18)
= 0sij = N.
Enfin, considérons By € RN*N appelée matrice de masse frontiére la matrice d’éléments :
By = (vj,vi)o,00siiet) € o, \{N},
= 0Ositouj eI, U{N}. (4.19)

Soit f € RN tel que : f = (f(My),..., f(Mx))T.

Soite € RN tel que:e = (0,...,0,e(Mn,+1),..., e(Mnx))T.

Posons ¢, € RN tel que Oy = (O w(M1), ..., dn n(Mn-1), 0)7T.

On peut alors écrire le probleme (4.11) sous la forme matricielle suivante :

Ky ¢y = Mnf + Bye. (4.20)
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4.3.3 Dérivation du champ électrique

Une fois que l'on a évalué ¢p 1, et ¢n 1, il faut calculer Ej, I'approximation de E, composante
par composante. Pour cela, il faut calculer grad ¢p j et rot ¢n 1. ¢p 1 et ¢, sont Py-continus,
donc par dérivation, Ej, € (P,_;)?-discontinu. Par exemple, si on a utilisé les éléments finis P; pour
le calcul des potentiels, ceux-ci sont continus, affines par triangles. Ainsi, le champ Ej dérivé des
potentiels sera discontinu, constant par triangle. On a :

E;, = —grad¢p j + rot ¢y j, avec :
® ¢p 1, approximation de ¢p, solution de (4.14), (4.21)
® ®n .1, approximation de ¢y, solution de (4.20) .

Pour avoir une représentation continue de Ej par les éléments finis de Lagrange Py, on procede
a une projection Py_1-Py [6, 63], c’est-a-dire qu’au lieu de calculer directement les dérivées des
potentiels, on résout :

(Ep,viea)o = —(grad¢p n, viea)o + (rot oy p, viea)o, Vi€, Vae{l, 2},  (4.22)
Soient Gp et Ry € (R2*1)NXN Jes matrices telle que : Vi, j € I,
o ., 01v; )o o (vi, Bav; o
GhI — (Uu 1Vy 7 et RLI — X 7 )
b ( (vi, O2vj )o N —(vi, O1v; )o

Soit E la représentation de Ej suivante : E = (Ej, (M), Epo(M), ..., Ep 1 (M), Ep2(My) )z
(voir la section 4.6). On a alors :

E=-Gpo¢, + Rno,. (4.23)

4.4 Calcul des singularités du Laplacien

XOE N H'(w) n’est pas dense dans X%. Pour approcher le champ électrique E = E° + e, ou
E? est solution de (2.6)-(2.7), dans X% par les éléments finis de Lagrange continus, on doit donc
décomposer E° en une partie H'-réguliere, et une partie singuliere, appelée complément singulier.
Deux méthodes sont possibles :

e La A-approche, pour laquelle I'approximation du champ électrique s’écrit :

NC?"
E, = E, + ZAlhle.
=1

La discrétisation du champ électrique se déroule en deux temps :
- Calculs des M., qui sont les approximations des A’
- Calcul de Eh, I’approximation de E dans X%”}Z avec relevement de la condition tangentielle
sur dw, décrit dans la section 4.8.
En sommant les contributions )\lh le , on obtient la partie singuliere du champ électrique.
e La MCSO, pour laquelle 'approximation du champ électrique s’écrit :

Ner Ner
E;, = E; + Zcﬁlxls ol : xp =% + Z ghmxP
=1

= m=1
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La discrétisation du champ électrique se déroule en trois temps :

- Calcul des % et les A!, afin de déterminer les ng

- Calcul de Eh, I'approximation de E dans XOE”}E avec relevement de la condition aux limites
tangentielle sur Jw, et calcul des cﬁl décrit dans la section 4.9.

- Calcul des x; 5, les parties régulieres des ng . Deux méthodes sont possibles : la méthode des
potentiels, ou la A-approche.
En sommant les contributions clh Xy et Eh, on obtient la partie réguliere du champ électrique. La
partie singuliere est obtenue en ajoutant les contributions /\lh le ,Le{l,..., Ny}

Pour les deux méthodes, il faut d’abord approcher les fonctions sy ; et sp ; en chaque point
du maillage.

4.4.1 Singularités duales : CL de Dirichlet

On rappelle que sp ; =Sp | + 351, avec 5p,; € H'(w) et 351 =1, “sin(oyb;). Sp,; satisfait
un probléeme de Dirichlet non-homogene (2.20). On a : Splow = —sg 10w On rappelle que
sg,”aw = 0 sur les arétes du coin rentrant A? et A9, et que Sg,lww(Mch) = 0, ou My, est le

[**™€ coin rentrant.

On peut donc se contenter de calculer 5p ; aux points intérieurs a w : les (M; );c1,,, et procéder
a une pseudo-élimination des degrés de liberté du bord.

Décomposons sp ; € H'(w) de la facon suivante : Sp,1 = S%J + 57 Nt ou s7, g estun relévement
suffisamment régulier de (1 — (1)) $p 1j00 = —(1—m(r1)) sg‘aw [42], et 5%,1 € H}(w) satisfait :

As%,l = —Asp,; dansw, (4.24)

Ce probleme est similaire a (2.9), et on peut ’écrire sous la formulation variationnelle suivante :
Trouver s, ; € H}(w) tel que Vu € Hj(w),

ap(sp 1, u) = —ap(sph ;, u) dans w, (4.25)

On en déduit que sp ; est solution du probleéme :
Trouver 5p ; € H'(w) tel que Vu € Hi(w),

ap(sp,;,u) = 0 dans w, (4.26)
avec Sp j|ow = —557 | o La formulation discrete de ce probleme est la suivante :
Trouver sp ;. 5, € Vi tel que
Viel,, > Span(Mj)ap(vi,vi) = Y sp(M;j)ap(v, vi),
jely j€lapy,
(4.27)

Vj € 1o.\Net, 3p.1,n(Mj) = —sp (M)

sp,i,n(Mn,) = 0.

Soit Sp.;.n = E sp,i,n(Mj)v; — E sg l\aw(Mj)Uja I'approximation de sp ; dans
Jj€ly jeIaw\Ncl
Vi ainsi construite. On considere sp, ; € RN le vecteur associé :
~ ~ T
spy = (Spa,n(Mi),...,8p, 1, n(Mx))",

= (Bp..n(Mi), s 3p 1 n(Mx, ), —=sp ((Mnyg1), e —sh (Mn))T
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Soit Kg la matrice telle que :
0 K, a
KP _ w , Ow
p ( 0 Iy ) ’

ou I, est la matrice identité de RNow>*Now - e Ky, 00 € RNexNow gt telle que :

Ki’J :CLD(’U]',’UZ')SiZ'GIw, et j € Iy, .

w, 0w

Soit §g ; € RN le vecteur tel que :

P 0 siit € I, oui = Ng,,
DU (M) T sin( oy 0;(M;)) sido € 19, \Ng .

Les équations (4.27) s’écrivent sous la forme matricielle suivante :

Kpsp, = Kg§§,z- (4.28)

4.4.2 Singularités duales : CL de Neumann

On rappelle que sy ; = sy 1+ Sﬁ,l’ avec Sy ] € H'(w) et Sﬁ,l =r; “ cos(ab;). sn satisfait le
probleme de Neumann non-homogene (2.21). Son calcul est similaire au calcul de ¢, décrit dans
le paragraphe 4.3.2.

Soit sy 1.n = ZgN,l,h(Mj) v;, approximation de sy ; dans Vy.

jel
Posons sy, = (8n,0,n(M1), ..., Sv,1,n(Mx))" € RN,
sn,1 est donc connu & une constante pres. Comme sy ; € Sy C L%(w), SN ,1,n est choisi tel que :

/(gN,,,h +sP)dw = 0.
w

Soit by ; € RN le vecteur tel que :

0 siiely,

by, =49 - Z BysﬁJvida sii € Iy,
Sy | M;eS, 75

ou les intégrales seront calculées par un schéma d’intégration numérique (voir le paragraphe 15.2.1).
: 0,0 p _

Rappelons que si S, € A;” ", alors 9, sy, 1S, = 0.

Il s’agit alors de résoudre le probleme matriciel :

Posons s, = Z(gNJ )i vi, avec (sn ;)N = (by )N, car Ky est telle que Ké\’fN =N et K%’j =N, -
1€l

~ 1
On aalors : Sy 1, = Sp — m </(sh + sﬁvl)dw>.
w

Pour l'intégration numérique de sﬁ 1, on décompose w en wgr, = B(Mn,,, R;), ou My, désigne le

cl?
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coin rentrant d’indice [, et son complémentaire dans w. Soit R; > 0 le rayon maximal que wg,

puisse avoir. On écrit / = / + / , ce qui donne ici :
w WR, w\le

2RI
P l P
s dv = ——— + / s dw.
/u N Qq (2 - al) w\WR, N

L’intégrale sur w\wg est approchée par un schéma d’intégration numérique (voir le paragraphe
15.2.1).

4.4.3 Coefficients des singularités duales

Pour évaluer les ﬁBl ~» on utilise la méthode de P. Ciarlet, Jr. et J. He, décrite dans [41] pour
optimiser la précision de calcul. Cette méthode repose sur l'intégration explicite sur une portion
de disque de la partie analytique de la singularité duale. Il s’agit de procéder a la décomposition
suivante :

5 = 13paalll + 2(p.,ns sh)o + llsh 118)/7

On décompose de nouveau w en wg, = B(Mn,,, R;), (voir le paragraphe 4.4.2). On a alors :

cl?
P2 P 2 P 2
HSD,IHO:/ (sp.1) dw‘f‘/ (sp ) dw.
wR w\WR,
On sait calculer analytiquement la premiére partie de cette intégrale :

R /oy R2-2w
/ (Sg l)zdw = / 7'1_20”77 d?“/ sinz(aﬁl)d& = ilf.
“Ry 7 0 0 2q (2 — 2al)

sg g est plus régulier dans w\wg,, on utilise alors la formule d’intégration numérique (voir le para-

graphe 15.2.1) pour la seconde partie de I'intégrale, ainsi que pour les termes dépendant de sp ; p.
On procede de la méme fagon pour le calcul de ﬁj\}l. La partie analytique est similaire (remplacer
sin par cos). Quant au calcul des Bé)’ "\» L #m, on procéde & un schéma d’intégration numérique &

sep points (paragraphe 15.2.1).

4.4.4 Coefficients des singularités primales

D’apres les calculs sur la simplification du calcul de A, il y a deux facon d’approcher A!. Soit
AL Papproximation de A'. Les deux calculs suivants donnent les mémes résultats numériques :

= 2 ([ Mlsh )T (0) o [ G+ ()0 () do

w

+ /aw(gN,l,h + Wk(sﬁJ))ﬂ'k(e) d0> ’

ou bien : .
M= = ([ + elsh,0) (o) - M(dive)) do

+ /(§N7l,h + Hk(sﬁJ))(Hk(f) — Ik (rote)) dw) .

Cette approximation sera calculée par un schéma d’intégration numérique a sept points (paragraphe
15.2.1).
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4.5 Calcul des singularités électromagnétiques

Pour calculer les ng , on peut dériver les fonctions singulieres primales ¢p ; et ¢n ;. Nous
indiquons dans cette section comment approcher les parties réguliéres de ces fonctions. Le calcul
est similaire a celui des singularités primales.

4.5.1 Singularités primales : CL de Dirichlet

La partie réguliere de la ¢ fonction singuliere primale @ p,1 satisfait I"équation (2.26), et son
calcul s’apparente cette fois a celui de sp ;. La formulation variationnelle de (2.26), discrétisée dans
Vg s’écrit : Trouver LEZD n € Vg tel que :

Vi € 1, /grad(ﬁlD’h.gradvidw = /sl[)’hvidw,
w

w (4.30)
. - !
Vi € logw, @p p(Mi) = —=0p" ¢ m(Mi).
Soit } € RN, tel que :
’ Ner Ner
@py = (@D .1,n(My), ;0D 1,0 (M) Zﬁp b D m(MNg 1), Zﬁp b D, m(Mn))T

On considere dpy ; € RN le vecteur tel que :

Z /sD,l,hvidw sii e l,,
T;

- Ty | M;€T,
dp = i 1
0 sii € Iy, .
Posons gag ; le vecteur tel que :
0 sit € l,,
P _
D1 — Ner

_Zﬁlﬁ% ror (M) sin( gy O (M)  sid € g, .
=1

Il s’agit alors de résoudre le systéeme matriciel :

KD@DJ =dp, + Kgfg,l- (4.31)

4.5.2 Singularités primales : CL de Neumann

La partie réguliere de la [**™¢ fonction singuliére primale @ N 1 satisfait I’équation (2.27), et
son calcul s’apparente a celui de sy ;. La formulation variationnelle de (2.27), discrétisée dans Vi
s’écrit : Trouver ¢ ;.5 € Vi tel que : Vi e {1,...,N -1},

NCT
/grad&N,l,h.gradvidw:/sN,l,hvidw%—Zﬁﬁ\}%/ 6,,g0§,mvida. (4.32)
w w =1 Ow



4.6. Méthode avec CL naturelles : discrétisation 101

Posons @ ;= (o~ ,1,n(M1) s &N 1, n(MN-1), 0)”. Le premier membre de (4.32) correspond

alors aux lignes du produit Ky ¢ N Soit d; € RN le vecteur tel que :

/ SN, 1, h v dw sii €1,
T | MieT; 7 T

d —
an 1
Ner

l ..
E / sNJ,hvidw + E E ﬂ]\}%/ 8ytpﬁ7m?}id0' sii € Iy, .
T Sq

T | M;€T; Sq | M;€Sq 1=1

Les intégrales sont calculées par des schémas d’intégration numérique. Il s’agit alors de résoudre le
systeme matriciel :

KN@NJ =dy l- (4.33)

)

4.6 Méthode avec CL naturelles : discrétisation

Xg N H(w) est dense dans Xg [40, 51]. On définit alors une discrétisation de Xg N H!(w) afin
de résoudre les problemes posés dans la section 2.3 a ’aide des éléments finis continus de Lagrange
Py. Une bonne définition de cet espace discrétisé est, a priori, 'espace Xy :

Xy = {vy € CO@)*|vp 1y € A(Ty)?, VI e{1,...,L}}. (4.34)

Par construction, Xj € H'(Q). Lorsque k = 1, les fonctions v; de Xy sont telles que : Vi|T, =
a + bg (x), ou ag € R?: et bz, (x) est une application linéaire de R? dans R%. On choisit
alors comme espace d’approximation de Xg N H!(w) l'espace : X = (Vi )?, pour lequel deux
approches sont possibles :

e D’une part, on peut considérer X comme un espace de dimension finie 2N sur R.

Soit (e1 , ez )’ une base orthonormale directe de R?. Les (v; €4 ); e {1,.,N},ac{1,2} forment une
base de Xy, ce qui va nous permettre de discrétiser la formulation variationnelle (2.35). On cherche
E;, approximation de E sous la forme :

2

Ey =Y ) Ens(M)vjes.

jelp=1

e D’autre part, on peut considérer X comme un espace de dimension finie N sur R?, ce qui consiste
a chercher les N valeurs physiques de Ej, aux points de la discrétisation, c’est-a-dire :

E, = > En(M;)v;,

avec Ep(M;) € R% Bien siir, on a : E, (M;) = Ep1(M;)er + Ena(M;)es pour tout j, et les
deux choix d’approximation coincident.

En pratique, on utilise la premiere représentation, qui consiste a considérer des inconnues sca-
laires. Nous allons la détailler dans ce qui suit.
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La formulation variationnelle (2.35) discrétisée dans Xy s’écrit :
Trouver E;, € Xy tel que :

ViEI,VCVG{1,2},AE(Eh,Uz‘ea):ﬁE(Uz‘ea). (4.35)

En décomposant Ej, selon la base canonique de Xy dans (4.35), on obtient :

2
Viel, Va € {1, 2}, ZZ E;hg(Mj)AE(Ujeg,Uz‘ea) = EE(viea).
jelp=1

Soit Ag € (R2*2)NXN 13 matrice ainsi construite, définie par les sous-blocs 2 x 2 Agj € R2*2 tels
que :

o Ag(vier, vier) Ag(vies, vier)

Ayl =
E
Ag(vier, viez) Ag(vies, vies)

Ep1(M;) )
Ena(Mj) )
Par soucis de consistance, on appelle L € (R? )N le vecteur composé des valeurs Lg(v;eq), i € 1,
a € {1, 2}, formé de N vecteurs de R? :

L = (ﬁE(Ulel), ﬁE(Uleg),..., EE(vNel), [,E(UNGQ))T.

Selon la méme idée, posons E = (Ep 1 (M), Epa(My), .., En1(Mn), Ena(Mx))T € (R?)N. Si
E,( M)

Ces sous-blocs agissent sur les vecteurs de R? suivants : Ep(M;) = (

on regroupe explicitement les composantes deux & deux, on a aussi : E = :
E;(Mx)
Le probléme (4.35) s’écrit alors : AgE = L.
Remarque 4.6 Dans les sections 4.8, 4.9 et 4.10, on utilisera une autre base de décomposition de
Xy car il faudra alors éliminer explicitement les valeurs tangentielles.

Nous allons étudier le calcul des composantes de Ag et L. Décomposons Ag en 3 matrices :
Ag = Div + Rot + B telles que : Vi, j € I,

o (le Uj el , div V; €1 )0 (le Uj €eo, div v; €1 )0 (81’0]' s 81vi )0 (82’0]' s 811}2‘ )()
Div*'? = —
(diV Uj e, div V; €2 )0 (le Uj €eo, div V; €2 )0 (81’0]' s 822}2‘ )0 (82’0]' s 821}2‘ )()
o (I‘Ot Uj el , rot V; el )0 (I“Ot Uj [SHIN rot V; €1 )0 (822}]‘ s 82’01' )0 —( 81’0]' , 821}2‘ )0
Rot*7 = —
(I‘Ot vjer, rot v; e )0 (I“Ot vj ey, rot v; e )0 —(62?}]‘ , ohv; )0 (81vj R ohv; )0

Tl >, le vecteur tangentiel a dw :

/ UjUiT%dO' / UjUiTlTQdO'
. Ow Ow
B*) = Vi, g € law,

/ vjv; 71 T2 do / vj UZ"TQQdO'
ow ow

= 0 sinon .

et enfin, avec 7 = <



4.6. Méthode avec CL naturelles : discrétisation 103

Notons que : B?*7 = B7:!. B est donc symétrique par blocs 2 x 2.

4.6.1 Matrice de raideur interne
On constate que :
(Rot + Div )"/ = ( PR ) ,
—C-, .G j

ou : Ci,j = (811)j, 8wi )0 + (62?}]‘, 821)2‘ )0, et C;7j = (821)j, 61%‘ )0 — (81?}]‘, 821)2‘ )0.
On en déduit que : Vi € I, ¢} ; = 0.

)

Proposition 4.7 ¢/ ; §’écrit comme une intégrale sur Ow :
K

Cé,j =< gradv;.T, Vj >H—1/2(8w),H1/2(8w) . (4'36)

D’ou : ¢} ; =0 des lors que M; ou M; n’est pas sur Ow.

DEMONSTRATION. On a en effet :

/(Blvi Oavj — Oav; 010 ) dw = /gradvi.rot vjdw.

w

Or, d’apres la formule d’intégration par parties (1.15) :
/u.rotvdw = /rotuvdw—i— < W.T, VU >p1/200), HY2(0w) -
w w
Supposons que u = gradw avec w € H'(w), alors rotu = 0, et on a :
/gradw.rotvdw =< gradw. T,V >pg1/2094) q1/2(5w) -
w

D’ou le résultat.

O

On en déduit immédiatement ¢, ; = 0si M; ou M; n’est pas sur le bord. Ainsi, en regroupant

;J aux i, j € Ig,. D’autre part, lorsque i # j,
¢ jetc ; sont non nuls seulement si les supports de v; et v; se recouvrent, c’est-a-dire si M; et
M; appartiennent a un méme triangle. D’ou : Vi, j € I,

les matrices Rot et Div, on peut limiter le calcul des ¢

Ci,j = Z /Tl((?wl- Orvj + O2v; Bv;) dw,

Ty | M; , M;€T;

et pour i, j € Iy, :

/
Ci,j = Z / (6lvi 321)j — 821)2‘ 31?)j)d(7.
Sq‘Mi,MjGSq Sq
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4.6.2 Matrice de masse du bord

Le bloc B?+7 est non nul seulement si M; et M. ; sont les extrémités d’une méme aréte du bord
Ow.On adonc:Viouj & Iy, B =0et:Vi,j € lgg,

2
o Tq,1 Tq,17q,2
27 e . .
B’ = E /v]v,da ,
Sq

2
Sq | M;, M;€S, Tq,17q,2 Tq,2

= Z / vjvida(rq.TqT);
Sq

Sq | M;, M;eS,

ol T4 est le vecteur tangentiel a 'aréte S,.

4.6.3 Second membre

De méme que pour le calcul des potentiels, le second membre peut-étre calculé directement,
a l’aide de schémas d’intégration numérique, ou avec les fonctions d’interpolation gp, fn et ey, a
condition que 'on puisse définir leur valeur en chaque point de discrétisation (voir la section 4.3).
Nous allons développer cette approche. Ceci permet d’écrire le second membre sous forme d’une
somme de produits matrice-vecteur, en utilisant g, f et e.

Soit L, € (R?)N*N la matrice formée des N x N sous-blocs }L;’j € R? tels que : Vi, j € 1,

v; O10; dw
o (vj, Orvi o /Tl 7o
Ly’ = = )

Vi V; . .
( ]582 Z)O Tl‘szMjeTl /UjaQUidw
T

De méme, on considére Ly € (R?)N*N la matrice formée des N x N sous-blocs Lj[’j € R? tels
que : Vi, j €1,

o (vj, Oav; )o /Tl 0; O2vi duw
Z7] J— —_
Ly” = = >

—(v;, O1v; T, | M; , M;€T,
(]7 1 z)O 1| M, M;€ET, _/vjalvidw
T

Posons enfin L, € (R?)N*N ]a matrice définie par les N x N sous-blocs : Vi, j € I,

/ vjv; 71 do
ow

Lévj = = Z /SvjvidJTq,Vi,jGIaw,

/ UjUiTQdO' Sq | Mi, M;€Sq
ow

= 0 sinon.
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On peut donc calculer L sous la forme matricielle suivante : L = L, g + Ly f + L. e. Pour approcher
le champ électrique, on résout donc le systeme 2N x 2N suivant :

AEE = ng + ]L'ff + Lega
(4.37)
avec : Ag = Div + Rot + B.

4.7 Elimination des CL essentielles

Dans cette section, on considere le cas général, pour lequel il existe plusieurs coins rentrants. Soit
N, le nombre de sommets du domaine polygonal w. Chaque sommet est un point de discrétisation
du bord, on appelle C I’ensemble de ces sommets. On pose N, = Ny, — N, le nombre de points
de discrétisation du bord qui ne sont pas des sommets. On ordonne les points du bord dw de la
fagon suivante :
-Vi € 1, M; € 0w\C,
-Viel, M; € C,
ou on a décomposé Iy, en : I, = {N, + 1,...., N, + Ny}, et I. = {N, + N, + 1,..., N}.
On remarque que : N, + N, + N, = N.

On considere comme espace de discrétisation de X%’R le sous-espace de Xg x, conforme dans
X% :

X%’i = {veXy|v.Tjg, = Osurdw} . (4.38)

)

La discrétisation de (2.43) et (2.69) se fait de la méme fagon que celle de (2.35), mais il faut en plus
prendre en compte la condition aux limites tangentielle dans les matrices Div et Rot, et dans les
termes du second membre. Pour cela, on procede alors a une pseudo-élimination de tous les degrés
de liberté connus.

4.7.1 Discrétisation de ’espace avec CL essentielles

Nous allons montrer que I’élimination des composantes tangentielles réduit ’espace d’approxi-
mation du champ électrique.

Propriété 4.8 L’espace X%’Rl; est de dimension finie 2N — N, — 2N,.

DEMONSTRATION. Soit u € XOE’}E. Comme X%’RL est un sous-espace de Xy, il est de dimension

2
inférieure ou égale a 2N et on peut écrire u = E E U M; ) v; €.

i€l a=1
Considérons un coin M;, ¢ € I.. Alors M; est I'intersection de 2 arétes distinctes de la frontiere
Ow :ilexiste ket k' € {1,..., K} tels que k # k' et M; = Ap N Ap. u étant dans XOE”RL, on a :
u( Mi ) TEk = O,
u( Mz’ ) T = 0.
Comme les vecteurs T et Tj ne sont pas colinéaires, ceci correspond exactement & u(M;) = 0.
N—N. 2
Ceci étant valable pour tous les coins, on peut écrire : u = Z Z U ( M; ) v; €. Dit autrement,

i=1 a=1
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pour chaque vecteur de X%’Rl;, nous éliminons alors les 2 degrés de liberté liés a chaque coin. Il y
en a N, d’oit : dim( X% ) < 2N — 2N..

On peut encore éliminer d’autres degrés de liberté. En effet, considérons un point du bord M;
qui n’est pas un coin : ¢ € I,. M; appartient & une aréte du bord Ay.
Ecrivons u (M; ) dans la base locale (7, v ) :

u(MZ) = UT(Mi)Tk + U,V(Mi)l/k.

Comme u € XOE’RL, ona:u(M;). 7, =0,dou:u(M;)=0.

Posons (7;,v;) = (7%, vr) (il n’y a pas d’ambiguité car 1’aréte ne touche pas de coin). On a
alors : u(M;) = u,(M;)r;. On généralise a tous les points du bord qui ne sont pas des coins,
d’ou :
2
u = Z Zua(Mi)viea + Zuu(Mz')vz’Vz‘,
= Z u(Mi)Uz‘ + Z uy(Mi)UiVi.
1 €1, i€1y

Ainsi, pour chaque vecteur de X%’]ﬁ, nous pouvons éliminer un degré de liberté par point du bord

qui n’est pas un coin : dim(X%’i) < 2N — N, — 2N..

Pour conclure, la famille By := (v;eq )ie1,,acf1,2)U(viVi)ic1, est contenue dans X%’ﬁ, d’ou :
. 0,R
dim(Xg ) ) > 2N — N, — 2N..
(]
Notons qu’alors By = (v;i€a )ict,, acf1,2y U (ViVi)ie1, engendre XOE’RI;. On utilisera donc deux

types de base de R? selon I'emplacement de M; :

-Vi € 1,,, M; € w, on travaille dans la base canonique (e, €2 ),

-Vi € Iy, M; € 0w\C, on travaille dans la base locale (7, v;),

- Afin de lever 'ambiguité sur 7 et v aux coins du domaine, on travaille dans la base canonique
(e1,ey) pourles M; €C,i € 1.

On appelle B la base de Xg i ainsi formée :

B = (Via)ier, ul,ae{1,2} Y (Wi Ti)ic1, U (Vi Vi)iel,- (4.40)

On décomposera E% € XOE’RL dans la base By et E; € Xg i dans la base B.

4.7.2 DMatrice de raideur interne

Soit A € (R2*2)NXN 15 décomposition de la matrice Div +Rot dans B, que 1’on écrit de la fagon
suivante, les sommets du maillage étant ordonnés comme d’habitude (intérieurs, arétes, coins) :
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Décrivons les sous-matrices de A.
Les sous-blocs de A% € R?*? tels que i et j € I, UI, sont définis dans la base (e1,e2) et ont
été calculés dans le paragraphe 4.6.1. Ils sont contenus dans les sous-matrices suivantes :

'Aw,w = (]DIV + ROt)iEI“”jEI“’ S (R2X2)N“’XNW;
- Ac,c = (]D)IV + Rot)ielc’jEIc S (R2X2 )NC><NC;

N W— (]D)iv + Rot)ielw,jeIc c (R2X2 )NwXNC;

)

- Ac o = (Div 4 Rot i€l 7€l ¢ (R2X2)NexNo,

La sous-matrice A, , € (R2%2)NaxNa ot composée des N, x N, sous-blocs de R?*2, tels que :
Viel,Vjel,:
AQ(U]‘T]‘, UiTi) AO(Uj’/j, UiTi)
.A()(UjTj, UiVi) AQ(Uj I/j, V; I/i)
Ces sous-blocs agissent sur les vecteurs de R? décomposés dans la base locale (7, v, ) :
En(M;) = B, (M) , ot E-(M;) = Ey(M;).7j et B, (M;) = Eup(M;). v,
EV(MJ)

La sous-matrice A, , € (R2x2)NwxNa ogt composée des N, x N, sous-blocs de R?*? suivants :
Viel,, Vje l,,
Ao(vjTj,vier) Ao(vjvy, vier)
Ao(vjTj,viex) Ao(vjv;, viey)

Symétriquement, la sous-matrice A, ,, € (]RQXQ)N“XNW est composée des N, x N, sous-blocs de
R2*2 suivants : Vi € I,, Vj € I,

Ao(vjer, viTi) Ao(vjes, v; ;)
Ao(vjel, UiVi) AO(U]‘GQ, Ui’/i)
La sous-matrice A, . € (R2x2)NaxNe ogt composée des N, x N, sous-blocs de R?*? suivants :
Viel,,Vj € L,

Ao(vjer, viTi) Ao(vjes, v;Ti)

.A(](Ujel, UiVi) Ao(’[)jeg, ’UZ'VZ')

Symétriquement, la sous-matrice A, , € (R?*2)NeXNa est composée des N, x N, sous-blocs de R?*?2
suivants : Vi € 1., Vj € I,

.AO(’UjTj, viel) Ao(?)jTj,'Uz‘el)
Ao(vjvj, viea) Ao(vjvj, vies)

Nous ne détaillerons pas les calculs des éléments de A, , etc, car ils sont similaires aux calculs des
éléments de Rot et Div, expliqués dans le paragraphe 4.6.1, ot 'on a remplacé v; e; par v; T; et
V; €2 par v; V;.



108 CHAPITRE 4. LE PROBLEME STATIQUE 2D DIRECT DISCRET

4.7.3 Second membre

Soit F € Xj. Afin de définir le produit matrice-vecteur A F, ou F est le vecteur de (RQ)N associé
a F dans la base B, on décompose F dans cette méme base selon :

2
F= Y Y F(M)vieg+ > (F(Mj)vj7; + F(M;)vjv;),
jelo Ul g=1 jels

ouViée I, FT(M]) = F(MZ) .T; et FV(MJ) = F(MZ) 7N

On considere alors F = (F,, F,, F.)T le vecteur de R?N associé, dont les sous-composantes sont :

-F, = (F(My), (M), ..., Fi(My,), Fa(My,))" € (R?)Ne,

-F, = (Fr(Mxy+1), Fy(Mx+1) 5 ooy Fr(Mxox,), Fy(Myon,))? € (R?)Ne,

a

-F. = (BA(MN-N.+41) Fo(Mn —Ne+ 1), ..., Fi(MN), Fa(My))T € (R2)Ne.

Le produit matrice-vecteur A F est ainsi bien défini. Pour construire la matrice de la formulation
variationnelle (2.43) discrétisées dans X%’i, on peut alors procéder a I’élimination des conditions
aux limites essentielles dans A. Cela correspond a éliminer les lignes et les colonnes de A dont les
éléments dépendent de T pour les degrés de liberté d’arétes, et les couples de ligne et de colonnes
de A pour les degrés de liberté de coin. On appelle Ay la matrice ainsi obtenue.

Soit A, , € (R2*2)NwxNa 13 matrice A, o dont on a éliminé les colonnes dépendant de 7 :
Viel,,Vj € g,

0 .A()(Ujllj, 1)2‘61)
0 Ao(’[)jl/j, ’UZ'GQ)

Symétriquement, A, , € (R2x2)NaxNo gt ]a matrice A, . dont on a éliminé les lignes qui dépendent
de T :

Ao(vjer, vivy) Ao(vjes, vv;)

Ce faisant, on n’a pas modifié de terme extra diagonal, puisque A, o et A, ., sont des sous-blocs
de A extra-diagonaux.

On considere A, , la matrice A, , dont on a éliminé les termes dépendant de 7, sauf les termes
diagonaux, pour lesquels on a imposé la valeur 1 :

AV, =
0 AO(vjVj,viVi)
En effet, A, , correspondant a un bloc diagonal de A, il faut faire attention a préserver I'inversibilité

de la matrice ainsi modifiée. Ensuite, on remplace tous les sous-blocs liés aux coins, sauf le bloc
diagonal, par zéro; et enfin, on remplace A. . par I ., la matrice identité de (R?*? YNexNe,
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On en déduit que la structure par blocs de la matrice Ay € (R?*2)NXN et la suivante :
Ay o Ay, O
A= Ay A, O
0 0 L.

Proposition 4.9 La matrice Ay est inversible.

DEMONSTRATION. Comme A( est une forme bilinéaire symétrique, les sous-blocs diagonaux de
A, o et A, , sont strictement positifs. On a :

o du; |2 0 » 1 0
gt _ ( lexaduli eral = |
o ( 0 | grad v; |3 ’ 0 || gradwv; [

Le sous-bloc diagonal I. . garantit donc I'inversibilité de Ag.

4.8 M-approche : discrétisation

4.8.1 Champ électrique : partie réguliere

NCT‘
Pour la A-approche, 'approximation du champ électrique s’écrit : Ej, = f}h + Z )\2 Xf . Nous
I=1
avons montré dans le paragraphe 4.4.4 comment calculer les /\51. Nous décrivons ici la seconde étape
de la discrétisation de la A-approche : le calcul de Ej. Pour cela, il faut d’abord discrétiser la

condition aux limites tangentielles.
NCT‘

Soit ey, un relevement régulier de e — Z )\lh le. Soit ey, = Il (ey, ), l'interpolation de ey,

=1
que 'on décompose dans B comme suit :

2
ex,n = Z Zﬁj,ﬁvjeﬁ + Z (€j,7vjTj + €5, bV Vj) , avec :
jeluUle =1 j€la
-Vjel,Ul,Vge {1, 2}, €5, = e)\7h(Mj).eﬁ;
-Vj € lasgjr = ex (M) .7, €5, = exn(Mj). v

Pour j € I, B = 1 ou 2, les ¢; g sont explicitement connus. De méme, pour j € I, les ¢; ,
sont explicitement connus.
Soit E% I'approximation de E°, décomposée dans la base de XOE’RL :

2
E) = > > B} 5(Mj)vjes + > Ep , (M;)v;v;.
jGL,_;B:l jeIa
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Considérons f}h I'approximation de E dans XE, k-
Ona:E =E’ +e),etE, = E(,)L + ey, ;. On en déduit :

2
Bi = 3D (B (M) +¢55) vjen

jelw 6:1

+ > (Emvﬂj + (By, (M;) + €j,u)vj'/j>
jel,

2
+ Z Zsj,ﬁvjeﬁ.

jelc ,321

Par identification, on trouve :

-Vj €L, VB € {1,2}, By p(M;) = E) 5(M;) + <55,
Vi €14 By o (M) :=E,(M;). 7 = ¢,

V) € Lo, En o (M) i= By (M;).v = E) (M) + ¢,
-Vjel,VB e {1,2},Ey (M) = ¢ p

En décomposant f)h dans la base B, on obtient donc :

2
Eh = ZZEhﬁ(Mj)vjeg—F ZE/%V (Mj)vjuj

j el, 611 ] cl,
2
+ Z Zﬁj,ﬁ + Z €j, 7V Ty -
j el ,8:1 ] €lg
Soit E= (Ew , Ea , EC )T le vecteur de R?N associé dont les composantes sont égales aux coordonnées
de E;, dans B.

Comment construit-on le relevement discret? On peut par exemple considérer le relevement
discret suivant :

e=(Zy,&,2)", on
- Z,, est le vecteur nul de (R2)Ne ;
-g;, = (eNut1.75 0,0, eNoN, 7, 0)T € (RZ)Ne est le vecteur contenant les valeurs des com-
posantes tangentielles de ey, sur Ow\C;
- € = (EN-Nu41.15 EN-Nut1.25- EN.1,6N.2)0 € (R%?)Ne est le vecteur contenant les valeurs

des composantes de e) aux coins du maillage.

En d’autres termes, on conserve exactement les valeurs tangentielles aux points de la discrétisation
du bord, et on impose zéro sur tous les autres degrés de liberté. Le calcul de ce vecteur sera détaillé
dans le paragraphe 4.8.2.
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Ona: E = g, et Ea =E, + ET, en posant :

C

El/ = (O? ENerl,u""a 07 ENch,u)T € (RQ)NG et ET = &7

E, est le vecteur contenant les valeurs des composantes normales de Ej sur 0w\C.
Si on revient & la formulation variationnelle sur EY, on peut déterminer E, et E,, en réécrivant
le probleme variationnel (2.43) discrétisé dans X%’Rli comme suit :

Trouver E% € X%’Rli tel que :

Viel,,Vae{l,2}, Ay(E), viea) = Lo(viea) — Ao(ex.n, viea),

ViEIa, .A()(E?l,vil/i) = ﬁo(villi)—Ao(e)\7h,?}illi).

En regroupant Eg et ey p, on peut réécrire 'ensemble de ces équations sous la forme :
Trouver E;, € Xy tel que :

Viel,,Vae{l,2}, AoE,, viea) = Lo(viea),

4.41
ViEIa, AQ(Eh,Uz‘I/Z‘) = ﬁo(villi), ( )

sachant que : N
Vi el,, Eh(Mi).Ti = e)\h(Mi)-Ti7

~ 4.42
ViEIC, Eh(Ml) = e,\h(Mi). ( )

Soit A, , € (R2X2 )N“XNC la matrice A, , dont on a éliminé les lignes dépendant de 7 :
Vi, j € I,
0 0

Ao(vjTj, vivi) Ao(vjvy, viv)

Soit A, . € (R?*? )NaxNe 13 matrice A, . dont on a éliminé les lignes dépendant de 7 :
Viel,,Vj e I,
| 0 0
Ayl =
Ao(vjer, vivy) Ao(vjes, vivy)

Les lignes des équations (4.41) correspondent aux produit matriciels suivants :

Aw7wEw +Aw,aEa +AW,CEC = L

=W

AV,WEW +AV7QEQ+AV,CEC = L

=
ou L, € (R?)Ne la restriction de L aux i € I,,;et L, € (R?)Ne est le vecteur tel que :
L, = (0, Lo(vNut1UN,+1) 5 0, Lo(vn—N, UN-N, ) ).
On obtient que E est solution du systeme :

Aw,wEw +Aw,aEy = L _Aw,aéq— _Aw,céca

Zw
Au,wEw + Au,aEy — Ly - Au,a§7— - Au,c§c,

E, = ¢

T =7

E. =

C §C'
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On remarque que :

Aw,aEy = Aw,uEy = Aw,uEaa et Au,aEy = AI/,I/E]/ = Au,uEa —E

=7

D’ou, en passant —AVWET = —g_. au second membre dans le seconde équation, E satisfait :
Aw,wEw + AW,VEO, = L, — Ay ae, — AL e,
Ay oE+ A E = L —Aag, + & — As,
E. = &

Soit A, € (R?*2)N*N 13 matrice définie ainsi :

0 Aw,a Aw,c
Ar = 0 Au,a Au,c
0 0 -I.

Posons Ly = (L, L,,Z.)" € (R*)N, ou Z, est le vecteur nul de (R?)Ne.

E est alors solution du systeme matriciel :

AgE = LO — Ae. (4'43)

Nous ne détaillerons pas le calcul de L, car il est similaire a celui de L, effectué dans le paragraphe
(4.6.3).

Une fois que E est calculé, on peut écrire 'approximation calculée sur les arétes dans la base
canonique (ej, e3). Pour cela, & chaque point M;, i € I, on associe Q; € R?*2, la matrice de
changement de base telle que :

VQ(MZ‘) I/l(Mi)
0; =
_Vl(Mi) I/Q(MZ')

Soit @ € (R?*2)NaxNa ]e matrice diagonale par blocs telle que :

On,4+1 O 0

0 0 On_n,

Le vecteur correspondant aux composantes dans la base canonique (ej, e2) s’écrit alors : OE,.

Remarque 4.10 En pratique, il est plus simple de créer la matrice et le second membre dans la
base cartésienne compléte, et de procéder a une élimination a posteriori, en faisant un changement
de base avant ’élimination, et un autre apres pour revenir au systéme cartésien.

Soit | € 1,. On extrait la double ligne L € (IR{Q)N correspondant a1 =1, o =1 et 2. En multipliant a
gauche cette double ligne par Qy, on l’exprime dans la base locale (71, v;). On procéde a l’élimination
de la premiere ligne de Q;L, puis on multiplie a gauche par (O)lT pour revenir 4 la base canonique.
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Ensuite, on extrait la double colonne C € (R2)N correspondant a j =1, a =1 et 2. En multipliant
a droite cette double colonne par (O);f, on Uexprime dans la base locale (7, v;). On procéde a
Uélimination de la premiére colonne de Q@lT. Afin de rendre la matrice inversible, on impose que
(C (O)ZT)Q’2 =1, puis on multiplie a droite par Q; pour revenir ¢ la base canonique.

4.8.2 Reléevement de la CL

Nous venons de voir qu’il n’est pas nécessaire de calculer un relevement explicite de e ; pour
calculer E;. Nous allons détailler le calcul des composantes de €. Tout d’abord, décomposons ¢ en

une partie dépendant de e et une partie dépendant des A ,XlP :

NCT

_ 1l
e=e— Y Nxh
=1

Oﬁiégw = (Zw’ﬁi-’ﬁlc)T’ et e = (ZwagTagc)T’ avec .

-xb = (x[(Mxy11) - TNg115 0,5 XU (MyoN, ) - TN-N, , 0)T;
- Xé = (XlP(MN,NCJrl ) .e1, XlP(MN,NCJrl ) .€2,..., XZP(MN ) .e1, XZP(MN ) . €2 )T;
-e. = —(e(MNerl ), 0,..., G(MN,NC), O)T.

Physiquement, la donnée de E. 7|4, est une valeur associée aux composantes du bord, et non
aux sommets. Cependant, dans notre approximation, nous associons la valeur Ej, . 7| 5,, aux sommets
du bord car nous utilisons des éléments finis nodaux. Nous allons consacrer le reste du paragraphe
a la détermination de e,.

Lorsque E € H'(w), E. 74, € H'Y2(Ay), ¥k € {1,...,K}, mais on n’a pas E.7, € HY2(0w).
La fonction e n’est donc pas nécessairement continue entre deux arétes successives : il n’y a pas
unicité de la valeur de e aux points (M; );er,. Or, comme nous approchons la champ électrique
par des éléments finis nodaux, nous devons attribuer une valeur au champ électrique approché aux
coins du maillage pour résoudre cette difficulté. Soit M le coin du maillage égal a l'intersection
0A1 NOA,y. La valeur attribuée a Ej, en M est donnée par la résolution du systeme :

BT =y, €00

(4.44)
E,(M).T = lim e( Ms).
h( ) | A2 Mo—M , Ma€As ( 2 )
Ci-dessus, on a supposé pour simplifier que la donnée e est continue par aréte, ce qui est vrai si
pour tout k, il existe e > 0 tel que ¢4, € H'Y/2+€(Ay,), car pour tout € > 0, HY/2T¢(A;,) € CO(Ay).
Considérons I'exemple suivant (figure 4.2), avec eja, = let ey, =0

On a alors :
EQ(M) = Eh(M).T|A2:0,
—El(M) = Eh(M).’T|A1 = 1.
Dot : E4(M) = (—1,0)T. Nous sommes ainsi en mesure de déterminer e,. Il s’agit tout sim-

plement de résoudre le systeme (4.44) pour chaque coin ( M;); 1. du maillage, afin de déterminer
Ep 1(M;) et Ep o(M; ). On a alors :

e. = (Bn1(Mx-N.+1), Bn o( MN-Not1) sy B 1 (Mx), Ep o Mx))T.
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ATAZ = X2

M2__ 6‘,42 =0
A
2 G‘Al = 1
My
— - 1
M T|‘41 = —Xi Al

Fic. 4.2 — Valeur de Ej, en un sommet du domaine.

4.9 Complément singulier orthogonal : discrétisation

Pour la méthode du complément singulier orthogonale, ’approximation du champ électrique
NC?"

s’écrit : E;, = Ep, + Zcﬁl xf . Les inconnues sont : Ej, ainsi que les N, coefficients cﬁl, obtenus a
=1
I’aide des coefficients ﬁé’m et )\lh. Dans le paragraphe 4.4.3, nous avons montré comment calculer
les ﬁi’m, et dans le paragraphe 4.4.4, nous avons détaillé le calcul des )\2.
Considérons E;, = E(,)L + ey, avec e, = Iy (e), son approximation. Nous allons nous ramener
au calcul direct de Ej, de la méme facon qu’on se ramene au calcul de Ej dans la A-approche.

4.9.1 Champ électrique : partie réguliere

Soit X}, est la matrice approchée de X € RNerxNer construite a I’aide des B,ll’m, et A\, € RNer,
contenant les AL, est I’approximation du vecteur A. La formulation variationnelle (2.57)-(2.58)
discrétisée dans X%’}E s’écrit :

Trouver f}g € X%’i et ¢cp, € RNer tels que :
Vi € IW,VOJE {1, 2}, Ao(ﬁ%, Vz‘,a) = [,Q(Vz‘7a) — Ao(eh, Vi,a)S
Vi EIa, Ao(ﬁ%, UiVi) = Eo(viui) — Ao(eh, Uz'Vz')a (4-45)

Xpen = A,

Cela revient au probléme suivant :
Trouver E;, € Xy et ¢;,, € RNer tels que :

Vi € Iw,VOzE{l, 2}, AQ(Eh,VZ'7a) = ﬁo(vi,a);

Vi € 1, Eh(Mi)-Ti:eh(Mi)-Tia
(4.46)
Vi e 1, Eh(Mi):eh(Mi),
thh = Ah.

Soit E € (R2)N le vecteur associé & la décomposition de E;, dans la base B. Décomposons E dela
fagon suivante : E = (E,, E,, E.)?, ou:
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~ ~

- Ea = EI/ + e, avec : Ez/ = (07 Eh(MNerl ) UNy+1 50 0, Eh(MN*Nc ) -UN-N, )T’

_Ec = &,

- e. et e, sont déterminés comme ¢_ et ¢, dans le paragraphe 4.8.1.

Soit A’ = ( Ao 0 ) € REN+Ner)x(@2N+Ner) of |/ = ( Lo — Are ) e R2N+Ner Posons

0 s Xh 7T Ah
E = ( E ) € R2N+Ner Tes équations (4.46) se mettent sous la forme suivante :
Ch

(4.47)

Ao, A, L, ont été construires dans le paragraphe 4.8.1. Pour obtenir Eh, il ne nous reste plus qu’a
calculer les ng 5. Pour la méthode des potentiels, il faut évaluer les ¢p ; et ¢n ;. Pour calculer

les XlS 5 par la A-approche, il suffit de procéder comme il est expliqué précédemment, en prenant
simplement : fj, = sy ;. n et sp i h

4.9.2 Champ électrique : partie singuliére

D’apres le théoreme 2.43, on sait que : XlS = —grad ¢p ; + rot py ;, ce qui s’écrit aussi de la
fagon suivante :
NCT
xlS = —gradpp ; + rotoy ; + Zﬂl’mxﬁb.
m=1

On peut approche donc approcher les Xf par dérivation des potentiels de la fagon suivante :

NCT‘

x;,, = —grad ($p 1 )n + rot (Gn 1) + Zﬁé’mﬂk(xi)-
=1

Comme pour le calcul de Ey, par les potentiels ¢p et ¢ (paragraphe 4.3.3), on utilise une projection
B_1-P« pour obtenir une approximation continue de XlS e
X, est alors solution de :

Xl = _GDéD,l + RN%NJ' (4.48)

On peut d’autre part calculer les Xf par la A-approche : soit X, € (R?)N représentant X;, 5 dans
la base B. D’apres (2.64) et le paragraphe 4.8.2, x; est solution de :

NCT
Aox; = — A, <Z 55;’”;5@) . (4.49)
m=1
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4.9.3 Conclusion

Théoréme 4.11 La A-approche et la MCSO discrétisées donnent tout calcul fait le méme résultat :

NCT
E + Zcz,hzl =E.
=1

DEMONSTRATION. L’addition de la premiére équation de (4.47), qui nous donne : AgE =L, — A,e
et de (4.49) donne :

Ner Ner Ner
Ao (E + ZCz,th> =Ly — A <§ + > an Zﬁ,ﬂ’%&) ;
=1 =1 m=1

NCT
ce qui devient a 'aide de la seconde équation de (4.47) : Ag (E + Zq’hg> =L, — Ayre. D’ou
=1

le résultat.

O

4.10 Régularisation a poids : discrétisation

X%ﬁ N HY(w) étant dense dans X(l]ilm/’ on peut considérer comme espace d’approximation de
X(l]il, -, l'espace : XOE’RI;, décrit dans le paragraphe 4.7.1. La formulation variationnelle (2.69) s’écrit :

Trouver Eg’ n € XOE’i tel que :

Viel,,Vae {1,2} Av(Egﬁ,viea) = Ly(vieg) — A (e, vieq) ,
(4.50)
Viel,, Av(Egm,viui):Ey(viui)—Av(e,viui).

Pour exprimer ces équations sous forme matricielle, on procede de la méme facon que dans le
paragraphe 4.7.1 par pseudo-élimination des degrés de liberté connus. Soit Ag , (resp. A, ) la
matrice obtenue en remplacant 'opérateur Ao par A, dans Ag (resp. A;). On se ramene au calcul
direct de E, j = Eg , + e, avec comme relevement discret de la condition tangentielle au bord
e le vecteur e. On construit le vecteur E,Y de la méme fagon que le vecteur E; et le vecteur LA{ de

la méme facon que L, en remplacant 'opérateur Lo par L. Il s’agit alors de résoudre le systéme
linéaire :

AE =L, + A e. (4.51)

Il faut construire la matrice Div,,, qui correspond au produit scalaire dans V$ des divergences des
vecteurs de la base By. Cette construction est similaire & la construction de Div, on utilise un
schéma d’intégration numérique ad hoc.
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4.11 Analyse d’erreur

Nous allons maintenant étudier la convergence des méthodes de calcul direct de E, c’est a dire
lerreur que l'on commet en fonction du pas du maillage h. On appelle taux de convergence la
parametre 7 tel que : ||E — Ej||x < Ch7, ou C est une constante.

4.11.1 Méthode avec CL naturelles : convergence

Nous n’avons pas encore obtenu de résultat quant a I’analyse d’erreur pour le calcul de Ej, dans
Xy. Cependant, nous avons observé numériquement que cette erreur est gouvernée par I’erreur sur
la condition aux limites. Comme nous utilisons des éléments finis continus, nous ne pouvons pas
approcher correctement E . 7|, au voisinage des coins. En effet, cette quantité dépend de E.v|4,,
par continuité le long des arétes. Or nous ne controlons pas la quantité E.v g, qui est tres élévée
au(x) voisinage(s) du (des) coin(s) rentrant(s).

4.11.2 Méthode du complément singulier : convergence

Nous avons établi que pour le cas statique, la A-approche et la méthode complément singulier
orthogonale sont identiques d’un point de vue probléeme continu (section 2.4), formulation variation-
nelle (proposition 2.47) et probleme discret (théoréme 4.11). Nous nous contentons donc d’étudier
la convergence de la A-approche.

L’analyse de la convergence de la méthode du complément singulier a été réalisée par C. Hazard
et S. Lohrengel dans [68]. Elle utilise le lemme de Céa 4.1, et 'équivalence des normes de H' et de
X% pour les vecteurs de X%’R (théoreme 2.25). La preuve de convergence que nous présentons ici
est légerement différente car nous n’utilisons pas de fonction de troncature, mais nous obtenons le
méme taux de convergence, de I'ordre 2ac — 1 — €. Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréme 4.12 On suppose qu’il existe € > 0 tel que 20 —1 —€ > 0 et f, g € H?**17¢(w),
e € H2a*1/2*€(6w). Alors il existe une constante Ce > 0 qui ne dépend que € telle que :

|E — Epllxy < Coh?o7 1€, (4.52)
Pour prouver ce théoréeme, nous avons besoin de la proposition suivante :

Proposition 4.13 On a lestimation d’erreur suivante sur le calcul des \* :
Il existe une constante Cy ne dépendant que du domaine et des données telle que : Vi € {1,...,N¢ } -

[N — X | < Oyh*>.

DEMONSTRATION. La preuve de cette proposition est faite par P. Ciarlet, Jr. et J. He dans [41]
pour obtenir un taux de 2a — €, et grace aux résultats de M. Amara et M. Moussaoui dans [4], on
obtient le taux optimal.

O

Pour tout i € {1,...,Ng.}, XZ]-D ,, désigne l'approximation numérique de XZP choisie pour la

représentation. En pratique, on prend souvent : XZP h = Hk(xlp ). Décomposons E et Ej, ainsi :

Ner Ner
E=E’+e, + ZAZXZP, E, = E) + e\ + ZAZXZPJL-
i=1 i=1
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NCT

Posons z° = E° — E?w zZy = ey, — ey et 2l = Z()\Z ij — )\ﬁleh). D’apres 'inégalité de
=1

Cauchy-Schwarz, on a donc :

IE — Enllke < 3(112° kg + ll2a [k + 127 [k ) -

Pour montrer le théoreme 4.12, il s’agit alors d’estimer les trois termes du second membre de
I'inégalité ci-dessus.

Lemme 4.14 On suppose qu’il existe € > 0 tel que 2o — 1 —¢ > 0 et f, g € H?>** 7 17¢(w),
e € H2a*1/2*€(6w). Alors il existe une constante CL > 0 qui ne dépend que € telle que :

12° Iy = 1B’ = Bj llxg < LA™ || E?[Jgzee . (4.53)
E E

DEMONSTRATION. La preuve de cette proposition, que nous reprenons de [68] se fait en trois
étapes :
e D’apres le lemme de Céa 4.1, comme Ag est coercitive, il existe une constante Cy > 0 telle que :

IE” - Ejllxg < Co inf ||E® - Fllxg, (4.54)

h EXE k
e D’apres le théoreme 2.25, il existe une constante C; > 0 telle que :

1B~ By llxy < CoCi inf [|E® — Fylsm. (4.55)

heXE K

e Or, d’apres le théoreme 2.31, pour le nombre € considéré, E° € H?*¢(w). Comme 2o — € > 1,
lanalyse d’erreur standard des éléments finis s’applique [33, 66] :

inf [|E® — Fy |l < CF 2| E? f|ggzae .
FheX%”i‘

En prenant, C! = Cy C; C?, on obtient (4.53).

Lemme 4.15 Il existe une constante Cy,, > 0 telle que :
|2x|lxg < Cowh?*. (4.56)

DEMONSTRATION. Notons que pour e € H2*~1/2-¢(9w) avec € tel que 2o — 1 — € > 0, il existe un
relevement e € H?*~17¢(w) de e, et comme H?*"1¢(w) C C°(w), Iy (e) est bien défini.

Pour tout i € {1,...,N..}, on pose xf € H'"¥(w), s > 0, un relévement régulier de xf.rmw.
Comme H*¥(w) C C°(@), Ty (x) est bien défini.

Ner Ner
Ona:ey, = e — g Ax Z ,et ey = Ilk(e g )\h th Décomposons z) de la fagon suivante :
=1
Nc'r Nc'r

z)\:e—Hk —{—Z _)\sz —{—Z)\Zﬂk _Xi)'
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D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, en décomposant cette somme en 2N.. + 1 termes, on a

I'inégalité suivante :

NCT
125 [[%g < (2Ner +1) < le — T (e) iy + D 1A — A PITL(x) [k,
1=1

NC’V‘
£ INPYRE - Hk<xf>||%<E).
=1

Evaluons les trois ensembles de termes du second membre de cette inégalité.
e Comme e € H?* ¢(w), il existe une constante Ce, > 0 telle que :

e = Ty (e) llxg < Co k2™ |l lggzone.
e Comme Iy est continue de C%(@) dans H'(w), on a pour tout i :
R R
[ The (%) [lxe < [T [ %57 [lennes

avec : |||k ||| = sup Ik (F).

0,R
FEXy " |[Fllxg =1

En utilisant ce résultat ainsi que celui de la proposition 4.13, on arrive a :

NCT

DO IN = NP (X)) [k < O3 (h*)?,
1=1

avec €2 = Now O3 || Th [|[2 mmaux([| < |- ).

e Comme Vi, xF € H'*$(w), il existe une constante C; > 0 telle que Vi :

R R K[| R
1" — (i) [Ixg < COR* (1% [Jries

d’ou :
NC’V‘
SOINPIxE - M(xf) |k, < C20%,
i=1

avec C2 = N max(|N*) O || % {3 -
K]

Finalement, en prenant Cp,, = max(Ce || €||g2a—c , C5, Cs,)

IN

| Zx [|xg Clp,, hmin(2a—¢20,k)

< Ca,h* e,

o Cp,, dépend de || e ||gza—c et des || xF [|grs.

e Enfin, réécrivons z de la facon suivante :

NC’I‘
2’ = 3 (N = )<l = N (=P = xPy))

=1
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d’ou :
NCT
j ‘ P j P P
127 1xe < D0 (1A = N 11 e + [N I = %y l1x )
=1
’ NCT

Cph? + Y [N % = % lIxe
i=1

IN

ot Cp est une constante qui dépend des || x7 ||x et de Cy. Or, les erreurs || xI” — xZ", ||x, sont des
erreurs de représentation et dépendent du nombre de quadratures p utilisé pour faire les intégrations
numériques. D’ou : || xF — Xf: W llxg = O(h®®)). Cette erreur est négligeable par rapport & celle
faite sur les A’. D’ou :
127 llxe < Cp 2.

On est alors en mesure de montrer le théoreme 4.12 :
DEMONSTRATION DU THEOREME 4.12. Nous avons établi que l'erreur ||z° ||x, est en h23717€.
Les erreurs ||z ||x; et ||z ||xg sont plus faibles. D’oil, en regroupant les résultats des lemmes
4.14 et 4.15, on obtient la majoration (4.52).

U

Nous allons maintenant étudier I'erreur en norme L2(w). Pour montrer le théoreme 4.17 ci-
dessous, obtenu en utilisant ’astuce d’Aubin-Nitsche, on a besoin du lemme suivant, prouvé dans
la section 14.4 de la partie IV :

Lemme 4.16 Soit f € L%(w). Considérons le probleme variationnelle suivant :
Trouver G € XOE tel que :
VF € X%, A(G, F) = (f, F)o. (4.57)

D’aprés le théoréeme de Lax-Milgram, ce probléme admet une unique solution qui dépend continiment
de f. Soit Gy, Uapproximation de G par la A-approche. On a alors Uapprozimation d’erreur suivante
sur le calcul de Gp, : Ve >0 tel que2a — 1 —e>0et2(a—1) —e>0:

|G — Ghllxg < Callflloh?*=1=¢ pour a < 3/4,

|G — Gpllxg

IN

Ca | fllo > =) =€ pour a > 3/4.

Théoréme 4.17 On suppose qu’il existe € > 0 tel que 2(2a — 1) — ¢ > 0,1 — ¢ > 0, f,
g € H* 1=¢(w) ete € H2°‘*1/2*6(8w). Alors, il existe une constante C0 > 0 qui ne dépend que
de € telle que :

|E — Epllo < COR2Ca=1)=¢ pour a < 3/4,

(4.58)
|E — Epllo < COht =€ pour a > 3/4.
DEMONSTRATION.
e Considérons tout d’abord le probleme suivant :
Trouver G € X% tel que :
VF € X%, A(G,F) = (E - E;,, F). (4.59)

Comme (E — E;) € L?(w), on est dans le cadre du lemme 4.16. Soit € > 0 tel que 2av — 1 — € > 0
et 2(1 — a) — e > 0. L’approximation de G par la Ad-approche est telle que :

|G — Gullxg < CG||E — Eplloh?*~17¢ pour a < 3/4,
(4.60)
|G — Ghllxg < Cgl||E — Eplloh?' =) =< pour a > 3/4.
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e Maintenant, nous allons majorer ||E — Ep|[p & laide de |G — Gj HX%. Notons d’abord
qu’en prenant comme fonction test Gy, dans (2.43) et dans (4.41)-(4.42), on a I’égalité suivante :

(E, Gr)xo = (En, Gu)x,, (4.61)

ce qui nous permet d’obtenir que : (E — E;, Gy, )XoE = 0. C’est la propriété d’orthogonalité de
Galerkin. Décomposons || E — Ey||2 ainsi :

1B~ Enllf = A(G,B - Ep) = A(E - Ey, G),
= (E-E,, G)xo — (E - Ep, Gy)xo

= (E_EhaG_Gh)XOEa

IN

MI|E — Ep|lxo |G — Gn|lxg , ot M est la constante de coercivité de Ao ;
< MC.Re17¢||G - Gy ||XoE , d’apres le théoreme 4.12,

MC.Cgh?(2a=1)=¢||E — Ey ||, pour a < 3/4,

IN

d’apres (4.60).
MC.Cgh?e—1+2(1-a)=€¢|E — B, ||o, pour a < 3/4,

Posons CY = M C. Cg. En divisant la derniere inégalité par || E — Ej, [|o, on obtient (4.58).
(]

Remarque 4.18 Si nécessaire (en particulier, dans le cas ou « est proche de 1/2), il est possible
d’améliorer la vitesse de convergence : en raffinant localement le maillage, ou en calculant explicite-
ment les termes singuliers suivants du champ [86], ou encore en calculant avec précision la solution
au voisinage des coins de Ow a laide d’opérateurs Dirichlet-Neumann [8].

4.11.3 Régularisation a poids : convergence

L’analyse d’erreur faite dans [53] repose sur la décomposition de E en un partie réguliere et
le gradient d’une fonction dont le Laplacien est dans V$ :E = 29 + grad¢,, ou zg € H'(w)
et ¢, € Vf N H& (w). Les hypotheses sur le champ électrique sont plus fortes que celles de notre
probleéme, car dans [53], il s’agit des équations de Maxwell harmoniques : E est a divergence nulle
et rot E € H'(w). D’autre part, les hypotheses sur I’espace de discrétisation nécessitent de prendre
des éléments finis d’ordre supérieur ou égal a 2. Dans ces conditions (et avec les bons poids ), on
a le résultat suivant :

Proposition 4.19 Soit ¢ > 0 donné. Il existe une constante C. > 0 qui ne dépend que ¢ telle
que :
. at+y—1—-¢
| E, E'y,hHXOD7 < Ch : (4.62)

Nous avons toutefois constaté dans les expériences numériques que la méthode converge avec la
méme vitesse pour les éléments finis P; de Lagrange, et pour des données moins régulieres (par
exemple, divE = sp et/ou rot E = sy. Notons qu’il faut travailler avec un maillage assez régulier,
car les expériences numériques montrent que cette méthode est plus sensible que les autres a la
qualité du maillage.
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La vitesse de convergence de la méthode a poids est donc meilleure que celle de la méthode
du complément singulier, d’autant meilleure que ~ est proche de 1. Cependant, la norme de XOE,W
est plus faible que la norme X% : dans XOE " divE, ; converge vers g en norme L%(w), mais ne

converge pas vers g en norme L?(w).

4.11.4 Conclusion

D’aprés [44], si rot (rot E) € L2?(w) et si il existe 0 < € < a tel que E € H*~ ¢(w), alors Eny,
lapproximation de E par les éléments finis de Nédélec de [88] est telle que :

[[TotE — rot Engllo < Cch® “et ||E — Engllo < CLRY ™€,

ot Ce > 0 et C! > 0 sont des constantes.
D’apres [70], avec les mémes hypotheéses sur E que celles ci-dessus, E pg, 'approximation de E
par les éléments finis mixtes de Galerkin discontinus est telle que :

|E — Egpllep < Cap,eh® ¢

ott Cgp,e > 0 est une constante. ||. ||gp est une norme qui contient la norme L?(w), la somme des
normes L?(T}) du rotationel et la somme des norme des sauts de discontinuité & travers les arétes.
Sur la figure 4.3, on a représenté en bleu le taux de convergence de ces deux méthodes en fonction
de a.

Ainsi, si rot (rot E) € L%(w), le taux de convergence en norme X% _ de la méthode & poids
correspond a celui des deux méthodes ci-dessus, a (1 — ) pres. Pour Ta A -approche, bien que
le taux de convergence en norme Xg soit plus faible, nous avons d’une part une hypothese plus
faible sur rot E, et d’autre part, le taux de convergence en norme L?(w) est meilleur si a > 2/3,
c’est-a-dire si 'angle du coin rentrant est plus petit que 37 /2 (voir la figure 4.3).

A
Lo ; - — ||E = Exllo
2 —_— ||E - ENdHO,rot
- L : |E — Egpllep
3 :
1 |
2 _||E_E)\||XE
0 1 | | -
t RERE | *
2 o 3 @<

Fia. 4.3 — Comportement des erreurs.



Chapitre 5

Le probleme statique 2D mixte discret

5.1 L’élément fini mixte de Taylor-Hood P»-P;

Définition 5.1 On parle d’élément fini de Taylor-Hood P-P; lorsque le multiplicateur de La-
grange et le champ électrique sont évalué sur le méme maillage, le multiplicateur de Lagrange étant
approché par les éléments finis de Lagrange continus en Py et le champ électrique est approché com-
posante par composante par les éléments finis de Lagrange continus en Ps. L’espace d’approximation
du champ électrique est alors :

Xy ={v e C'W)* : vi5, € P3(T}), VT, € Tp},
et celur du multiplicateur de Lagrange est alors :
Vi ={u € Co(w) v, € P (Ty) , VT, € Tp, } .

On notera Nj le nombre de degrés de liberté P;, c’est-a-dire le nombre de sommets de la
triangulation du maillage ; et N le nombre de degrés de liberté Ps, c’est-a-dire le nombre de sommets
plus le nombre d’arétes de la triangulation du maillage.

Considérons S;,, i1 € {1,..., Ny} les sommets des triangles 7;. Soit N} le nombre de sommets
intérieurs a w, et Néw le nombre de sommets du bord dw. On ordonne ces points P; ainsi :

Vip € 1L, S;, € w, et Viy € I}%, Si, € Ow, ol on a défini les ensembles d’indices suivants :

= {1,., NV 1}, = {NL+1,. NL+ N tetT; =1, 0T}, .

Soient u;,, i1 € I; les fonctions de base P;, qui génerent V;.

Le champ électrique discretisé est recherché dans l’espace (Va)2. On ordonnera les points de
discrétisation Py (sommets et arétes des triangles) M;, i € {1,..., N} comme c’est indiqué dans
la section 4.2. Soit i € I tel que M; soit un sommet de la triangulation. Alors il existe i; € I
tel que S;; = M;. On considérera v;, ¢ € I les fonctions de base P, qui génerent V,. On notera
pn, Vapproximation du multiplicateur de Lagrange et E(, ); 'approximation du champ électrique.
P(v,) h st décomposé ainsi :

Payh = D Payn(Si) ui

11 €14

On notera Py € RN le vecteur associé a Pevyh Py = (P (S1) 5 Py (SN, ) ).

Remarque 5.2 On peut aussi utiliser les éléments finis de Taylor-Hood Ps-iso-P; : le multiplica-
teur de Lagrange est alors évalué sur un maillage grossier Ty en Py et les composantes du champ

123
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électrique sont évaluées sur un maillage fin Top, obtenu par subdivision des triangles du maillage
grossier en Py. Les espaces d’approximation sont les suivants :

Xy ={v e C'W) : vg, € PH(T}), VT, € Tp },
pour le champ électrique, et
Vi = {u € Co(w) SuT, € Pl(Tzh)’ VT, € Top },

pour le multiplicateur de Lagrange. La complexité de l'implémentation est similaire a celle des
éléments finis Po-Py. Les éléments finis Po-P; convergent mieux si la solution est réguliére.

5.2 Condition inf-sup discrete

5.2.1 Méthode avec CL naturelles

La preuve de la condition inf-sup discréte uniforme de la formulation mixte (3.5) pour I’élément
fini de Taylor-Hood Ps-iso-P; a été faite par P. Ciarlet, Jr. et V. Girault dans [39] en 3D, a l'aide
d’un reléevement discret de la condition aux limites normale (voir aussi [19] pour le probleme de
Stokes).

Il s’agit alors de montrer la condition inf-sup pour le couple d’espaces ((V9)3, (Vi NL3(2))).
Pour cela, dans le cas d’'un maillage quelconque, les auteurs se ramenent aux inégalités locales
suivantes :

(qn,divvy)o, 7 > CPQT!%\%,T et [vili,r < dhrlgn|h T

Grace a la technique de [106], qui prouve la condition inf-sup discréte pour le couple d’espace
((V9)2, (VinLi(w))) pour le probleme de Stokes, on obtient la condition inf-sup globale.

Pour le couple d’espaces (Xz, V1), la preuve de la condition inf-sup se montre de la méme
facon. D’ou :

Proposition 5.3 Il existe une constante kK > 0 indépendante de h telle que :

Be(Fp, up) >
E.

inf sup =
un€Vi FreXg o || Frllxg [[un llo

5.2.2 Méthode avec CL essentielles
XOE’]; est un sous-espace de Xo, et V(Fp, up) € X%’g X Vi, Bo(Fp, up) = Be(Fp, up ), on

a donc aussi une condition inf-sup discrete pour le couple d’espaces (X%’g, Vi):

Proposition 5.4 [l existe une constante x; > 0 indépendante de h telle que :

Bo(F
inf  sup o(Fn, un) > K.

eVt g, ex0. 8 [ Fnllxg [l flo

5.2.3 Régularisation a poids

Nous n’avons pas obtenu de résultat théorique sur la condition inf-sup discrete dans X%,v’
cependant les résultat numériques suggerent que cette condition n’est pas vérifiée de fagon uni-
forme : sur des maillages homogénéisés, le nombre d’itérations de I'algorithme d’Uzawa se comporte
linéairement en fonction du logarithme du pas maillage, ce qui nous laisse penser que 7 dépend du
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logarithme du pas du maillage. Comme on peut montrer que || py ||, reste petit (voir la section
5.6), la méthode converge tout de méme assez rapidement.

Le probleme de la condition inf-sup discrete dans des espaces & poids a été étudié pour le
probleme de Stokes. Dans [64], V. Girault et al. obtiennent une condition inf-sup discrete avec
un poids qui n’est jamais nul (il est de la forme (2 4 &% h?)'/2). Dans [14], Z. Belhachmi et al.
obtiennent un condition inf-sup discrete pour le probléme de Stokes axisymétrique.

5.3 Meéthode avec CL naturelles mixte : discrétisation

La formulation variationnelle (3.5) discrétisée par les éléments finis de Taylor-Hood Pa-P; s’écrit
de la fagon suivante :
Trouver le couple (pp,, Ep) € Vi x X3 tel que :

Viel,Vae {1,2} Ag(Ep,viey) + Be(viea,pn) = L (viey),

. 5.1)

Vip € I ZBE(Emuil):gE(%)- (
jel

En décomposant p;, dans (5.1), on obtient :

Vi € I,VOZ € {1’ 2} AE(Eh,UieCM) + Z ph(Sjl)BE(vieaauil) = ‘CE(/Ul'eCl)a

j1€el
Vil c 11 BE(Eh,uil) :QE(uil).

Soit E € (R?)N, la représentation de &, dans vect(v; €4 )ier ,ae{1,2}- Nous allons écrire les équations
ci-dessus de facon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées a Bg et Gg.
e Soit Cg € (RY?)N1*N ] matrice composée des sous blocs Cp '’ € R? tels que :

Vil < Il,Vj € I,C%’j = (BE(vjel,uil) BE(vjeg,uil) ) = ( (alvj,uil)o (Bgvj,uil)o ) .
e Soit G € RN! le vecteur tel que :
Vip € I, G" = Gg(u;, ).

Les équations (5.1) se mettent sous la forme :

ARE+CLp = L

CgE =

(o)

L’algorithme de résolution de (5.2) est le suivant :
- Résoudre AR Ey = L ;
- Résoudre (CEAEC%)B = CgEy — G;

- Résoudre AgkE = L — C%B.
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5.3.1 Matrice mixte

La matrice mixte Cg € (R'*2)N1X2N ogt composée des sous blocs (C% 7 e RX2 tels que :
Vip € I1,Vj € 1,

(C%vj — ( (617)]‘7 uil)O (agvj, uil)O ) = Z < . 81 ?}j Uiy dw 32 Uj Uiy dw > .
l

T,
Ty | Siy , M;€T, !

(A

Pour chaque triangle T, on doit donc calculer les fonctions de base Pj, notées u;, et les fonctions
de base P, notées v;. L’intégration se fera par un schéma d’intégration numérique.

5.3.2 Second membre

Le vecteur du second membre G € RN est tel que : G = (g, uiy )o- Ce calcul peut étre
effectué directement, a ’aide d’un schéma d’intégration numérique, ou en utilisant la fonction
d’interpolation Py de g : g5, = IIi(g). Soit M; € RNt*Ni ]e matrice de masse P telle que :
Vii, 1 € L,

i,J1 _ ) ) _ E .
Ml - (un y Ujy )0 - / Uy Ugy dw.
7,18, , Sy, en T

On en déduit dans le second cas : G = M g.

5.4 Complément singulier orthogonal mixte : discrétisation

La formulation variationnelle (3.7) discrétisée par les éléments finis de Taylor-Hood Ps-P; s’écrit
de la fagon suivante :
Trouver le triplet (py,, Ex, cn) € Vi x Xg x RNer tel que :

Vi e Iw,\V/OZ € {]-a 2}7 AO(Ehaviea) +BO(Uiea,ph) = ‘CO(viea)?

Vi e g, Ao (Ep, vivi) + Bo(vivi,pn) = Lo(vivi),
Vi € 1, Eh(Mi)-Ti:eh(Mi)-Ti,
Vi€ 1., E, (M;) = e (M), (5.3)
NCT
Ym e {1,.., Ny}, T By 4 Bo(xy, . pn) = AR,
=1
NCT

Vil 6115 BO(Eh,uil)+ch,h80(xfaui1):gE(ui1)~
=1
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Rappelons que divx? = st,. Ainsi, on approche By (x7, u;, ) par (sp h, i, )o. En décomposant
l D l 1 ) 1

pp, dans (5.3), on obtient alors :
Ny
Vie l,, Va € {1,2}, Ag(En(Mj), viea) + Z Ph (Siy ) Bo (viea, uiy ) = Lo (viea),

i1=1

Ny
Vi€ Lo, Ao (B, vivi) + D pn(Siy) Bo (i, wiy ) = Lo (vivi),
i1=1
Vi € 1, Eh-Ti:eh(Mi)-Tia
Viel, Ej, (M) = ey (M;),
NCT
¥m e {1,...Na}t,  ®> o nBy™ + ($h h,pn)o = T,
=1
NC’V‘
Vip € In, Bo(En, uiy) + Y cn(sh psui o = Gr(u;).
=1

Soit E € (R2)N, la représentation de Ej, dans la base B (4.40). Nous allons écrire les équations
ci-dessus de facon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées a (le7 b )0
et Bo.

e Soit Sp € RN1*Ner ]a matrice composée de N, vecteurs colonnes de RN tels que VI € {1,..., Ng, }:

Yip € Il,S%J = (le,h, Uy ) -

e Soit Cg € (R*2)N1x2N |3 matrice composée des sous-blocs (Cf)l 7 e RX2 tels que :

Vipe,,Vjel, C/=cCi,

Vipel,¥jel. Ci7=(00),

Vip € 1,Vjel, C=(0 Bo(vjvj,uy))=(0 (v, uy)o)-
e Soit C, € (RM2)N1x2N |4 matrice composée des sous-blocs C2 7 € R™2 tels que :

Vipeli,¥jel, ¢/ =(0 0),

Vip e I,,Vjel, CH7 =Ci,

Vii € ,Vj €1, C&= ( Bo(vjTj,uy) 0)=( (Or; vj, uiy Jo O ) -

Il s’agit de résoudre le systeme matriciel suivant :

A0E+C0TB = LO—ATQ,
WXhCh—{—S%B = TAp,

CoE + Spep, = G — Cre.
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Ecrivons ces équations sous la forme condensée suivante :

Ao 0 E o}
(5 ) () (5 )e

(<o so)(

|
VR
I—
o
3
LS
L
o)
N—

(5.4)

Irm)

> = Q_(Crg-
Ch

Soit C' = (Co Sp ) € RMN14Ner)x2N4Ner) | To systéme (5.4) se rééerit ainsi (avec A/, E' et L/
décrits au paragraphe 4.9.1) :

AIE/ + (C/TB L/,

CE = G-C,e.

L’algorithme de résolution de (5.5) est le suivant :

- Résoudre A’E{) = L', c’est-a-dire : E’O = < E?(j ), avec : AOE =Ly — AreetXy cg = Ay
- Résoudre (C' (A")1CT)p = C'Ey — (G — C,e);

- Résoudre AOE =Ly — Are— CE‘)FE et tXpcp = A, — SIT)E.

5.4.1 Matrices mixtes

Les calculs de Cy et C,. sont similaires & ceux de Cg. On a :

Vipelj,Vjel, CJ=

)

0 Oy, vj ujy dw
Ty|Siy s M €Ty Ti

Vip e I;,Vj €1, C?’j — Z / 6ijjul-1 dw 0 .
TS Ti

i, M eT)

5.4.2 Second membre

Nous avons remarqué que : By (X7, ui, ) = (8p,1, uiy Jo. Ainsi, Sp € RN Ner egt telle que :

. N
SB = ($p,1,h> i )o = (3D,1,n> Uiy Jo + (SD 1. s Uiy Jo-

Le premier terme est tel que : (sg,l,h’ uiy Jo = (Mis; )i, ot sp ; représente 'approximation
par les éléments finis P; de Lagrange de sp ;. Le second terme, qui dépend de sg ; est calculé
directement, a 'aide d’un schéma d’intégration numérique (section 15.2).
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5.5 Régularisation a poids mixte : discrétisation

La formulation variationnelle (3.10) discrétisée par les éléments finis de Taylor-Hood Pa-Pj
s’écrit de la fagon suivante : Trouver le couple (py n, Ey ) € Vi x Xy tel que :

Viel,,Va e {1,2} A(Ey n,vieq) + By(py,n,uj ) = Ly(vieg),

Viel,, Ay (Ey nyvivy) + By (vivi, pyn) = Ly(vivs),

Viel,, E, n(M;).7i = e (M;). 7y, (5.6)
Viel, E, n(M;) = en(M;),

Vi €Iy, By (Ey n, i) = Gy (ug ).

En décomposant p., j dans (5.6), on obtient alors :

Ny
Viel,,Yae{l,2}, A, (E, ,,vieq) + Z Dy h (Si ) By (viea, uiy ) = Ly (vieq),

i1=1
Ny

Viel,, Ay (By s vivi) + > py o (Si) By (vivi ugy ) = Ly (vivi)
i1=1

Vi e l,, E, n(M).7i = e, (M;). 74,

Viel, E, n(M)=e,(M),

Vip € I By (Ey 1, ui ) = Gy(u ).

Soit E, € (R?)N, la représentation de E, _j, dans B (4.40). Nous allons écrire les équations ci-dessus
de facon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées a B et G,.
e Soit C, € (RY2)NX2N 14 matrice composée des sous-blocs C°7 € R? tels que :

Vip € 1,Vj €1, (Ci/l’j = (B,Y(vjel,uil) B,Y(UJ'GQ,UZ‘I) )
= ( (O1vy, ui o,y (D2vj, uiy o,y )

Vip e 1,Vjel. C47=(00),
Vip € 11,V €1, (Ci/l’j = (O B’y(vj’/j7ui1) ) = ( 0 (8Vjvj,ui1) ) .
e Soit C,. ,, € (R1X2)N1x2N 13 matrice composée des sous blocs Cf},’a,j € R™2 tels que :
Vipel,Vjel, C' =(0 0),
Vi € 11,\7]' e 1. (C:ll,’fyj = ( B,Y(vjel,ul-l) Bv(vjeg,uil) )
= ( (0105, uiy o,y (O2vj, uiy o,y ) 5

\V/’iléll,VjGIa Cf«171yj:(8fy(’[)j7'j,uil) 0):((8ijj,uil)0,7 0)
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e Soit enfin G, € RN1 Je vecteur tel que :

Vip € Ilagil = g’Y(uil) = (9, uj )0, -

Les équations (5.6) se mettent sous la forme :

Awﬁy‘kczgﬁ/ = L _AT,’yga

(C'y E'y = g

L’algorithme de résolution de (5.7) est le suivant :
- Résoudre A, EW,O = Lﬁy — A e;

- Résoudre (CLA7ICT)p = C,E.,, — (G, — C, 4e);
TRy v/ By Y=,0 Y

Y

- Résoudre A, Eﬁ/ = L,Y

— A, e — Cng-
5.5.1 Matrices mixtes
C, € RN1X2N st composée des sous blocs (Ci,l 7 e R? tels que :

Vipel,,Vjel cid — Z /rz'yalvjuildw Z /rz'yagvjuildw
9 W vy TI‘S Tl Tl Y

ilije,Tl ’Tl‘Sil,MjE’Tl

Vipel,Vjel. €7 =(00),

i1, ] 2v ap
ViieL,Vjel, cid— [0 > /TT By, vjus dw |
Ty|Siy ,M;eT; 77!

C, 5 € RN12N ost composée des sous blocs (Cf},’yj € R tels que :

Vipe,Vjel, C'Y =(00),

Vi, €T, Vjel, Cri— Z /r2761vjuil dw Z /r2762vjuil dw
5 c T,y TS 7 7 5

ilije,Tl ’Tl‘Sil,MjE’Tl

o 9
Vip e 1,Vjel, C'Y = ( | Z /Tlr’vaijjuildw 0)_
Ti| S

ZlvMJe,I‘l

5.5.2 Second membre

G, € RN est tel que : nyl = (g, ui, )o,~- Ce calcul peut étre approché directement, a I’aide
d’un schéma d’intégration numérique, ou en utilisant la fonction d’interpolation P; de g. Soit
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M, 1 € RN1XN1 16 matrice de masse pondérée P telle que : Vip, j1 € 1y,

1,01 (. . — 2Y 0, s
Mfwl - (U21 5y Ugy )O,fy = Z /T T U Ujy dw.
Ty ]Sy, 85, €T !

Dans le second cas, en déduit : Qv =M, 18

5.6 Analyse d’erreur

Rappelons que dans le cas quasi-électrostatique, le multiplicateur de Lagrange est nul : p = 0.

Lemme 5.5 Pour les trois méthodes étudiées, on a l'estimation d’erreur suivante sur le multipli-
cateur de Lagrange : Il existe une constante C), qui ne dépend que du domaine et des données telle
que, pour h suffisamment petit :

lpnlle < CphT, (5.8)

ou T est le taux de convergence du calcul de E sans multiplicateur de Lagrange.

Ainsi, méme si p, ne s’annule pas, il prend des petites valeurs. La démonstration suivante est due
a P. Ciarlet, Jr. [35].

DEMONSTRATION. Le couple d’espaces (X, Q) peut représenter (Xg, L*(w)), (X%, L?*(w)) ou
(X% oy Lg{(w) ). Soit (X}, Qr) le couple d’espaces discretisés respectif. ® représente ’espace @ p
ou ¢, (méthode a poids). Soit L la forme linéaire continue suivante : VF € X,

Leg(F) siX = Xg,
L(F)=1{ Lo(F)— Ay(e,F) siX =X{,
Ly(F) = A, (e, F) siX =Xy

gx vaut g pour X = Xg, et ¢" sinon. Considérons les problémes suivants :
Le probléme direct continu :
Trouver E € X tel que :
(E,F)x = L(F),VF € X. (5.9)

Le probleme mizte continu :
Trouver (E, p) € (X, Q) tel que :

(E,F)x + (p,divF)g = L(F), V F e X, (5.10)
(AvE, ¢)g = (9x,9)q, ¥ ¢ € Q. (5.11)

Le probléme mixte discrétisé :
Trouver (Ep, pr) € (Xp, @Qn) tel que :

(En, Fr)x + (pn,divFy)g = L(F), V Fy € Xp, (5.12)
(divEn, qn)o = (9x,an)q, ¥ aqn € Qn- (5.13)

Soit ¢ € P tel que Ap = pp dans w. Considérons v* tel que v* = grad ¢. On a donc v* € X,
tel que :
divv* = pp, dansw,
rotv¥ = 0, dansw,
vV Tiow = 0, surdw.
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v* est donc solution du probléme :
Trouver v* € X tel que :

(v, F)x = (pn,divF)g,VF € X. (5.14)

e Soit v la solution du probleme discrétisé correspondant :
Trouver v; € X, tel que :

(V;';,Fh)x = (ph,diVFh)Q,VFh e Xy (5.15)
On a donc :
|v: —villx < _inf |[v" — v}||x,, d’apres le lemme de Céa ?7?,

FpeXy,
< Cllpnlloh”, (5.16)

d’apres 'analyse d’erreur pour le probleme discret, ou C' est une constante qui ne dépend que du
domaine w.

e Choisissons de prendre Fj, = Ej dans (5.15), et ¢, = pp dans (5.13). On a alors :

(Vi En)x = (pr, divEs)g = (9x,pn)o = (9x, divv™)q.

Lorsqu’on injecte Fj, = v; dans (5.12) on obtient :

(En, vi)x + (pn,divvy)g = (f,rotv;;)o—l—(g,divv;;)o—{—/a evy.1Tdo, si X =Xg,
(09}
= (f% rotv})o + (¢°, divv})g, sinon.

En remplagant le terme (Ej , vi)x par (gx , divv*)g et en le transférant au second membre, on
en déduit :

(pn,divvy)g = (f,rotv;;)o—l—(g,div(v;‘L—v*))o—F/ evy.Tdo, si X =Xg,
0
= (fo,rotvl’;)o—l—(go,div(v;;—v*))Q, s(idnon,

e Comme par définition de v*, rot v =0, et v*.7 5, =0, 0on a:

(pn,divvy)g = (f,rot(vy —v*))o + (g,div(vy — v*))o

+ e(vy, —v").rdo, si X=Xg,
Ow
= (f% rot(vi — v*))o + (¢°, div(vi — v*))q, sinon,

ce qui se réécrit : (pp, divvy )g = L(v) — v*). Or,on a:

||ph||é = (pn,divv*)g = (pn,div(v* = v}i))o + (pn, divvy )
= (pn, div(v" = vi))g + L(v} = v").

On en déduit les inégalités suivantes (avec : || L||xr = sup |[L(F)]) :
FeX

1Pl < lpnllelldiv(v: = vi)lle + I £lx IIv* = villx,
d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
(pnlle + 1L1x ) [[v: = villx

<
< Clipnlleh™ (lpnlle + I £]lx/), daprés (5.16).
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D’ot, en simplifiant par || py [|g, on a: |[pnllo < CR™ (||pnllo + || £]]x/)-
En regroupant les || pp || dans la partie gauche de I'inégalité, on en déduit, pour h suffisament
petit, tel que Ch™ < 1/2:

1 .
Ipnlle < Slipnlle + CAT[[ L]lx, soit :
lpnlle < 2ChT[[L][x/ h".
D’ou le résultat, avec Cp, = 2| L]|x’.
O
Notons provisoirement E} € X}, la solution du probleme discrétisé direct :
VF;, € Xy, .A(EZ, Fh) = ﬁ(Fh)
Soit (Eyp, pr) € Xp, X Qp tel que :
A(En, Fr) + B(Fn,pn) = L(Fp),VF, € X,
B(En,qn) = G(an),Yan € Q.
Lemme 5.6 On a l’estimation suivante :
IEr — Exllx < llprlle- (5.17)
DEMONSTRATION. On a: A(E;, — E; , F;,) + B(Fy,, py) = 0. Prenons Fy, = E;, — Ej.
D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
IEn — Ejll% < [lpnllolldiv(Es — Ef)llg < lIpnllel Er — Ejlx-
O

Théoreme 5.7 Pour les trois méthodes étudiées, on a les mémes estimations d’erreurs avec ou
sans multiplicateur de Lagrange.

DEMONSTRATION. D’aprés I'inégalité triangulaire, on a en effet :

IE — Enllx I(E - Ej) + (Ej — En)llx
|

< IE - Ejllx + B} — Exflx.

D’ou, d’apres la section (5.5) : |[|E — Ep||lx < Ch™ + C,h" =(C + Cp)h".

5.7 Optimalité de I’algorithme d’Uzawa

La matrice CA™'CT est symétrique et définie positive car A est une forme bilinéaire coercitive
sur X x X, et C est de rang maximal. On peut donc appliquer donc [’algorithme du gradient
conjugué (voir la section 15.4) pour calculer p.

Afin de diminuer le nombre d’itérations de I’algorithme, qui est lié au nombre de conditionne-
ment de CA~'C”, on utilise comme matrice de préconditionnement la matrice de masse M. Celle-ci
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est équivalente & C A~'C” si la condition inf-sup discréte est uniforme (comme prouvé dans la sec-
tion 15.7). Dans ce cas, le nombre d’itérations est indépendant de h. Pour réduire le cott d’une
itération, on remplace la matrice de masse pleine par la matrice de masse réduite.

Les résultats illustrent le fait que cet algorithme est optimal pour résoudre le probleme mixte
lorsque la condition inf-sup discréte uniforme est vérifiée (espaces Xg et X%) . Ainsi, pour I'espace
X%7 » I’algorithme d’Uzawa n’est pas optimal car la condition inf-sup discréte dépend du pas du
maillage. Notons pour finir que dans la mesure ou d’une part la dépendance numérique est faible
(voir les expériences numériques du chapitre 6), et d’autre part, le multiplicateur de Lagrange est
petit, ce n’est pas pénalisant, si toutefois on préconditionne le systeme avec la matrice de masse a

poids réduite .



Chapitre 6

Résultats numériques du probleme
statique 2D

6.1 Introduction

Les méthodes pour la résolution du probleme quasi-électrostatique (2.1)-(2.3) ont été pro-
grammées en Matlab. Nous avons choisis ce logiciel de calcul scientifique car la syntaxe est ma-
tricielle, et on dispose de plusieurs fonctions spécialisées pour le calcul (inversion de matrices,
recherche de valeurs propres...) et la représentation.

Le domaine d’étude w pour les tests numériques est un polygone non-convexe en forme de L
(figure 6.1). Il ne comporte donc qu’un seul coin rentrant a angle droit, tel que @ = 2/3 (voir les
sections 4.11 et 5.6). Nous avons travaillé avec cinq différents maillages, générés par un maillage
initial, raffiné cinq fois mais non- homogénéisé. Les caractéristiques de ces maillages sont les sui-
vantes :

Maillage 1 2 3 4 )
h, pas du maillage | 2.00 x 10~ | 1.00 x 10~! | 5.00 x 1072 | 2.50 x 102 | 1.25 x 102
Nombre de triangles 616 2464 9856 3942 158720
Nombre de noeuds P; 351 1317 5097 20049 79521
Nombre de noeuds P» 1317 5097 20049 79521 —

TAB. 6.1 — Caractéristiques des maillages.

0 2 4 6

F1G. 6.1 — Représentation du domaine d’étude, et du maillage 1.

135
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Nous utiliserons les notations suivantes :
- Ey4, I'approximation du champ électrique calculée a l'aide des potentiels ¢p et ¢y,
- E, o, Papproximation du champ électrique calculée dans Xg,
- B, Papproximation du champ électrique calculée par la A-approche, et A\, 'approximation de A,
- E |, approximation du champ électrique calculée dans X%’ R,
- Eg, 'approximation du champ électrique calculée dans X%,
- E,, 'approximation du champ électrique calculée dans X%7 "
X désigne I'un ou l'autre des espaces considérés, et Ej est de fagon générale I'une ou l'autre des
approximations associées. On appelle E le champ électrique solution exacte du probleme. On notera
la méthode avec condition aux limites naturelles : MCLN et la méthode de régularisation a poids :
MRP.

Pour la MRP, nous avons pris v = 0.99. Ainsi, le taux de convergence théorique (avec les bonnes
hypotheses sur les données) de cette méthode est d’environ 0.66. Pour la A-approche ou la MCSO,
le taux de convergence théorique (avec les bonnes hypotheses sur les données) est de l'ordre de
0.33.

Afin d’étudier le taux de convergence des méthodes, nous calculons le taux de décroissance de
I'erreur en norme X ou L2(w) entre deux maillages consécutifs :

_ log1o(|[En,y, — Ellx ouo) —logig([[En, — Eflx ouo)
log19( hit1) —1ogyo(hi)

Pour i e {1,..,4}, , =

Nous utiliserons la notation suivante : Tyueth norm les taux de convergence de la méthode meth en
norme norm. Notons que pour étudier I’erreur en norme X, nous n’avons besoin que des données
et de Ej,. En revanche, pour calculer erreur en norme L2(w), il faut disposer d'une approximation
discrete du champ électrique exact, ce qui n’est pas le cas en général.

Dans la section 6.2, on présente les résultats du calcul de Ej, par les éléments finis P; de Lagrange
continus composante par composante. Dans la section 6.3, on présente les résultats du calcul de E
par les éléments finis mixtes P;-P, de Lagrange continus composante par composante.

6.2 Calcul direct

Afin de tester les méthodes directes en Pj, nous choisissons les trois cas-tests suivants :
- Cas test 1 : g sinusoidale en = et y, f = 0, et e = 0. On connait alors la solution analytique de
(2.1)-(2.3), qui est de plus réguliere; on a donc A\p = 0.
- Cas test 2: g = sp, f =0 et e = 0. La solution de (2.1)-(2.3) est —grad pyp = —gradgp +
Ap xP. On ne connait pas grad $p exactement, mais on peut I’approcher en calculant @p par les
éléments finis P; de Lagrange. —grad @p est alors (Py)?, c’est-a-dire constant par triangle.
-Castest3: f =0,9g =0ete = XP.T‘aw. Dans ce cas, la condition aux limites tangentielle

n’est pas nulle. La solution de (2.1)-(2.3) est connue et vaut E = x*.
6.2.1 Cas régulier
On résout (2.1)-(2.3) avec : f = 0, g = 27sin7x sin7y dans w, e = 0 sur la frontiere Jw.

cos Tx Sin wy

Le champ E solution est alors : E = — < .
sin rx cos Ty

>. Dans ce paragraphe, Eg représente

I’approximation de E calculé dans XOE’R sans complément singulier.
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e Dans les tableaux 6.2, on a représenté a gauche les erreurs en norme L2(Q) et & droite les
taux de convergence de ces erreurs. Le calcul de I'erreur est fait a 'aide d’un schéma d’intégration
numérique a sept points par triangle, sachant qu’on connait la solution exacte en tous points. On
observe que la méthode qui converge le moins bien est le calcul du champ par les potentiels. En
effet, E4 est Py alors que les autres approximations sont P;. Comme X est nul, la méthode du
complément singulier revient a effectuer le calcul du champ quasi-électrostatique dans X%’R. La
différence (inférieure a 0.01%) est due a l'erreur sur le calcul de A : A\j n’est pas exactement nul.
Notons de plus qu’on obtient exactement le méme résultat numérique avec la A-approche et la
MCSO.

e Dans les tableaux 6.3, on a représenté a gauche les erreurs en norme X et a droite les taux de
convergence de ces erreurs. De méme, le calcul de l'erreur est fait a I’'aide d’un schéma d’intégration
numérique a sept points par triangle, sachant qu’on connait g en tous points. Pour les méthodes
de calcul direct, les taux de convergence sont de l'ordre de 1, ce qui correspond au taux attendu
lorsqu’on approche un champ régulier avec les éléments finis de Lagrange P;. Le calcul du champ
dans X% (avec ou sans complément singulier) converge mieux que le calcul dans Xg, car on tient
compte explicitement de la condition limite (comme on le verra dans les tableaux suivants). Notons
qu’on a un facteur deux entre le taux de convergence de la A-approche en norme Xg et celui en
norme L2(Q), comme c’est attendu par la théorie (voir le paragraphe 4.11.2). Pour la MRP, on
remarque qu’on a quasiment la méme erreur en norme X§ et en norme XOEW, toujours car la
donnée et la solution sont régulieres. Il semble qu’on ait aussi un facteur deux entre le taux de
convergence de la MRP en norme Xg et celui en norme L2(2)

e Dans les tableaux 6.4, on a représenté a gauche les erreurs sur la composante tangentielle sur
Ow, en norme L?(0w) et & droite les taux de convergence de ces erreurs. La quantité || Ey .7 |0, aw
correspond ici & Perreur d’interpolation entre Ax .7 |0w €6 An m(xP .7 | Bw ).

Maillage 1 2 3 4 5
|Es—Ello | 3.0% | 0.9% | 0.3% | 0.0% | 0.0%
[ Enat —Ello | 40% | 1.4% | 0.4% | 0.1% | 0.0%
|Ex—Ello | 25% | 0.6% | 02% | 0.0% | 0.0%
|Eo—Eljo | 24% | 0.6% | 0.2% | 0.0% | 0.0%
IE, —E|p | 1.2% | 0.3% | 0.1% | 0.0% | 0.0%

| 1/2]2/3[3/4]4/5
To0 | 1.80 | 1.75 | 1.68 | 1.62
Tnato | 155 | 1.82 | 1.94 | 1.93
Tao | 1.99 | 1.99 [ 2.00 | 2.01
7,0 | 1.93 | 1.94 | 1.94 | 1.96

TAB. 6.2 — Cas régulier : Erreurs L2(w) et taux de convergence.
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Maillage 1 2 3 4 5
|Eg —Ellxg | 37.0% | 20.3% | 11.7% | 7.1% | 4.5%
| Enat — E||xg | 31.4% | 15.8% | 7.9% | 4.0% | 2.0%
|Ex —E||xg | 32.3% | 16.0% | 8.0% | 4.0% | 2.0%
|EL —E|lxg | 32.3% | 16.0% | 8.0% | 4.0% | 2.0%
|Eo— Ellxg | 32.3% | 16.0% | 7.9% | 4.0% | 2.0%
|E, — E HX% . 30.2% | 14.8% | 7.4% | 3.7% | 1.8%

IE, —E|lxo | 33.0% | 16.1% | 8.0% | 4.0% | 2.0%
v X9

| 1/2 ] 2/3]3/4 ] 4/5
Toxs | 087 | 0.79 [ 0.72 [ 0.64
TnatXg | 0.99 | 0.99 | 1.00 | 1.00
Taxg | 1.01 | 1.01 | 1.00 | 1.00
7,xg . | 102 [ 1O [ 1.00 | 1.00

Ty X9, 1.02 | 1.01 | 1.00 | 1.00

TAB. 6.3 — Cas régulier : Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5
|Ey —Elloow | 26% | 0.1% | 0.0% | 0.0% | 0.0%
|Enat — Elloow | 5.6% | 2.0% | 0.6% | 0.2% | 0.0%
|Ex —Ellos, | 0.0% | 0.0% | 0.0% | 0.0% | 0.0%

Ti 1/2 | 2/3 | 3/4 | 4/5
Toow | 147 | 147 | 1.48 | 1.50
Tnat,0w | 1.36 | 1.70 | 1.82 | 1.85
Taow | 4121 4.03 | 4.01 | 4.00

TAB. 6.4 — Cas régulier : Erreurs L%(dw) et taux de convergence.

6.2.2 Premier cas singulier

On résout (2.1)-(2.3) avec cette fois : f = 0,9 = sp, e = 0.

Le champ E solution est alors : E = —gradyp = —grad@p + Ax”. On ne connait donc pas
exactement le champ exact, aussi on prend comme approximation du champ exact pour calculer
Verreur en norme L?(w) : Ep = —grad @pp + A xP, ou ©p,», approché par les éléments finis Ps,

et —grad ¢p j, est obtenu par projection Pi-P». Rappelons que dans notre situation, on a o = 2/3,
et donc 1 — a = 2a — 1. Ainsi, sp € H?>*717%(w) pour tous 0 < ¢ < 2 — 1 (d’apres [67], thm.
1.2.18). On est dans le cadre des hypotheses du paragraphe 4.11.2 : le taux de convergence attendu
pour la A-approche est bien de 'ordre de 0.33. En revanche, on ne peut pas savoir quel est le taux
de convergence attendu pour la méthode & poids car on n’a pas ’hypothese div E = 0 requise pour
appliquer la proposition 4.19. De méme que dans le cas régulier, la A-approche et la MCSO donnent
les mémes résultats numériques.

e Dans les tableaux 6.5, on a représenté & gauche les erreurs en norme L2(2), calculées & 'aide
d'un schéma d’intégration numérique & sept points (pour approcher au mieux x*), et & droite les
taux de convergence de ces erreurs. On remarque que cette fois-ci, la donnée n’étant pas réguliere,
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il est crucial d’utiliser le complément singulier pour approcher correctement E dans X% p- Sinon, il
n’y a pas convergence vers la solution exacte (voir la quatrieme ligne : [|[Eq — Epllo), comme c’est
annoncé par la théorie. En fait, Eg converge vers une solution réguliére autre que E.

e Dans les tableaux 6.6, on a représenté a gauche les erreurs en norme X et a droite les taux de
convergence de ces erreurs. De méme, le calcul de l'erreur est fait a ’aide d’un schéma d’intégration
numérique a sept points par triangle (pour approcher au mieux sg). Pour la Ad-approche, on a un
taux de convergence de l'ordre de 0.33, ce qui correspond a la théorie. Le taux de convergence en
norme L2(w) est de 'ordre de 0.72, ce qui est meilleur que deux fois meilleur que le taux attendu,
de lordre de 0.66, mais comme nous ne disposons pas de la solution analytique, cela correspond au
taux de convergence entre deux calculs différents. Notons que, contrairement au cas ou la solution
exacte est réguliere, la MRP ne converge pas en norme XOE.

e Détaillons les erreurs en norme X. Dans les tableaux 6.7, on donne a gauche les erreurs
de ||divEx — sp nllo(y), de [[rot Ex |[o et de |[Ex .7 [|oaw; et & droite les taux de convergence
correspondants. On remarque que pour les trois méthodes, ’erreur est moins forte sur le rotationnel
que sur la divergence. Cela est di au fait que nous avons choisi une solution a rotationnel nul. De
méme que dans l'exemple du précédent paragraphe, pour la méthode du complément singulier,
lerreur ||Ey. T ||o, g, est simplement une erreur d’interpolation. On remarque en revanche que
pour la MCLN, lerreur sur la composante tangentielle & dw est médiocre et surtout ne décroit
pas. En fait, on ne controle pas la composante normale au bord de E,.:, qui est singuliere au
voisinage du coin, comme c’est illustré sur la figure 6.2. En effet, sur cette figure, on a représenté
| Enat - T | g | aréte par aréte sur le bord dw. On remarque qu’au voisinage du coin rentrant (sur A
et A@), |Enat . T | Bw | augmente brusquement. Cela est dit au fait que par continuité des éléments
finis Py, |Epq - T | 0| tend vers |Epq . v | A0 | et | Epat . T 40 | tend vers | Ep 4t . v 40 | au voisinage du
coin rentrant : la valeur de E, 4 .7 sur AY tend en son extrémité vers la valeur de —E,,4; . v sur
A®. De méme, la valeur de E,q; . 7 sur A® tend en son extrémité vers la valeur de E,q . v sur A°.
Or, cette quantité prend des valeurs plus élévées que la moyenne.

Maillage 1 2 3 4 5
|E, —Epl|lo | 10.3% | 6.2% | 3.8% | 2.3% | 1.4%
[|Enat — Epllo | 51.9% | 49.1% | 45.5% | 41.7% | 37.8%
|Ex —Epllo | 12.8% | 7.6% | 4.6% | 2.8% | 1.7%

l|lEo — Epllo | 70.9% | 73.3% | 74.7% | 75.5% -
l|IE, —Epllo | 56.8% | 45.2% | 34.5% | 26.7% | 21%

7 | 1/2 ] 2/3 [ 3/4]4/5
To0 | 0.73 | 0.72 [ 0.70 | 0.69
Tnato | 024 | 022020 | 0.17
7o | 0.75 | 0.73 [ 0.72 | 0.70
750 | 0.33]0.39 [0.37 | 0.35

TAB. 6.5 — Cas singulier 1 : Erreurs L?(w) et taux de convergence.
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Maillage 1 2 3 4 )
|Enat — Epllxg | 44.2% | 37.5% | 32.3% | 28.1% | 24.9%
|lEx —Epllxg | 39.7% | 31.4% | 24.9% | 19.8% | 15.7%
||E, — ED||X0E’7 45.3% | 35.3% | 28.6% | 23.6% | 19.6%

[E, —Epllxo | 76.3% | 93.8% | — — -

T 1/2 | 2/3 | 3/4 | 4/5
Tnat,Xg | 0.24 | 0.22 1 0.20 | 0.17
"Xy | 034 | 0.33 | 0.33 | 0.33
T, X0 0.34 | 0.30 | 0.28 | 0.27
7 XE 4

TAB. 6.6 — Cas singulier 1 : Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5
[|lrot Epnatllo 14.4% | 13.3% | 12.0% | 10.7% | 9.6%
||div Epgr — spllo | 37.8% | 30.2% | 24.2% | 19.5% | 15.7%
| Enat - Towlloow | 17.7% | 17.9% | 17.7% | 17.3% | 16.7%
[lrot Exllo 13.5% | 10.5% | 8.2% | 6.4% | 5.0%
||divEy — spllo | 37.3% | 29.6% | 23.6% | 18.7% | 14.8%
|EA - T1owllo,0w 0.0% | 0.0% | 0.0% | 0.0% | 0.0%
|[rot E,||o 25.7% | 21.9% | 17.7% | 14.4% | 11.7%
||divE, —spllo,y | 37.3% | 27.7% | 22.4% | 18.7% | 15.8%

Ti 1/2 [ 2/3]3/4] 4/5
Tnatrot | 011 | 0.15 | 0.17 | 0.16
Tnatai | 032 | 0.32 [ 0.31 ] 0.31
Tnat.ow | —0.02 [ 0.02 [ 0.03 ] 0.05

Tarot | 0.36 | 0.36 | 0.35 | 0.35
Tadiv | 033 | 033034 [0.34
Tadw | 2.00 | 2.00 | 2.00 | 2.01
Tyrot | 0.23 | 0.31]0.30 | 0.30
Todiv, | 043 [ 031026 ] 0.24

TAB. 6.7 — Cas singulier 1 : Erreurs rot, div, E. 7, et taux de convergence.
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Ol En-7 o lly arete / |1En - 7j0u 0.0

FI1G. 6.2 — Cas singulier 1 : [Eyq . 7| g, | aréte par aréte.

6.2.3 Second cas singulier

On résout (2.1)-(2.3) avec: f = 0, g = 0, e = xF . 7. Le champ E solution est alors : E = x*

(donc A = 1). On ne donne que I'erreur en norme L2(w) et en norme Xg puisque nous venons
d’analyser I'erreur au bord au premier cas-test singulier et que les comportements sont similaires
entre les deux cas singuliers. Ce test permet de vérifier la robustesse du code : il montre qu’il
fonctionne correctement pour des problémes avec condition aux limites non homogenes, et qu’il
donne de bons résultats méme avec des données tres singulieres.

e Dans les tableaux 6.8, on a représenté & gauche les erreurs en norme L2(w), calculées & 'aide
d’un schéma d’intégration numérique & sept points (pour approcher au mieux x°).

e Dans les tableaux 6.9, on a représenté a gauche les erreurs en norme X et a droite les taux de
convergence de ces erreurs. De méme, le calcul de I'erreur est fait a ’aide d’un schéma d’intégration
numérique a sept points par triangle. Pour la A-approche, on a une erreur tres faible car elle ne
porte pratiquement que sur la composante tangentielle & Ow.

e Dans le tableau 6.10, nous présentons les résulats des calculs proposés au paragraphe 2.4.3.
Rappelons que x* . 7 est nul sur les arétes du coin rentrant, et régulier ailleurs. Nous pouvons donc
utiliser le théoreme 2.45. Soit e un relevement régulier de e.

On note g, 'approximation de A a la Grisvard : Ag, = — ((rotep, sn.p)o + (diven, spp)o) /7; et

I’approximation de A a la Nazarov-Plamenevsky : Ayp = / e, sn,pdo/m. Pour le calcul de Mgy,

o
ey, est construit de sorte que :

eh(Si) = 0,Viel,,

ey .V; 0, Viel,,

e, .T; XP(SZ').Ti,\V/iGIa,
eh(Si) = XP(SZ‘) , Vi el..

Les parties régulieres des fonctions singulieres duales Sp et sy sont approchées avec les éléments
finis P;. Nous avons utilisé un schéma d’intégration a sept points par triangle pour le calcul de g,
et a quatre points par aréte pour le calcul de Ay p. Le premier schéma est exact pour les polyndmes
de degré cinq et le second pour les polynomes de degré trois. Ainsi, comme on peut ’observer sur le
tableau 6.10, le calcul de Ag, est plus précis. On constate néanmoins que les deux calculs donnent
de trés bons résultats, avec un erreur inférieure & 5% des le premier maillage. Pour les deux calculs,
le taux de convergence est de 'ordre de 1.
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Maillage 1 2 3 4 5
[ Ena —xT [Jo | 69.6% | 65.6% | 55.2% | 49.5% | 44.5%
Ex—x"lo | 04% | 01% | 0.0% | 0.0% | 0.0%
|E, —xT|[o | 54.7% | 42.1% | 32.1% | 24.6% | 19.0%

Ti 1/2 | 2/3 | 3/4 | 4/5
Tnat,0 | 0.08 | 0.11 | 0.13 | 0.15
Tho | 1.38 | 1.36 | 1.35 | 1.34
Tyo | 0.38 | 0.39 | 0.38 | 0.37

TAB. 6.8 — Cas singulier 2 : Erreurs L?(w) et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 5
|| Enat — x7 ||xg | 31.4% | 30.2% | 28.9% | 27.5% | 26.1%
Ey —xF[|xgz | 02% | 0.1% | 0.0% | 0.0% | 0.0%
1B, —x"lxo [ 43.4% | 36.1% | 29.5% | 23.9% | 19.2%

p 1/2 [ 2/3 ] 3/4 | 4/5
TnatXg | 0-06 | 0.06 | 0.07 | 0.08
TaXg | 1.38 | 1.36 | 1.35 | 1.34
7Xg., | 027 | 020 [ 0.30 | 0.32

TAB. 6.9 — Cas singulier 2 : Erreurs X et taux de convergence.

Maillage 1 2 3 4 )
AGr 0.996 | 0.998 | 0.999 | 1.000 | 1.000
ANP 0.956 | 0.978 | 0.989 | 0.995 | 0.997

TAB. 6.10 — Cas singulier 2 : Deux calculs de .

6.3 Utilisation du multiplicateur de Lagrange

Dans cette section, nous donnons des résultats de ’approximation du champ quasi-électrostatique
par les éléments finis de Taylor-Hood P»-P;, avec les données suivantes : f = 0, g = 1 dans w et
e = 0. Pour les trois méthodes, nous avons évalué le multiplicateur avec ’algorithme du gradient
conjugué avec un criteére d’arrét égal & 10~° de trois facons différents :

- Sans préconditionner la matrice CA~'C” (paragraphe 15.4.1),

- En préconditionnant cette matrice par la matrice de masse Ly )(w) P1 (paragraphe 15.4.2),

- En préconditionnant cette matrice par la matrice de masse Ly (w) P1 réduite (sections 15.5,
15.6, et 15.7, partie IV).

Rappelons que si la condition inf-sup discrete est uniforme, la matrice CA ~1CT est équivalente
la matrice de masse M, elle-méme équivalente & la matrice de masse diagonale M. Ces trois méthodes
de calcul donnent le méme résultat pour pj, on aura donc le méme résultat pour I'approximation
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E;, mais les algorithmes de résolution ne convergent pas a la méme vitesse et n’ont pas le méme
colt calcul. Notons que comme py, est petit, 'approximation de Ej, correspond a celle en Ps.

e Dans le tableau 6.11, on donne les erreurs d’approximation de E en P>-P; et en P; pour la
MCLN, la MCSO et la MRP, ainsi que les taux de convergence correspondants. On remarque que
c’est la MCSO qui donne le résultat le plus précis. Notons que bien que le taux de convergence de la
MCLN soit faible, cette méthode donne approximation correcte sur le maillage le plus grossier. Pour
la MRP, en P»>-P;, on a un taux de convergence proche du taux théorique attendu. En revanche,
en Pp, le taux de convergence décroit de 0.70 & 0.45. Ainsi, 'utilisation d’éléments finis Py tend a
stabiliser le taux de convergence. Le taux de convergence de la MCSO est supérieur a 0.33, que ce
soit en P>-P; ou en P : il y a un phénomeéne de super-convergence, certainement da au fait que la
solution est plus réguliere que H2*~1=¢(w). Pour les trois méthodes, notons que I'erreur en P; sur
le maillage ¢ 4+ 1 est moins bonne que 'erreur en Ps sur le maillage ¢, pour un cotit calcul similaire.
En effet, les éléments finis P, permettent d’approcher avec plus de précision la partie réguliere de
la solution.

e Dans le tableau 6.12, on donne le nombre d’itérations N;; et le nombre de conditionnement
de CA™!C” (k est défini en 15.1, partie IV) pour les trois méthodes directes en Py-Py. Ce calcul
n’est pas rédhibitoire pour la MCSO et la MCLN, mais on peut diminuer le nombre d’itérations.
Pour la MRP, le calcul est beaucoup trop cotliteux : le nombre d’itérations est tres élévé et croit
trés rapidement.

e Dans le tableau 6.13, on donne le nombre d’itérations et le nombre de conditionnement de
M~ CA~ICT, ou M est la matrice de masse exacte. Le nombre d’itérations est peu élevé, et surtout,
il est indépendant de h pour la MCLN et la MCSO. Pour la MRP, log,,(x) croit linéairement en
fonction de log;y(h), avec une pente d’ordre 1. Pour les trois méthodes, le nombre d’itérations est
raisonnable, néanmoins, chaque itération reste couteuse car il faut inverser la matrice de masse M.
_ Dans le tableau 6.14, on donne le nombre d’itérations et le nombre de conditionnement de
M~1/2CAICTM~1/2, ot M est la matrice de masse réduite. Le nombre d’itérations est peu élevé,
et le colut d’une itération est le méme que sans préconditionnement. Ce préconditionnement est
donc bon compromis.

Maillage 1 2 3 4 )

|| Enat — E||xg, Po-P1 | 11.2% | 10.6% | 10.0% | 9.3% —

|| Enat — E||xg, P1 16.1% | 13.2% | 11.7% | 10.8% | 10.1%
|E; —E||lxg, P>-P1 | 3.7% | 2.0% | 1.2% | 0.8% —

E; —E||lxgz, P 13.9% | 7.8% | 4.3% | 24% | 1.4%
|E, - E ||X%,'v’ P-Py | 73% | 4.6% | 2.9% | 1.8% -

IE,—Ellxy , P | 195% | 120% | 7.7% | 53% | 49%
ol

T 1/2 | 2/3 ] 3/4 | 4/5
Tnat,Xg, P2-P1 | 0.07 | 0.09 | 0.09 | —
Tnat Xg, P1 | 0.28 | 0.17 | 0.12 | 0.10
T Xg, P2-P1 | 0.86 | 0.73 ] 0.65 | —
T Xgs P 0.83 | 0.86 | 0.84 | 0.78
T, X9 P,-P; | 0.67 | 0.67 | 0.69 | —

T,xo  Pi | 070064054045

TaB. 6.11 — Probleme mixte : Erreurs X et taux de convergence.
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Maillage 1 2 3 4
MCLN, N;; | 21 22 22 23
MCLN, & 25 28 30 31
MCSO N 37 37 40 41
MCSO & 120 138 151 | 157
MRP N;, 137 364 | >600 | —
MRP & >10% | >10° | >10° | —

TAB. 6.12 — Probleme mixte, sans préconditionnement.

Maillage
MCLN, Ny
MCLN, &
MCSO Ny
MCSO &
MRP Ny
MRP k

o|lo|o || k| =

TAB. 6.13 — Probleme mixte, préconditionnement avec la matrice de masse exacte.

Maillage 1 2 3 4
MCLN, Ny | 15 15 14 14
MCLN, & 8 8 9 9

MCSO Ny | 25 26 27 27
MCSO & 37 41 43 45
MRP Ny 48 82 155 271

MRP & 317 1 1890 | 8900 | 34400

TAB. 6.14 — Probleme mixte, préconditionnement avec la matrice de masse réduite.
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6.4 Allure du champ quasi-électrostatique

Sur les figures qui suivent, on a représenté les valeurs normalisées des composantes de Ex,
approché avec les éléments finis de Taylor-Hood P,-P; sur le quatriéme maillage. On remarquera
pour les trois méthodes, le champ électrique a la méme allure, il s’enroule autour du coin rentrant.
Les valeurs maximales des composantes de Ej sont de l'ordre de 1.3 pour la MCLN et la MRP,
alors que pour la MCSO, elles sont de 'ordre de 1.8, car on ajoute explicitement le champ singulier,
qui prend de tres grandes valeurs au voisinage du coin rentrant.

e Sur les figures 6.3 et 6.4, Ex = E,4. On observe comme prévu que le champ électrique
est trés intense au voisinage du coin rentrant. On peut voir sur le zoom que la condition aux
limites tangentielles n’est pas exactement nulle au voisinage du coin rentrant, car elle est imposée
faiblement.

e Sur la figure 6.5, Ex = E . De méme, le champ électrique est tres intense au voisinage du
coin rentrant. L’approximation du champ électrique est infinie au coin rentrant, on ne peut donc
pas représenter le champ électrique en ce point. C’est pourquoi, pour la représentation, on a tronqué
les triangles qui touchent le coin rentrant, comme on peut 'observer sur le zoom. On observe cette
fois-ci que la condition aux limites tangentielles est bien nulle partout.

e Sur la figure 6.8, Ex = E,. Encore une fois, on constate que le champ électrique est tres
intense au voisinage du coin rentrant. Par rapport aux figures précédentes, on remarque un léger
déplacement de la valeur maximale, qui est en fait un artefact de calcul. Comme pour la MCSO, il
est clair que la condition aux limites tangentielles est nulle (elle est en fait exactement nulle pour
cette approche).
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PMCLIMN - E, MCLMN : E

h,y
4 1 4 ' 1
3.5 o.8 3.5 0.8
[ 29 .
2 a3 - 0.5
o4 o4
2.5 =25
o2 0.2
= 2 -
o O
1.5
-0.2
1
-0
o5 -0.8
o -0.8 :
O = =1 & O =2 L [

F1G. 6.3 — MCLN : amplitudes relatives de Eyqt 5 et Epqt,y-

MCLMN : E, PAACLIN 0 E
.3 L .7

> o = =
> > = =
=1 =_1

= =
1.9 1.9
1.8 1.5
1.7 1.7

e =.8 = 3= =.a e =28 9= = .= =.4a

FI1G. 6.4 — Epqt 2 €t Epgr,y © zoom au voisinage du coin rentrant.
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MOCS Eh’x

o = 4 s ) o = 4 s

F1G. 6.5 — MCSO : amplitudes relatives de E | , et E| ;.

PACS - Eh, PACS Eh,

F1G. 6.6 - E| , et E| , : zoom au voisinage du coin rentrant.
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3 =

F1G. 6.7 — MRP : amplitudes relatives de E, , et E, .

MBP D E .
h.x MBP Eh,y’

2.6 2.8 3 3.2 2.4 2.6 2.8 3 3.2 3.4

F1G. 6.8 - E, ; et E, 4 : zoom au voisinage du coin rentrant.
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6.5 Conclusions

Pour conclure, rappelons les principaux résultats observés pour la MCLN, la MCSO et la MRP :
- Dans le cas d’une solution réguliere, ces méthodes sont équivalentes (erreur en norme X de l'ordre
de 30% sur le premier maillage et de I'ordre de 2% sur le dernier).

- La méthode directe la plus simple a programmer est la MCLN (pas de traitement particulier pour
les noeuds du bord ni pour les singularités). La méthode directe la plus complexe & programmer
est la Ad-approche en P; et la MCSO en P»-P;.

- L’approximation de E dans X%’}E diverge si Eg ¢ H'(w),

- La A-approche et la MCSO donnent exactement le méme résultat numérique en P1,

- Pour la MRP, ||divE, — g||o diverge si la solution exacte E ¢ H!(w),

- Les trois méthodes sont robustes : elles convergent méme avec des données peu régulieres (para-
graphe 6.2.3),

- Pour la résolution du probleme mixte, le préconditionnement de CA~!C” avec la matrice de masse
réduite permet de réduire nombre d’itérations sans coiit supplémentaire,

- Expérimentalement, la méthode qui est la plus performante en terme de précision est la A-approche
pour le P; et la MCSO pour le P-P;,

- Pour la MCLN, I’approximation médiocre de la composante tangentielle & dw n’est pas rédhibitoire,
car pour des données peu singulieres (comme celles de la section 6.3), Perreur de convergence est
de lordre de 16% en P; et 11% en P,-P; des le premier maillage.

Nous ne présentons pas tous les résultats obtenus, néanmoins nous signalons au lecteur que la
MRP dépend fortement du maillage. Notons d’une part que I'utilisation de maillages homogénéisés
stabilise le taux de convergence en Pj; d’autre part, si le maillage est trop raffiné localement
autour d’un noeud autre que le coin rentrant, le champ électrique peut prendre de grandes valeurs
au voisinage de ce noeud.
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Troisieme partie

Le probleme tridimensionnel
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Chapitre 7

Notations et résultats préliminaires
3D

7.1 Notations relatives au domaine d’étude

Le domaine d’étude Q C R3? est un polyedre de frontiere lipschitzienne 9€2. On suppose en
particulier que €2 est simplement connexe et que ) est connexe. Dans le cas général, on renvoie le
lecteur a [5].

La frontiere 92 est composée de K faces ouvertes Fy,, k € {1,..., K} : 9Q = UyF}. La normale
unitaire sortante a Fj, est notée vy.

On appelera A, ; 'aréte partagée entre les faces Fy, et Fy, et O ; €]0, m[N]7, 27 [ 'angle diedre
entre ces faces. Soit 7, ; le vecteur parallele & Ay, ;, et T, = Tp | X vy, Ainsi, le couple (7, Tk ;)

Fi1G. 7.1 — Vecteurs normaux et tangentiels a Fj, et Fj.

forme une base orthonormée dans le plan généré par Fj; et (T4, Tk, 1, Vi ) forme une base ortho-
normée de R3 (voir la figure 7.1). On utilisera les notations suivantes :

(e1,e2,e3) = (e, ey, e,) : base orthonormale canonique de R3.

(21,29, 73) = (2,9, 2) : coordonnées d'un point de R3.

u = (ur,ug,us3) = (ugy, uy, u,) : composantes d'un champ de vecteurs de R3.
u.v = uj v + usvy + uzvy € R : produit scalaire 3D entre u et v.
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u X v = (uyvg — ugve, U3V — U V3, Ul Vy — U V1) € R3 : produit vectoriel 3D entre u et v.

2
u X v=uyvs —uzv; € R : produit vectoriel 2D entre u et v.

Pour tous k € {1,...,K}, on note :

vip, = (v1, 12, v3) @ vecteur unitaire sortant normal a F}.

U, = u.v|p :composante normale a F du vecteur u.

ur = v X (u X v)|p, : composante tangentielle & F du vecteur u.

Notons que sur F}, :
u=ur + u v.

Par abus de notation, on généralisera ces définitions & 0f).
Propriétés 7.1 Soientu, v, w des vecteurs de R3. On a alors les propriétés vectorielles suivantes :
u.(vxw) = (wxu).v, (7.1)
ux(vxw) = (uw)v—(u.v)w. (7.2)
On suppose que €2 présente N, arétes rentrantes ( Ae e {1,...Na,}» C'est-a-dire des arétes dont les

angles diedres, notés (O )ceq1,... N,,} Sont compris strictement entre 7 et 2. On note (e )ee(1,....Nur}»
et on pose :

@ = mina, (7.3)

Définition 7.2 Soit E = U.A,, la fermeture de l’ensemble des arétes rentrantes de ). On pose
do(x) = d(x,E).

7.2 Opérateurs tridimensionnels

On utilisera les notations suivantes :

t : variable temporelle.

o(.
() = % : dérivée partielle par rapport au temps.
am(. "
ar(.) = B - dérivée partielle m'“™® par rapport au temps.

0;(.) : la dérivée partielle suivant x;.

o)
oz

om ( ) ieme

7

: la dérivée partielle m suivant x;.

" I
O'v = Z 0" 0xy? 0xy"”

m1,m2,m3>0| m1+ma+mz=m
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gradv = (O1v, O2v, O30).

grad pov = v x (gradv X V)| 5 : gradient surfacique de v sur 9€2, tangentiel a 9S.
rot sov = (gradv X v )| 5q : rotationnel surfacique de v sur 02, tangentiel a J€2.
O 90 = gradv.v|gq @ dérivée de v sur 92 dans la direction normale a 9S2.

rot gou : Uopérateur adjoint de rot gq.

div gou : V'opérateur adjoint de —grad ggq,.

Av = 92v + d3v + 02 v : le laplacien de v.

rotu = (Ogug — J3uz, O3u; — Oy ug, Oy ug — Ao uy ).

divu = 01 uy; + Oyug + O3us.

Au = (Auy, Aug, Aug) : le laplacien vectoriel de u.

Our  Oquy  O3uy
grad : u = O1us  Oqus  O3us : le gradient matriciel de u.
Oiuz  Oquz  O3us

Relations entre opérateurs tridimensionnels

divrot(.) = 0, (7.4)

rotgrad(.) = 0, (7.5)

divgrad(.) = A(.), (7.6)

—rotrot (.) + graddiv(.) = A(.), (7.7)
div(vxw) = w.rotv — v.rotw. (7.8)

Propriété 7.3 La relation suivante est montrée par E. Heintzé dans [69] :
Soient u et v réquliers. On a alors :

(divu,divv)p + (rotu, rotv)y = (grad :u, grad :v)y
3
—i—Z(graduaxu,eaxv)O,aQ.
a=1

Propriété 7.4 La relation suivante est montrée par A. Buffa et P. Ciarlet, Jr. dans [29] :
Soit u € H(rot , Q). On a alors : divoo(u X v )|pg = rotu.v sq.

7.3 Espaces de Hilbert usuels et leurs normes associées

De facon générale, les espaces désignés par des lettres majuscules en caractére calligraphiques
sont des espaces de champs vectoriels, et les espaces désignés par des lettres majuscules italiques
en caractere normal sont des espaces de champs scalaires. Soit H(.) un espace de champs scalaires.
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On notera H(.) = H(.)?, 'espace de champs vectoriels correspondant.

dQ2 désigne la mesure de ouvert Q) et d¥ désigne la mesure de 'ouvert 9f2.

D(Q) est 'espace des fonctions C*°(£2), & support compact dans . On appelle D’(Q2) son dual,
I’espace des distributions.

Pour la définition de la dualité, on renvoit le lecteur a la section 1.6.

7.3.1 Espaces de champs scalaires

1/2
L*(Q) = {u mesurable sur {2 : / u?dQ < oo}, l|ullo = </ u? dQ> .
Q Q

L2

loc

Q) = {u mesurable surQ:VQc]Q_CCQ,/ u2d§2<oo}.

c

Li(Q) = {uGLQ(Q) : /QudQ:O}.

H'Y(Q) = {ue L¥Q) : gradu € LX)}, ullgr = (llull + llgradul3)"? .
HY() = {u€ H'(Q) : up0 =0}, [ull s = Ilgradullo.

HA(Q) = {uec HY(Q) : Auc L(Q)}, ully = (lulln + [1Aul3)?.
H2(Q) = {ue HY(Q) : gradu € H'(Q)}, [ullz2 = ([ull3 + IlgradullZ,)"*.

L’espace H!(€2) et sa norme sont définis dans le paragraphe 7.3.2 ci-dessous. L’équivalence entre la
norme du graphe et la semi-norme dans H} () est due a I'inégalité de Poincaré.

On désigne par H—1(Q) le dual de H}(9).

P et Pp sont les espaces des solutions du Laplacien :

Sy = {ue H(Q)NLFQ) : Aue L*(Q) , dyupn = 0},
dp = {ue HJ(Q): Aue L*(Q)}.
Dans @ et ®p, la semi-norme est équivalente & la norme du graphe : [|ul[e, = [|ulle = [[Aulo

(inégalité de Poincaré-Friedrichs pour ®p et inégalité de Poincaré-Wirtinger et théoréme de Lax-
Milgram pour ® /).
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7.3.2 Espaces de champs vectoriels

1/2

L2(Q) = L2(Q)?, lullo = ([luallZ + lluall2 + [us|2)">.
1/2

HY(Q) = HY(Q)?, [ullyr = ([ull2 + |lgrad : u|2)"/*.
H(rot, Q) = {ue L£X(Q) : rotu € L2(Q)}, [ulleot) = ([l + |lrotul2)"?.

Ho(rot,Q) = {ue H(rot,Q): uxwvjyy = 0}.
H(rot?,2) = {u e £2(Q) : rotu = 0}, llpeore) = llullo-

Ho(rot?,Q) = {ue L*(Q) :rotu=0, ux vy, =0}.

H(div,Q) = {ue £X(Q) : divu e L2(Q)}, allyaivy = (Ilal2 + [|divul|2)"?.

Ho(div, Q) = {u € H(div,Q) : u, = 0}.
H(div©,0) = {ue £2(9) : diva=0}, alloganey = o

Ho(div?, Q) = {ue £2(Q):divu =0, u, = 0}.
Xe et Xy sont les espaces des solutions des équations de Maxwell quasi-statique :

Xe = {ueH(rot, Q) NH(div,Q) : ux vgg € LF(ON)} .

Xy = {ue H(rot, Q) NH(div,Q) : u, € L*(00)} .

Voir le paragraphe 7.3.3 pour une définition des espaces de trace.
D’apres [49], ces espaces sont identiques algébriquement et topologiquement.
Dans Xg et Xy, la semi-norme est équivalente a la norme du graphe (voir la section 8.1), d’ou :

. 1/2 . 1/2
lullx; = (llrotullg + [|divullf + [[ux v[[§ aa) " . [lullay, = ([lrotull§ + |ldivullf + [lull§ a0) -
On considere les sous-espaces de Xg suivants :

. 1/2
X = {ueXe uxwpg =0}, |[ullxe = (rotullf + [|divulZ)"*.

Ve = {ue A :divu = 0}, [lully. = |[rotullo.
We = {ue X :rotu =0}, llullw, = ||divullp.
On considere les sous-espaces de Xy suivants :
Xy ={ueXyiu, =0},  |ully = ([rotul} + [[divul)'"*.
Vi = {ue Xy divu =0}, |lully, = |[rotull.

Wy = {ue X} :rotu = 0}, |lullw, = ||divulo.
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7.3.3 Espaces des traces

1/2
L2(09) = {umesurable sur OS2 : / u?dY < oo} , lullo, 00 = </ u2d2> .
o0 o0

1/2
£200) = {u e L2008 : Vke {1, K}, u.vip =0}, |[ullo,on = (/BQ \u[2d2> .

Vu € HY(Q), ujpg € HY/2(09Q), ol :

1/2 . 2 . (u(x) = uly))* x 50
H (89)_{ € L“(09) : /m/m % = dX(x)dX(y) < }

y |3

Proposition 7.5 L’application : H'(Q) — HY?(8Q), u — ujpq est surjective et continue.

H=12(00Q) est le dual de HY/2(0%).

Les espaces suivants sont caractérisés par A. Buffa et P. Ciarlet, Jr. dans [29].
H2(00) = {u € L2(09) :VEe {1,..K}, up € HY2(F)} .
1/2 1
HJ_ (6Q)Z{VXV‘BQ,VGH(Q)}.
1/2 1
H, (09) = {vr,veH(D}.
Hll/Z(rotaQ,BQ) = {vy,v € H(rot,00)} .

H[l/Q(diVaQ,aQ) = {v X Vjga, vV € ’H(rot,(‘?Q)} )

D’apres [30], Hll/Z(rot 90, 00Q) = ( [1/2(div 80,09Q) ), ce qui permet de définir une formule

d’intégration par parties pour les éléments de H(rot , ) (voir I’équation (7.15)).

Proposition 7.6 L’application suivante :

Xe — L200) NH,*(rot oo, 09Q)

vV = V7

est surjective et continue.

DEMONSTRATION. Soit v € £2(9Q) N Hﬁl/z(div a0, 092). 1l existe donc u € H(rot, Q) tel que u x
Vipo = v. D’apres le théoreme de Lax-Milgram, il existe un unique g € Hé(ﬂ) tel que : Ag =divu
dans H=1(Q). Soit F =u—gradq € £2(Q). On a : div.F =0 € L3(Q), et rot F = rot u € L2().
De plus, F X vjgn =u X Vjgg =V € £2(09). Finalement, F € Xg, et F x V9o = v. On en conclut
que pour tout v € L7(0Q) N Hr/Q(divag,aQ), il existe F € Xg tel que F x vjpq = V}jpo. La

continuité est immédiate.

Ci-dessus, on a utilisé le fait que pour tout élément q € H}(2), grad ¢ x Vipo = 0 (voir [65]).



7.4. Espaces a poids 159

7.4 Espaces a poids

Pour les espaces a poids dans les domaines tridimensionnels, plusieurs définitions sont possibles.
Nous choisissons celle de [36], plutdt que celle de [53] car elle est adaptée aux domaines polyédriques,
pour lesquels on peut confondre les distances aux arétes rentrantes et les distances aux coins
rentrants, ce qui n’est pas possible si le domaine présente des pointes coniques a bord régulier.
Pour ce cas particulier, et pour une définition plus précise, nous renvoyons le lecteur a [53].

Vi) =< ue I (Q): Z/ng(””“')mg;uﬁdﬂ < o0
jI<t

On a en particulier :

V(@) = {u € Lj(Q) : dju e LX)}, |[ullo.y = lldjullo,

0% loc

VIQ) = {u € L3,(Q) : d} 'ue LA(Q), dygradu € L2}, [[ullvaq) = (ld) " ullo + |lgrad ullo ,)V/?,

Vo () = {u € Lj,(Q) 1 dy'u € L*(Q), gradu € LX)}, [|ullyi) = (lldg ullo + llgrad ullo)'/?.

loc

On utilisera aussi la notation : L2(Q) := V.)(Q), et le produit scalaire de L2(Q2) ainsi que la norme
associée seront notés :

(u,0)0,y = /dgwude, |ullo,y = /diUZdQ.
Q Q

Pour 0 < v < 1, on définit de plus :

Hy () = {6 € V) : don=0}, 91l = llgradgllo,- -

O, = {¢ € H)Q) : Ap € L2(Q)}, ¢lle, = [1Ad]lo -

H(div,,Q) = {ue £2(Q) - divae L2}, [lullya,) = ([ull} + [ldival )"
Ho(div 4, Q) = {ue H(div,,Q) : u, = 0}.

X = {ueHorot, Q) NH(div,, )}, lullyg = (llrotulld + |ldivul3 )2

Xf = {ueHrot, ) N Ho(div, )}, ullag = (I[ullf + [lrotull3 + [Idivuld ,)"/2.

Notons que Héﬁ(Q) est la fermeture des fonctions C§°(€2) dans Vq}(Q) En particulier, HZ(Q) est
la fermeture des fonctions C§°(§2) dans V' (Q). Pour X2 -+ I'équivalence entre la semi-norme et la
norme du graphe est prouvée dans la section 8.5.

Proposition 7.7 Dans Héﬁ(ﬂ), la norme du graphe HUHW la semi-norme définie par : |uly =
|lgrad d} ul|o et sont équivalente.

DEMONSTRATION. Faisons la preuve par contradiction. Supposons qu'il existe (¢,,)n € H&W(Q) une
suite telle que : Vn, |[d] " qn |jo = 1 ou || d] grad ¢, ||o = 1; et ||grad d g,|[o — O.
e Supposons que || dgilqn llo=1.
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Comme ||grad dj gu|lo — 0 et que dj ¢, 90 = 0, alors d g, € Hg(2). D’ott df g, — 0 dans Hg ().
Or d’apres [53], l'injection de V() dans V% (Q) est continue, d’oti, comme H{(Q) C Vi&H(Q) :
dy* (dJ gn) — 0 dans L?(Q), ce qui contredit 'hypothése initiale.
e Supposons que || d] grad ¢, ||o = 1.
Prenons le cas d’une unique aréte rentrante, le long de ’axe z = 0. Posons dy = r, la distance ortho-
gonale & cette aréte, telle que : r? = x%—l—x% Pouri € {1,2} : 0;(77 qn ) = v 277" 2qn+770iqn, c'est-
a-dire 770;q, = 0; (17 qn ) — Y i 77 2qn. Or || 277 2qn [0 < |77 Yqnllo — 0 et || 0;(77Y gn ) |lo — O
par hypothese. De plus, 95(77 g, ) = r703q,. D’ott 7 9;q,, — 0 pour Vi, et ||r? grad ¢,||o — 0, ce
qui contredit I’hypotheése initiale.

O

7.5 Formules d’intégration par parties classiques dans un ouvert

7.5.1 Formules de Green

Yu € D(Q), Vv € D(Q), / gradu.grad vdQ + / AuvdQ = Oyuvdd. (7.9)
Q Q onN

Yu e D(Q)3, Vv € D(Q), /u.gradde—i—/ divuvdQ = / u, vdX. (7.10)
Q Q o0N

vYue D(Q)3, Vv € D(Q)3, / rot u.vdQ — /
Q

u.rotvdQ = / u. (v xv)dX. (7.11)
Q

[2}9]

7.5.2 Généralisation des formules de Green
Les preuves de ces formules se trouvent dans [65]. L’argument principal est la densité des
fonctions régulicres dans les espaces de Hilbert considérés. Ici, H = HY2(09).

Vu € HA(Q), Yo € HY(), /gradu.gradvdﬂ+/Aude =< Oyu, v > g .(7.12)
Q Q

Yu € H(div,Q), Vv € H(Q), /u.gradde + /divude =< w,v >g . (7.13)
Q Q

Yu € H(rot,Q), Vv € H(Q), /rotu.de—/u.rotde =< u,vxXv>yy. (7.14)
) Q

Généralisation de (7.14), prouvée par A. Buffa et P. Ciarlet, Jr. [29] : Vu, v € H(rot,Q)

/rotu.de—/u.rotde =<vXx(UXV),VXV >y, (7.15)
Q Q

avec H = Hﬁl/Q(div 80, 00).
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7.6 Espaces fonctionnels du probleme en temps

Lorsqu’on résout les équations de Maxwell instationnaires, le champ électrique dépend a la fois
du temps ¢ et de la variable d’espace x. On distingue ces deux variables. En général, on s’intéresse
aux valeurs prises par le champ en un instant donné : on étudie par exemple x — £(x,tq), ou tgy
est fixé. On peut se contenter de définir alors deux types d’espaces fonctionnels et une classe de
distributions a valeurs vectorielles.

Soit T' > 0 un temps final donné, m € N, X un espace de Banach et H un espace de Hilbert,
de variable x tous deux.

Définitions 7.8 ¢ C"(0,T; X) désigne l’ensemble des fonctions de classe C™ sur [0, T'| a valeurs
dans X. C’est un espace de Banach muni de la norme :

lullemo,7x) == Y sup ||0fu(t)||x - (7.16)
k—0 t€[0,T]

e Lespace L? (0, T; X ) est l’ensemble des fonctions mesurables de carré intégrable sur 0, T | a
valeurs dans X. C’est un espace de Banach, muni de la norme :

T 1/2
lullie o.75x) = (/0 Hu(~,t)|\§(dt> . (7.17)

Si X = H, lespace L?> (0, T'; X ) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

T
(U?U)LQ(O,T;X) ::/0 (u(.,t),v(.,t))ydt. (7.18)

e L’espace des distributions sur |0, T'[ a valeurs dans X, noté D'(]0, T'[; X ) est ’ensemble des
applications linéaires et continues de D(]0, T'[) dans X.

Par convention, on écrira que 9"v € L? (0, T; X ), ou de fagon équivalente v € H™ (0, T'; X ).
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Chapitre 8

Le probleme statique 3D direct
continu

8.1 Introduction

Le domaine Q représente I'intérieur vide d’un conducteur parfait, qu’on borne si besoin est par
une frontiere artificielle I' 4 ne coupant pas de singularités géométriques. La frontiere 0€2 est dans
ce cas composée de deux parties : 9Q =T UT' 4, ou I'¢ est le conducteur parfait.

Dans cette configuration, le champ électrique bidimensionnel satisfait € x v =0sur 'c et &€ x v =
e xv+c(Bxv)xwvsur 'y, avec :

- Pour une condition aux limites d’onde entrante : e* X ¥ = €; X v, ou e; est une donnée,

- Pour une condition aux limites absorbante : e* x v = 0.

Posons £ x v = e x v. On suppose que e X v est connu (c’est-a-dire que (v x B) X v, est connu).
Considérons Vr ,, un voisinage de I'4 ne contenant pas de singularité.

Localement, &y, € H*(Vr,) [36], (rem. 1, p. 562), d’apres [5], (thm. 2.9 p. 829 et thm. 2.12 p.

830). De plus, e x v, = 0, et d’apres [36] (prop. 2.7 p. 15), e X v|p, € Hll/2(I’A). D’ou, en

prolongeant € X v, par O sur I'c, on a: e X vy € ’Hll/Q(@Q). Ainsi, dans la suite de cette partie,

on considere toujours que :

E x v sur 0f) est donné par e x v € Hll/Q(@Q),
s’annulant au voisinage des coins et des arétes rentrants de 2.

Notons que comme £ € H(rot,(2), on a aussi e X Vg € 'Hﬁl/Q(div 00, 002). Cette hypothese n’est
en aucun cas restrictive, et correspond a une réalité de la modélisation. En effet, comme on I'a
mentionné plus haut, on peut toujours placer la frontiere artificielle de facon a ne pas couper les
singularités géométriques. On en déduit immédiatement la proposition suivante :

Proposition 8.1 I'4 ne coupant pas de singularité géométrique, il existe un relévement régulier
E" € HY(Q) de e x v tel que : ET x Vign = € X Vg sur Of).

Au contraire du cas bidimensionnel, on ne peut pas facilement construire de reléevement comme
décrit dans la démonstration de la proposition 2.2.

Nous étudions le probleme quasi-électrostatique tridimensionnel, qui s’écrit mathématiquement
de la fagon suivante :

163
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Trouver £ € X¢ tel que :

rot £ =f dansQ fec L3(Q), (8.1
divE =g dansQ g€ L*Q), (8.2
Exv=exv surdf) exwvc LION), (8.3)

ouf = OB et g = p/eg sont connus. Lorsque le probleme est statique, f = 0.

En vertu de la relation (7.4), divf = 0, d’ou f € H(div ", Q). D’autre part, on a la relation de
compatibilité suivante entre e et f (propriété 7.4).

f.V\aQ = I‘Otg.l/|3ﬂ = diVaQ(e X V\BQ) . (84)

Définitions 8.2 On appelle la norme du graphe (ou norme naturelle) de Xg¢ la quantité suivante :

1/2
oot v c20m) = (Hvu% ot vif + laiv v+ [ v deE) .

On appelle la semi-norme de Xg¢ la quantité suivante :

1/2
Vot div c2(00) = (HrotVHSJr [|div vl[ +/aQ\V X '/\2d2> :

P. Fernandez et G. Gilardi ont montré dans [61] le théoréme suivant :
Théoréme 8.3 L’injection de Xg dans L2(Q2) est compacte.
Ce théoreme permet de montrer le lemme suivant :

Lemme 8.4 [ existe une constante C > 0 ne dépendant que de Q) telle que :
Vv e Xe , [[Vlo < ClVcot div,c2(50)- (8.5)

DEMONSTRATION. Raisonnons par I’absurde. Supposons que Vn € N*, il existe v,, € Xg tel que :

1
[vnllo =1 et [Valiot aiv,c2(00) < o (8.6)

La suite (vy,)nen+ est bornée dans Xe. Comme l'injection de Xg dans £2(9) est compacte, il existe
une sous-suite extraite de (v, )nen+, que l'on assimile & (v, )pen+, qui converge fortement dans
L£2(92) vers v. On en déduit que (div vy, )nen+ et (rot v, ),en+ convergent au sens des distributions
vers div v et rot v respectivement. D’aprés (8.6), on obtient la convergence forte dans £2(f2) et la

valeur de la limite :
{ rotv, — rotv =0 dans L3(Q),

divv, — divv =0 dans L?().

On a alors v, — v dans H(rot? Q) N H(div? Q). On en déduit la convergence de la trace :
Vn X Vjgg — V X Vjgq dans HHI/Q
distributions.

Q est simplement connexe et v € L£L2(2) est tel que rotv = 0 dans Q. On en déduit qu'il existe
un unique p € H1(Q) tel que v = grad p [65] (thm. 2.9, p. 31). Comme gradp x vigo = 0, p est
constant sur chaque composante connexe de 92 [65] (rem. 1.3, p. 35). Posons a sa valeur. p satisfait
alors le probleme de Dirichlet homogene suivant :

(div gn, 09). D’apres (8.6), on a v X vjgq = 0 au sens des
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Ap = 0 dans Q
1 . ’
Trouver p € H'(§2) tel que : { plog = asur 9.

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, ce probleme admet une unique solution : p = a dans 2. On
en déduit que v = grad p = 0. Comme v,, — v dans £2(2), on a nécessairement ||v||op = 1, et donc
v # 0, ce qui contredit la conclusion précédente.

O

On en déduit alors le théoreme qui suit :

Théoréeme 8.5 Dans Xg, la semi-norme est équivalente a la norme du graphe : la semi-norme
définit une norme sur Xg.

DEMONSTRATION. du théoréme 8.5 L’inégalité (8.5) permet de montrer que :

C/||V||O,rot div,£2(89) < |V|r0t div,£2(89) < ||v”0,rot div,£2(69Q)> avec . C/ = 1/ \% c? +1.

Les normes [|v|[g rot div,c2(00) €t [Vlrot div,c2(00) sont donc équivalentes.

Définitions 8.6 On peut définir la norme de Xg par :

1/2
||v||xg=<||rotvr|%+||divvn3+ / |vxu|2dz) .
o0

Le produit scalaire dans Xg étant ainsi défini :

(a,v)x, = (rotu,rotv)0+(divu,divv)0+/ (uxv).(vxwv)dE
o

= /rotu.rotde+/divudivde+/ (uxv).(vxv)d.
Q Q G19)

X2 étant un sous-espace de Xg, sa norme est définie par : ||v||x, = (|[rot v||3 + ||divv\|(2))1/2.

Le produit scalaire dans X g est défini de la facon suivante :
(u, V)Xg = (rotu, rotv)y + (divu, divv)y = /rotu.rotde + / divudivvdQ.
Q Q
Remarque 8.7 Lorsque 2 n’est pas connexe, il apparait un terme supplémentaire dans la norme :

c’est la charge sur chaque composante connexe L'y, égale a / u.vd¥ / v.vdX. Cela correspond
r r

a la valeur du potentiel électrostatique a la surface de chaque conducteur parfait [36].

Posons £V = £ — &7. % ¢ Xg satisfait les équations suivantes :

rot £ =f% dans Q 0 € £%(Q), (8.7)
dive? =¢° dans Q ¢° € L?(Q), (8.8)

avec fO = f — rot £ et g = g — divE". La relation de compatibilité (8.4) devient : £°. Vipo = 0,
d’ou :
0 € Ho(div®, Q). (8.9)
Lorsque f = Oet e = 0, le probleme (8.1)-(8.3) peut étre résolu par calcul du potentiel statique,
oo € H&(Q) tel que : —Agg = g. Le développement de cette méthode fera 1'objet des sections 8.2
(probléme continu) et 10.2 (probléme discrétisé).
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D’autre part, le probléme (8.1)-(8.3) peut se résoudre numériquement par les éléments finis de
Lagrange continus Py, en calculant £ directement dans Xg. Cette méthode sera détaillée dans les
sections 8.3 (probleme continu) et 10.3 (probleme discrétisé).

Il est aussi possible de calculer £° par les éléments finis Lagrange continus P dans Xg si Q) est
convexe : voir les sections 8.4 (probléme continu) et 10.4 (probleme discrétisé). Lorsque €2 n’est pas
convexe, le calcul de £° par les éléments finis de Lagrange continus dans X' g ne converge pas car on ne
capte pas les parties singulieres du champ électrique. En revanche, il converge dans ’espace a poids
Xg > comme c’est détaillé dans les sections 8.5 (probléme continu) et 10.5 (probléme discrétisé).
On peut adapter la méthode du complément singulier dans le cas d’un domaine prismatique, ce qui
fait 'objet des sections 8.6 (probleme continu) et 10.6 (probleme discret).

8.2 Champ électrostatique 3D

Le potentiel ¢g est solution du probleme de Dirichlet suivant : Trouver ¢ € H&(Q) tel que :
—A¢o = g dans Q. (8.10)

Soit & = —grad ¢g € L2(2). On a: divE = g, rot € = 0, et £ X vjyg = —grad o X Vg = 0 :
& est solution de (8.1)-(8.3) avec f = 0 et e x v|9q = 0. Le potentiel ¢ est calculé par les éléments
finis continus Py de Lagrange, et £ est approché par I’élément fini discontinu P;_1 composante par
composante.

Proposition 8.8 Le probleme (8.10) est équivalent au probléme variationnel suivant (FVD) :
Trowver ¢o € H}(Q) tel que :

Vu € Hi(Q), (grad ¢g, gradu )y = /gudQ (8.11)
Q

D’apres le théoreme de Lax-Milgram, le probleme (FVD) admet une unique solution ¢g € Hol (w).
Remarque 8.9 Notons que ¢g appartient par construction a ®p, ce qui prouve que :
Ho(rot %, Q) N H(div,Q) = grad $p .

Contrairement au cas bidimensionnel, l’espace singulier de ®p, @% tel que : dp = @3 @ (Pp N HE(Q))
n’est pas de dimension finie. Ainsi, on ne peut pas décomposer ¢q en une partie H*(Q) et une partie
exacte, écrite sous la forme d’une somme finie.

Comme 'approximation du champ électrique par le potentiel électrostatique est calculée par dérivation
d’éléments continus Py, il y a conformité uniquement dans H(rot ,2) et pas dans Xg.

8.3 Champ électrique 3D : CL naturelles

Etudions la résolution du probleme (8.1)-(8.3) dans Xc.

Proposition 8.10 Le probléme (8.1)-(8.3) est équivalent au probléme variationnel suivant :

Trouver £ € Xg tel que :
V]:EXg,(g,f)Xg :Eg(]:), (8.12)

ou Lg est la forme linéaire suivante :
[,g : Xg — R

F (f,rotf)0+(g,divf)0+/ (e xv). (Fxv)dX.
[2/9]
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Comme Lg € X¢, d’aprés le théoréme 1.7, p. 1.7 le probleme (8.12) admet une solution unique
& € Xg, qui dépend contintiment des données f, g et e X v|5q.

DEMONSTRATION. 1l est clair que si £ satisfait (8.1)-(8.3), alors £ satisfait (8.12).

Montrons la réciproque. Soit h € L?(f2). Il existe une unique fonction ¢ € HE(Q) telle que
A¢ = h. Posons F = grad ¢. On a alors : F € L3(Q), rot F = 0 € £L3(Q), divF = h € L*(Q),
Fxv=gradggp x v =0 ¢€ L3(00Q), donc F € Xg.

Lorsqu’on injecte F dans (8.12), on obtient : (divE&, h)g = (g, h)o. Comme div E et g appartiennent
a L2(2), on en déduit : divE = g dans L%(Q). L’équation (8.12) se réduit donc A :

Trouver £ € X¢ tel que :

VF € Xe (rot&,rotF) +/

(Exv). (Fxv)dy = (f,rotf)o—i—/ (e xv). (F xv)dX.
o0

o0
D’apres la proposition 7.6, il existe £* € Xg tel que : € x v* = e x v € L3(00Q) QHHI/Q(diV a0, 0Q).
Posons &' = € — £* € X2. On obtient que &' € XY satisfait :

VF € Xe, (rot&  rot F)g = (f — rotE*, rotv)y. (8.13)
Posons f’ = f — rot £*. On remarque que : f' € £L2(Q), divf’ =0 € L*(Q2), et d’apres (8.4), on a :
f’.V|aQ = f.I/mQ —rot&* 'V\BQ = diVaQ(e X V|BQ) —diVaQ(e X V|BQ) =0.

On en déduit que f' € Ho(div? Q). D’apres [65] (thm. 3.4 p. 45), il existe F* € X2 tel que :
f' = rot F*. Ainsi, (8.13) devient : (rot&’, rot F)y = (rotF*, rotF )y, ce qui se réécrit :
(rot (&' — F*), rot F )y = 0. Choisissons F = &' — F* =& — (E* + F*).

Dot : |[rot (€ — (E*+F*)) |2 = 0. De cette égalité, on déduit que : rot £ = rot (E* + F*) =
rot £* + f' = f dans £2(Q2). Finalement, (8.12) devient :

Trouver £ € X¢ tel que :

VfEXg,/

(Exu).(}"xu)dE:/ (e xv). (Fxv)dy,
[2/9]

[2/9]

ce qui se rééerit : VF € Xg, / (Exv—-—exv).(Fxv)dE =0. En prenant F =& —£*, on a
o0

alors : / |Exv—exv|?dE =0, dou: & x Vign = € X V|pq dans L2(090).
G19)
0

Nous avons donc montré que & satisfait les équations (8.1)-(8.3). Les équations (8.1)-(8.3) et
(8.12) sont donc équivalentes sous les hypotheses :

f € H(div®,Q), g € L), e X vjaq € L2(09) N1 (div o, Q) ;

et la relation de compatibilité : f.v| 99 = divaa(e X v|sq ).
Notons pour finir que, comme Xg N H!(Q) est dense dans Xg [40, 51], on peut approcher la
solution de (8.12) par les éléments finis de Lagrange continus P.

Remarque 8.11 Au contraire de la méthode des potentiels, cette méthode s’applique au cas dépendant
du temps.
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8.4 Champ électrique 3D : CL essentielles

La condition aux limites étant naturelle dans la formulation (8.12), on s’intéresse également a la
résolution de (8.7)-(8.8), dans I'espace X dans lequel la condition aux limites est prise en compte
de facon essentielle.

Proposition 8.12 Le probléeme (8.7)-(8.8) est équivalent au probléme variationnel suivant :
Trouver £° € Xg tel que :

VF e X2, (€, F)xo = Lo(F) = (€, F)a, (8.14)
ot Ly est la forme linéaire suivante :

EO:XQ — R
F = (f9 rot F)g + (g¢°, div.F)o.

Comme Ly € (X2)', d’apres le théoréme 1.7, le probleme (8.14) admet une solution unique £° € A2,
qui dépend contintiment des données £ et ¢°.
DEMONSTRATION. Xg étant un sous-espace de Xg, la démonstration est similaire a celle de la
proposition 8.10.

O
Lorsque 2 est convexe, Xg’R = Xg. La solution de (8.14) approchée par les éléments finis de
Lagrange continus Py est fausse lorsque §2 présente des singularités géométriques. Contrairement
au cas bidimensionnel, I’espace X g T ost de codimension infinie, ainsi, on ne peut pas généraliser
la méthode du complément singulier.

8.5 Champ électrique 3D : régularisation a poids

Dans cette section, nous reprenons les résultats de M. Costabel et M. Dauge dans [53], que
nous avons résumés pour le probleme bidimensionnel dans la section 2.5 de la partie II. Rappelons
que lorsque €2 est non-convexe, 1’espace XS N HY(Q) est fermé et strictement inclus dans XY, ce
qui implique que la solution du probléme discrétisé par les éléments finis Py dans ’espace Xg ne
converge pas vers la bonne solution. La méthode a poids consiste a déterminer un espace X 607 . plus
gros que Xg de facon a avoir la densité de Xgﬂ N HY(Q) dans Xgﬁ. Cet espace est construit en
considérant que la divergence du champ électrique appartient & un espace de type L2 & poids, ou
le poids dépend de la distance aux singularités.

La principale différence avec le cas bidimentionnel est qu’il existe des interactions entre les
singularités des coins et celles des arétes, mais dans un polyedre, un coin étant une intersection
d’arétes, on peut toujours définir le poids a ’aide d’un produit de distances aux arétes.

Notons que Xg,y NHYQ) = Xg’R. Comme pour le cas bidimensionnel (thm. 2.60, p. 79), on
peut décomposer les éléments de X 37 , en une partie H1!-réguliere et une partie qui n’est pas H*(Q).

Théoreme 8.13 L’espace Xg’,y se décompose de la facon suivante :
Xgﬁ = Xg’R ®grad @, .

Ainsi, pour avoir I'injection compacte de £2(Q2) dans Xg s on cherche a avoir I'injection compacte
de £%(Q) dans grad ®.,, et donc celle de H'(Q) dans ®.,, ce qui est réalisé lorsque V$ s’injecte
compactement dans H (). Or, comme pour le cas bidimensionnel (prop. 2.62, p. 80), on a le
théoreme suivant :
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Théoreme 8.14 L’injection de V$ dans H=Y(Q) est compacte si et seulement si vy < 1.

On obtient alors I'injection compacte de X 50 . dans £2(€2), ce qui nous permet d’obtenir I’équivalence
entre la norme du graphe et la semi-norme dans X’ g -

Proposition 8.15 La norme du graphe dans Xg , est équivalente a la semi-norme si et seulement

sty < 1. La norme dans Xg . €st alors définie ainsi :
2 . 2 1/2
lallxe = (llrotullg + [|divullg, ) (8.15)

La preuve se fait par 'absurde, et est similaire & celle de la proposition 2.56 (p. 78).
Afin d’obtenir la convergence des éléments finis de Galerkin dans X 87 » on cherche la condition

sur v de facon a obtenir la densité de X g R dans Xg v c’est-a~dire la densité de X g R dans grad @,.
Comme dans le cas bidimensionnel (prop. 2.63, p. 80), on a le résultat suivant :

Proposition 8.16 Quelque soit v, les fonctions C®(Q) a trace nulle sur ) sont denses dans
V2N H(Q).

Le théoréeme fondamental suivant (thm. 2.64, p. 80 pour le 2D) nous donne les valeurs de ~ telles
que &, C V,Y2 :

Théoréme 8.17 Pour tout v tel que : 1 — a < v < 1, Uopérateur A est un isomorphisme de
Vf N HY(Q) dans Vvo. De plus, H*(Q) N HL(Q) est dense dans ®.,.

Ainsi, pour 1 — a < 7 < 1, les fonctions C*°(Q) & trace nulle sur 92 sont denses dans ®,, et par
conséquent, Xg 1 st dense dans grad ®,. En pratique, cette condition permet d’un point de vue
numérique de capter les singularités du champ électrique. Le choix optimal de v pour lequel on a
I'injection compacte de £2() dans XEO - €t la densité des fonctions H'-régulicres dans Xg , est
donc :

l—-a<~vy<1 (8.16)

Proposition 8.18 Le probléme (8.7)-(8.8) accompagné de U’hypothése (8.9) est équivalent a la
formulation variationnelle suivante :
Trouver £° € Xg . tel que :

VFEeXL (€%, Flag = Ly(F) = (€7, Fag (8.17)

£,y

ou L est la forme linéaire continue suivante :
L, : Xg , — R
F — (g,divF)o, + (f, rot F)o.

DEMONSTRATION. Soit h € V,YO. Considérons ¢ € ®, tel que A® = h. Le vecteur F = grad ¢ est
dans XSW. En l'injectant (8.17), on obtient :

(divE®, h)o, = (g — divE™, h)on
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On en déduit que : divE? = g — divE" := ¢° au sens de V). L’équation (8.17) se réduit alors & :
Trouver £°0 € Xg , tel que :

VF € Xg,y, (rot % rot F)y = (f — rotE", rot F ). (8.18)

Comme f — rot £ := £ € Ho(div?, Q), d’apres [65] (thm. 3.4 p. 45), il existe F* € X2 tel que :
fO = rot F*. D’ou, (8.18) se réécrit :
Trouver £° € Xgﬁ/ tel que :

VF € XSW, (rot (0 — F*), rot F )y = 0. (8.19)

Comme X C Xgﬂ/, on peut injecter £0 — F* € XS’V dans (8.19), ce qui donne : || rot E2—fY ||y = 0.
On en déduit que rot £Y = £ au sens £2(2). D’ou le résultat.
(]

Soit v < 1. Alors (., ng i est une forme bilinéaire coercitive sur Xgﬂ X Xgﬁ. D’apres le
théoreme de Lax-Milgram, il existe alors une unique solution a la formulation variationnelle (8.17),
qui dépend contintiment des données £ et ¢°.

Soit v satisfaisant (8.16). Xg 40N H1(€) est alors dense dans Xg » on peut donc approcher la
solution de (8.17) par les éléments finis de Lagrange continus P.

8.6 Champ électrique ZD% : le complément singulier

Nous avons vu dans la section 8.4 que dans les domaines tridimensionnels, I’espace des singula-
rités életromagnétiques n’est pas de dimension finie. On ne peut donc pas généraliser la méthode
du complément singulier. Cependant, dans les domaines prismatique, c’est-a-dire invariants selon
une direction, on peut décomposer le champ électromagnétique de fagon a résoudre une série de
problémes 2D, pour lesquels on peut appliquer la méthode du complément singulier. Ceci peut étre
assez avantageux pour diminuer le cout de calcul et garder un bonne précision.

8.6.1 Introduction

Dans ce paragraphe, nous reprenons ’approche de l'article [38], adaptée au probléeme (8.1)-(8.3),
et permettant de résoudre les équations de Maxwell dans un filtre & stubs (voir la figure 2.3). Q est
un prisme droit : Q = wx]0, L[, ot w est un polygone bidimensionnel du plan (O, x, y), possédant
Ngr coins rentrants, d’angles (©¢ )eeqi,...,N,,} Supérieurs a . Les singularités géométriques de (2
sont donc les N, arétes rentrantes d’angles diedres intérieurs (O, )eE{l,...,Nar}'

Soit F € R3. On considere F € R? et F, € Rtelsque: F=F + F.e,, ou: F =F,e, + Fye,.
Le bord 0w de w est composé de yo et v4 : Ow = o U 7a.

Le bord 99 de Q est composé de ', le conducteur parfait et de I' 4, la frontiere artificielle qui
borne le domaine. I'c et I'4 sont telles que :

I'c = (vex]0, L) U{x € 9 :z=00ul}etI'y = vax]0, L.

Comme & X vip, = 0, on a: E;r, = 0. I'; désignera la réunion des bases I'c N {z = 0} et
F'en{z=L}.SurT,, on av = +e,, d’ou, d’apres la condition aux limites d’un conducteur parfait
(1.28), on a : E=0sur I';, c’est-a-dire E; = E, =0 sur I',.

Dans cette configuration d’apres [18, 42], on a la propriété suivante :

Proposition 8.19 Pour tout F € Xg, F, € H}(Q), et 0,F,, 0.F, € L*(Q).
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Définitions 8.20 e X?’O désigne le sous-espace de Xg suivant :
XM = {F e Xe: Fxvp, =0,F,90=0}. (8.20)

XgA’O est muni du produit scalaire suivant : VF, F' € XSA’O,

(F Fgao = (F. F g + [ (F ) (F xw)ax,
Fa
1/2
dont la norme associée est : || F|| a0 = <||.7:||§(0 +/ |.7:><1/|2d2> :
£ £ Ta

o On définit ausst Xé, le sous-espace de Xg sur w suivant :
Xg = {ueXg:u ,, =0}, (8.21)

ol ur = u.T|g,, avec T le vecteur tangentiel a la frontiere polygonale Ow. X]‘% est muni du produit
scalaire suivant :Vu, v € X4,

(u,v)Xé = (u,v)X% +[y u,v,do,
A

1/2
dont la norme associée est : [|ul|xa = <||u||§(0 + / u? da) .
E VA

Rappelons que Xg est défini au paragraphe 1.3.2 de la partie II). Notons que : Xg C X?’O C Xg et
X% C Xé C Xg. On peut décomposer Xé de la fagon suivante :

Xa = {v:=ug + e, avec uy € X%, et e € H (w) tel que er|ye = 0}.

On en déduit donc que X4 NH!(Q) est un sous-espace fermé de X4. Ainsi, XgA’O NHY(Q) est un

sous-espace fermé de ./'\,’SA 0,
Proposition 8.21 Pour tout F € X?’O, F, € H}(Q), et 0,F,, 0.F, € L*(Q).

DEMONSTRATION. Soit F € XgA 0, D’apres la proposition 8.1, il existe un relevement régulier de
Fxvp,, F' € HY(Q), tel que: FO = F — Fr ¢ Xg. Appliquons la proposition 8.19 & F° : on a
FU'=F, -F, € H'(Q), et 8.F, — 0.F}, 8.F, — 9.F, € L*(Q). Comme F, € H{(Q), et que 0.F}, et
9,F" € L?(Q), on en déduit 8.21.

O

Ainsi, seules les composantes F, et F,;, d'un champ électrique F de XS ou X? 0 peuvent étre
singulieres. Comme £ € L£2(Q) et que par ailleurs : E, = E, = 0 sur I';, il semble logique de
décomposer £ en une série de Fourier de la fagon suivante :

e}

E(z,y,z) = Z(Ek(a@,y) sin<"’%z> + EM(z,y) cos<k%rz> ez> , (8.22)

k=0
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A0 . . . . .
Tous les vecteurs de Xg ou Xz seront décomposés de la méme fagon. De méme, les données du
probléeme sont décomposées en série de Fourier :

> . km
g(m7y72) = ng(x,y)sm <f’z> .
k=0

f(z,y,z) = i(f’f(m,y)cos,(k%z)+f§(m,y)sm<’%z> ez>,

k=0
e(z,y,z) = i e’ (x,y) sin k—ﬂz + e (x,y) cos k—ﬂz e
) ) prd ) L z ) L z .

Comme f. v, = 0, on décompose £ . z en série de sinus selon la direction e, et f en série de cosinus

dans le plan (e;, e, ). Comme e X v|q est la trace tangentielle d'un vecteur de XgA’O NHY(), on
décompose e de la méme fagon que &.

Remarque 8.22 On peut indifféremment choisir de développer g en série de cosinus ou de sinus

car on a simplement g € L*(Q). Le choiz d’un développement en série de sinus permet de simplifier
certains calculs.

Soit F € X2 (resp. X;’O), décomposé selon 8.22. On a :
km
<(9ny - TFZ> Cos

- k
rot F = kz_o (%Fi — (3fo> cos

~|F

al
N— \‘\_?/ N—

rot F¥  sin

N

=7

et :

divF = Z <dika - %FE) sin<kfﬂz> .
k=0

On a alors pour tout F € X2 (resp. XgA’O), F¥ ¢ X0, (resp. X4) et FX € H}(w).

Pour (F,F,) € Xg’A x Hg(w), on pose :
k k
fk:F(q;,y)sin<%z> +Fz(x,y)cos<%z> e,. (8.23)

L
k L
Comme / cos <fﬂz> cos <fz> dz = §5kl (et de méme pour le produit des sinus), on a :
0

(5,fk)0 = 5

|~
A~

(Eka F)O,w + (Ef, Fz)O,w>,
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ot (., .)o.w désigne le produit scalaire L2 ou L? dans le domaine bidimensionnel w. Par un calcul
direct on a :

(rot &, rot F¥)g = g((rotEk, rot F)g o + (grad  EY, grad ,F., )o o + %(Ek, F)o o
ko k k
-2 ((grad EL, Fo,o + (grad.F., EX)o. ) >
ou grad , est le gradient bidimensionnel dans w. De plus, on a aussi :
(divE, divFF)y = §<(dika, divF)g o + kzL;TQ(E’;, F.)o,w

_k:7r

L ((dinEka F:)o,w + (diVWFk’ Eg)o’w) ) ’

ou div,, est la divergence bidimensionnelle dans w. Ainsi, le produit scalaire entre £0 € XEO et
Fk e XS s’écrit alors (a laide de la formule d’intégration par parties (1.14) dans w) :

L
(50’ fk)/\’.g - 2 ( (E(]’k’ F)XOE + (grad wE(z]’k’ grad  F.)ow
(8.24)
k? 2 0,k 0,k
+ 5 (E*, Flo.w+ (B2, F)o ) > .
Notons d’autre part que pour £ € Xg et FF € X;’O, on a :
L
(Exv, F*xv)or, = —</ Ek.TF.TdO'> .
2 YA
On obtient alors le produit scalaire entre £ € Xg et F* € XA’O, a l’aide de (1.14)) :
&
k 0 rk L k km k
(&, F¥)ypao = (E7, F¥)yo + = E°.7F.7do — — F.vE]do |. (8.25)
& ¢ 2 YA L YA
Comme Ef‘m = e§|’YA est une donnée du probléme, on pourra le passer au second membre la

formulation variationnelle. Etudions les seconds membres des formulations variationnelles. On a
pour F* € A2 (resp. XgA’O) :

L k
(goaivrth = (o avPho = “F(H Fo ).
L 2
(f, rot F¥)y = §<(f"“,roth)07w+(ff,rotF)o,w—kfﬂ/kaFdw>,

po|

/ (exv). (FFxv)dr =
Ca

</ ek.TF.TdU>.
YA
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8.6.2 Cas prismatique : CL essentielles

Décomposons £V et €7 selon (8.22). Comme les E k appartiennent & X%, on peut les décomposer
selon la méthode du complément singulier orthogonal (voir le paragraphe 2.4.4) :

Ne
E*F = EOF 4 Zcfxgq, avec EOF ¢ X%’R, et Vi, cf e R.
i=1

La formulation variationnelle (8.14) reste vraie pour tout vecteur F* k € N, de la forme (8.23),
en particulier lorsque F = 0 ou F, = 0. On obtient alors une série de problémes posés dans w et
dépendants de k.

Soient .A’g et a’jf') les formes bilinéaires symétriques et coercitives suivantes :

Ab X4 xXg — R

k2 72
(E,F) — (E,F)xg + 5 (E,Floo,
ab,  Hi(w) x Hi(w) — R )
T
(u,v) +— (grad, u, grad, v)y + I (u,v)0,w-

Soient E’g et l% les formes linéaires suivantes :
ck.xy — R
koo k km k2
F — (g ,leF)O,w—i—(fz,rotF)o,w—T f* x Fdw,
w

W Hiw) — R

v (fk, rotv)p,, — —I(g

Soient A*7 les coefficients de singularité suivants :

. k 2
\ed = ((gk — divE"F, 5D,j)0,w + (ff — rotE"F SN,j)o,w) /T — E/fk X X}de,
w

ou sp,; et sp ; sont les fonctions singulieres primales du Laplacien (partie II, paragraphe 2.2.3).
La proposition 8.12 se réécrit alors :

Proposition 8.23 Le probléeme (8.7)-(8.8) est équivalent d résoudre la suite de problémes varia-
tionnels suivants :
Pour tout k € N, trouver (E%% EJ%) € XOE’R x Hi(w) et (c

¢ )ie{l,..Nar} € RNer tels que :
D’une part :

Ne

~ k2 2
VF e XpH, A5 (EYF F) + iE S (%), Fow = LE(F) — AE(E™F, F), (8.26)
=1
kQWQAkS Narkkss k,j
Vi€ {1 Nop by~ (B0 g Jo.w + D e Al (xF, x7) = mART. (8.27)
=1

D’autre part :
VYo € Hiw), af (EVF ) =15 (v) — df (E0F v). (8.28)
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Nous obtenons donc des systémes d’équations découplées en ((Eo’k, ct), EQF ), ce qui facilite
la résolution. On pourra au choix écrire un systéme linéaire en dimension trois ou deux systemes
linéaires, I'un en dimension deux (voir le calcul discret du champ électrique bidimensionnel E dans
le paragraphe 10.6.1), et autre en dimension un (voir le calcul discret du champ électrique scalaire
E. dans le paragraphe 10.6.3). Pour k = 0, le systéme d’équations ( R0k , ck ) est en plus découplé
car la décomposition de X, choisie est orthogonale.

8.6.3 Cas prismatique : CL presque essentielles

L’espace Xé se décompose en une partie réguliére et une partie singuliére [7] :

Proposition 8.24 Soit X]’g’R = X]‘% NH! (w) lespace régularisé de X]‘%. On a alors la décomposition
sutvante :
A AR 0,8
Xg = Xg "o Xy (8.29)

DEMONSTRATION. Nous reprenons la preuve de [7]. Soit w4 un voisinage de la frontiere artificielle
v4. Soit 4 une fonction de troncature réguliere, qui s’annule en dehors de w4, et qui vaut 1 dans
un voisinage bidimensionnel V4 C w4 de 4. Par construction, on a :

E=n4E + (1 —na)E, avec: g4 E € HY(w) et (1 — n4)E € X%.

A priori, naE|,, # 0, alors que naE|,, = 0. Le champ électrique se décompose donc en une

R

N A N N
somme de deux termes, I'un appartenant a Xg’* et 'autre a XOE, d’ou :

A AR 0 AR 0,R 0,R
Xg = Xplaxy = xpPexyfexih.

Comme X%’R est un sous-espace de Xé’R, on obtient (8.29).
(]

Na'r
Pour tout k € N, on décompose alors EF € X# de la facon suivante : E¥ = EF 4 Z c{fm X7, ol
1=1

EF Xé’R et Vi, c¥ , € R. Décomposons E¥ en EYF 4 EDF

Soit A]j‘ la forme bilinéaire symétrique coercitive suivante :

A’z:XéxXé — R

(E,F) — A’g(E,F)+/ E.7F.7do.
YA

Soit Lljx la forme linéaire suivante :

ckoxd — R
k
F — E’O‘“(F)+/ ek.TF.Tdcr+—7T/ F.vefdo.
L
74 VA

Soient )\Z’j les coefficients de singularité suivants :
MNod = (g% sp i)o.w + (F5, sy 5) /7T—ﬁ fk>2<x$dw—i—£ x5 . vekdo
A = 9 ,8D,5)0,w z9»°N,j)0,w j7 7 L 7] z :
w YA

La proposition 8.10 se réécrit alors :
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Proposition 8.25 Le probléeme (8.1)-(8.3) est équivalent la suite de problémes variationnels sui-
vants :

Pour tout k € N, trouver (f}k, Egk) € Xé’R x Hi(w) et (cfﬁm- Jie{1,..Nar} € RNer tels que :
D’une part,

Nar
VF e Xg " A4 (BF ) F —l—ZCAZ.AA JF) = LN (F), (8.30)
N(l?" .
Vi€ {1,.., Ng}, A4 (EF, —|—ZCAZ.AA x5 ) = mAy (8.31)

D’autre part, EX* satisfait (8.28)

De méme que pour le calcul dans X% x Hi(w), on a un découplage du systéme d’équations en
(EF, c*) pour la partie transverse et en EX pour la partie longitudinale. Pour k = 0, le systeme
d’équations (E%* . cF) n’est pas découplé car la décomposition de XA choisie n’est pas orthogo-

q p p p E p g
nale.



Chapitre 9

Le probleme statique 3D mixte
continu

Dans ce chapitre, nous reprenons le formalisme du chapitre 3 de la partie II. Les preuves de la
condition inf-sup sont les mémes que dans le cas bidimensionnel. Dans la section 3.1, p. 85, nous
avons fait un rappel sur les formulations mixtes.

Nous rappelons a la section 17.2 de la partie IV les espaces fonctionnels des différentes méthodes.

9.1 Formulation mixte 3D : CL naturelles

Considérons le probleme (3.1) avec X = Xg. On aalors : A(.,.) = (., .)x. et L= Lg. Comme
divE € L?(2), on prend Q = L%(Q), et I'on notera Bg la forme bilinéaire, et Gg la forme linéaire
associées :

Bg : XgXLz(Q) — R
(‘7:’ Q) = (lejC, q)O ;
Ge : L?>(Q) — R
q¢ = (9,4)-

(9.1)

(9.2)

Proposition 9.1 Il existe une constante kg > 1 telle que :

inf  sup Be(7. q)

- . = ke&.
acL?(@) Fexe || F llxe [l ¢llo

DEMONSTRATION. Soit ¢ € L?(f2). Considérons ¢ € H}(Q) tel que —A¢ = ¢, et F = —grad ¢
(voir la section 8.2). Alors F € L2(f) est a rotationnel nul, & divergence dans L2(Q), et vérifie
F X Vjgg = 0. On en déduit que F € Xg et que : Be(F, q) = ||div |2 = ||]:|]/2,(S, et aussi :
Be(F,q) =1lqll§, dot: Be(F, q) =Iqllo || F |-

(]
Théoréme 9.2 Le probléme (8.1)-(8.3) est équivalent a la formulation suivante :
Trouver (€, p) € Xe x L*() tels que :
(&, Flae + Be(F.p) = Le(F) VF € Ag,
(9.3)

Be(€,q) = Ge(q) Vge LA(Q).

177
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DEMONSTRATION. La condition inf-sup est satisfaite, le probléme est donc bien posé et admet une
unique solution. Montrons que (9.3) est équivalent a (8.12), c’est-a-dire que p = 0. Considérons
F = —grad ¢, ol : ¢ € HF(Q) est solution de —A¢p = p. La premiere équation de (9.3) devient
alors : (divE&,p)o + (p,p)o = (g,p)o. D’apres la seconde équation de (9.3), (divE,p)o = (g9,p)o,
puisque p € L(Q). D’ou : ||p||3 = 0, et p = 0 au sens L?(Q).

O

Remarque 9.3 Dans le cas dépendant du temps ou dans le cas harmonique, les conditions aux
limites tangentielles naturelles ne sont plus satisfaites quand on traite seulement la divergence
comme contrainte : il faut donc un multiplicateur de Lagrange sur la divergence et sur la composante
tangentielle au bord du champ électrique. La condition inf-sup sur ce multiplicateur de Lagrange
supplémentaire est vérifiée pour 'induction magnétique, mais pas pour le champ électrique [36].

9.2 Formulation mixte 3D : CL essentielles

Considérons le probléme (3.1) avec X = X2. On a alors : A(.,.) = (., .)Xg et £ = Ly. Comme
div &% € L2(2), on prend Q = L%(Q). On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 9.4 Le probléme (8.7)-(8.8) est équivalent a la formulation variationnelle mixte sui-
vante :
Trowver (%, p) € X2 x L*(Q) tels que :

(€% Fag + Be(F.p) = Lo(F) — Ao(E", F) VF € AL,
(9.4)
Be(EY,q) = Ge(q) — (divE™, q)o Vge L*(Q).

DEMONSTRATION. Xg est un sous espace de Xg, donc la condition inf-sup est verifiée automati-
quement, puisque le champ F construit appartient toujours a X 50 . L’équivalence avec le probleme
(8.7)-(8.8) se montre de la méme fagon que pour le théoréeme 9.2.

O

9.3 Formulation mixte 3D : régularisation a poids

Considerons le probleme (3.1) avec X = X 4+ Onaalors : A(.,.) = (., ')XS et L =L,.
’ Y
Comme div € € L2(12), on prend Q = L2(2). On note B, la forme bilinéaire, et G, la forme linéaire

associées :
BV:XS,Wng/(Q) — R
(F,q) = (divF,q)

Gy : L’Qy(Q)
q

] (9.5)
0,v >

R

- (9.6)
= g?Q)O,'y‘ '

Proposition 9.5 [l existe une constante k-, > 1 telle que :

. B’Y(f7q)
oy % TFlae Nall =™
q 'y( )J:EX;;,«, XS»W q 0
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DEMONSTRATION. Soit g € L%(Q) Considérons ¢ € H}(Q) tel que —A¢ = ¢g. Comme L%(Q) C
H~Y(Q), il existe une unique solution ¢. Posons F = —grad ¢. Alors F € £2() est & rotationnel
nul, & divergence dans L%(Q), et vérifie ' X vjpg = 0. On en déduit que F € Xg,y et que :
By(F, q) = [|div Flloy = [[Fllxg -

O

Théoréme 9.6 Le probléme (8.7)-(8.8) est équivalent a la formulation variationnelle mizte sui-
vante :
Trouver (€Y, p) € ng X L?Y(Q) tels que :

(89, Fag  + By(F.p) = Ly(F) — Ay(€7, F) VF € A2,
’ (9.7)
B(E%, q) = Gy(q) — (divE™, q)o,~ Vqe L*(Q).

DEMONSTRATION. La condition inf-sup est satisfaite. Le probleme (9.7) est donc bien posé et
admet un unique couple (£,p) € Xg , x L?Y(Q) solution. Montrons que p = 0, et donc que (9.7)
est équivalente & (8.17). Prenons F = —grad ¢, ol : ¢ € H}() est la solution de —A¢ = p. La
premiére équation de (9.7) devient alors :

(divE, ploy + (P, P)oy = (9:P)o,~-

D’apres la seconde équation de (9.7), (div €, p)o~ = (g,p)o,y, Puisque p € L%(Q) D’ou : HpHa7 =0,
et on a bien p = 0 au sens L%(Q)
U

9.4 Formulation mixte QD% : le complément singulier

Lorsqu’on introduit un multiplicateur de Lagrange sur la divergence dans le systeme d’équations
(8.26)-(8.28), des termes de couplage entre le systéme d’équation pour le champ transverse et
’équation pour le champ longitudinal apparaissent. En effet, comme p € L2%(Q), on peut le
décomposer de la fagon suivante :

- k
p = l;)pk sin (%z) .

Le terme Bg(F, p) de (9.4) devient alors :
L
- Pour F = F¥: B¢(FF, p) = §(Pk, divF)o,o,

L k
- Pour F = F’Z“eg : Bg(Ff;,p) = — <——7T( k,Fz)O,w

2 L
k
Posons ¢F = ¢sin <%z>, q € L*(w). Le terme Bg(&°, ¢*) devient :
L . kw
Be(E,q") = 3 ((q, divE*)g ., — T(‘L Eg)D,w)-

Ainsi, de la formulation variationnelle mixte (9.4), on déduit le théoréme suivant :
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Théoréme 9.7 Le probléme (8.7)-(8.8) est équivalent a résoudre la suite de problémes varia-
tionnels suivants : Pour tout k € N, trouver (E®% EJF pF) e X%’R x Hi(w) x L*(w) et
(cf)i€{17...7Nm} e RNer tels que :

D’une part : VF € X%’R,

Nar

~ k272 .
AF(ECF F) + 73 Y (%) Flow + (07, divF)o . = LE(F) — AG(ETF, F), (9.8)
i=1

ainsi que :Vj € {1,..., Ng },

N
kj 7T ar .
(B xS+ DA (kxS ) 4 (05 s o = AR, (9.9)
et enfin :Vq € L*(w),
A km
(divE®*, g 0w+z (sp,isq ,w—T(Eg’k,Q)o,w = (9", 9)0,0 — (AivE"*, q)o .,
km
+T(E27k )0 w
(9.10)
D’autre part : Vv € Hi(w),
0,k km, & k k (qr.k
aby (E2F,v) = (0 v)ow = I (v) — aby (BDF, 0). (9.11)

En procédant de la méme facon pour X', on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 9.8 Le probléme (8.7)-(8.8) est équivalent & résoudre la suite de problémes varia-
tionnels suivants : Pour tout k € N, trower (EF EF pF) € Xg’R x Hi(w) x L*(w) et
(Cﬁl,i)ie{l,...,Nar} € RNer tels que :

D’une part : VF € Xé’R,

Na’r
AL (BYF) + ZCAZAA JF) 4+ (P, divF o, = L (F), (9.12)
ainsi queVj € {1,..., Ngr },
N(l’f‘ .
AL (x5, F) + ZCAz'AA x5) + (0 sp )ow = ALY, (9.13)
et enfin :Vq € L*(w),
o km
(divEF, q)o,0 + CAZ sp.ir 0)0,w — — (BX*, q)ow = (6, 0)o.w
L
(9.14)
k
T(EZ’R,Q)O,W

D’autre part (EglC , p*) satisfait (9.11).

Nous avons donc obtenu des systémes d’équations en (((E%* | ¢#), E2'*), p*) ou (((E*, ck), E2FY), pP)

couplées.



Chapitre 10

Le probleme statique 3D direct discret

10.1 Discrétisation du domaine d’étude

On construit un maillage du domaine 2 constitué de L tétraedres { 7; , I = 1,..., L }, d’intérieurs
non vides, tels que U;7; = 2, et définissant un maillage conforme :

( soit 0,
soit un sommet commun,

VI, € {1,.,L}TNT =

soit une aréte commune.

soit une face commune.

On note h = mlax hy, ou h; est le rayon de la sphere circonscrite au tétraedre 7;.

Nq désignera le nombre de points de discrétisation intérieurs a €2, Ny, le nombre de points de
discrétisation sur le bord 02, et N = N + Ny le nombre total de points.
Ainsi, on ordonne les points de discrétisation (M; ); =1~ de la fagon suivante :
-Vi € I, M; € Q, et
-Vi € lpq, M; € 09,
ou on a défini les ensembles d’indices suivants :

In = {1,..., NQ},I@Q = {NQ—i—l,..., Nq + Nag}etl = Iq UlIyq.

On considere :

Vi = {v, € C°Q) |Vl € {1,...,L}uy1 € P}, (10.1)

ou Py est ’ensemble des fonctions continues, polynoémiales de degré k.

-Sik = 1, up, € Vi est une fonction continue, affine par tétracdre. Les points de discrétisation de
maillage sont les sommets des tétraedres. Il y a donc quatre degrés de liberté par tétraedre. uy est
completement définie par ses valeurs aux sommets des tétraedres 7.

-Sik = 2, up € Vs est une fonction continue, quadratique par tétraedre. Les points de discrétisation
du maillage sont les sommets des tétraedres et les milieux des arétes des tétraedres. Il y a donc dix
degrés de liberté par tétraedre. uy est completement définie par ses valeurs aux sommets et aux
milieux des arétes de la tétraédrisation.

Vi est un sous-espace de dimension finie de H'(€2). Il est engendré par les fonctions continues,
polynomiales par tétraedre (v; )j—1,n telles que v;(M;) = §;;. Pour tout 4, v; a pour support les

181



182 CHAPITRE 10. LE PROBLEME STATIQUE 3D DIRECT DISCRET

tétraédres 7; contenant M;. On introduit opérateur d’interpolation IIy tel que :
O, : HY(Q) N C%Q) — Vi
N
=1

Enfin, les F,, ¢ € {1,..., Np } désigneront les faces du bord (qui sont des triangles).
Soit 7 I'opérateur d’interpolation au bord :

m : HY2(00)nC%09) — Vi

1€ 190

Remarque 10.1 Pour présenter les calculs, on choisit de ne pas passer par les éléments finis de
référence car on ne fait que du Py ou du P». Ces éléments sont présentés dans la section 15.8 de
la partie IV.

10.2 Electrostatique : discrétisation

10.2.1 Le Laplacien avec CL de Dirichlet

Nous allons discrétiser (8.11), qui donne une solution faible de (8.10). Il s’agit d’un probleme
de Dirichlet homogene, nous allons donc introduire VY le sous-espace de H}(f2), de dimension Ng, :

VY = Viin HYQ) = {u, € Vi : upja0 = 0}
Les (v; )ie1, forment une base de Vg. Soit Hg lopérateur d’interpolation associé a cet espace :

) : H}(Q) n C°%() — VY

10.2
i €ln
Soit ¢g,n € Vg I'approximation de ¢, telle que : ¢g p = Z ¢0,n(Mj)v;.
Jj€lg
La formulation variationnelle (8.11) discrétisée dans VY s’écrit :
Trouver ¢q ) € Vg tel que :
Viel,, (gradgg, p, gradv; )g = /gvi dQ, (10.3)
Q

ol : ¢O,h = Z ¢O,h(Mj )Uj.

Jj€lw
Ce probléme linéaire est de dimension RN, 11 est résolu en pratique dans RN : on procede par
pseudo-élimination des degrés de liberté liés au bord 052, en modifiant le systeme linéaire (10.3) de
la facon suivante :
Trouver ¢, € Vi tel que :

Vi S IQ ) (grad¢0,h7 gradvi )0 - /gUZdQ7
Q
Vi € Ipq (bO,h(Mi) = 0.
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Nous allons exprimer ce probléme linéaire sous forme matricielle.

Le second membre peut étre calculé de 2 fagons :

- Si la fonction d’interpolation gy, := Il (g ) existe, on calcule le second membre par un produit
matrice-vecteur.

- Sinon, on construit directement le vecteur G € RN, de composantes :

Qi = /gvidQsiiEIQ,
Q
= 0sit € Iypn;

Supposons que g, existe. On écrit alors ’équation (10.3) sous la forme :
Trouver ¢q ) € Vg tel que :

Vielo, Y ¢on(M;)(gradv;, gradv )o = > g(M;)(v;, vi o, (10.4)
j€ln j€lq
avec : (gradwv;, gradwv;)o = (01v;, 01v; )o + (02v5, O2v; )o + (O35, D3v; )o.
Considérons Ko € RN*N appelée matrice de raideur interne, la matrice d’éléments :
Ké’j = (gradwv;, gradv;)gsiiet j € I,
= 5ij sitouyj € Isq. (10.5)

Vi, 7, Ké’j = Ké’i : Kg est symétrique. Par ailleurs, Kq est formée de 2 sous-blocs :

Ko 0
KO = s
0 Iaq

ou Ko € RNexNa et telle que : Vi, j € Iq, ng = Ké’j et Igg € RNoexNoo est 1a matrice identité.
On remarque que pour i, j € I, si M; et M; n’appartiennent pas a un méme tétraedre, 1'élément
K¢ nul : la matrice est donc creuse. Lorsque M, et M; appartiennent & un méme tétracdre, on a :

KBJ — Z / (Blvj ohv; + 821)j Oov; + 63vj 03v; ) deQ.
7| M, MyeT;” Tl
Considérons la matrice My € RN*N | appelée matrice de masse interne, la matrice éléments :
M7 = (v, v)sii€lg,Vjel,
= 0sii € Ipg,Vj e l. (10.6)

M est formée de deux sous-blocs :
Ma Mg s

M, =
0 0

ot Mg €, RNexNa o Mo o0 e,RNexNoo - On remarque que le sous-bloc Mq est symétrique. De
méme que pour Ky, lorsque M; et M; n’appartiennent pas & un méme triangle, 'élément My’ est
nul : My est une matrice creuse. Comme précédemment, Vi € Ig,Vj € 1,

Mé’j = Z /ijvidﬂ.
]

T | M, M;eT;
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Supposons que Il g existe. Soit g € RN tel que : g = (g (My),..., g(Mn))T.
Posons ¢, € RN tel que @y = (0, n(M1),..., oo, n(Mng ), 0, ..., 0)T.
On peut alors écrire le probleme (10.4) sous la forme matricielle suivante :

10.2.2 Dérivation du champ électrique

Une fois que l'on a évalué ¢g p, il faut calculer &, 'approximation de &, composante par
composante. Pour cela, il faut calculer grad ¢p 1. ¢, est Pi-continu, donc par dérivation, &, €
(Pi_1)3-discontinu. Par exemple, si on a utilisé les éléments finis P; pour calculer le potentiel
électrostatique, ceux-ci sont continus, affines par traingles. Ainsi, le champ &}, calculé est discontinu,
constant par triangle. On a :

& = —grad ¢g p, avec ¢g , approximation de ¢, solution de 10.4. (10.7)

Pour avoir une représentation continue de &, on utilise une projection (Py_1)3-( P )? [6, 63],
c’est-a-dire qu’au lieu de calculer directement les dérivées du potentiel, on résout :

(Eh,vieq)o = —(grad g, vieq)o, Viel, Va e {1, 2, 3}. (10.8)
Soit Go € (R3*1)NXN ]a matrice telle que : Vi, j €1,
. (vi, O1vj)o
Gy = | (vi, Davj)o
(vi, O3v5 )o
Soit E la représentation de &, suivante (voir la section 10.3 suivante) :

E = (Ep1(M), Ena(M), Eps(M), ..., Epi(Mx), Epo(My), Eps(My))T.

On a alors :

E=-Gog,. (10.9)

10.3 Méthode avec CL naturelles : discrétisation

Xe NHY() est dense dans Xg [40, 51]. On définit alors une discrétisation de Xg N H(Q) afin
de résoudre les problemes posés dans la section 8.3 a ’aide des éléments finis continus de Lagrange
Px. Une bonne définition de cet espace discrétisé est, a priori, 'espace X :

X = {vin € C°Q)P| vy 5 € B(T)*, Vi e {1,...,L}}.

Par construction, X, C H'(2). Lorsque k = 1, les fonctions v;, de X sont telles que : Vi =
ag + b|Tl(X), ouag € R3: et b, 7;(x) est une application linéaire de R? dans R3. On peut donc
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considérer comme espace d’approximation de Xg NH(2) I'espace : X, = (Vi )3, pour lequel deux
approximations sont possibles :

e D’une part, on peut considérer X comme un espace de dimension finie 3N sur R.

Soit (ey, ez, e3 )’ une base orthonormale directe de R3. Les (v; eq )i e {1,..N},ae{1,2,3) forment
une base de Ay, ce qui va nous permettre de discrétiser la formulation variationnelle (8.12). On
cherche &y, approximation de & sous la forme :

3
En =) > Enp(M)vjes.

jelp=1

e D’autre part, on peut considérer X comme un espace de dimension finie N sur R?, ce qui consiste
a chercher les N valeurs physiques de &£, aux points de la discrétisation, c’est-a-dire :

En =Y En(M;) vy,
jel
avec gh(M]) € R3. Bien str, on a : &y, (Mj) = Eh71(Mj)el + Eh72(Mj)e2 + Eh73(Mj)e3 pour
tout j, et les deux choix d’approximation coincident.
En pratique, on utilise la premiere représentation, qui consiste a considérer des inconnues sca-
laires. Nous allons la détailler dans ce qui suit.

La formulation variationnelle (8.12) discrétisée dans X s’écrit :
Trouver &, € X tel que :

Vi e I,VO& S {1, 2,3}, (5h,Vi,a)Xg :ﬁg(vi,a). (10.10)

En décomposant &, selon la base canonique de X} dans (10.10) on obtient :

3
Viel,Vae{1,2,3},3 Y EBps(M)(vig, Via)re = Le(Via).
jelp=1

Soit Ag € (R3*3)NXN ]a matrice ainsi construite, définie par les sous-blocs Afg’j € R3*3 tels que :

(vjer,vier )y, (vjea,vier)x, (vjes,vier)x,
Aé’j = | (vjer,viex)x, (vjer,vier)x, (vjes,vier)x,

(vjer,vies)x. (vjea,vies)x, (vjes,vies)x,

En1(M;)
Ces sous-blocs agissent sur les vecteurs de R? suivants : E,(M;) = | Epa(M;)
En3(M;)
Par soucis de consistance, on appelle L € (R3)N le vecteur composé des valeurs Lg(v; vy ), i €1,
ac{l,2,3}:
L= (Le(vier), Le(viey), Le(viey), ..., Le(vner), Le(vner), Le(vnes))T.

Selon la méme idée, posons :
E = (En1(M), Epa(M), Epg(My), ..., Bni(Mx ), Epa(Mx), Ens(My))" € (R?)N.
En( M)
On a aussi E = : € (R3)N. Le probleme (10.10) s’écrit alors : A¢ E = L.
En( M)



186 CHAPITRE 10. LE PROBLEME STATIQUE 3D DIRECT DISCRET

Remarque 10.2 Dans les sections 10.4 et 10.5, on utilisera une autre base de décomposition de

X car il faudra alors éliminer explicitement les valeurs tangentielles.

Nous allons étudier les composantes de Ag et L.

Décomposons Ag en 3 matrices : Ag = Div + Rot + B, avec Vi, 7 € 1

(diV (Uj e1) s div (’Ui e1) )0 (le (Uj 82) s div (UZ' el) )0 (le (’Uj 83) s div (UZ' el) )0

]D)iVi = (le (Uj el) s div (’Ui 82) )0 (le (Uj 82) s div (UZ' 82) )0 (le (’Uj 83) s div (UZ' 82) )0

(diV (Uj e1) s div (Ui eg) )0 (diV (Uj eg) s div (1)2‘ eg) )0 (diV (Uj eg) s div (1)2‘ eg) )0

(rot (vjer), rot (vie1))o (rot(vjes), rot(v;er))y (rot(v;es), rot(v;er))o

Rot"? = | (rot(vjer), rot(vies))o (rot(vjes), rot(v;ez))o (rot(v;es), rot (v;es))o

(rot (vje1), rot (vie3))o (rot(vjes), rot(v;es))y (rot(v;es), rot(v;es))o

(vjer,r,viei, 7)o, 00 (viea r,viei,7)o,00 (vjes T,viei 1), o0

B = | (vjer,r,viea 7)o (viexr,vies )y oo (viesT,viex ) o0

(vjer,7,vies 7)o, 00 (viea r,vies )00 (vjes T,vies 1) o0

Par calcul, on remarque que :

(Vi7aXI/).(Vj’5XI/) = Uivj(6a6 - VaVB)-

La matrice B s’écrit alors :

/(1—V12)’L)]"L)Z'd2 —/ v Vo vjv; dE —/ V130 v;dY
[2)9] 00 o0

BiJ = —/ V1 Vo 05 v; dE / (1—V22)1)j1)2‘d2 —/ Vo V305 v; A
oN oN N
—/ v v3vjv;dY —/ Vo V3 vj v; A / (1—1/?%)’[)]"0@'(12
[2)9] o0 [2)9]
= 0 sinon .

Notons que : B?7 = BJ’. B est donc symétrique par blocs 3 x 3.

Vi, j € g,
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10.3.1 Matrice de raideur interne

Les sous-blocs Divi'/ et Rot’'?/ sont non nuls seulement si M; et M; sont les sommets d’un
méme tétraedre. D’ou : Vi, j € I,

/ 811)j 811)2‘ dQ / 32?)j ({911)2‘ dQ2 / 83?}]‘ ({91%‘ dQ
T 7 7

[D)ivi’j = Z / 811)j 821)2‘ dQ / 32?)j ({921)2‘ dQ2 / 83?}]‘ ({92%' dQ ,
T | My, Mj€T; T 7 7

/ 61vj 63’01' dQ / 822}]‘ 83’01' dQ / agvj 832}2‘ dQ
7 T; T;

et
c? ’]‘3 — / 31?)j Oov; dQ)  — / 8171]‘ O3v; dQ
' 7 7
Rott:J — Z — / 82’0]' O1v; A2 C%”f - / a2Uj J3v; d2 )
7 ‘ M; , Mj €T % 4
— / 631)j Ov; dQY — / 63?}]‘ Oav; dS2 Cz‘l ’]'2
7 7 ’

avec Vo, g € {1,2,3}, C?’jﬁ :/(Bavjaavi + Ogv; Ogv; ) dQ.
’ 7

Notons que la somme de ces deux blocs est telle :

. Cij A, bij
(Rot + Div )7 = ) —aij  Ciyo digy |
T\ M;, MjeTy \ —bij —dij ¢

avec

i, = /9(627)]‘ oy — O1v; Oav; ) A2

Ci,j = /(gradvi,gradvj)dQ
0

bij = /(53%‘ O1v; — Ov; O3v; ) dQ
0

di,j = /(53%‘ Oav; — Oavj O3v; ) dQ.
Q

Rot + Div est donc anti-symétrique par blocs 3 x 3.

10.3.2 Matrice de masse du bord

Le bloc B#J est non nul seulement si M; et M; sont les sommets d’'une méme face du bord 0f2.
On adonc:Viouj & Igg, B/ = 0et :
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Vi, j € laq,
2
L—vg1  —Vg1Vq2 —Vg,1Vq,3
)
B = g /vjvidE —Vg1Vg,2 1=V, —VgoVg 3
Fq

Fq|M¢ ,MjEFq

2
—Vq,1Vq,3 —Vgq,2Vq,3 1—vg3

— Z (/F ’L)j’[)l'dz(]lg—Vq-Vg;)>a

Fy| M;, MjeFy
ol I3 € R3*3 est la matrice identité de R? et v, est le vecteur normal a la face F.

10.3.3 Second membre

Le second membre peut-étre calculé directement, a ’aide de schémas d’intégration numériques,
ou avec les fonctions d’interpolation gy, := Ik (g), £, := i (f) et €, = m(e), a condition qu’on puisse
définir leur valeur en chaque point de discrétisation (voir la section 10.2). Nous allons développer
cette approche. Ceci permet d’écrire le second membre sous forme d’une somme de produits matrice-
vecteur, en utilisant g € RN, f € (R¥)N et e € (R?)N :

g = (gn(My), ..., gn(Mn))T.
o= (foa(My), fr2(My), fro3(My), ey foi(Mx), fa2(Mx ), fr3(My))T.
e = (0,0, en,1(Myyo), en,2(Mnog ), en,3(Mgo ) s en1(MN) s en,2(Mn ), en,3(My )"

Soit L, € (R3)N*N la matrice formée des N x N sous-blocs (Lg); ; € R3 tels que :

/v]ﬁlvl-dﬂ
T

Vi,jel, L= Y /Uj82vidQ
7™, Mer | 7T

/vjﬁgvidﬂ
T

De méme, on considere L¢ € (R?’XS)NXN la matrice formée des N x N sous-blocs Lé’j € R¥3 tels
que :

0 /UjagvidQ —/ UjagvidQ
7 7
VZ,] € I,L;’j = Z —/ ’l}j@g'[)idQ 0 / ’Ujal’l}idQ
Ti| M;, Mj€T; K T
/v]ﬁgvidQ —/ vj(?lvidQ 0
7 T
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Posons enfin L, € (R3*3)NXN ]a matrice définie par les N x N sous-blocs :

]Llevj — Z / ’l}]’l}ldz(ﬂg—l}qVg),sllet]elaﬂ,
Fy| M; , MjeF, " Fa
= 0 sinon .

On peut donc calculer L sous la forme matricielle suivante : L = Ly g + L¢ f + L. e. Pour approcher
le champ électrique, on résout donc le systeme 3N x 3N suivant :

AgE = Lyg + Lef + Lee,
(10.11)
avec : Ag = Div + Rot + B.

10.4 Méthode avec CL essentielles : discrétisation

X2NH(Q) est dense dans X2, seulement si © est convexe. Ainsi, la méthode décrite ici converge
dans la cas ou € présente des singularités géométriques seulement si les données sont régulieres. Nous
la présentons de facon a expliciter I’élimination des condisions aux limites tangentielles, nécessaire
pour la dicsrétisation de la méthode a poids.

Soit N. le nombre de sommets du domaine polyédrique 2. Chaque sommet est un point de
discrétisation du bord, quelque soit le maillage considéré. On appelle C ’ensemble de ces sommets.
Soit N, le nombre de points de discrétisation du bord se trouvant sur une aréte de 9€) et n’étant
pas un coin. On appelle A I'ensemble de ces sommets. On pose Ny = Ngo — N, — N, le nombre
de points de discrétisation du bord qui ne trouvent pas sur des arétes. On ordonne les points du
bord 0f) de la fagon suivante :

-Vi € Iy, M; € OO\(CUA),

-Vi € Iy, M; € A,

-Viel, M; € C,

ot on a décomposé Ipg en: Iy = {Ng+1,..., No+Ns}, I, = {No+Np+1,..,No+Ns+N,}
et . ={N-N.+1,..,N}

On remarque que : Ng + Ny + N, + N, = N.

On considere comme espace de discrétisation de X g e sous-espace de X, conforme dans Xg :

Xg’f = {VGX]{’VXV‘BQ = 0sur 9Q} .

Par construction, Xg ’5 C HY(2).La discrétisation de (8.14) se fait de la méme facon que celle de
(8.12), mais il faut prendre en compte la condition aux limites tangentielle dans les matrices Div
et Rot, et dans les termes du second membre.

10.4.1 Elimination des conditions aux limites essentielles

Propriété 10.3 L’espace Xg’f est de dimension finie SN — 2Ny — 3N, — 3N,.
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DEMONSTRATION. Soit u € Xg’f. Comme Xo’f est un sous-espace de Xg i, il est de dimension

inférieure ou égale a 3N et on peut écrire u = E E U ( ) Vi a-

i=1 a=1
e Considérons un point M;, i € I,, se trouvant sur I'aréte Ay, ; (figure 7.1, p. 153). On a :

11( Mi ) Tk N/ = 0 s
u( Mi ) .T] = 0 s
11( Mi ) Tk = 0.
Comme les vecteurs T, ;, Tj et T; ne sont pas colinéaires, on a nécessairement u( M;) = 0. Ceci
3
étant valable pour tous les points d’arétes, on peut écrire : u = Z Z ua(M;) v, o. Pour chaque
1€\l a=1

vecteur de Xg ’f , nous éliminons alors les trois degrés de liberté liés a chaque point d’aréte. D’ou :
dim( g ) < 3N — 3N,.

e Considérons un coin M;, i € I.. M; est I'intersection d’au moins deux arétes, d’ou u(M;) = 0.
N—-N;—N¢

Ceci étant valable pour tous les coins, on peut écrire : u = E E ua(M;) Vi, o. Pour chaque

vecteur de Xg ’5 , nous éliminons alors les trois degrés de liberte hes a chaque coin. Il y en a N,
d’ont : dim( X2 ) < 3N — 3N, — 3N..
e Considérons un point M;, i € Iy, se trouvant sur la face Fj, de 2. Comme u( M; ) x vip, = 0,0n

Nqo 3 No +Ny
eut écrire u( M; = u,(M;)v|p.Dou:u = Ugy )Via + uy( ) v; Vs
p | Fy, | By
i=1 a=1 i=1+Ngq

Notons qu’il n’y a pas d’ambiguité sur v( M; ) lorsque ¢ € Iy car alors M; n’est ni sur une aréte ni
sur un coin. Ainsi, pour chaque vecteur de X g ’f , nous éliminons deux degrés de liberté par point
du bord qui n’est pas ni sur une aréte ni sur un coin. D’ou : dim( Xg ’5) < 3N — 2Ny — 3N, — 3N,.
: 0,R 15
Pour conclure, la famille By := (Vi a)iel, ae{1,23} U (vi¥i)ie1, est contenue dans Xg',", d’ott :
dim(Xg ) > 3N — 2Ny — 3N, — 3N..
O

Nous avons donc montré la propriété 10.3, et au passage que By engendre Xg’k Par la suite,
on utilisera les notations suivantes : I, = I, UL, et Nye = N, + N.. Pour M; € Iy, se trouvant
sur la face F}., on appelera (7',1§ , T%) la base du plan généré par la face Fy, telle que (Tk , Tk , VL)
soit une base orthonormée directe. On utilisera donc deux types de base locale de R? selon I’em-
placement de M; :

-Vi € Ig, M; € Q, on travaille dans la base canonique (e;, ez, e3),

-Vi € Iy, M; € O0\(AUC), on travaille dans la base locale (74, 77, v ),

-Vi € Ige, M; € AUC, afin de lever "ambiguité sur le vecteur normal, on travaille dans la base
canonique (e, ez, €3 ).

On appelle B la base de X} ainsi formée :

B = (Vi,a)ielgUlae,ae{1,2,3} Y (0i THict; U (vi Tier, U (vivi)iet, |- (10.12)

Soit A € (R3*3)NxN ]a décomposition de la matrice Div + Rot dans B, qu’on écrit de la facon
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suivante :

Ao o Ag s Ag ac
A= Ara Ay Afac
Aac,Q Aac,f Aac,ac

Décrivons les sous-matrices de A.
Les sous-blocs A7 € R3 tels que i et j € Ig U I, sont définis dans la base (e, ez, e3)”

et ont déja été calculés dans le paragraphe 10.3.1. Ils sont contenus dans les sous-matrices suivantes :
—AQ QO = (Div+R0t)i6197jEIQ c (R3X3)NQXNQ;

- Aac,ac = (]D)IV + Rot )iel‘lc 1J€lac ¢ (]R?’X?’ )NacXNac ;

_AQ,(IC = (DIV —+ Rot)ielﬂyjeIac c (Rng)NQXNaC;

-Age 0 = (Div 4 Rot)i€lac 7€l ¢ (R3%3 )NacxNo,

La sous-matrice Ay ¢ € (R3*3)NrNs est composée des Ny x Ny sous-blocs Ajc’ jf € R3¥3, tels
que : Vi € Iy, Vj € Iy

(va},viTil)Xg (vjrg,vile))(g (vjl/j,viril)xg
A?Jf: (vjr},mT?)Xg (va?,viT?)Xg (vjyj,vl-q-?)xg

(viTj vivi)ye (VT vivi)ae (Vv vivi)ao

Ces sous-blocs agissent sur les vecteurs de R? décomposés dans la base locale (7']1 , T?, v L
Er1(Mj)

gh(Mj) = E7—72(Mj) ,Ofl ET,CV(Mj) = Eh(Mj).T?,Oé:LZ et EI,(MJ) = gh(Mj).Vj.
EV(MJ')

La sous-matrice Ag ; € (R33)NoXNs et composée des N x Ny sous-blocs de R3*3 suivants :
Vie lg,Vy e Iy,

(v Ty, vie)xy (057, vier)xy (vjvj, vier)ay

Aéijf: (Ujle',Uie2)Xg (’U]'T?,’UZ'GQ)XS (UjVj,Uieg)Xg

)

(vjTjsvies)ap (057, vies)ap (v, vies)ag

Symétriquement, la sous-matrice Ay o € (R3*3)NyxNo et telle que :
Vi€l Vi€ lo, AV = Ay}

De méme, la sous-matrice Ay .. € (R3%3)NyxNae ost composée des Ny x Ny sous-blocs de
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R3*3 suivants : Vi € I, Vj € I,

(vjer, viTi)xo (viez, viTi)yo (vjes, viT])xn

A?,jac: (Ujel,viT?)Xg (’UjGQ,'UZ‘T?)Xé) (vjeg,viT?)Xg ,

(vjer, Uz"/z‘)xg (vjea, vivi)xo (vjes, Uz"/z‘)xg

et symétriquement, la sous-matrice A,. 5 € (R3*3)NyxNo egt telle que :
y y Z'vj — .7 7i

Vielp, Vi e I, Aac’f = Af’ac.

Nous ne détaillerons pas les calculs des sous-matrices de A, car ils sont similaires aux calculs des

éléments de Rot et Div, expliqués dans le paragraphe 10.3.1.

Soit F € Aj. Afin de définir le produit matrice-vecteur A F, ol F est le vecteur de (R3)N associé

a F, on décompose F dans B :

3
F= Y D EsMy)vjp+ Y (FralMy)vt) + Fra(My) ;3 + Fu(Mj)vjv;)
j€Ig Ulye =1 jEl;

ouVie Iy, Va € {1,2}, Fro(M;) = F(M;). 78 et F (M;) = F(M;) . v;.

On considere alors F = (EQ,Ef,Eac)T le vecteur de R3N associé, dont les sous-composantes sont :

- Eq = (F1(M1), Fa(M1), F5(My), ..., F1(Myy,), Fa (M, ), Fs(My,,)) " € (R?)Ne,

-Fp = (Fri(Mng41), Fra(Mng 1), Fo (Mg +1), s Fri (MN-,,), Fro(My-N,.), Fu (MN-N,, )T € (RN,
- Foe = (FLMN-Nuo+1), F2(MN-N, 1), F3(MN-Noet1), -, F1 (M), F2 (M), F3 (Mn)T € (R?)Nee,

Le produit matrice-vecteur A F est ainsi bien défini. Pour construire la matrice de la formulation
variationnelle (8.14) discrétisée dans Xg 7’5 , on peut alors procéder a I’élimination des conditions
aux limites essentielles dans A. Cela correspond a éliminer d’une part les lignes et les colonnes
de A dont les éléments dépendent de 752 pour les sommets situés & l'intérieur des faces du bord
(i € If); et d’autre part toutes les lignes et les colonnes pour les sommets situés sur les arétes de
0 (i € I¢). On appelle Ag la matrice ainsi obtenue.

Soit Ag , € (R3*3)NoxNy 13 matrice Agq ¢ dont on a éliminé les colonnes dépendant de b
Vi e lg,Vj €Iy,

22
0 0 (UjVjanel)Xg
Aéi?y = 0 0 (Uj v, Uz‘eg)xg

0 0 (Ujl/j, Uie?)))(g
Symétriquement, A, o € (R3*3)NyxNo et ]a matrice Ay o dont on a éliminé les lignes qui
dépendent de 712 : Af}”jﬂ = Agz’fy.
On considere A, , la matrice Ay r dont on a éliminé les termes dépendant de b
termes diagonaux, pour lesquels on a imposé la valeur 1 :

5ij 0O 0
AIZ/:JI/ = 0 5ij 0
0 0 (UjVj,UiVi)Xg

2 sauf les
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En effet, Ay  correspond a un bloc diagonal de A. En imposant la valeur 1 sur les termes diagonaux
éliminés, on s’assure que la matrice ainsi modifiée soit inversible.

On en déduit que la structure par blocs de la matrice Ay € (R3*3)NXN et la suivante :
Ao g Aqg,, 0
Ao=| Ao A, O ;
0 0 lac,ac

ol Iye  qc est la matrice identité de (R3%3)NacxNac,

Proposition 10.4 La matrice Ag est inversible.

DEMONSTRATION. Les sous-blocs diagonaux de A, , et A, , sont strictement positifs. On a :

o || grad v; |3 0 0 o 10 0
Aglg = 0 || grad v; ||3 0 , et Ay, =10 1 0
0 0 || grad v; |3 0 0 ||gradv; |3

Le sous-bloc diagonal I 4 garantit donc l'inversibilité de Ag.

10.4.2 Champ électrique

Tout se passe comme dans le cas bidimensionnel (voir la section 4.7 et le paragraphe 4.7.1),
aussi nous nous contentons de donner les éléments matriciels, sans détailler la discrétisation.
Le probleme variationnel (8.14) discrétisé dans X' g ’5 s’écrit :

Trouver 52 € Xg’f tel que :

Vielg,Vae{l,2,3}, (5;9,Uiea)xg = EO(Uiea)_(graviea)Xg’
Vi ely, (& vivi)ae = Lo(vivi) — (€7, vivi)xo.

En regroupant 52 et ", on peut réécrire ces équations sous la forme :
Trouver &, € Xj tel que :

ViEIQ,Va€{1,2,3}, (gh7vi,a))(g = EQ(VLO(),

ViEIf, (gh7UiVi)Xg = EO(UZ"/Z‘), (1013)
ViEIf, gh(Mi)Xl/i = e(Mi)xvi, ’
Vi € Iy, gh(Ml) = e(MZ)

La derniere égalité a lieu au sens du paragraphe 4.8.2 de la partie II, et est détaillée dans le
paragraphe 10.4.3.

Soit E = (Eq, Ef, E.. )T le vecteur de R®N associé dont les composantes sont égales & celles
de &, dans B. Considérons le relevement discret suivant : E" = (Zg, E, , E,. )T, ou :

- Zg, est le vecteur nul de (R3)Ne

- E:— = (e(MNQ+1)'T11\IQ+1’e(MNQJrl)'TQNQ—"-l’0"“7e(MNQ+Nf)'T11\IQ+Nf’e(MNQ+Nf)'T12\IQ—Nf’O)T €
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(R3)N7 | est le vecteur contenant les valeurs des composantes tangentielles de &}, sur 9Q\(AUC);

- Ehe = (e1(MNgnp41), €2(Mng N +1), €3(MNg Ny 11); -+ €1 (M), ea (M), e3( Mx))" € (R?)Nee
est le vecteur contenant les valeurs des composantes de e sur les arétes et aux coins du maillage.

Soit A, ¢ € (R3*3)Nr*Ns Ja matrice Ay ; dont on a éliminé les lignes dépendant de 712 :
Vi, j e Iy,

0 0 0
(vjTj vivi)ag (75, vivi)xe (Vjvj, vivi)x

Soit A, g € (R3*3)NsxNac 13 matrice Ay 4 dont on a éliminé les lignes dépendant de b2

Vielp, Vi e g,

AV — 0 0 0

v,ac
(vjer, vivi)xo (vjez, vivi)xo (vje€3, Vil )x0
Soit L, € (R3)Ne la restriction de L aux i € Ig, et L, € (R3)Ns le vecteur tel que :
L, = (0,0, Lo(vNg+1 UNg+1) 5+ 0, 0, Lo(UNg+N; UNg+N; ) )-
Soit A, € (R3*3)N*N 13 matrice définie ainsi :

0 Ag ¢y Ao ac
Ar = 0 A]/7f Ay,ac

0 0 _]Iac ,ac

Posons Ly = (Lo, L,, Z,)T € (R3)N o Z,,. est le vecteur nul de (R3)Nac. On montre de la
méme fagon que dans le paragraphe 4.7.1 que les équations (10.13) se réécrivent sous la forme du

systeme matriciel suivant :

AgE = Ly — AE".

Le calcul de L, est similaire a celui de L, effectué dans le paragraphe 10.3.3. Une fois que E est
calculé, on peut écrire I'approximation calculée sur l'intérieur des faces du bord, E; dans la base
canonique (e, €3, €3).

Pour cela, a chaque point M;, i € Iy, on associe Oy; € R3*3 | la matrice de changement de base

telle que :
(M) (M) vi(M)

Opi = | (M) 73(M;) (M) |,

T3 (M;) T3H(M;) vs(M;)
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3 3
avec 71 = Z Tleq et T2 = Z T2e4. Soit Oy € (R?)Ns*Ns la matrice diagonale par bloc définie
a=1

par : o=l
Oy = 0 0
0 O @nyfNac

Le vecteur correspondant aux composantes dans la base (e, ea, eg)T s’écrit alors : Oy Es.

Remarque 10.5 Comme dans le cas bidimensionel, en pratique, on crée la matrice et le second
membre dans la base cartésienne compléte, et on procéde a une €limination a posteriori, en faisant
un changement de base avant l’élimination, et un autre aprés pour revenir au systéme cartésien.
Peu importe la base (11, 72)T du bord choisie.

10.4.3 Relevement de la CL

Comme en 2D, il n’est pas nécessaire de calculer un relevement explicite de e pour calculer &j,.
Nous détaillons ici comment déterminer E” . dans le cas ot 9Q = 'y UT ¢ (voir section 8.1). Pour
les points M; qui se trouvent sur les arétes ou les coins de I'¢, on a toujours (E..); = (0,0,0)7. En
pratique, I'4 est un plan, et les points qui sont sur la frontiere I' 4 N T sont géométriquement soit
des arétes, soit des coins (voir par exemple la figure 2.3 de la partie I). On les considére comme étant
des points de I'c. Prenons M; € T4 NT¢a. Si M; est géométriquement sur une aréte, alors i € I I
M; est interprété comme étant un point d’une face de I'¢. Si M; est géométriquement un coin, alors
i €I, : M; est interprété comme étant un point d’une aréte de I'c, d’otr : (E%.); = (0,0,0)7.

10.5 Reégularisation a poids : discrétisation

Pour les valeurs de v ad hoc, X2 yﬂHl(Q) est dense dans ¢ -» on peut donc considérer comme

espace d’approximation de Xg . I’espace : Xg ’5 , décrit dans le paragraphe 10.4.2. La formulation
variationnelle (8.17) s’écrit :
Trouver 59/7,1 € Xgo:f tel que :
Vi € IQ ) Va € {17 2} (5}?’ viea))(g - = E"/(viea) - (57", viea)Xg g
(10.14)
\V/’L'GIf, (Eg,viui)x‘gv:E,Y(viui)—(gr,viui)xgw.

Pour exprimer ces équations sous forme matricielle, on procede de la méme facon que dans le
paragraphe 10.4.2 par pseudo-élimination des degrés de liberté connus. Soit Ay - (resp. A, ) la
matrice obtenue en remplacant 'opérateur Ao par A, dans Ag (resp. A,). On se ramene au calcul
direct de &, j, = 527 , + &, avec comme relevement discret de la condition tangentielle au bord
e le vecteur E". On construit le vecteur L, de la méme fagon que Ly, en remplacant 'opérateur Lo
par L. Il s’agit alors de résoudre le systéme linéaire :

AVE, =L + A, ,E".

Il faut construire la matrice Div.,, qui correspond au produit scalaire dans L%(Q) des divergences
des vecteurs de la base Bj. Cette construction est similaire a la construction de Div. On utilise un
schéma d’intégration numérique & quinze points (voir le paragraphe 15.3.5), partie IV).
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Remarque 10.6 D’aprés A. Buffa et al. [31, 32], le champ électrique est moins singulier dans
la direction des arétes rentrantes qu’orthogonalement a ces directions. Ainsi, on peut imaginer
d’utiliser des éléments finis anisotropes, c’est-a-dire qu’en dehors d’un voisinage des coins rentrants,
les arétes des tétraédres paralléles aux arétes de 2 sont plus longues que les autres. En pratique,
cela permet de réduire le nombre de points de discrétisation. Dans [32], les auteurs étudient la
convergence des éléments finis d’arétes sur un maillage anisotrope pour le probleme harmonique.

10.6 Cas prismatique : discrétisation

Dans le cas ou = wx]0, L[, (avec w polygone de R? et L > 0) est un prisme droit, nous avons
vu dans la section 8.6 qu’on pouvait réécrire le probleme sous forme d’un suite de probléemes posés
dans w. Les systemes d’équations obtenus sont découplés en :

- ((Eo’k, c?), Eg’k) si on traite le probléeme avec des conditions aux limites essentielles partout,
ou en :

- ((E*, ck), E2*®), si on traite le probleme avec des conditions aux limites essentielles seulement
sur y¢ pour la partie longitudinale du champ.

On se ramene alors pour chaque k € N a la résolution d’un systeme matriciel issu d’une discrétisation
dans X%’Rli et d’un systéme matriciel issu d’une discrétisation dans V{(w). Nous ne détaillerons pas
la formation des matrices de discrétisation des formulations variationnelles, puisque cela a été fait
dans le chapitre 4 de partie II, qui traite le probleme bidimensionnel. Nous reprenons les notations
relatives a cette partie. Rappelons que le nombre de coins rentrants du probleme bidimensionnel
est égal au nombre d’arétes rentrantes du probléme tridimensionnel.

10.6.1 Champ électrique transverse : CL essentielles

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la discrétisation de la formulation variationnelle (8.26)-
(8.27) dans X%’ﬁ. On introduit de nouvelles matrices de (R2*2)N*N ot de nouveaux vecteurs de
(R2)N obtenus par discrétisation (8.26)-(8.27) dans la base B de R? (définie en (4.40), partie II,
section 4.7).

Soit Mg € (R?*2)NXN ]a matrice de masse de I'espace XOE’ﬁ. Cette matrice se forme comme la

matrice Ay du probleme bidimensionnel, en remplagant le produit scalaire dans XOE Ao (., .) par

le produit L*(w) : (., .)o,w- On posera de méme M, € (R?**2 )N*N 1a matrice de masse appliquée

au relevement discret, de la méme forme que A,.

k% 72
1.2

scalaires A’g( ., .) dans la base By. De méme, Af =A, +

My, la matrice dont les coeflicients correspondent aux produits

k2 72
L2

On appelle alors A’g =Ay +

M,.. e¥ désignera la représentation

de ei décomposé dans la base B.
Soit Ly, € (RY?2)NarxXN"]a matrice représentant les valeurs de A% (., x7, ) dans la base By :
Vie{l,.. Ng}

1 .

]Lk’j = ( Alg(vjel,xls’:h) Ag(vje2axih) )7v.7 S IW’
= (0 ARt ) Ve L,
= (0 0),VjeIc.

Pour calculer cette matrice, il faut d’abord approcher les Xf , comme c’est expliqué dans le

paragraphe 4.9.2 de la partie II.
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Soit L, € (R?)N le vecteur représentant les valeurs approchées de £F ( .) dans la base By :

km
(g, Ovi)ow — (5, Bavi)ow + T(fg]jh’ Vi )ow
L, = Vi € 1,
k k km ck
(g1 O2vidow + (£, drviow — = (frp, vidow

(gﬁ, 6rvi)0,w - (f§7h7 auvi)o,w

km
(g5, Ovvi)ow + (££,, Orvidow — = (FF .70, vi)ow

= <8>WGIC.

Soit X € RNerxNer 13 matrice des produits : Af (x7 ,, x> ;). Pour le calcul des coefficients
diagonaux, le calcul de (XlS B XlS 1 )0 se décompose de la méme fagon que pour le calcul des ght,
expliqué au paragraphe 4.4.3. On a : / |x;D Pdw = may RIQO”.
le
Soit AF € RNer | le vecteur contenant les approximations des A7
~k ~
Soit E* € RN la représentation de EF dans la base B (4.40).
Les équations (8.26)-(8.27) se mettent alors sous la forme discrétisée suivante :
Pout tout k € N, trouver E;, € (R?)N et ¢j, € RNer tels que :

~k
AGE +1Lich = Ly — Are',
(10.15)
~k
LyE + 7XEck = mAF,
k T k ok
Soit Aloki — < io ﬂ_ﬂggk ) € R(2N+Ncr)x(2N+Ncr)’ et L/k; _ ( Lk ;)\Airg ) c R(QNJFNCT‘). Posons :
k h A

E* = ( :k ) € RON+Ner) Te5 équations (10.15) se mettent sous la forme suivante :
AFE® = Uk,

L’algorithme de résolution de (10.15) est le suivant :

- Résoudre AKE, = L, — AFek;

- Résoudre (Ly (Af)™? }Lg — TI'XZ)CZ =LyEy — T Ak

- Résoudre Ak Ek =L, — Afed — LT cF:= AFE, — LT c}.

10.6.2 Champ électrique transverse : CL presque essentielles

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a la discrétisation de la formulation variationnelle (8.30)-
(8.31). Dans un premier temps, nous allons déterminer une base de Xé’kR I’espace discrétisé de
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Xé’R par les éléments finis de Lagrange Py :

Xé’kR = {veXy|v.T],, =0suryc} . (10.16)

)

Par construction, Xg’kR € H'(Q) et est conforme dans Xé’R. On suppose pour simplifier les

notations que 4 ne contient pas de coin (en pratique, on choisit pour 4 un plan).

Les coins appartenant a ¢ N 74 sont maintenant considérés comme des points des arétes de
Yo. On suppose qu’il y en a N 4¢, indicés par [4¢. 1l reste donc N, — N 4¢ coins et on a N, + Ny
points d’arétes. On restreint ’ensemble d’indices I. a I = I.\I4¢, et on compléte alors ’ensemble
des indices I, en I, UIzc. Soit 14 'ensemble des indices des N 4 points du bord appartenant a
~v4. Pour ces points, on ne procédera pas a la pseudo-élimination. On complete alors 'ensemble des
indices I, en I, =1, UI4, et on restreint 'ensemble des indices I, UT4c a I := (I,\I4) UI4¢. On
en déduit que Xé:f est de dimension 2N — N, — 2N.

Soit B4 la base de Xé:f :

Ba = (Via)iel,,ac{i,2y U (vivi)ier, - (10.17)

On reprend la structure par bloc détaillée dans le paragraphe 4.7.1 de la partie II, en remplacant
I, par I, I, par I, et I. par I... On reprend la construction de la matrice Agy. Considérons :

avec :
- Ay o € (RPXZ)NoxNo telle que : V, 5 € I, :

(vjer,vier)xa (vjex, vier)xa
(vjer,viez)xa (vjez, viey)xa
- Ay, € (RN Ny telle que : V , j € I

N (vjTj, viTi)xa (vjvj, viTi)xa
ALI, =

(vj T, vivi)xa (vjvj, vivj)xa

- A, € (RP2)NoNar ot A, , € (R2X2)NarxNo telles que :
Viel,,Vj € Ly,

A 0 (vjvj, vier)xa N 0 0
] — 2,0 __
), = et Ayyo—

0 (vjl/j,viez)xé (Uielayj’/j)xé (Uz‘e%Uj’/j)Xé
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I étant la matrice identité de (R2*2)Ner>Ner,

Soit M4 la matrice construite de la méme facon, en remplagant le produit scalaire (., .) x4 par

271'2

le produit scalaire L?(w). La matrice A% = Ay + I

Ak (., ) dans la base Ba.

M 4 représente alors le produit scalaire

Soit Lg s € (R?)NerXN 1o matrice représentant A% (., x; h) dans la base B4. L4 est telle que :

Vie {1,...Ngu},
LlA’fk = ( Aﬁ(viel,xﬁh) Aﬁ(vieg,xﬁh) ),Vz’ el,,
= (0 AZ(UiVjaxﬁh) ),ViGIa/,

= (0 0),Viely

Soit Ly € (R2)N| le vecteur représentant les approximations de £¥ (.) dans la base B4, £X est

tel que :

(gh, alvz) ,w (f]lia a2vi)0,w
,Vie I, Ul ,

(g5, 02vi )00 + (fF, 103 )0, w

km

YA

,Vie Iy,

km
(gF, &vi)o.w + (fF, 10 )0, w / ef .Tvmdo + / Zhvﬂ'ldU
YA YA

> Vie Iy

Soit XAh € (RY2)NarxN telle que : VI, k € {1,...,Ng },

k \Lom _ 4k oS .S
T (X)) " = AL (X hs X h) -

Cette matrice se calcule de la méme fagon que Xj,.
Soit Xjﬁl € RNer | le vecteur contenant les approximations des )\Z’]

~k —~
Soit E4 € R2N la représentation de EF dans la base By.

((gh,am) w—(fff,@gvi)o,w—i-/ ef“; T’UZTldO'—T ljhvinga

Les équations (8.30)-(8.30) se mettent alors sous la forme discrétisée suivante :

~k
Pout tout k € N, trouver E4 € (R?)N et cqp € RN tels que :

AAEA + LY ch, = L%

~k
ko ok k
LarEa + X5 ¢4, = mAL.

k T
AA LA]ék
LA’k WXA,]’L

Ly — Af Qk

) e R(2N+Ncr)><(2N+Ncr)7 ot L:Zf _ ( )\k:
L A

Soit A/j = <

(10.18)

) c R(2N+Ncr) )
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K
E4
%

/
Posons : E} =
Can

) € RON+Ner) Tes équations (10.15) se mettent sous la forme suivante :
ATEY = L},

L’algorithme de résolution de (10.18) est le suivant :

- Résoudre AKE, = Lags

- Résoudre (Lay (A¥)7'LY , — aXE ,)ck, = LarEs — 705 ;

~k
; k _ T .k . Ak T ik
- Résoudre AjEy = Ly — Ly ¢y i =ARE, — Ly €y

10.6.3 Champ électrique longitudinal

Qu’on choisisse de discrétiser le probleme prismatique dans X g ou dans X gA, le champ électrique
longitudinal satisfait la formulation variationnelle (8.28). Nous allons discrétiser cette formulation
dans l'espace VY (équation (4.9), partie II, paragraphe 4.3.1).

On introduit les matrices et les vecteurs suivants :
Soit KX € RN*N la matrice représentant le produit scalaire a¥ (., .) dans la base discrete de
VY(w), telle que : N
(KK = ak (v, v5),siietjel,,
= 4, siiouj € ly,

KPJ‘? — (0 Kf),aw )
D 0 —Ip, ’

Soit Kg’k e RN*N telle que :

ou Iy, est la matrice identité de RNowxNaw s et Ki o0, € RNwxNow ot telle que :
K, = db(vj, vi)sii € L, et j € In,.

Soit I, € RN le vecteur tel que :

kr

L= (., 0wio,w — (ff,, Bavi)o,w — 7 (gns Ovi)o,w, Vi € Lo,

= 0 sinon.

Soit e¥ la représentation de ef _ dans la base cartésienne.
L’équation (8.28) se met sous la forme discrétisée suivante :
Pout tout k£ € N, trouver E§ € RN tel que :

k
Kk EF = I, — KEF ek, (10.19)




Chapitre 11

Le probleme statique 3D mixte discret

11.1 L’élément fini mixte de Taylor-Hood P»-P;

Comme pour le cas bidimensionnel, on discrétise le problemes mixte par les éléments finis de
Taylor-Hood P»-P; (section 5.1, p. 123). Le champ électrique est approché en P; et le multiplicatuer
de Lagrange en P; sur un méme maillage. L’espace d’approximation du champ électrique est alors :

Xo={veCQ)?’: vy e€P(T),VIle{l,. ., L}},
et celui du multiplicateur de Lagrange est alors :
Vi={uel@Q):vgyeP(T),vie{l,. ., L}}.

On notera Nj le nombre de degrés de liberté P;, c’est-a-dire le nombre de sommets de la
tétraédrisation du maillage; et N le nombre de degrés de liberté P, c’est-a-dire le nombre de
sommets plus le nombre d’arétes de la triangulation du maillage.

Considérons S;,, i1 € {1,..., Ny } les sommets des triangles 7}. Soit N, le nombre de sommets
intérieurs a €, et N}m le nombre de sommets du bord 9Q2. On ordonne ces points P; ainsi :

Vip € 151], Si, € Q,etVigp € 1(1997 Si, € 092, ou on a défini les ensembles d’indices suivants :

Ih = {1,.., Ny}, Tgg = {NL+1,.., NG + Nl betI) = I§ U, .

Soient u;,, i1 € Iy les fonctions de base P;, qui génerent V.

Le champ électrique discret est recherché dans l'espace (V3 )3. On ordonnera les points de
discrétisation P, (sommets et arétes des tétraedres) M;, i € {1,..., N}. Soit i € I tel que M;
soit un sommet de la tétraédrisation. Alors il existe i1 € I; tel que S;; = M;. On considérera v;,
1 € I les fonctions de base Ps qui génerent V. On notera &, et py et les approximations du champ
dlectrique et du multiplicateur de Lagrange dans X x L%(2) ou X2 x L2(Q), et &, et p. et les
approximations dans X 37 4 X L?Y(Q) Le multiplicateur de Lagrange discrétisé est décomposés ainsi :

P = Z Pr(Siy) Wiy , Dyp = Z Doy ,n(Siy ) Wiy -

i1 €1 i1€ly

On notera p P, € RN* les vecteurs associés & pj, et pp 1 p = (pa(S1),- Pa( SN, )T et

et
P, = (Py(S1) s Prn(Sn, )T

201
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11.2 Méthode avec CL naturelles mixte : discrétisation

La preuve de la condition inf-sup discrete uniforme de la formulation mixte (9.3) pour I’élément
fini de Taylor-Hood Ps-iso-P; a été faite par P. Ciarlet, Jr. et V. Girault dans [39]. De méme, pour
le couple d’espace (Xs, V1), la condition inf-sup discréte est uniforme.

Proposition 11.1 Il existe une constante kg > 0, indépendante de h telle que :

B(Fp, up) o
6.

inf  sup =
un€Vi Foedy || Fhllae [ un o

La formulation variationnelle (9.3) discrétisée par les éléments finis de Taylor-Hood Ps-P; s’écrit
de la fagon suivante :
Trouver le couple (pp, ) € Vi x X; tel que :

Viel,Vae{1,3} (&,viea)x. + Be(vieq,pn) = Le,(viey),
(11.1)
Vii € 11 Be (Ens uiy) = Ge(viy ).

En décomposant pj, dans (11.1), on obtient :

Viel,Vae{1,3} (&, viea)r. + Z ph (S5 ) Be (viea, uiy ) = Le(vieq),
Jj1€l

Vi, € I Be (En, uiy ) = Ge (s ).

Soit E € (R®)N, la représentation de &, dans vect(v; €4 )ier ,ae{1,2,3}- Nous allons écrire les équations
ci-dessus de facon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées a Be et Ge.
e Soit C¢ € (R'3)N1XN 1a matrice composée des sous blocs C¢ '/ € R3 tels que :

Vi, € Il,Vj e I,C?’j = ( (alvj,ul-l )0 (82vj,uil) (83vj,uil) ) .
e Soit G € RN le vecteur tel que :
Vip € I, G" = Ge(uy, ).

Les équations (11.1) se mettent sous la forme :

AcE + ng = L
(11.2)
CeE =

[}

L’algorithme de résolution de (11.2) est le suivant :
- Résoudre AcEy = L;
- Résoudre ((CgAgl(Cg)B = CgEy — G;

- Résoudre A¢E = L — Cg p.

Les calculs de C¢ et G sont similaires aux calculs de la section 5.3 (partie II).
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11.3 Méthode avec CL essentielles mixte : discrétisation

Xg’f est un sous-espace de X, et V (Fp, up ) € Xg’f X Vi, Bo( Fn, up) = Bg(Fp, up ), on a

donc aussi une condition inf-sup discrete pour le couple d’espaces (X g ’5 , Vi)

Proposition 11.2 I existe une constante kg > 0 indépendante de h telle que :

inf sup Bo(Fn, un) > K.
unEVL g xR I Fnllxe lunllo — 0

La formulation variationnelle (9.4) discrétisée par les éléments finis de Taylor-Hood Pa-P; s’écrit
de la fagon suivante :
Trouver le couple (pp, &) € Vi x Xs tel que :

Vielg,Va e {1,3}, (Eh,viea)xg + Bo(viea, pn) = Lo(viey),

Vi€ Iy, (s vivi)ao + Bo(vivi, pr) = Lo(vivi),
VZ'GIf, 5h(Mi)XVi:eh(Mi)XVZ', (11.3)
VZ'GIQC, Eh(Mi):eh(Mi),
Vip € Tp, Bo (€, wi,) = Ge (i, ).
En décomposant p;, dans (11.3), on obtient alors :
N
Vielg,Va e {1,2,3}, (&, viea)ro + th(sil)BO (viea, uiy ) = Lo (viea),
i1=1
N
Viely, (Ens vivi)xp + th(sil)BO(Ui’/iyuil) = Lo(vivi),
i1=1
ViEIf, gh(Mi)Xl/i:eh(Mi)Xl/i,
ViEIac, gh(Mi):eh(Mi)v
N
Vip € Iy, > Bo(&n, i) = Ge (ui ).

j=1
Soit E® € (R3)N, 1a représentation de £, dans B (10.12). Nous allons écrire les équations ci-dessus
de facon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées a By.
e Soit Cyp € (R*3)N1>3N 1o matrice composée des sous-blocs C' 7 € R*3 tels que :
Vip € ),Vj € lg, C}7 =Ci,
Vip € I, Vj €Toe, Cg?P = (00 0),

Vip € I,Vj€ly, C7=(0 0 (8,05, u)o)-
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e Soit C, la matrice composée des sous-blocs (Cf} Je RIX2 tels que :

Vip € I1,Vj e l,, (Cf}’j:(o 00),
\V/’ilell,VjGIac, (Cf«l’j:(C?’j’

Vire L, Vi€l G = ((Ouywio (9vg,uin)o 0 ).

Il s’agit de résoudre le systeme matriciel suivant :

AER +CTp = Ly — AE,
(11.4)
CoEF = G- C,F.

L’algorithme de résolution de (11.4) est le suivant :
- Résoudre AgE' = L, ;

- Résoudre ((CAal(CT)E = CE — (G- C,E");
- Résoudre AgE® = Ly — A E" — Cl'p.

Les calculs de Cy et C, sont similaires & ceux de la section 5.4 (partie II).

11.4 Reégularisation a poids mixte : discrétisation

Comme pour le cas bidimensionnel, nous n’avons pas obtenu de résultat théorique sur la condi-
tion inf-sup discréte dans X2 - La formulation variationnelle (9.7) discrétisée par les éléments finis
de Taylor-Hood P»-P; s’écrit de la facon suivante : Trouver le couple (py n, Ey.n) € Vi x X tel
que :

Vi € Ig,Va € {1, 3} (577h,viea)xg + Bﬁ/(p,%h,ujl) = Ly(viea),

Y

Vie Iy, (& nsvivi)ag  + By (vivi,pyn) = Ly(vivi),
Vi € If, 577h(Mi) X V; = eh(Mi) XV, (115)
ViEIac, 577h(Mi) :eh(Mi),

Vip € I 87(577h,ui1):g,y(uil).
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En décomposant p, ; dans (11.5), on obtient alors :

N1
Vielg,Va e {1,2,3}, (877h,viea)xg7’y + Zp%h(Sil)Bv(viea,uil) =Ly (viey),

i1=1
N1

Vi€ Iy, (Eyonsvivi)ag  + D pyn(Si) By (vivi, uy ) = Ly (vivs),
i1=1

ViEIf, gy,h(Mi)XVi:eh(Mi)XVi,

Vi € Iz, g’y,h(Mi):eh(Mi)-

Vip € Iy, By (Ey,n s tiy) = Gy(ui ).

Soit E, € (R3)N, la représentation de &, 5 dans B (10.12). Nous allons écrire les équations ci-
dessus de facon matricielle. Pour cela, nous devons construire les matrices associées a B et G,.
e Soit C, € (RY3 N3N 14 matrice composée des sous-blocs C°7 € R tels que :

Vip € I1,Vj € Ig (Ci,l’j = ((01vj, ui, o,y (O2vj, uiy )o,v (0305, uiy Jo,y )
Vip e I1,Vj €l,e CH7=(000),
Vii e h,Vjely C87 = (0 0 (9,05, un)o. ) -

e Soit C, . la matrice composée des sous blocs Cf}}yj € RY3 tels que :
Vipe1,Vjelg Cly =(0 0 0),
Vip € I1, V) € Iy (Cf},’yj = ( (O1vj, uiy Jo, v (0205, wip Jo,~ (0305, wiy )o,~ ) ,
Vip € I1,Vj €1y Cf},’»yj = < (8Tjwj, Uiy )o,~ (8Tj2vj, Uiy Jo,y O > .

e Soit enfin G, € RN1 Je vecteur tel que :

Vi € Ilagi/l = g"/(uil) = (ga Uiy )07“/'

Les équations (11.5) se mettent sous la forme :

A’YE,Y +C$E’Y = L _Ar,'ygra
(11.6)

(C'y Ef\/ = g

L’algorithme de résolution de (11.6) est le suivant :

- Résoudre AyE, o = L, — A, E";
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- Résoudre (C,AS'CT)p = C,E

Eyo — (g - (Cr,'ygr);'

y

- Résoudre AyE, = L

v~ Arye - CzE'

Les calculs de C, et C, . sont similaires a ceux de la section 5.5 (partie II).

11.5 Cas prismatique mixte : discrétisation

Nous reprenons dans cette section les notations de la section 5.4 de la partie II. Ainsi, ici, Ny
(resp., N) est le nombre de points de discrétisation P; (resp., P») de w, etc. La partie longitudinale
du champ électrique E, est discrétisé dans Vg, avec :

V) ={ue W) : uyp, € Po(Th), VT, € Tp(w) et ujg, = 0}

On introduit la matrice mixte suivante, pour la partie longitudinale du champ électrique E ., cor-
respondant au produit (p*, v)g, ., discrétisé dans Vi x V9 :
Soit My, € RN XN telle que :

) . P kr
Vipeli,Vjel,, M?’J = T(uilyvj)o,uu

Vipely, Vjely,, MM =o0.
Soit My, , € RNt XN telle que :

Vip €Ly, Vjel,, M =0,

Vip €Iy, Vj€To,, MY =

Soit G, € RNt tel que : Viy € Iy, QQ = (g%, i )0 w-
Soit Bk € RN1 1a représentation discrétisée de py,, Papproximation de p dans V.

Soit E’; € RN la représentation discrétisée de E. n, 'approximation de E, dans V.

11.5.1 CL essentielles

Soit Ek € (R?)N la représentation discrétisée de Eh, I’approximation de E dans la base B (4.40)
de Xg, 2. La discrétisation du systeme de formulations variationnelles (9.8)-(9.11) se met sous la
forme : -

Pour tout k£ € N, trouver (E gﬁ, EF

zaEk) € (RQ)NXRN”XRNXRM tel que :
~k
AFE +Lick +Clp = Ly — Afer,
~k
L.E —i-TrXngZ—i-SIT)E = 7,

~k
CoE + Spcf — MREf = GF — C,,eF + My, e,

KbEF —MIp = I, — KpFek
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Posons :

Pk /
_% = 1k - KD glzca et Qk = gk} - (Crgk + Mr,kgk-

z

Les équations ci-dessus se mettent aussi sous la forme condensée suivante (en reprenant les notations
du paragraphe 10.6.1 de la partie II) :

A% 0 E'* cT L

k k w7 /
0 Kp E M ok (11.7)

—~
Q
=
ES
SN—
N
m M.
=
~__
o,
ES

L’algorithme de résolution de (11.7) est le suivant :

- Résoudre A'*Ey = L}, (voir l'algorithme de résolution de (10.15)) et K& Ey, = I} ;
(A’k)fl 0 c'T
- Résoudre ( CcC M ) p= G*;
0 (Kp™! —M;
- Résoudre AFE® = L* — C'Tp, et KEEF = I, + M p

Pour la deuxi¢me étape, calcule une approximation de p par l'algorithme du gradient conjugué

(section 15.4, partie IV). Notons qu’a chaque étape, on devra utiliser I’algorithme de résolution de
(10.15).

11.5.2 CL presque essentielles

Soient C,4 € (R™2)N1XN ] matrice mixte suivante :
Viip e I1,Vj e, Cijvj _ C%,j’
Vipeli,¥jels Ci/=(00),
Vit € L, Vj € 1o €47 = (0 (005w ).

On pose : C'y := ( Ca Sp ) € RNXCN+Nar),

~k ~ ~
Soit E,4 € (R?)N la représentation discrétisée de Ej,, 'approximation de E dans la base B4 (10.17)
de Xg 2. La discrétisation du systeme de formulations variationnelles (9.12)-(9.14), accompagnées
de (9.11), se met sous la forme :



208 CHAPITRE 11. LE PROBLEME STATIQUE 3D MIXTE DISCRET

~k
Pour tout k € N, trouver (E , gf‘th, EF, Bk;) € (RN x RNar x RN x RNt tel que :

AiEk + Lg,k Qljl,h +Clhp = Lay,
LacE + nXb iy +Shp = mAL,
(CAEk + SDEI;Lh — MEf = G + My, €,
KhES —Mfp = I — Kp'éb,

Posons :
Pk '
Uap =1 — Kp eb et GF = G + M, el

Les équations ci-dessus se mettent aussi sous la forme condensée suivante (en reprenant les notations
du paragraphe 10.6.2 de la partie II) :

AR 0 E} cy Ly s
+ pF = :
/
0 K% EF —M7 Va g
(11.8)
E
(Cy, —My) = Gj.
EF

L’algorithme de résolution de (11.8) est le suivant :
- Résoudre A'VE, = Ly, (voir Valgorithme de résolution de (10.18)) et K| E, . = I ;

A’k -1 0 C’T
- Résoudre ( c', —-M ) A = Gk
A k ) B — 3A

0 (Kp) ™ —M

- Résoudre A’} Ef =Lk - C:{E, et KEEF = I} + M p.

Pour la deuxi¢me étape, calcule une approximation de p par l'algorithme du gradient conjugué
(section 15.4, partie IV). Notons qu’a chaque étape, on devra utiliser I’algorithme de résolution de

(10.18).



Chapitre 12

Le probleme temporel 3D

12.1 Introduction

Les premieres expériences numériques de résolution des équations de Maxwell instationnaires
tridimensionnelles par des éléments finis continus ont été réalisées en 1992 par E. Heintzé [69]
(voir aussi [26]). E. Heintzé a codé la méthode avec conditions aux limites essentielles. Ainsi,
I’approximation du champ électromagnétique n’était correcte que pour des domaines convexes.

Nous reprenons le travail dE. Heintzé, et nous le généralisons au cas de domaines non-convexe,
pour lesquels on résout les équations de Maxwell instationnaires avec la méthode de régularisation
a poids.

Dans ce chapitre, 2 représente I'intérieur d’un conducteur parfait I' ¢, borné éventuellement par
une frontiere artificielle I' 4, exactement comme c’est expliqué dans la section 8.1. Dans le vide, les
équations de Maxwell s’écrivent :

€00:& —rotH = -7, (12.1)
o OH + rot & = 0, (12.2)
div(ep &) = p, (12.3)

div (poH) = 0. (12.4)

€ et 'H sont le champ électrique et magnétique, p est la densité de charges, et J est le vecteur
densité de courant. Ces quantités dépendent de la variable d’espace x et de la variable de temps t.
Rappelons que g est la permittivité diélectrique du vide, ug la perméabilité magnétique du vide.
Les quantités eg et pg sont telles que gg pgc® = 1, ot1 ¢ ~ 3.108m.s~! est la vitesse de propagation
des ondes électromagnétiques dans le vide.

On a les hypotheses de régularité minimale suivantes sur p et J, obtenues en analysant les
équations de Maxwell, et en notant que I’énergie électromagnétique est finie (voir par exemple [6],
chap. 2) :

8T € L0, T; £2(Q)),
dp € COO, T; H (), (12.5)

J et p satisfont (1.6) : div7 + 9p = 0.

Notons que les hypotheses de régularité sur J et p sont liées par I’équation de la charge (1.6). On
suppose de plus que la valeur initiale de J, notée J(.,0), existe. On a également une condition de

209
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conducteur parfait :
Exv =0surlc. (12.6)

Remarquons que (12.2) et (12.6) impliquent que :
o y(H.v) = 0sur I'c. (12.7)

Rappelons que I'équation de conservation de la charge (1.6) est une conséquence des équations
(12.1) et (12.3).
De plus, on connait £ et H au temps initial :

£(,0) = &, (12.8)
H(.,0) = Ho, (12.9)

ou le couple (&, Ho) ne dépend que de x.
On suppose en général que pgHo.v = 0 sur I'¢, de sorte que :

H.v =0surI'c. (12.10)

Sur la frontiere artificielle I' 4, on impose une condition aux limites de Silver-Miiller, qui s’écrit de
deux fagons équivalentes :

(5— ,/@'Hxv> XV = (e— @hxu> X v:=e" xvsur 'y ou bien : (12.11)
€0

€0
<,/@H+5xu>xy = <1/&h+exu>xuzzﬂwh*xusurFA. (12.12)
€0 €0 €0

o1 e* € H1(€2). On décompose I'4 en FfA et I'Y. Sur I‘fg, on modélise des ondes planes incidentes,

et sur I'%, on impose une condition aux limites absorbantes, de sorte que : e\*ra = 0et h|*1“a =0
A A

*

1A

On définit les espaces vectoriels suivants :

par définition, alors que e, et h\*ra = 0 sont liés aux ondes planes.
A

Ha(rot , Q) :={u e H(rot , Q) : uxvyg € LF(00), ux v, =0},
Ha(div (), Q) :={u € H(div (), Q) : u.vsq € L*(0Q), u.vp, = 0}.

On pose alors : ng(,v) = Ha(rot , Q)NH(div (1), Q), et Xﬁ(ﬁ) = H(rot , Q) NHa(div (), Q).
Notons que XgA’R = XA NHYQ) (resp. XS’R = X} N HY(Q)) est un sous-espace fermé de Xz
(resp. X{[‘). On a les hypothéses minimales de régularité suivantes sur le champ électromagnétique

initial (&, Ho) :

& € Ha(rot , Q) tel que : div (g9 &) = p,

Ho € X{[‘ tel que : div (pp &) = 0,

(50— ,/@Hoxu> Xxv =-ejxvsurl'y.
€0

(12.13)
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Les hypotheses minimales de régularité sur £ et H sont alors :

E € L*0,T;Ha(rot ,Q)); &E € L?(0,T; L2(Q)),
(12.14)
H e L*0,T; X); OyH € L*(0,T; £L2(Q)).

A partir des équations (12.1)-(12.4) de premier ordre en temps couplées en £ et H, on obtient
des équations de second ordre en temps découplées, a partir desquelles on construit les formulations
variationnelles. L’existence et I'unicité des solutions découle alors du théoreme suivant, di a J.-L
Lions et E. Magenes [78] (thm. 8.2, p. 296).

Théoréeme 12.1
e Soient V et H deux espaces de Hilbert tels que H' = H et 'V soit dense dans H.
e Soit a une forme bilinéaire, continue et symétriqgue sur V. On suppose qu’il existe A > 0
tel que a(.,.) + A(.,.)m soit coercitive sur V, c’est-a-dire :

Ja > 0|Vv € V,a(v,v) + Mol > allv]|. (12.15)
On définit Uopérateur A € LV, V') par : < Au, v >y yr:=a(u,v).
e Soit f € L*(0,T; H), (ug,u1) € V x H.
On consideére le probléme suivant : Trouver u tel que :
u' (t) + Au(t) = f(t), dans V', pourt €0, T[,
(12.16)
avec les données de Cauchy : u(0) = ug et v’ (0) = uy .

Le probléeme (12.16) est équivalent a la formulation variationnelle suivante : Trouver u tel que :

<u' (t),v>py +a(u(t),v)=(f(t),v)u,Vv eV, purt €l0,T],
(12.17)

avec les données de Cauchy : u(0) = ug et v’ (0) = uy .

Il eziste une unique solution auz problémes (12.16) et (12.17). De plus, Uapplication suivante n est
continue :
n:L*(0,T;HYxVxH — C%0,T;V)xC°(0,T;H)
(f7u07u1) = (U,U/)

Les preuves de la section qui suit sont dues a P. Ciarlet, Jr. [37].

12.2 Champ électrique : formulations variationnelles

12.2.1 Introduction

Dans un premier temps, on suppose que J€) = ' : il n’y a pas de frontiere absorbante. On sup-
pose que J et p satisfont les hypotheses de régularité minimale (12.5). Le champ électromagnétique
est alors tel que :

£ € L*0,T; Ho(rot , Q) et H € L*(0,T; Xy)).
On s’intéresse a ’évolution du champ électromagnétique (€, H) solution du probleme (12.1)-(12.4)
accompagné des conditions initiales (12.8)-(12.9), et des conditions aux limites (12.6) et (12.10)

dans l'intervalle de temps |0, T[ (T € R%) dans ©. On note : Qp = Qx]0,T[. Par la suite, nous
allons détailler I’étude du champ électrique, celle du champ magnétique étant similaire.
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Proposition 12.2 Dans le probléme de premier ordre en temps (12.1)-(12.4), on peut remplacer
(12.1) par les deux conditions suivantes :

0P + Prot(rotE) = —0,T /o, dans Q, pourt €]0,T], (12.18)
1

HE(,0) = & = - (rotHop — J(.,0)), dans Q, at =0, (12.19)
0

DEMONSTRATION. En dérivant (12.1) par rapport au temps, on trouve (12.18), dans D’(]0, T[x )3 :
2 52 (12,2) 1
porot O%H — 0,8 = =0T [eo = —rot(rotf) — — ;& = oo J
c
En considérant (12.1) a ¢t = 0, on obtient (12.19). Considérons la variable auxiliaire :
U = porot H — 20 — T /eo.

Pour montrer la réciproque, on consideére la variable auxiliaire : U = porot H — 20, — J /<o
Les relations (12.2) et (12.18) donnent :

O = porot O — FORE — 0T [0 "E OFE + Prot (vot &) + AT [=o 0

U est donc une constante. Par ailleurs, on a : U(.,0) = rot Ho/eog — & — J(.,0) /o = 0.
Ainsi, U = 0, ce qu’il fallait démontrer.

O
On cherche alors a résoudre le probleme (PE) suivant : Soit J et p satisfaisant I’équation de la
charge. Trouver & tel que :

P& + Prot(rot€) = —%atj, dans Q, pour t €]0, T'[, (12.20)

divE = é, dans Q, pour t €]0, T'[, (12.21)

E xvyg = 0, sur 9Q, pour t €]0, T[, (12.22)

E(,0) = &, %E(,0) = & = (rot By — pg J(.,0)), dans Q, &t =0, (12.23)
divéy = %’00), divé, = —6—10div J(.,0), dans Q a t = 0. (12.24)

Dans les paragraphes qui suivent, nous utilisons la convention suivante : L%ﬁ/) (Q) désigne au choix

L2(Q) ou L2(Q); et (.,.)o() le produit scalaire correspondant au choix. X2 () désigne au choix
X2 ou Xgﬁ/. Hé(m/)(Q) désigne au choix Hg(Q) ou Hj (). Bien sir, L*(Q2) et Hj(Q2) sont utilisés
avec Xg; et L2(Q2) et Hj () sont utilisés avec Xgﬁ.

12.2.2 Formulation variationnelle classique

Comme rot& € L2() avec £ € Ho(rot , ), on a : rot (rot &) € Ho(rot , Q). De plus,
comme 9;J € L2(), par différence (voir I'’équation (12.20)), on a : 92€ € Ho(rot , Q).
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En multipliant (12.20) par une fonction test F € Ho(rot , ), et en intégrant sur Q a Paide de
la formule d’intégrations par parties (7.15), on obtient alors formellement (au sens du chapitre 3
de [78]) la formulation variationnelle en £ (FV) suivante :
Trouver £(.,t) € Ho(rot , ) tel que :

1

< O}E,F >pp . + (rot &, rot F)y = _e_(atj’ Flo, VF € Ho(rot, Q), (12.25)
0

(12.26)

£(.,0) = &, BE(.,0) = &, (12.27)

olt ici, H = Ho(rot , Q) et < ., . >3y 3 désigne le produit de dualité entre H et son dual H’. On
suppose que 0;J € L?(0, T; L?(2)) pour que le second membre de cette formulation soit bien

défini. La solution du probleme (PE) est alors solution de (FV).
2

E, F)o.

Notons que le premier terme est souvent écrit sous la forme

ar
Proposition 12.3 Supposons que 0;J € L*(0, T; L2(R)), et (&, £1) € Ho(rot , Q) x L2(Q).
La formulation variationnelle (FV) admet une unique solution telle que :

(E,0E)eC°0,T; Ho(rot , 2)) x C°(0, T; L2(Q)).

DEMONSTRATION.  Appliquons le théoréme de Lions-Magenes 12.1, avec V. = Ho(rot,Q) et
H = L£%Q). V est dense dans H car V contient D(f2). La forme bilinéaire symétrique a est telle
que:a(u,v) = (rotu, rotv)p, Vu, v € V, et satisfait (12.15) avec A = a = 1. Par définition, la
donnée —0;J € L?(0,T; H), et par définition & € V et & € H. D’olt 'existence et I'unicité d'une
solution & (FV) telle que (&,&') € C°(0,T;V)NC°0,T; H).

O
Montrons que la formulation variationnelle (FV) est équivalente au probleme (PE), c’est-a-dire que
€ solution de (FV) satisfait (12.21).

Théoréme 12.4 Supposons que J et p satisfassent les hypothéses de régularité minimale (12.5),
et que (&, E1) € Ho(rot , Q) x L2(Y). Le probléeme (PE) est équivalent a la formulation varia-
tionnelle (FV).

DEMONSTRATION. Montrons que la solution £ de (FV) vérifie la relation de Coulomb. D’apres la
proposition 12.3, 8, € C°(0,T; £L2(Q)), d’ott : div (9,€) € C°(0, T; H-Y(Q)). Posons :

V =divE — p/ey,
une distribution de D’'(2x]0, T[). On a la relation suivante, vraie au sens des distributions :

BV = div(92) — OFp/=o,
= div(—0:J /g0 — Protrot & — d?p/eg ), d’apres (12.20)
= —1/508t(divj + &gp) = 0.

D’apres [101] (pp. 54-55), et sachant que 9;V = div (0; £) — dp/eo € C°(0, T; H71(Q)) (ce qui
signifie que 9;V (.,0) a bien un sens), on a alors : O,V = 9,V (.,0) = (div& — 9p(.,0)/e0) = 0,
d’apres (12.24). Ainsi, on obtient : V- = V(.,0) =div&y — po/eop = 0, d’apres (12.27) et (12.23).

(]

D’apres la proposition 12.3 et le théoreme 12.4, avec les hypotheses (12.5), la formulation (FV)
admet une unique solution égale a la solution de (PE). Pour résoudre (PE), on peut donc discrétiser
la formulation variationnelle (FV), par exemple avec des éléments finis d’arétes, conformes dans
Ho(rot , Q). On déduit du théoreme 12.4 le corollaire suivant :
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Corollaire 12.5 Supposons que les hypothéses du théoréme 12.4 sont vérifiées, et que de plus
p € C°0,T; L? (Q)). Il existe alors une unique solution de (PE) ou (FV) telle que :

()
(£,0E)eC%0,T; X2, ) xC%0,T; L3(Q)).

)

12.2.3 Formulation variationnelle augmentée

2
(v
on a ajoute un terme en ¢ (divE, div F)g(,) dans le membre principal de (12.25) et

Supposons que p € L?(0, T; L
dans Xg oy
A(p,divF )o(,7)/€0 au membre de gauche. On considere alors la formulation variationnelle aug-
mentée (FVA) suivante :

Trouver £(.,t) € Xg(ﬁ) tel que :

)(2)). Afin de discrétiser (FV) avec des éléments finis conformes

2

1 c .
< 8,525,.7: >HH +02 (8, .7:)/\/‘(8)( = —8—0(8tj,.7:)0 + 8_0 ([), lef>0(7W) , VF € Xé('](p{) ,(1228)

)
E(.,0) = &, 0E(.,0) = & . (12.29)

On suppose que 9, J € L2(0, T; L*(Q)) et p € L*(0, T; L%v) (©)) pour que le second membre de
cette formulation soit bien défini. La solution du probleme (PE) est alors solution de (FVA).
Pour appliquer le théoreme de Lions-Magenes 12.1, on devrait modifier le second membre de (12.28),
de facon & ce qu'il soit égal & ( f(t), F)o, ou f € L2(0, T; £2(Q)). Ceci étant, on peut utiliser la
version légerement modifiée de ce résultat, due a C. Bernardi et F. Ben Belgacem [15] (thm. 2.3,
p. 1502). Dans ce cas, la donnée d’un second membre de la forme (p(t), div F)q( ) est suffisante
pour conclure.

Proposition 12.6 Supposons que 0;J € L*(0,T; L*(Q)), que p € L*(0, T'; L%ﬁ/) (Q)); et que
(&,&1) € Xg( ) X L2(). La formulation variationnelle (FV) admet une unique solution telle

que : (€, 9,€) € CO(0, T5 X2 )N CO0, T; LA(Q)).

On veut maintenant montrer que la formulation variationnelle (FVA) est équivalente au probleme
(PE). Pour cela, il faut établir que &, solution de (FVA) satisfait (12.21). A cette fin, il faut
simplement prouver que divE = p/eg, pour la solution de (FVA). On note que V =divE — p/eg

appartient cette fois & L2(0, T'; L%ﬁ/) (€2)). Par ailleurs, si on raisonne au sens des distributions dans

D'(Q)x]0, T, on a maintenant &7V — ¢*> AV = 0, ce qui ne permet plus de conclure. Pour arriver
a nos fins, passons par le résultat suivant :

Théoréme 12.7 Supposons que dyp € C° (0, T'; L?,Y)(Q)) et 027 € L*(0, T; L2(2)) satisfont

l’équation de conservation de la charge. Le probléme (PE) est équivalent a (FVA).

DEMONSTRATION. Posons V' = divE — p/eg. Par hypothese, V € C°(0, T'; L%“/)(Q) ), et V(.,0)

est nul. Qui plus est, comme 027 et d;p sont de régularités suffisantes, la formulation variationnelle
(FVA) avec second membre égal & :

1 5 ? .
—g(at J, Fo+ . (Orp, div F)o( )

admet une solution unique, qui coincide donc avec 9;€. En conséquence, 9;€ € C°(0, T'; Xg (") ),

et O,V € C°0, T; L?y)(ﬂ)), et 9V (.,0) = 0. On construit une fonction test ad hoc pour la
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formulation variationnelle (FVA) en résolvant le probleme adjoint ci-dessous :
Trouver ¢(.,t) € Hé( W)(Q) tel que :

< 926, u> +¢2 (grad ((d4}) 6), grad ((d3)w))o = ((d]) Viw)o, Yu € HY(_ (), ¢ €,10,T],

G)
avec : ¢(T) = Op(T) = 0.

(12.30)

Par construction (voir [78]), ¢ € C°(0, T'; Hol(,y)(Q)) et Oy € C°(0, T; L2(Q)). Comme 0;¢ est

la solution unique de (12.30) avec second membre égal & 0;V, on a : 9, € C°(0, T'; Hé( W)(Q))

et 97¢ € C°(0, T'; L*(2)). En particulier, A(d])¢ € C°(0, T'; L%v)(ﬂ) ). On considere alors F =
grad (d])¢ € C°(0, T'; x¢ () ), que 'on peut utiliser dans la formulation variationnelle (FVA),
intégrée sur |0, T'[. Tous calculs faits, et aprés une double intégration par parties en temps, on

arrive a :

T
2 —
LIvenid . a=o.

O
D’apres la proposition 12.6 et le théoréeme 12.7, avec les bonnes hypotheses sur les données, la
formulation (FVA) admet une unique solution égale a la solution de (PE). Pour résoudre (PE), on
peut donc discrétiser la formulation variationnelle (FVA), par exemple avec des éléments finis de
Lagrange P, conformes dans Ho(rot , 2) N H(div (), ).

12.2.4 Formulation variationnelle augmentée mixte

Rappelons que lorsqu’on souhaite résoudre le systéeme couplé Maxwell-Vlasov, afin de satisfaire
numériquement I’équation de la charge, on renforce la condition de divergence par un multiplicateur
de Lagrange. Considérons dans un premier temps la formulation variationnelle augmentée ”a demi”
mixte (FVA2M) suivante :

Trouver £(.,t) € Xg(ﬂ) tel que :

2

1 c .
< 8,525, F >HH —|-02 (g,f)xg(w) = —%(atj,]:)o + % (p, div .7:)0(77), VF € Xg(ﬁ) (1231)
(divg, q)o(ﬁ) = 6—0([), q)o(ﬁ), Vq € L%ﬂ/)(Q),(12.32)
E(.,0)=E&p,0&(.,0) =¢&;. (12.33)

La solution de (FVA%M) satisfait (FVA) et I’équation de Coulomb. Si de plus on suppose que

opeC(0, T; L%y)(Q) ), alors la solution de (FVA) satisfait (FVA3$M) : (FVAZM) est équivalente

a (FVA), qui est équivalente & (PE). La formulation variationnelle (FVA2M) va nous permettre
de montrer que la formulation variationnelle augmentée mixte (FVAM) suivante est équivalente a

(PE) :



216 CHAPITRE 12. LE PROBLEME TEMPOREL 3D

Trouver (£(.,t), p(.,t)) € Xg(ﬁ) X L%,Y)(Q) tel que :

< RE,F >w m+E (€, Flag, , + 0, divF)o(,)

1 c? .
— _a_o(atj’ Fo + g—o(p, divF)o(,y), VFEXY ), (12.34)
. 1
(dlvg7 q)O(,'y) = g(pa Q)O(,'y) Vq € L%»y)(ﬂ)a (1235)
£(.,0) = &, BE(.,0) = &. (12.36)

Pour prouver que les formulations (FVAIM) et (FVAM) sont équivalentes, il faut et il suffit de
montrer que p = 0. Notons que p est solution de (FVAM) si et seulement si p € C°(0, T'; L%ﬁ/) (Q)).
Montrons tout d’abord le lemme suivant :

Lemme 12.8 Soit F € Hy(rot, Q). Alors div.F € H™1(Q).

DEMONSTRATION. Considérons F € Hy(rot,Q)’. Pour tout n € D(2), on a gradn € H, d’ou :
<divF,n >pp=—< F,gradn >pu= | < divF,n >pp | < || Flhellnllm

Donc le produit < divF,n >p/p est borné, continiment en fonction de |[7||g1. Comme c’est
valable pour tout n € H}(), par densité de H{(Q) dans D(Q) et par prolongement, div.F €
H1(Q).

(]

Ce lemme nous permet de montrer la proposition suivante :

Proposition 12.9 Supposons que 02p € L*(0, T'; L%w)(Q))' Alors p = 0 dans (12.34).

DEMONSTRATION. Comme p € C° (0, T'; L%,Y)(Q) ), il existe un unique ¢(.,t) € C° (0, T'; H(Q))
tel que : A¢ = p. Soit v = grad¢. On a donc v € C°(0, T; Xg(ry)) tel que : rotv = 0 et
divv = p (voir la section 8.2). D’apres [6] (p. 44), on sait que 92E € L%(0, T'; Ho(rot , Q)"). En
injectant v dans (12.34) intégrée sur |0, T'[, on obtient, en reprenant la notation de (FV) :

T
/ (< O2E , grad ¢ >ppaq + ¢ (diVE, plogy + Hpugm> dt
0 T 1 2
= ——(0 d — dt.
/o < 80( J , grad ¢ )o + eo(Pap)O(,y)>
Or, d’apres (12.35), divE = p/ep. D’ou

T ) ) T
/0 << 9; €, grad ¢ >y 3 +HpHO(,7)> dt = /O (

D’apres le lemme 12.8, comme 97€(., t) € H’, pour tout ¢, on a également div (02&(., t)) € H1(Q).
Comme ¢(., t) € H}(2), on peut alors écrire :

1
<atj,grad¢>o> dt.

€0

T T,
/ (< div (97€), ¢ >p-1.m +||p||(2)(y))dt:/ <—_<diV(5t~7)a¢>H—lH1>dt-
0 o ' 0 €0 oo



12.2. Champ électrique : formulations variationnelles 217

Or, on a : div(9,J) = Odivg = —0%p € L*(0,T; L%W)(Q)) d’aprés (1.6). De plus, comme

div € = p/eo, alors : div (028) = 9?p/eg € L*(0, T; L%w)(Q) ). Finalement, on aboutit & :

r 2
/0 [P, 8) 15 (,4ydt = 0.

O

On en déduit que lorsque 97p € L?(0, T'; L%v)(Q) ), (FVAM) est équivalent a (FVA%M).

Proposition 12.10 Supposons que 8;J € L*(0, T; L2(Q)) et Oyp € CO (0, T'; L%’y)(Q)) satisfont

I’équation de la charge. Soit (Ey, &) € Xg( ) x L2(Q). La formulation variationnelle (FVAM) ad-

met une unique solution telle quep =0 et (£, 0,E) € C°(0, T; Xg( ) )xCY(0, T; H(div (1), Q2)).

DEMONSTRATION. e Pour I’existence, notons qu’avec les hypotheses sur les données et les conditions
initiales, d’apres la proposition 12.3, le théoreme 12.4, et le corollaire 12.5, il existe une unique
solution & (FV) telle que (&,0;£) € C*(0T; XS(W)) x C°(0, T; H(div (4, ©2)). On remarque alors que
(€,0) est aussi solution de (FVAM).

e Montrons 'unicité : soient deux solutions de (FVAM) (&1, p1) et (&2, p2). Alors le couple
(g,p) = (51 — gg,pl — pg) vérifie :

3?(5, f)0+62(r0t87 rotf)0+c2(divg, din)O(ﬁ) +(p, din)O(,’y) :0, VF € Xg(ﬁ) s

(di‘v'g, q)o(ﬁ) =0, Vq € L%’Y)(Q) .
D’apres la proposition 12.9, comme 0 € H?, on a p = 0. D’apres la seconde ligne, (div £, div .7-")0(77)
est nul. Il reste donc :

< 62525,.7: >'H’,H +c2(rot5, I‘Otf)o = 0, VF € Xg( 4

divEé = 0,

avec H = Ho(rot , 2). Pour se ramener a (FV) avec comme donnée J = 0, on procede comme suit :
Soit w € Ho(rot , ). 1l existe un unique ¢,, € HL(Q) tel que : Ag, = divw. On a alors
v = w — grad ¢, € XSO( 4) puisque divv = 0, et rot v = rot w. En prenant F = v, on trouve
alors :

<OEE, W >y oy — <OPE, grad ¢y, >1p 4 + 2 (rotE, rotv)y = 0,
<ORE, Wy oy — <div (9FE), du > H) +c?(rotE, rotw)y = 0, d’apres le lemme 12.8,
< OE, W >y +P(rotE, rotw)y = 0, comme divE =0.

La derniere ligne correspond a (FV) puisqu’elle est valable pour tous w € Hy(rot , Q).
O

Théoréme 12.11 Supposons que 0;J € L?(0, T; L2()) et 02p € L*(0, T; L%v)(Q)) satisfont

I’équation de la charge. Soit (Ey, &1) € Xg( ) % L2(2). Alors (FVAM) est équivalente a (PE).

DEMONSTRATION. Avec ces hypothéses, d’apres la proposition 12.9, (FVAM) est équivalent a
(FVA%M), qui est équivalent a (PE) d’apres le théoreme 12.7.
O
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Remarque 12.12 Voir aussi [13], pour une résolution directe de la (FVAM), lorsque la relation
de conservation de la charge n’est pas vérifiée.

D’apres la proposition 12.10 et le théoreme 12.11, avec les bonnes hypotheses sur les données,
(FVAM) est équivalent & (PE). On peut donc approcher la solution de (PE) en discrétisant (FVAM),
par exemple avec les éléments finis de Taylor-Hood Py 1-Fk.

Considérons alors les hypotheses suivantes sur les données et sur les conditions initiales :

8T € L0, T; £2(Q)),

dp € 120, T; L2, (),

(12.37)
J et p satisfont (1.6) : divT + Oy = 0,

(50,51) S Xg X,CQ(Q),.

()

On a trois méthodes de calcul du champ électrique :
- Résoudre (FV) dans Ho(rot , Q) (proposition 12.3, théoréme 12.4),
- Résoudre (FVA) dans Xg( ) (proposition 12.6, théoréme 12.7),

- Résoudre (FVAM) dans X x L? )(€2) (proposition 12.10, théoréme 12.11).

) (v

12.2.5 Existence d’une frontiére artificielle

Supposons maintenant qu’il existe une frontiere artificielle I' 4. Nous allons introduire la condi-
tion de Silver-Miiller (12.12) dans la formulation variationnelle mixte augmentée. En dérivant cette
condition par rapport au temps, on a :

,/?at(n x V) = — (€ x V) x V) + 1/?at(h* x v) sur T4.
0 0

On élimine ensuite le terme J;(H x v) en prenant la trace tangentielle (i.e. . x vp,) de I'équation
de Maxwell-Faraday (12.2), soit :

1/?@(H X V)r, +crot (€ xv)r, = 0.
0

On obtient alors comme condition aux limites pour £ sur I' 4, Pexpression :

h((€E xv)xv) — crot (€ xv) = \/’;:Sat(h* X V).

En conséquence, on doit ajouter deux termes supplémentaires dans la formulation variationnelle.
Ces termes proviennent de la formule d’intégration par parties sur le terme en rot rot :

¢ < rot(rot&), F >= 02/

rot £.rot FdQ — ¢ / (rot& xv).FdX.
Q

o0N
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Or,on a:

—c2/ (rot& x v). FdY = —02/ (roté’xy).]—"dZ—cZ/ (rot & x v). Fdx,
o0 T'e Ta
= 02/ roté'.(]-"xu)dE—cQ/ (rot& x v).Fdx,
I'c Ta

= —c2/ (rot& x v).FdX, si F € Ha(rot , Q),
T'a

= —c/ ((8155><1/)><1/)..7’-"d2—i—i O (h* x v). Fd¥,
Ta

€0 Jry

1
= c/ (€ xv). (Fxv)dX + — O(h* xv). FdX.
T4 €0 Jry

La formulation variationnelle (FVAM) se réécrit alors :

Trouver (£(.,t), p(.t)) € XgA(,»y) X L%W)(Q) tel que :

2
L e Fro+ c/ (0 x v) . (F x 0)dS + 2 (&, F)
dt I's EG)
. 1 c? .

+(p, divF)o(,4) = —8—0(3tj, Fo + 8—0(/), div F )o(,4)

L ot xw) FAS, VF e xe(,,  (12.38)
€0 Jry
. 1

(dlvg7 q)O(,V) = %(P, Q)O(,'y)a Vq € L%»Y)(Q)a (1239)

£(.,0) = &, 8E(.,0) = &. (12.40)

12.3 Champ magnétique : formulation variationnelle

De méme que pour le champ électrique, on peut modifier le systéme (12.1)-(12.4), de fagon a
n’avoir a résoudre qu'un probleme dépendant de H. Rappelons que le produit scalaire dans X g ()

et dans X%( ) est le méme. La proposition suivante se montre de la méme fagon que la proposition
(12.2).

Proposition 12.13 Dans le probléme de premier ordre en temps (12.1)-(12.4), on peut remplacer
(12.2) par les trois conditions suivantes :

OH + crot ((rotH — J)) = 0, dans 2, pour t €]0,T[, (12.41)
ggt(rot H — J) xv =0, surdfQ, pourt €]0,T], (12.42)

OH(.,0) = Hy = —py ' rot &, dans Q, at=0. (12.43)
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La formulation variationnelle mixte augmentée correspondant & ce probléme s’écrit :

Trouver (H(.,t), p(.,t)) € Xﬁ(,w) X L%y)(Q) tel que :

d2
—2(H,}')0+c/ (OH x 1) (F x 0)dS + 2 (H, F )0
dt Iy H()

1
+(p,divf)0m):cZ(j,rotf)wM— O(e* xv). FdS, VF € Xy, (12.44)
0.JT4

(divH, q)o(,y) =0, Vg€ L%y)(Q), (12.45)

H(.,0) = Ho, H(.,0) = H. (12.46)

A notre connaissance, il n’existe pas de travaux publiés établissant que X%ﬁ N HL(Q) soit dense
dans X%ﬁ. Néanmoins d’aprées M. Dauge (communication privée), ce résultat est vrai sous des
hypotheses sur v semblables a celles qui permettent de retrouver la densité de X gﬁ N H() dans
xQ .

Ex

12.4 Semi-discrétisation en temps

Lorsque nous avons étudié le probleme quasi-statique, nous avons obtenu une discrétisation en
espace des équations de Maxwell. Il ne nous reste qu’a étudier la discrétisation en temps. Pour
cela, on utilise un schéma, expicite, centré de second ordre en temps. Soit T' le temps final et N;
tel que : T = Ny At, ou Ny € N* et At > 0 est le pas de temps choisi. Posons t, = nAt,
tnp12 = (n+1/2) At, et U™ :=U(ty), Urt/2 .= U(t11/2)- La dérivée seconde de U est approchée
par un schéma de Newmark :

&2 urtt a2y +yYn!

Ut O(At?).
dt? (tn) At? + O(A)
La dérivée premiere est approchée par un schéma saute-mouton :

d un-i—l _ un—l

—U(ty) = ————— + O(A).

) 2 At + O(A)

Le champ électrique est défini aux instants entiers ¢, et le champ magnétique est défini aux instants

demi-entiers ¢, /5. On peut alors écrire les schémas semi-discrétisés en temps suivants :

e Pour le champ électrique :

Pour tout n € {0, ..., N}, trouver (£"+1 pntl) € XSA(,y)
1

(et —2en et Fyy 4 / (€t =&m ) xv) (F xv)dS
Fa

x L2

(v)(Q) tel que : VF € ng(w)’

At? 2 At
+02((€n, F)Xg( ) + (pn+1, din)0(7,\/)

2
T2 g2 Ey §—<p"7 div F )o( ) (12.47)
0

L
EOAt

1 1 en+1 _enfl
o = (ntl/2  pn—1/2 sz =
At/FA [(EO(h h )—i—( 5 ><1/>>><1/] LFdY

= L(F).
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et Vg € L%,Y)(Q), )

(diV5n+17 Q)o(,y) = 6_0(pn+17 q)O(,ﬂ{)a (12.48)

avec les données initiales :
E0 =&, =& — At&g,p’ = 0. (12.49)
e Pour le champ magnétique :

Pour tout n € {0,..., N}, trouver (H"+3/2 pnt3/2) ¢ X (,4) ¥ L%W)(Q) tel que : V.F € XgA(ﬁ),

1
m(Hn+3/z —QHMT2 L 2 )+ ﬁ/r (HFY2 £ H2) % ) (F x v)dS
A
+ 2 (M2 Fao (02 divF g () = 2 (T2, rot F)o
_ / i(e"Jrl —e") + fo LR X v xv| . Fd¥
Mo At T4 €0 €0 2
= M"T2(F),
(12.50)
et,Vq € L%y)(Q),
(divH"2, q)o(.4) = 0, (12.51)
avec les conditions initiales :
At At
HY? = Hy— - Hy HOYP = Ho + o = 0. (12.52)

12.5 Discrétisation complete

Nous allons maintenant discrétiser les schémas en espace, afin d’avoir a résoudre un systéme
matriciel a chaque pas de temps. Comme nous avons beaucoup détaillé la discrétisation du probleme
statique (chapitres 10 et 11 pour le champ électrique, section 16.3 de la partie IV pour le champ
magnétique), nous ne donnons ici que de bréves indications pour la construction des matrices.

12.5.1 Elimination des CL presque essentielles

Si € n’est pas convexe, X;"R (resp. XS’R) n’est pas dense dans Xé“ (resp. Xﬁ). En revanche,

R

pour 1 —a < v <1, X(SA’R est dense dans Xé“v. On n’a pas de preuve que Xﬁ’ soit dense dans

Xﬁﬁ, néanmoins, on suppose que c’est vrai pour 1 — a < v < 1 (c¢f M. Dauge, communication
privée). Pour discrétiser XgA ’R, on procede de la méme facon que pour discrétiser X’ S’R, ce qui est
expliqué au paragraphe 10.4. Pour simplifier les notations, on ne différencie par le cas ou ) est
convexe (calcul dans X2 et XJ)) du cas ou 2 n’est pas convexe (calcul dans X et X%7 7).

Soit X;{’kR (resp. Xﬁ:f) I'espace XEA’R (resp. Xﬁ’R) discrétisé par les éléments finis de La-
grange Py :

£k = {VhGXk’VhXV‘Fc:O},

(12.53)
AR

XHk = {VhEXk|Vh-V\Fc:0}-
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Par construction, Xé’kR € HY(Q) (resp. X;ﬁ:”f € HY(Q)) et est conforme dans X;’R (resp. X;ﬁ?’R).
On va expliquer comment discrétiser la formulation variationnelle augmentée mixte (12 38) (12.39)
(resp. (12.44)-(12.45)) par les éléments finis de Taylor-Hood dans X k+1 x Vi (resp. X k+1 x V).

On suppose que I'y4 est un plan, et que la frontiere I UT 4 ne contient géométriquement que
des points d’arétes ou de coins.
e Soit I4 'ensemble des indices des N4 points du bord appartenant a I"4. Pour ces points, on ne
procédera pas a la pseudo-élimination. On complete alors I'ensemble des indices I en I, := IqUI4,
et on restreint I'ensemble des indices Iy a Ir\I4.
e Les coins appartenant a I'c U I'4 sont interprétés comme étant des points d’arétes de I'c. On
suppose qu’il y en a N, ac, indicés par I 4c. Il reste donc Ny := N, — N, 4¢ coins et on a
N, + Ng ac points d’arétes. On restreint I’ensemble des indices I. & I := I.\I, ac, et on complete
I’ensemble des indices I, par I, UI, ac.
e Les points d’arétes de I'c U T'4 sont interprétés comme étant des points de face de I'c. On
suppose qu'il y en a Ny 4¢, indicés par Iy 4¢. Il reste donc Ny := Ny + Ngac — Nyac. On
restreint 'ensemble des indices I Ul ac : Iy := (Io ULy ac)\If ac, et on complete I'ensemble des
indices If\I4 par Iy := (If\IA) Ulfac. Par la suite, on pose : Ny := Ny + Ny et Iy =1, UIu.
On en déduit que l'espace X kR, I’espace X R Qiscrétisé par les éléments finis de Lagrange Py est
de dimension finie 3N — 2N ¢ — 3N, (voir le paragraphe 10.4.1) De méme, l'espace Xﬁ 7’5 , espace

Xﬁ B Qiscrétisé par les éléments finis de Lagrange Py est de dimension finie 3N — Ny — 2Ny — 3Ny
(voir le paragraphe 16.3.2 de la partie IV).
Soient By, et B les bases de X suivantes :

Ba = (Vi,a)iet,ul,  acf1,28) U (Vi T3)ier;s  aef1,2y U (Vi vi)ier,
By == (Vi,a)iet,ul, , ae{1,2,3} Y (i T )iel,,  aef1,2) U (Vi Vi)iel, (12.54)

U(vi Ti)ier, U (Vi ¥§)iel,, , acf1,2} -

On décomposera les éléments de x4 sk R dans B 4 et ceux de XgA kR dans B’; Pour la signification de
(vi Ti)ier,, U (Vi V§)ier,  ac{1,2}, O1 revoit le lecteur au paragraphe 16.3.2 de la partie IV : 7, est
un vecteur directeur de I'aréte sur laquelle se trouve M;, et on crée les vecteurs v§' de sorte que
(1, v}, v?) forme une base orthonormée directe.

On reprend la structure par bloc, détaillée au paragraphe 10.4.1 pour le champ électrique et
au paragraphe 16.3.2 de la partie IV pour le champ magnétique, en remplacant I par I,, Iy par
I, Loe par Loy, 1, par Ly, I par Iy, Soit Ay € (R¥3)NN (resp. Ay € (R¥*3)NN) 1a matrice des
produits scalaires Xg(ﬁ) des éléments de la base B 4.

A/ A’ Al 0
A A 0 0,0 0, T 0,Ta
A — A()’O onl’ 0 A/ — A7’,0 A7’,’7‘ A7’,’7‘a O
A 6’ ¢ 67 v I ’ A A7'0, 0 A7'(1 s T A7'(1 s Ta 0 ’
ac’, ac’ 0 0 0 ]Ic/,c/

ot Iy 4 est la matrice identité de (R3*3 Waer XNaer et Ty .o est la matrice identité de (R3*3 YNerxNer

Nous ne détaillons pas les calculs de ces matrices car ils sont similaires a ceux des matrice A et
Aj. On crée exactement de la méme fagon My € (R¥3)N*N of M/, € (R¥*3)N*N les matrices de
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masse des problemes électrique et magnétique, en remplagant le produit scalaire dans X g (,~) bar
le produit scalaire £2().

Construisons Mp, € (R3*3)NXN"]a matrice qui correspond aux produits scalaires £2(I'4) des
composantes tangentielles sur I'4 des fonctions de base (Vi a)ic1,,ae{1,2,3}- On a:

il = 5 ([ st vad)) vien
q

Fq ‘ M; , MjGFq
0;; I3 sinon.

Construisons C4 et C'y € (RY3)N3N Jog matrices des produits mixtes :
e Soit C4 € (RM3)NX3N 15 matrice composée des sous-blocs C'}*7 € RY3 tels que :

Vip € I1,Vj €1, Cfi’j = ( (81vj,uil )0(77) (82vj,ul-1 )077 (83vj,uil )0(77) ) R

Vip € 1,Vj €l Chl y=(0 0 0),

Vi, € Il,Vj S If/ Cg& = ( 0 O (aijj,uil )0(’7) ) .

)

e Soit C/;, € (RYM3)N3N 13 matrice composée des sous-blocs ((C'A( ,Y))il 7€ RY3 tels que :
Vip € I1,Vj € I,bUly (C)nd =cCh7,

Vip € Iy, Vj € Ip ((C;x(,'y))il’j = ( (BTJ_M)j, Wiy )O(,“f) (arfvj7 Uiy )0(77) 0 > )

Vip € 1,Vj € 1y ((C;l(’,y))il’j = ( (aijj,uil )0(77) 0 0 ) .

12.5.2 Formation des second-membres

Nous avons formé toutes les matrices du membre principal de la discrétisation de (12.38)-(12.39)
(resp. (12.44)-(12.45)). Il ne nous reste plus qu’a former les second-membres.

Soit n € {0,...,N;}. On appelle L" € R3N le vecteur tel que :
- Vi el,, L;L = (ﬁ”(v, el), [,n(?)l eg) s [,n(?)l e3) )T,
-Vielp, L =(0,0, Lv;v;))T,
-Vi € Ige, L? = (0,0, 0)7.

Soit n € {0,...,N;}. On appelle R"*! € RNt le vecteur tel que :
-Viely, Bn+1 = (anrl, Uiy )O(V,Y)/EO .

Soit n € {0, ..., N;}. On appelle M"*1/2 € R3N e vecteur tel que :
_Viel, Mﬂ+1/2 _ (Mn—i-l/Q(vi el), Mn+1/2(vi es), Mn—l—l/Z(vi e;3) )T’

1

Vi€ Ty, MITY2 = (M 2(0, 7)) ) M2 (0, 72), 0)T
Vi€ Ly, MPFY2 = (MO (075) 0, 0)T,

T

Viels, MITY2 = (0,0,0)T.

12.5.3 Champ électromagnétique

Soit E? et E7! les décompositions de 1 (EY) et M1 (£71) dans la base B4. De méme, on
considere ﬂ1/2 et ﬂfl/z les décompositions de Hk+1(H1/2) et Hk+1('H71/2) dans la base B;l. Pour
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n € {1,...,N; + 1}, on désigne par E" (resp. ﬂ"H/Q) la décomposition de &} (resp. HZH/Q) dans

la base By (resp. B'y), on désigne par p™ € RN1 la décomposition de py, (pour le champ électrique
ou magnétique) dans la base de V. a

La FVAM (12.38)-(12.39) discrétisée par un schéma explicite en temps et par les éléments
finis de Taylor-Hood Py y1-FP; dans Xojf x Vi s’écrit alors : Pour tout n € {0,...,N}, trouver

(E"t! x pntl) e Xg:fﬂ x Vi tel que :

At /
(M + =5 Mp OB & St = L, (12.55)
CAE™ = R™I, |
cAt

avec : L= Af2L" + (QMA - CQAtQAA) E" — (My — TMFA)En_l.

L’algorithme de résolution & chaque pas de temps est le suivant :

At ,
- Résoudre (M4 + CTMFA)E/ =L";

At
- Résoudre (C4 (M4 + CTMFA )t (Cg)p”+1 = C4F — R"f;

At
- Résoudre (Mg + C—MFA YEUTL =

5 L' — (CZ;B”‘H.

La FVAM (12.44)-(12.45) discrétisée par un schéma explicite en temps et par les éléments
finis de Taylor-Hood Py;1-FP; dans X%’ f 41 X Vi s’écrit alors : Pour tout n € {0,...,N}, trouver

(H™H! x pntl) e Xg’f x Vi tel que :

/ cAt n+1/2 T n+l "n41/2
(M) + ——Mp JH"/Z+ C4p"" = M ) (12.56)

C T =0,

: At
avec : M™T/2 = A2 M2 4 (2M — A2 A ) HPY? - (MY, — —02 L) H2

L’algorithme de résolution & chaque pas de temps est le suivant :

At /
- Résoudre (M + CT M, )H = M2,

At /
- Résoudre (C'y (M/y + CT %A)_l(CAT)an — CH ;

c At

5 M,I‘A)ﬂn+3/2 _ M’n+1/2 _ (C;TBn—‘rl.

- Résoudre (M +
Afin d’avoir un algorithme de calcul rapide, il est intéressant de modifier les matrices de masses

(qui sont creuses) pour obtenir des matrices diagonales. En P; (la discrétisation se fait alors sans
multiplicateur de Lagrange), on a la formule de quadrature suivante, exacte pour f un polynéme

Py sur 7; :
/mmiﬁiﬂw
7 Sl .
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ol les S; sont les sommets de 7;. D’apres la section 15.5 de la partie IV, on peut construire des
matrices de masse diagonales My et Mp, pour le champ électrique (resp. M,y et M’FA pour le
champ magnétique) équivalentes & M 4 et Mp, (resp. My et MfA). En revanche, pour les éléments
finis P», la seule formule de quadrature exacte pour les polynomes Ps faisant intervenir les noeuds
P; est la suivante : pour f un polynéme P, sur 7; :

_ Ml
fron =13 s

ou les Sy sont les milieux des arétes de 7;. Ainsi, dans cette formule de quadrature, les poids associés
aux sommets de 7; sont nuls. Ceci a pour conséquence que la matrice diagonale associée a cette
formule a des zéros sur la diagonale, et n’est donc pas inversible. Dans [45], G. Cohen propose alors
une nouvelle famille d’éléments finis : les éléments P» tels que : P, C Py C P4 (voir le paragraphe
15.3.4 de la partie IV), qui contiennent vingt-trois éléments par tétraedre (voir la figure 15.3), et
dont la formule de quadrature exacte pour un polynéme P, sur 7; est telle que :

23
/ FOQ = wi f(M),
7 i=1

ou les (M;)i=1,.. 23 sont les points P2 du tétraedre, et les poids w; associés sont tous strictement
positifs. II est 1mp0rtant de noter que les formules de quadrature en P1 et en P2 préservent 1’ordre
de convergence.

12.5.4 Etude de la stabilité

Comme on utilise un schéma explicite, on doit imposer une condition de stabilité (condition de
type CFL) sur le pas de temps. Pour obtenir cette condition, on dérive des identités d’énergie a
partir des formulations variationnelles discretes. Dans le cas ou p et J sont nuls, on peut réécrire
la formulation variationnelle augmentée (FVA) totalement discrétisé sous la forme :

Pour tout n, trouver E;ZH € Xg:f tel que : VF}, € Xg f,

(eptt —25,g+5;;—1,fh)

At? (gh’fh) o =0
gn+1 _ gnfl

Considérons F;, = %, qui correspond a la discrétisation de 9;£, qu’on met sous la
forme : entl _ en e _ ent

h hoy h h

2 At 2 At
On utilise alors l'identité :
(& =28+ g7 gt =g = et =&l — 1€ = &7 o,

de sorte que la FVA totalement discrétisée se réécrive :

gt —egn
At

-t
At

+c? (5;;“,5,7))(0’ — A (ERE ) 20 =0

2At . £, () e (+)

0
(12.57)
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On définit la quantité discrete W+, qui a la dimension d’une énergie, par :

1|t - g c?
Wn+1 — h 7 + E(gngl ’ gi?).}\fo

12.
. £.(v)’ (12.58)

de sorte que l'identité (12.57) s’écrit :
1
At

ce qui traduit la conservation d’une énergie. Mais on n’a pas garantit la positivité de I’énergie.
Considérons la propriété suivante, valable pour toute forme bilinéaire symétrique A :

(Wn+1 _ Wn) — 0’

1

A, v) = T+ v ouE ) — A= vou - v)
u+v u+v At? u—v u-—v
_A<2 ’ 2>_4A<At’At>’

appliquée pour le produit scalaire dans X g (,) bour u = 8,?“ et v.= &' On a alors :

2 2 2

gt —¢gp
At

& - &
2

AA2 || ET —&p
0 4 At 0

E,(v) E,(7)

+ 2
0

2w =

Considérons Apqz, la plus grande valeur propre du probleme aux valeurs propres suivants :
Trouver (X, &,) € RT x Xg’f tel que : VFy, € Xg’f,

(&, fh)xg = X, Fr)o-
)

Amaz €st caractérisée par :

Fnll
[P

Amaz = Mmax

2
FreXd | Fr 5
On en déduit I'inégalité suivante :

1€+ = & le, | < Amar €L = £,

ce que nous permet d’obtenir que W"T! satisfait 1'inégalité :

et —en
At

+1
& — &
2

+ 2

At?
2Wn+1 < (1 - CQT Ama:v)
0

X0

Ainsi, la condition suffisante de positivité de W1 est :

At?
1 - czTAmax > 0.

En pratique, on ne calcule pas A. On peut montrer que :
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ou K > 0 est une constante qui dépend de la géométrie du maillage ainsi que du degré des éléments
finis; et r, est la valeur minimale des rayons des spheres inscrites des tétraedres. On choisit alors
le pas de temps At de sorte que la condition suffisante de stabilité suivante soit vérifiée :

27°h

At .
< cK

(12.59)

C’est une stabilité de type L2.

12.6 Présentation du code de calcul

Le code de calcul, implémenté en Fortran 77 a été intégralement réalisé par l'auteur, aidée de
P. Ciarlet, Jr. pour certains aspects algorithmiques.

Afin d’optimiser le colit mémoire, nous avons utilisé des structures de stockage de type ma-
trices creuses. Il faut construire les fonctions de multiplications matrice-matrice et matrice-vecteur
correspondantes.

Deux types de solveurs ont été choisis :

- Pour les petits systémes (au plus, des matrices carrées de taille 30 x 30), nous utilisons 1’algorithme
du pivot de Gauss,
- Pour les gros systémes, nous utilisons ’algorithme du gradient conjugué, éventuellement préconditionné.

Pour construire les matrices éléments finis, nous procédons en suivant ces étapes :

- Pour le tétraédre de référence, on crée les coordonnées barycentriques des degrés de liberté et les
fonctions de base associées.

- Dans une boucle sur les tétraedres, on calcule les fonctions de base Py, ce qui nous permet d’obtenir
les valeurs des fonctions de base locale et/ou de leurs gradients aux points d’intégration numérique.
On remplit ensuite les éléments des matrices.

Une fois les matrices éléments finis créées, il faut éliminer les degrés de liberté du bord supplémentaires,
afin de satisfaire la condition aux limites & X vp, = 0 ou B.v|p, = 0. Pour cela, on procede en
sélectionnant pour chaque noeud les 3 lignes et les 3 colonnes qui lui correspondent. Puis on fait
un changement de base locale, comme c’est expliqué dans le paragraphe 10.4.1.

Sur la figure 12.1, nous avons représenté schématiquement I’arborescence du code du calcul.
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Boucle en temps

Fic

Préparation
du stockage
Creux.

Construction
des vecteurs
de données.

Construction
des matrices
éléments finis

Construction
du second
membre.

Calcul du champ électromagnétique
et éventuellement du multiplicateur

de Lagrange.

Mise a jour des données,
et du second membre,
Calcul de I'énergie etc.

. 12.1 — Schéma du code de calcul.




Chapitre 13

Probleme temporel 3D : résultats
numériques

13.1 Méthode avec CL essentielles

Pour tester le code, on commence par résoudre le probléeme académique suivant : une cavité
résonnante cubique de longueur L = 1 m, c’est-a~dire un domaine €2 en forme de cube dont la
frontidre A€ est un conducteur parfait (ce test est proposé par E. Heintzé dans [69]) :

Trouver & € Xg et H € X% tels que :

VFEXD, OE Fo+ A (EF)y =0,
(13.1)
\V/]:GXO, 8§(H,f)0+02(H,f)X% :0,

ou c est la vitesse de la lumiere dans le vide, avec les conditions initiales a divergence et rotationnel
nuls ci-dessous :
cos(mzx) sin(my) sin(—27z)
& = | sin(mz) cos(my) sin(—27z) |, 0 = 0,
sin(mz) sin(ny) cos(—27z)

et :
3 —sin(7x) cos(my) cos(—27z)
Ho = sin(wt) cos(mz) sin(my) cos(—27z) ,0Hy = 0,
Mo w 0

ol w =~ 2.3 GHz. Ces conditions initiales vérifient bien les conditions aux limites (12.6) et (12.10)
requises, ainsi que les équations de Maxwell dans le vide. La solution exacte est alors la suivante :

cos(mz) sin(my) sin(—27z) 3 —sin(mx) cos(my) cos(—27z)
E(t) = cos(wt) | sin(mx) cos(my) sin(—27z) | , H(t) = " sin(wt) cos(mx) sin(my) cos(—27z)
sin(mz) sin(my) cos(—27z) Ho 0

Chaque composante du champ électromagnétique est un mode propre de I’équation des ondes. La
période d’oscillations spatiale est de deux metres dans les directions = et y; et de un metre dans
la direction z. Le calcul est fait pour un cube de 24 576 tétraedres, soit 33 noeuds par coté, c’est-
a~dire 33 noeuds par période d’oscillations dans les directions x et y; et 16 noeuds par période
d’oscillations dans la direction z, ce qui est supérieur a la limite minimale heuristique de 10 noeuds
par période d’oscillations. Notons que les tétraedres de ce cube sont construits par division de

229
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sous-cubes identiques. On a rj, =~ 1.4 cm. Pour observer une oscillation compléte, on choisit comme
temps final Ty = 4 ns. Nous avons fait trois simulations :

- Approximation de la solution de 13.1 par les éléments finis de Lagrange P;, notée (&1, B1).

- Approximation de la solution de 13.1 par les éléments finis de Lagrange P (éléments finis P; en
condensant la matrice de masse), notée (&5, By).

- Approximation de la solution de 13.1 par les éléments finis de Lagrange Py, notée (€2, Ba).
L’induction magnétique est bien calculée directement, et non par dérivation du champ électrique.
Pour les calculs en P, le pas de temps est de l'ordre de 47 ps, ce qui permet de respecter la
condition CFL (12.59) et d’avoir plus de 10 pas de temps de discrétisation par période d’oscillations
temporelles. Nous avons observé lors des expériences numériques que la condition CFL était plus
restrictive pour les éléments finis P, que pour les éléments finis P;. Ainsi, pour le calcul en P, le
pas de temps est de 'ordre de 4.7 ps.

Sur la figure 13.1, nous avons représenté les amplitudes relatives de Ei, (en bleu), Eiy (en
vert), Eo, (en noir) au point (0.19,0.12,0.12) en fonction du temps. Nous les comparons & celle de
E, (en rouge), la composante selon ’axe y de la solution exacte. Notons qu’a cette échelle (précision
relative & 0.1%), les courbes de E, (rouge) et Eo, (noire) sont confondues. Pour la courbe de Eq
(bleue), nous constatons un léger déphasage et une plus grande amplitude par rapport a la courbe
de E,. Ce déphasage s’accentue au cours du temps. Il diminue lorsqu’on utilise les éléments finis
P, (courbe verte), mais la différence d’amplitude persiste. Les résultats pour le champ magnétique
Whi1 — Wo

Wo '
L’évolution temporelle de cette quantité pour le calcul P; est donnée sur la figure 13.2 (& gauche
pour &; et a droite pour By). Comme prévu, cette quantité est négligeable. Sur la figure 13.3, on a
représenté I’évolution temporelle de la norme L2(£2) de la divergence (normalisée par Wy) de &; (&
gauche) et de By (a droite). Cette quantité oscille au cours du temps, mais reste inférieure a 1%.
La qualité de cette approximation est liée au fait que notre maillage soit trés régulier. Dans ce cas,
il n’est pas nécessaire d’utiliser un multiplicateur de Lagrange pour avoir de bons résultats.

sont tres similaires. Nous avons aussi testé la conservation de l’énergie discrete :

0.4

0.3

0.2

0.1r

y

Lumped P

Amplitude of E,

F1G. 13.1 — Amplitude relative de Ej, ;.
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ox 10*8 Discrete energy conservation. 3 :
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Fic. 13.2 — Evolution temporelle de la conservation de 1’énergie discrete.
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Fic. 13.3 — Evolution temporelle de la divergence.

13.2 Méthode de régularisation a poids
13.2.1 Introduction

Nous allons maintenant présenter un cas test dans un domaine 3D singulier, dont la géométrie
est donnée sur la figure 13.4. Le domaine de calcul {2 est un prisme droit présentant une aréte
rentrante d’angle diedre 37/2 (en rouge). Posons r la distance orthogonale & l'aréte rentrante.
Nous avons pris un poids v = 095 si 7 < 1 et v = 0 si r > 1 (dans la région ou le champ est
régulier). Sur la totalité de la frontiere artificielle I" 4 (en vert), on impose une condition aux limites
de Silver-Miiller d’onde absorbante : €* = 0 et h* = (0. Une barre de courant traverse le prisme

et va générer un champ électromagnétique. Le vecteur densité de courant et la densité de charges
circulant dans la barre sont tels que :

T2z T T2z
= 10 % wsin <—> cos(wt)e = 107° = cos <—> sin(wt),
avec w =~ 2.5 GHz. Le courant est d’intensité maximale au milieu du prisme, et il s’annule en ses
extrémités. Notons que J et p ici choisis sont tres réguliers.
Le champ électrique est solution de la formulation variationnelle augmentée suivante :
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(9,6,0)

(6.3.0) (9,3,0)

I : frontiere artificielle.
,,,,, Courant.

-~ Aréte rentrante.

FiG. 13.4 — Cas singulier : géométrie du probléme.

Trouver & € Xg“%,y tel que V.F € Xg“%,y :

2

d d d :
@(5,}")0 +c? (57-7:)X§W —i—cE/FA(S Xv). (Fxv)dE = —E(j/eo,}")o + 2 (p/eo, div F)o

Le champ magnétique est solution de la formulation variationnelle augmentée suivante :
Trouver H € Xﬁﬁ/ tel que VF € Xﬁ,y :

2

d ) d
@(H,}")o + (K, Flao + ST FA(H xv). (Fxv)ds

= c2(J,rot F)g,

Nous résolvons le probleme avec les éléments finis de Lagrange Pi. Le maillage contient environ
685000 tétraedres, et on a rp =~ 3 cm. Le pas de temps est de 'ordre de 40 ps, ce qui permet de
respecter la condition CFL (12.59) et d’avoir plus de 10 pas de temps de discrétisation par période
d’oscillations temporelles. Le temps d’observation final est de 25 ns, ce qui permet a 'onde générée
par la barre de courant d’atteindre les extrémités du domaine (rappelons que le champ se déplace
a la vitesse finie ¢ ~ 3.108 m.s™!). La longueur d’onde associée & la pulsation w est de I'ordre de :
A = 2mc¢/w~ 75 cm.

13.2.2 Evolution spatiale

Etudions I'évolution spatiale du champ. Sur les figures 13.5 a 13.10, on représente les valeurs des
composantes du champ électrique et de I'induction magnétique dans le plan z = 2.5 m, orthogonal
a la barre de courant, aux quatre temps suivants : 79 = 1 ns (en haut & gauche), 7> = 8 ns (en
haut & droite), T35 = 15 ns (en bas a gauche), Ty = 20 ns (en bas a droite). Au temps 77, 'onde
électromagnétique vient de se créer autour de la barre de courant, elle se développe et atteint la
frontiére artificielle I'4, en x = 0 au temps T5. On constate que la longueur d’onde est proche de
75 cm, comme attendu. Au temps T3, onde est arrivée sur I’aréte rentrante, et au temps Ty, elle
a presque atteint I'extremité de droite de la frontiere artificielle I" 4.

Sur les figures 13.5 et 13.7, on remarque aux temps T3 et Ty que les composantes x et y du
champ électrique ont un comportement singulier au voisinage du coin rentrant, comme on peut s’y
attendre. D’autre part, ce comportement ressemble & celui qu’on observe en 2D (figures 6.3 & 6.8) :
les valeurs de la composante ET,m se développent plus la direction x, et les valeurs de la composante
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,, dans la direction y (la partie transverse du champ s’enroule autour de 'aréte rentrante). Notons
que l onde est réfléchie lorsqu’elle atteint le conducteur parfait. On observe aussi des réflexions sur
la frontiere artificielle. Ce sont des réflexions parasites : il faudrait une condition limite d’ordre
supérieur a l'ordre 1 car 'onde n’est pas plane. Sur la figure 13.9, on constate que les valeurs de
la, composante E~y sont plus basses que celles des deux autres composantes (d’environ un facteur
deux), et que E~ est régulier partout (rappelons qu’on a la proposition 8.21). Cela s’explique de
la facon sulvante z est la direction de I'aréte rentrante, et il n’y a pas de singularité géométrique
dans cette direction. Dans cette configuration d’aprés A. Buffa et al. [31], E; , € H L.

Sur les figures 13.5 et 13.7, on remarque que le comportement singulier des composantes = et
y de I'induction magnétique (resp. By et By ) existe mais est tres discret. Comme le courant est
dirigé selon ’axe z, on s’attend a ce que la composante z de I'induction By , soit nulle. Sur la figure
13.10, on voit que les valeurs sont au plus d’intensité dix fois mferleure a celle des deux autres
composantes. Pour le moment, on ne sait pas expliquer que cette composante ait un comportement
singulier au voisinage du coin rentrant.

Quant a la forme du champ électromagnétique, on peut 'expliquer formellement avec la loi de
Biot et Savart (magnétostatique, voir par exemple [100]). En effet, d’apres cette loi, I'induction
magnétique au point M créé par la barre de courant B est tel que :

Pir
- // I X PM
B, |PM|2

Py M
ou P décrit le volume Bj;. Ainsi, au point M, on a B(M) x %, ol Py est la projection
m M

orthogonale de M sur I’axe de la barre. Soit (=, v, 2) les coordonnées de M et (z/, v, z) celles de
Pys. On en déduit :

5wy

z /
X ———— (x — )
| Py M |2 0

On en déduit alors que pour y = ¢ (i.e. dans la direction verticale), B, &~ 0 et que pour x = 2’ (i.e.
dans la direction horizontale), B, ~ 0. Sur la figure 13.6, on observe en effet au temps T que BT,x
est non nulle au dessus et en dessous de la barre de courant, et oscille dans la direction verticale.
De méme, sur la figure 13.8, on observe en effet au temps 17 que B~y est non nulle a droite et a
gauche de la barre de courant , et oscille dans la direction horizontale.

Le champ électrique est orthogonal a induction magnétique, c’est pourquoi on a un compor-
tement orthogonal : sur la figure 13.5, on observe au temps 77 que ET,x est non nulle & droite et
a gauche de la barre de courant, et oscille dans la direction horizontale. De méme, sur la figure
13.7, on observe en effet au temps 771 que Ey i, est non nulle au dessus et en dessous de la barre de
courant, et oscille dans la direction verticale. Comme le courant est dans la direction z, E~Z n’est
pas nul.

Notons que si on n’utilise pas de poids, on obtient le méme résultat tant que 'onde n’a pas
atteint le coin rentrant. Une fois qu’il est atteint, les résultats different considérablement car sans
poids, on ne capte pas les singularités du champ électromagnétique.
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F1G. 13.5 — Composante E7  aux temps T;, 1 = 1 a 4, dans le plan z = 2,5 m.
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F1G. 13.6 — Composante By , aux temps Tj, i = 1 a 4, dans le plan z = 2,5 m.
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Fia. 13.7 — Composante ETy aux temps T;, ¢ = 1 a 4, dans le plan z = 2,5 m.

Fia. 13.8 — Composante BTy aux temps T;, ¢ = 1 a 4, dans le plan z = 2,5 m.
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F1G. 13.10 — Composante By , aux temps 73, i = 1 & 4, dans le plan z = 2,5 m.
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13.2.3 Evolution temporelle

Sur la figure 13.12, on a représenté ’évolution temporelle de ET,m au niveau de quatre différents
points de 2, situés dans le plan z = 2 : My = (1,1,2), My = (1,5,2), M3 = (8,5.5,2) (figure 13.11).
Le champ pris au point considéré est nul tant que I’onde n’a pas atteint ce point. Puis on observe
des oscillations forcées, de période de I'ordre de 2.5 ns, ce qui correspond a la période d’oscillations
temporelles du courant (7" = 27/w ~ 2.5 ns). On remarque de plus des effets d’interférence entre

les ondes créées et réfléchies : certaines oscillations se brisent.

M,
< My

M;

M,
+

Fi1c. 13.11 — Localisation des points d’observation.
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F1G. 13.12 — Composante Eg = aux points M;, i =1 a 4.

13.3 Conclusions sur les méthodes utilisés

Le calcul du champ électromagnétique instationnaire avec la méthode avec conditions aux limites
essentielles est connue depuis les années 90. Cette méthode donne d’excellents résultats lorsque le
domaine de calcul est régulier, mais cette méthode n’est pas envisageable pour des domaines sin-
guliers, ce qui bien str restreint fortement son utilisation. La méthode de régularisation a poids,
inventée par M. Costabel et M. Dauge [53], est en quelque sorte une généralisation de la premiere
méthode aux domaines singuliers, puisque qu’elle coincide avec celle-ci lorsqu’il n’y a pas de singula-
rité géométrique. Bien que nous n’ayons pas de résultats comparatifs, la méthode de régularisation
a poids semble donner des résultats pour le moins corrects en P;, pour le champ électrique aussi
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bien que pour le champ magnétique. Facile a implémenter, cette méthode est un concurrent sérieux
pour les méthodes éléments finis d’arétes ou de Galerkin discontinus.



Conclusions et perspectives

Nous disposons de deux codes éléments finis continus pour résoudre les équations de Maxwell :
e Un code Matlab, qui propose trois méthodes pour résoudre le probleme quasi-électrostatique dans
des domaines singuliers par les éléments finis de Lagrange Py (k =1 ou 2) ou les éléments finis de
Taylor-Hood P»-P;. Les trois méthodes sont les suivantes :

- La méthode avec CL naturelles, qui est simple & implémenter et efficace sur des maillages grossiers ;
- La méthode du complément singulier, pour laquelle on propose une nouvelle décomposition et une
nouvelle fagon d’approcher les fonctions de base singuliéres. Cette méthode a donné lieu a article
[72] (& lire accompagné du corrigendum [73]), et semble étre la plus précise en 2D (ce qui peut
s’expliquer par la connaissance explicite de la partie la plus singuliére du champ) ;

- La méthode de régularisation a poids, introduite pas M. Costabel et M. Dauge pour le calcul
de champ électrique en régime harmonique. Cette méthode n’avait pas encore été testée pour le
probléeme quasi-électrostatique mixte. Elle donne de tres bons résultats et est assez rapide & coder.
e Un code Fortran 77, qui résout les équations de Maxwell instationnaires dans des domaines
réguliers par des éléments finis de Lagrange Py, P; ou P; (ce qui existait déja) ; et dans des domaines
singuliers par des éléments finis de Lagrange P (a notre connaissance, cela n’a jamais été fait). La
programmation du P? (voir [45]) et P2-Py est en cours.

D’un point de vue théorique, certains points sont a éclaircir, en particulier :

- Calcul de l'erreur d’approximation de la méthode avec conditions aux limites naturelles ;

- Fondements théoriques de la méthode de régularisation & poids pour le champ magnétique (notons
que nous avons tout de méme adapté cette méthode au calcul du champ magnétique instationnaire) ;
- Calcul de la condition inf-sup discrete pour la méthode de régularisation a poids mixte ;

- Calcul de l'erreur d’approximation du probléme instationnaire (en s’aidant de [44]).

La suite naturelle du travail de these est ’exploitation des codes de calculs pour simuler des
expériences physiques. Pour cela, il faut approfondir I’étude numérique du probléeme instationnaire :
- Nécessité du multiplicateur de Lagrange,

- Choix d’un schéma explicite ou implicite en temps,

- Améliorer la prise en compte de conditions aux limites absorbantes en utilisant des couches parfai-
tement adaptée (en anglais : P.M.L. pour perfectly matched layer) [16], afin de réduire les réflexions
parasites,

- Intérét de combiner 'adaptation du pas de temps et du maillage, comme c’est proposé dans [17]
pour I'équation des ondes scalaire,

- Utilisation de polynomes d’ordre élevé, comme c’est fait dans [56] pour la méthode de régularisation
a poids en 2D.

Ainsi, il est utile de compléter I’étude mathématique et numérique des méthodes, afin d’améliorer
la performance des codes. D’une part, on peut chercher a améliorer la vitesse de convergence de la
méthode avec conditions aux limites naturelle, et de 'adapter au cas instationnaire. D’autre part,
I’étude et la programmation de la méthode du complément singulier dans le cas prismatique est
une voie qui promet des résultats compétitifs en terme de précision et de cofit calcul. De plus, il est
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important de comparer les expériences numériques avec d’autres méthodes telles que les volumes
finis ou les éléments finis de Galerkin discontinus.

Notons que nous avons présenté I'utilisation des éléments finis de Taylor-Hood Py, 1- Py sans que
nous n’en ayons eu vraiment besoin. Mais nous rappelons que pour simuler des interactions champ-
particule, il est souhaitable de coupler le code a un code d’interaction de particules, puisqu’on doit
résoudre le systeme d’équations couplées Maxwell-Vlasov. Or dans ce cas, ’équation de continuité
de la charge discrete n’est pas vérifiée, et sans multiplicateur de Lagrange, les calculs du champ
électromagnétique divergent. De plus, on peut envisager de résoudre le probleme harmonique avec
les éléments finis de Taylor-Hood Py11-Fx, afin de tuer les valeurs propres parasites.



Quatrieme partie

Annexe
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Chapitre 14

Calculs complémentaires pour la MCS

14.1 Calcul de (p et Oy

Les calculs exposés dans cette section ont été fournis par P. Ciarlet, Jr. [35].

14.1.1 Cas d’un unique coin rentrant

Considérons le cas ou w n’a qu'un seul coin rentrant O. Calculons 3p y de la proposition 2.13.
Réécrivons ¢p n ainsi :

epN = (EpN + Bon (1 —n)ehn) + BoNNOD N »

ol 7 est la fonction de troncature définie en 1.1.

Par construction, la fonction (1 — 7n) s’annule dans un voisinage du coin rentrant, de sorte que
(1 - n)gogN est réguliere et (¢p Ny + Op,n (1 — U)SDIE),N) est dans H?(w).

D’autre part, le support de 7 est tel que la trace de o5 (resp. 9,(n¢k)) s’annule sur dw. Comme
ceci est valable aussi pour ¢p n, on en déduit que :

(¢p,N + BpN (1 — U)SOIJ:D),N) G(I)g,N-

Ainsi, le Laplacien de cette fonction est orthogonal a toute fonction de Sp n, d’ou :

lspnllf = —/ App N spndw = —BD,N/A(H ¢p,N)sp,N dw

w (14.1)
= —0BpnN </ A(mep,N)sp,N dw + /A(ﬁ ©D.N) SD.N dw) -

Soient I et I la premiere et la seconde intégrale du second-membre de 14.1. Pour [, rappelons
que sp n est dans H L(w) et est & Laplacien L? : on peut donc appliquer Iintégration par parties
(1.13) pour obtenir :

L = _/grad(nwg,N)-grangdew + | 9(nep,y)3p.Ndo
w Ow

= nep N ASpNdw— < 0Sp N, nepn >wa + | 0(neby)SpN do,
w Ow

avec H = H'?(dw).
Le dernier terme est sous forme intégrale grace a la propriété 9, (n gag Now € L?(0w).
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Comme sp n est harmonique et que n¢¥pja, =0 (resp. Ou5Njow = 0), les deux premiers termes
s’annulent. Soit v, la portion de dw définie ainsi :

Ye:=A(r,0) ew : r<eet § =0oumr/a},

ou € est tel que le support de 7 est w N B(O, €), ou B(O,€) est la boule de centre O et de rayon e.
Séparons le dernier terme en une intégrale sur «. et une intégrale sur dw\~e.

La premiére partie s’annule car d’aprés la proposition 2.10, spj,, = 0 dans Hl/z(’yc) (resp.
d’apres la proposition 2.16, 9, (n wﬁ)‘% =0 dans L%(7,.)) et le reste est aussi nul car le support de
n b est inclus dans w N B(O, ¢).

Qu’en est-il de I, qui contient la partie principale de sp v 7
Considérons w; := w\B(O,¢). Soit ¥. = dw. Nw, et écrivons 'intégrale I, sous forme d’une limite :

I, = lim I5 avec I5 = A(neh y)shydw.
st . ) )

Comme sgN est régulier dans we, on peut appliquer 'intégration par parties (1.13). Comme sgN

est régulier sur dw,, les crochets de dualité sont remplacés par des intégrales.

I5 = / nepn Ash ydw + / (Bu(meb.n)shn — OuspNnepN) do
We

Owe

= (0 (n gog,N) sg,N — 8,,5571\[77@5]\[) do, car sg’N est harmonique

Owe

= (0v(n gogN) sg’N — 8,,55]\777@5]\7) do, grace a la C. L. sur dw:\X.
Se

= ((91,4,05]\, sﬂN — &,sgw , 4,05]\,) do, car n = 1 prés du coin rentrant.
e

La derniére égalité est valable pour € < €/2.

On peut calculer explicitement cette intégrale en remplagant Lpg N et 357 N par leurs expressions.
Notons de plus que ¥, = {(r,0) : r =¢, 6 €]0, 7/a[}, de sorte que 9, = —J, sur l'interface. En
faisant le changement de variable 6’ = af, on obtient pour || sp ||3 :

/o ™
5 = / (—ae_l sin?(af) — ae! sin2(0u9))e df = —2/ sin?(0)df’ = —.
0=0 0'=0

On obtient le méme résultat pour || sy ||3 (il suffit de changer les sinus par des cosinus). D’ou :
1
Aoy =—llspnllG-
T

14.1.2 Cas de plusieurs coins rentrants

Considérons maintenant le cas ou il existe plusieurs coins rentrants.
Montrons que 8% = (spi, sp.i )Jo/m. La preuve pour les 5%/ est similaire.
D ) 5J 0 N
Réécrivons les pp, i € {1,...,N, } ainsi :

Ner Ner
opi = | Bpi+ > B85 (L—ni)eb,; | + > Bnieh;-
Jj=1 Jj=1
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ou 7); est la fonction de troncature définie en 1.1.
Par définition des fonctions de troncature, la premiere partie est dans @g. Ainsi son Laplacien est
orthogonal & Sp et on a pour tout j € {1,...,N.,.} :

NCT‘

ik
/ SDJ' SD,j dw = — / ASDD,i SD,j dw = — Z ﬁ}’) / A(Uk QDEJC) SD,j dw . (142)
w w b—1 w
Soient Pp, Bp, Dp € RNerXNer Jes matrices symétriques telles que : Vi, j € {1,..., N} :
Pi’)j = /SD,z‘SD,de7 Bi’)j = j:’)j7 Di:’)j = _/A(Ui@g,i)vsD,jdw'
w w

L’équation (14.2) s’écrit donc sous la forme matricielle suivante : Pp = Bp Dp.
Il s’agit alors de montrer que : Dp = 7ll, ou I € RNerXNer gt ]a matrice identité de RNerxNer
Considérons d’abord les termes diagonaux. Pour j donné, on a :

/A(Uj ©h.;)spjdw = /A(Uj ©h.;) 5D dw + /A(ﬁj ¢p;)spjdw =1 + Ip.
w w w

Reprenons la preuve donnée dans le paragraphe 14.1.1 précédent. En intégrant deux fois par
parties I, on obtient que I; = 0. Pour la seconde intégrale, on introduit w? et X, et on écrit que

I, = lim IS5, avec :
e—07t

I = / A(n; gpgi)sg,i dw = /2 (&/@g,i Sg,z’ - al/sg,i 805@') do,
w

% @
€ e

pour € < ¢;/2. En prenant compte de la forme circulaire de Y et des expression explicites des
parties principales, on trouve que /5 = —m, d’ou :

DY = m,Vie{l,..,N.}.

Considérons les coefficients non-diagonaux. Pour ¢ # j, on a :
A b ) spjdw = d
M ¥D,)SD,j AW = Sp,j dw,
w We;
ol we, est le support de n;. Au voisinage du i®Me coin rentrant, la fonction harmonique s D,j est

dans H 1(wei). En utilisant les propriétés des éléments de sp sur la frontiere dw, on peut montrer
que : $p ;| gwniw., — 0 au sens H 1/ 2(OwNdw,). En intégrant deux fois par parties, on obtient alors :

/ SD,j dw = — <6VSD,i y T @g,z >H H' + / al/(nl @g,l) SDJ dO’,
We; ’ Owe,; \Ow

ot ici, H = HY/ 2(dwe,). Mais les deux termes s’annulent, car par construction, 7; cpg,i € H}(w,,) et
s’annule dans un voisinage de dw,, \Ow, de sorte que 9, (n; gpg i) dwe\ow = 0. On conclut ainsi que :

DY =0,Vi,je€{l,..No},i#j.

Ce résultat permet d’étendre le découplage de M. Moussaoui [83] au cas ou il existe plusieurs coins
rentrants.
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14.2 Calcul de \p et \y

Considérons le cas ot w n’a qu’un seul coin rentrant O. Montrons que le coefficients c¢p de la
décomposition orthogonale de <Z5(1]) dans ®p est tel que :

/ ¢° spdw
Jo

cp =
lspll3

Rappelons que : ¢% = <$D + ¢p pp, avec <$D € @g.
On a donc : / AgbOD spdw = /A(;ASD spdw + ¢ / App sp dw. Comme QASD € @g, la premiere
w w w

intégrale du second membre s’annule. Comme —App = sp et —A¢Y, = ¢°, on en déduit :

/gostw = cD/s%dw
w w

d’ou le résultat. Or, en décomposant ¢ p en partie réguliere et partie principale, on obtient :
¢) = (ép + c@p) + chpeh,
d’oit en posant A\p = ¢ fp, et ¢p = <$D + ¢pp, on obtient que Ap = (g", sp )o/7 et :
¢h = ¢p + Ap¥h.

Généralisons le résultat précédent au cas ou il existe plusieurs coins rentrants. On a alors :

NC’V‘
¢% = ¢p + Zcb ©Yp,i, avec ¢p € @g. D'ou, Vj € {1,...,N-} :
i=1
- . NCT .
/AgbODstdw = —/gos]de = —Zc})/sbs%dw,

car Adp est orthogonal & s}, et —App; = s}. Soient Ap et cp € RN+ les vecteurs tels que :
Ap = (goa s'h)o/m et ¢’y = ¢,. On doit alors résoudre le systeme suivant pour obtenir les ¢, :
Bpcp = Ap. D’oti, Vj € {17---7Ncr} :

Ncr . .. . -
Y By = (4" splo/m=Np.
i=1

Pour le probleme de Neumann, la démonstration est similaire.

14.3 Simplification du calcul de A\

14.3.1 Preuve du lemme 2.37

Soit u € H{(B:). Posons ¢(r,0) = r~*/?u(r, ). On rappelle que les espaces & poids Viw)
sont définis dans la section 1.4.
D’apres [95] (p. 46, thm 1.3), u € V9 (B.). On en déduit que ¢ € V', (B.). D’autre part,

a/2—1
—a/? —a/2—-1 —a/Za ) ) )
grad ¢ = ( o/2r —a /221 gez r , en coordonnées polaires par rapport au coin rentrant.
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Or 0, u et r~!19yu sont dans L?(B.). D’ott grad ¢ € VO?/Q(BE ). D’ou ¢ appartient a l’espace de
Sobolev a poids Val/2(BE ).
D’apres [95] (p. 45, thm. 1.1), on a l'injection continue qu(Be) — WhHa(B.), pour 1 < ¢q <

T2 Ainsi ¢ est dans Pespace de Sobolev fractionnaire W14/ (O‘+2)(B€ ). Déterminons ’espace
g
de Hilbert auquel appartient ¢.

Pour cela, utilisons un second théoreme d’injection continue du cette fois a P. Grisvard, [66] (p.
27, thm 1.4.4.1) : W8 P(B.) — WH9(B.), pourt < setq > ptelsque:s — 2/p =t — 2/q.
Rappelons que HY(B.) = W' 2(B.). Il s’agit de trouver t tel que: s = 1,p = 4/(a+2) et ¢ = 2.
On obtient : t = 1 — a/2. Posons : €, = (1 — a)/2 €]0,1/4[. On en déduit : W *(@+2) (B, ) —
H'Y?*<a(B,), ce qui permet de conclure.

Soit u € H(B.), dont la trace sur B, s’annule au voisinage du coin rentrant. En d’autres
termes : il existe e9 > 0 tel que Vr €]0, 9], u(r,0) = u(r,n/a) = 0. Soit £; un réel tel
que 0 < &1 < gg. Soit p € C*°([0,¢]) tel que : p =1 sur [0, €1/2] et p = 0 sur [e1, ]. On pose
v=pu€ H}(B.). Onadonc u = v+ (1—p)u. D’apres ce qui précede, r~*/2v € H'/?+¢a(B,). Par
ailleurs, comme =2y € C®(B.), =% (1 — p)u € H'(B.), et ainsi : r—*/2u € HY/?*(B,).

14.3.2 Preuve du lemme 2.38
Soit € > 0. Soit £1 > e. Considérons f € H. et g€ H.,. On a:
<fo9>m <[ fllallglln. .

Or, d’apres la définition de H., lin%||g ||z, = 0 car le support des intégrales sur B. tend vers 0.
E—

Rappelons que la norme de H/ est la suivante :

< f,¢ >n 0
| f |z = sup

pe.  |1olln.

Pour tout ¢ € H,, on définit par ¢ € H_,, la fonction égale & ¢ sur B. et nulle sur B, \B.. On a
donc :

<fa¢~5>Hé1,H51 <[ >,
[ f ||z, = sup = < sup =
deH., I a., YEH:, ¥ [|m.,

He,

=11l
Ainsi, || f [|g est bornée lorsque ¢ tend vers zéro, et on a bien lirr%) < f,9 > u=>0.
E—>

14.4 Preuve du lemme 4.16

Nous allons prouver le lemme 4.16. Considérons le probléme variationnel (4.57). On est dans le
cadre du probleme (3.1)-(3.2) posé dans [52]. Décomposons G en une partie réguliere et une partie

NCT
singuliere ainsi : G = G + ZCZG XZ-S, ou G € XOE’R et Vi € {1,..,Ng}, ¢ € R est une constante.
=1
En prenant comme fonctions tests les vecteurs X}S ,j €{1,...,N¢ } dans (4.57), on obtient que les ci
NCT
sont solutions du systéme linéaire suivant : w Z ca 807 = (f, X]S )o, ce qui nous permet d’écrire
i=1

la décomposition suivante pour G :

NCT
G=0G+ Z)\iGXP avec G € H' (w) et Ny = (£, x7)o/7.

7 9
=1
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NCT
é, qui n’est pas dans XOE se met sous la forme : G = G0 — Z)\G x;', avec G0 € XOE’R. D’apres

M. Costabel et M. Dauge [52], G° € H2*~¢(w), pour tout € > 0 tel que 20 — 1 — ¢ > 0. Pour
obtenir 'estimation d’erreur sur G, on procede de la méme facon que pour montrer le théoreme
4.12. Ainsi, lerreur sur la partie réguliere GO est en h?*~1=¢€ et on doit évaluer l'erreur sur le
calcul des AiG pour estimer l'erreur sur la partie singuliére, et sur le relevement. Détailler cela.

e Soient )\67 ;, les approximations des )\Z'C,. Pour les calculer, on doit approcher les Xf . On appelle
xf ;, ces approximations. Montrons d’abord qu’il existe que Ve > 0 tel que 1 —a — € > 0, il existe
une constante Chg.e > 0 telle que Vi e {1,...,Ng } -

Mg — A nl < Cag,eh' ¢, (14.3)
En effet, on a :
o= Aol = 1 xD)o — (B, x7 p)ol/,

= |(f = £, x7)0 + (fu, x7 — %7 )ol/7,

IN

(=210 1If = fullo + lIfullo []x? — xiS’hHO)/ﬂ (inégalité de Cauchy-Schwarz),
< Crh+ Ci|lx] — %7 4o,
< Crh + G C'|x7 — XiS,h||XOE’ d’apres C. Weber [107].

ou Ct, Cy et C’ sont des constantes strictement positives. Quelle est approximation d’erreur sur

le calcul des th ? Rappelons que Vi € {1,...,Ng }, x} = X7 + Zﬁi’j xf, avec X7 € H2 =2 ¢(w)
j=1
(voir le paragraphe 2.4.6). D’apres [4], on a I'approximation d’erreur suivante sur le calcul des 577 :
Vi,je{l,...,Ng}, o
‘ﬁz,] _ 6;173‘ S Cgh2a,

ot Cg ne dépend que du domaine. Ainsi, en reprenant la démonstration du théoréme 4.12 (on peut
le faire pour € > 0 tel que 2 — o — € > 1), on obtient que pour tout € > 0 tel que 1 — a — € > 0,
il existe une constante C, > 0 telle que :

x5 = x5 llxg < Cohl=c (14.4)
On en déduit 'estimation (14.3).
NC’V‘ NC’V‘
e Posons zg = (Z )\G n ik (x Z)\ ) En reprenant la démonstration du lemme

4.15, on a l'estimation suivante : pour tout 5 > 0tel que l — a — € > 0, il existe une constante
Ca. > 0 telle que :
|| zg ||xg < Cauh! @7 C (14.5)

e Comme G° € H?*~¢(w), on en déduit que I'erreur d’approximation de GO par les éléments finis
de Lagrange P la suivante : Ve > 0 tel que 2o — 1 — € > 0, il existe une constante Cg . telle que :

I1G° = Ghllxy < Cach**~ ' (14.6)
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En regroupant les résultats (14.3), (14.5) et (14.6), on en déduit que Ve > 0 tel que 2a — 1 — € > 0
et a — 1 — € >0, il existe une constante Cf; . > 0 telle que :

|G — Ghllxg < Callf|loh**~17¢ pour a < 2/3,
(14.7)
|G — Ghllxg < Callflloh! =€ pour a > 2/3.

e Recalculons maintenant Uerreur (14.3). Vi € {1,...,N,.}, notons GiS la solution du probleme :
Trouver Gf € XOE tel que VF € XOE :

Ao (G?,F) = (x —x7 . Fo.

Soit Gi ;, I'approximation de GiS par les éléments finis de Lagrange P. Comme Xf — Xi n € L?(w),
d’apres (14.12), on a alors :

IGS — G?  llxp < Cas || x5 — XzshHohM*l*E pour a < 2/3,
(14.8)
|Gy — G;ShHXE < Cgs |Ix7 — %7 |loh! ~*~ € pour a > 2/3.

Or, on remarque que :

HX:LS_X:LS,/‘LHg = AO(GisvxiS_XzS,h)a
= (Gf—Gf,h,xf—xf7h)X%,
< M||G? - Gih HX% || x? — Xih HXOE, ou M est la constante de coercivité de Ay ;

MCeCG_shO‘_efo—xﬁhHo, pour a < 2/3,

IN

d’apres (14.4) et (14.8).
MC.Cgs h2(1=0) = || x¥ — x?, |lo, pour a>2/3,

Ainsi, Ve > 0 tel que 2(1 — a) — e >0 et o — € > 0, il existe un constante C! telle que :

. . Clhe~e pour o < 2/3,
7 = %3 pllo < (14.9)
C'p?(I=2)=€< pour a >2/3.

Nous avons obtenu une meilleure estimation d’erreur que (14.4), qui nous permet d’obtenir que
Ve > 0tel queav —e > 0 et 2 (1—a)—e > 0, il existe une constante C’;G . telleque Vi € {1,..,N¢ - }:

‘ ' [P pour o < 2/3,
N —Ae .l < (14.10)
e h2—e)=c pour a > 2/3.

On obtient de cette facon une estimation sur l'erreur || z¢ ||x, meilleure que (14.5) : Ve > 0 tel que
a—e>0et2(1—a)—e>0,il existe une constante Cj, > 0 telle que :

b 6, pour @ < 2/3,
lz¢ l|xs < (14.11)
Cy, h2=) =€ pour a >2/3.
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En regroupant les résultats (14.10), (14.11) et (14.6), on en déduit 'estimation suivante :

|G = Gullxg < Cgllflloh** ="'~ pour a < 3/4,
(14.12)
1G = Gillxe < Collflloh*T %)~ pour a > 3/4.

Remarque 14.1 L’estimation d’erreur en norme L2?(w) du calcul des X;, du méme ordre que
(14.9), est moins bonne que le résultat de E. Garcia [63], qui obtient une estimation en O(h).
Néanmoins, nous avons aussi une estimation en norme X%, ce qui n’est pas le cas dans [63].



Chapitre 15

Calculs du probleme discrétisé

15.1 Eléments finis B 2D

Si Si
S
A A | ”
S S’ Sk S Sl
Elément fini P, Elément fini P Elément fini P,

FIG. 15.1 — Eléments finis Py, Py, P, : point(s) de discrétisations par triangle.

15.1.1 Eléments finis Py

Les points de discrétisation S;, ¢ € I sont les barycentres des triangles. Les fonctions de bases
sont discontinues, constantes par triangles, telles que :

0 sinon.

1 siS; €Ty,
Vil =

15.1.2 Eléments finis P

Les points de discrétisation S;, ¢ € I sont les sommets des triangles. 11 y a donc trois points de
discrétisation par triangle. Les fonctions de bases sont continues, affines par triangles, telles que :

viin (T, y) = a; x4+ by + ¢, 0i(S5) = 045, V3.

Les coefficients a; ;, b; 1, ¢;,; sont nuls si S; ¢ T.

x oy 1 ai. 1 aj| Qg
Soit T; de sommets S;, S;, Si. Soit Sz = x; y; 1 ].Soit Az = bii bj1 br
Tp Yk 1 Ci,l Cj,l Ck,l

Alors S3 Az = I3, ou I3 est la matrice identité d’ordre 3. Ainsi, on détermine les coefficients a; i,
b; 1, ¢, en inversant Ss.

251
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15.1.3 Eléments finis b

Les points de discrétisation S;, ¢ € 1 sont les sommets, ainsi que les milieux d’arétes des
triangles : il y a six points de discrétisation par triangle. Les fonctions de bases sont continues,
quadratiques par triangles, telles que :

vz, y) = a1 8® + by’ + ey +digx + ey + fia,vi(S;) =6, Vj.
Les coefficients a; 1, b; 1, ¢; 1, €; 1, fi,; sont nuls si S; & T;. Soit T; de sommets S;, Sj, Sk, et dont

les milieux des arétes sont Sy, S;/, Sjs. Pour obtenir les coefficients a; i, b; 1, ¢; 1, d; 1, €;,1, fi,1 on
inverse la matrice S € R6*6 telle que :

2 .9
iy riyo vy 1
2 92 o , A
x% yJQ- rjy;  x; oy; 1
Sg = Tn Yp TkYk Tk Yp 1
i yh ey my o yr 1
3 9
CEj, yj/ xj/ yj’ xj/ yj’ 1
TH Yh T yw Te Y 1

15.2 Intégration numérique 2D

15.2.1 Schémas d’intégration numérique intérieure

Dans cette section, nous proposons trois schémas d’intégration numérique sur w, pour un
maillage triangulaire :

S5 53
M, M M, M,
S 1 S 1
My S My
Hammer-Stroud Sept points

F1G. 15.2 — Localisation des points d’intégration numérique.

- Formule de quadrature exacte pour les polynémes P de degré un :
_ |7
Pdw = 5 [P(S;) + P(S;) + P(Sk)], (15.1)
T

ou S;, S; et Sy sont les sommets du triangle 7; (voir la figure 15.2).

Coordonnées barycentriques | Multiplicité | Poids pg

1
(1;0;0) 3 §|Tz|
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- Schéma d’intégration d’Hammer-Stroud ([58], chap. 12, p. 780), exact pour les polynémes P de
degré deux :

/ Pdw = @ [P(M;) + P(M;) + P(My)], (15.2)
T

ou M;, M; et My, sont les milieux des arétes du triangles (figure 15.2).

Coordonnées barycentriques | Multiplicité | Poids pg

1
-
3!l!

- Schéma d’intégration & sept points (voir la figure 15.2), exact pour des polynoémes de degré cinq
([58], chap. 12, p. 781) :

7
Pdw = > ppP(Mj).

(15.3)
7 k=1
Coordonnées barycentriques Multiplicité Poids py.
1 1 1 9
2305 1 — |71
3 3 3 16
6 —v15 6—+VI5 9+ 2V15 3 155—\/15|T|
21 ' 21 ' 21 1200
6+ V15 6+ V5 9—2VT5 ; 155 + VI
21 ' 21 ' 21 1200

15.2.2 Schémas d’intégration numérique sur la frontiere

Dans ce paragraphe, nous proposons cette fois deux schémas d’intégrations numérique sur dw :

- Formule de quadrature sur les arétes, exacte pour les polynémes P de degré un :

ou S; et S; sont

/ Pdo = ’izl’ [P(S;) + P(S;)],
A

les extrémités de A;.

(15.4)
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Coordonnées barycentriques | Multiplicité | Poids pg

1

- Schéma d’intégration numérique & quatre points, exacte pour les polyndmes P de degré trois :

4
/A Pdo =Y pp P(M}). (15.5)

k=1

Coordonnées barycentriques | Multiplicité | Poids pg

1
0,1 2 —|A
(7) 8‘ l’

15.3 Eléments finis B 3D

Sy
S:i 5‘1

Eléments finis Py. Eléments finis P

Sy

S

Eléments finis P. Eléments finis P,.

Fic. 15.3 — Eléments finis Py, P, P, P, : point(s) de discrétisation par tétraedre.

15.3.1 Eléments finis Py

Les points de discrétisation S;, ¢ € I sont les barycentres des tétraedres. Les fonctions de bases
sont discontinues, constantes par tétraedres, telles que :

1 siSeT,
LR sinon.
15.3.2 Eléments finis P

Les points de discrétisation S;, ¢ € I sont les sommets des tétraedres. Il y a donc quatre points
de discrétisation par tétraedre. Les fonctions de bases sont continues, affines par triangles, telles
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que :
vig(T,y,2) = aigx + by + ez +dig,vi(S;) = 05, V3.

Les coefficients a; i, b; 1, ¢;,; d;,; sont nuls si S; & 7.

x Yo oz 1

Soit 7; de sommets S;, S;, Sk, Sm. Soit Sy = i Y F
Ty Yp ce 1
1

a1 Gj,1 Qg Qm i
. b; b; b b . L .,
Soit Ay = G T PR Pmu b A lors Sy Ay = Iy, ot Iy est la matrice identité d’ordre 4.
Cil Cj.l Ck,l Cm,l
di,p dj dg dpg

Ainsi, on détermine les coefficients a; i, b; i, ¢; 1, d;,; en inversant Sy.

15.3.3 Eléments finis b,

Les points de discrétisation S;, ¢ € 1 sont les sommets, ainsi que les milieux d’arétes des
tétraédres : il y a dix points de discrétisation par tétraedres. Les fonctions de bases sont continues,
quadratiques par triangles, telles que :

vz, y,2) = a2 + byt + e +digry+ ez + figyz
g+ higy+ iz + Jig,vi (S5) = 045, V3.

Les coefficients a; ;, etc sont nuls si S; ¢ 7;. Soit 7; de sommets S;, S, Sk, Sm et dont les milieux
des arétes sont S;j, Sik, Sim, Sjk, Sjm, Skm. Pour obtenir les coefficients a; ; etc, on inverse la
matrice S;g € R19%10 telle que :

ooy 7 x; Y T; % Yi Zi A |

¥yl 2wy my Yy ox Yy oz 1

o yr % T Yk Tp 2k Yk 2k T Yk k1

a:gn y?n zfn T Ym T Zm. Ym Zm T Ym  Zm 1

Sg = xzj ygj Zz] Tij Yij Tij Zij Yij Zij Tij  Yij  Ziy 1
z. YR, 2R TimYim  TimZij Yim Zim Tim o Yim  Zim 1

2 Y 2N TikVik Tk YjkZk ik Yk Zjk L

Tim  Yim  Zjm  TimYim  TimZjj  Yjm Zjm  Tjm  Yjm  Zjm 1

T Yem  Zem ThmYkm  Thm ki Yem Zkm Tkm Ykm  Zkm 1

15.3.4 Eléments finis ﬁg

Ces éléments finis sont donnés par G. Cohen dans [45]. Les points de discrétisation S;, i € I sont
les points de discrétisation Ps, le barycentre du tétraedre Gy, et les trois points par face suivants :

— — 1 — 1 —
OGim = COS; + 5(1—0053‘ + 5(1 — )OSy,

- 1 - 1 -
OGjm = COS; + 5(1 —¢)OS; + 5(1 — )OSk,

— — 1 — 1 —
OGm = COS), + 5(1 —¢)0S; + 5(1 - ()O0S;,
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7 — V13

pour la face (S;,5},Sk), avec ( = 18

Les fonctions de base associées sont :
- Les fonctions usuelles P, pour les éléments P ;
- La fonction bulle A\; Ay A3 Ay, ot (A1, A2, A3, A\y) sont les coordonnées barycentriques par rapport
a (S1, Se, S3, S4) d'un point de 7;;
- Pour le point Gy, de la face (S;, Sj, Sk), la fonction bulle A\? \; Ak, ot (A;, Aj, A\g) sont les
coordonnées barycentriques par rapport a (S;, S;, Si) d’'un point de la face (S;, S;, Sk).

On a alors la formule de quadrature suivante associée a ces points de discrétisation et exacte
pour les polynémes de degré quatre :

Coordonnées barycentriques | Multiplicité Poids py,
(1;0;0;0) 4 6%!1\
<%;%;0;0> 6 674_31\5/E|7?|
(LLnh) 1 653z |7

(¢3a-ozu-ai0)| 1 [e2EIBg

15.3.5 Schémas d’intégration numérique 3D

Dans cette section, nous proposons trois schémas d’intégration numérique sur {2, pour un
maillage tétraédrique :
- Formule de quadrature exacte pour les polynémes P de degré un :

/T Pae = (s + Pes;) + PSY) + P(S)], (15.6)

4

ou S;, S, Sk, Sm sont les sommets du triangles.

Coordonnées barycentriques | Multiplicité | Poids pg

1
(1;050;0) 4 1 /7]
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- Schéma d’intégration d’Hammer-Stroud ([58], chap. 12, p. 779), exact pour les polynémes P de
degré deux :

Coordonnées barycentriques Multiplicité | Poids pj

(5—\/3'5—\/3.5—\/5'5+3\/3>

1
4 7|7l
20 20 20 20 4

- Schéma d’intégration & quinze points, exact pour des polynoémes P de degré cinq ([58], chap. 12,
p. 779) :

Coordonnées barycentriques | Multiplicité | Poids

(ryrs;r) 1 AlT|
(853838 ;t),i=1,2 8 B; |7
(usu;v;v) 6 C|7|

avec : r = 1/4, 51 = (7T —/15)/34, 59 = (7 ++/15)/34, t; = (13 4 3V/15)/34, ty = (13 — 3\/15) /34,
u = (10 — 2¢/15) /40, v = (10 + 2v/15) /40 ;
A =16/135, By = (2665 + 144/15) /37800, By = (2665 — 14/15) /37800 et enfin C' = 20/378.

Pour les intégrations sur 0f2, on se sert des schémas d’intégration numérique 2D vus au para-
graphe 15.2.1.

Pour les schémas d’intégration 2D et 3D d’ordre supérieur, nous renvoyons le lecteur a 'ouvrage
de P. Solin et al. [102].

15.4 Algorithme du gradient conjugué
Cette section est reprise de [34] (chap. 2). On souhaite résoudre le systéme linéaire :

Trouver x solution de Kx = b, (15.7)

oK € RV*N x € RNetb € RN. On notera (. | .) le produit scalaire dans RN x RN, Lorsque K est
symétrique, définie-positive, on utilise & cette fin la méthode du gradient conjugué, préconditionné
ou non.
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15.4.1 Gradient conjugué non-préconditionné

L’algorithme du gradient conjugué (GC) est le suivant :
Soit € > 0 donné.

Initialisation

x? un vecteur quelconque,

¥ =b - Kx’,

B (£k+1’£k+1)
7 = EE

gFtl = (L 4 ghgh,

( rk—l—l |£k+1 )

jusqu’a W < e.

Définitions 15.1 Pour une matrice symétrique, définie-positive, on note Amqr (K) sa plus grande
valeur propre et Apin (K) sa plus petite valeur propre.

On appelle k (K), le nombre de conditionnement de la matrice K le rapport entre Apqa (K) et
K) — )\max.

)\min

Proposition 15.2 Posons : ¢(x*) = (K(x* — x)|x* — x). On a la majoration suivante :

k
K k(K) — 1
e(x") < 2 <W> e(x”). (15.8)

15.4.2 Gradient conjugué préconditionné

La majoration (15.8) suggere que la méthode converge d’autant plus vite que « (K) est proche
de 1. Afin de réduire le nombre d’itérations de la méthode, on multiplie K par l'inverse d’une
matrice inversible M, pour obtenir : M—!Kx = M~!b qui est un systéme équivalent & (15.7). Pour
appliquer l'algorithme du gradient conjugué, M doit étre symétrique, définie-positive. Le systeme
se réécrit en effet sous la forme :

Trouver y solution de M~12K M_l/Zx — M~/2b et x solution de M'/2x = y. (15.9)
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La matrice M~1/2K M~1/2 étant symétrique, définie-positive, on peut donc utiliser la méthode du
gradient conjugué pour résoudre le systeme en y. En pratique, on réécrit I’algorithme en utilisant
directement le vecteur x plutot que y et la matrice M plutot que M'/2. On obtient alors l’algorithme
du gradient conjugué préconditionné (GCP). M est appelée matrice de préconditionnement.
Plus précisemment, en appliquant ’aglorithme du gradient conjugué a un systéme linéaire de ma-
trice M—1/2KM~/2, on obtient I'algorithme suivant :

Soit € > 0 donné.

Initialisation
x” un vecteur quelconque,
¥ =b - Kx,
Mz® = (0
q° = 20
Boucler £ =0, 1, ...
ok — (r*|2*)
(" Kg~)

(Ik-i—l |Zk+1 )

O =

RHL — gkt1 4 gl gk,

|

( ph+1 | ph+1 )
jusqu’a —————— < €.
e (r0]e?)

Les matrices M—/2KM~/2 et MK sont semblables. Elles ont donc mémes valeurs propres
et méme nombre de conditionnement. Le taux de convergence de la méthode du GCP est gouverné
par x (M~'K). Supposons que M soit facile & inverser et que x (M~1K) soit beaucoup plus petit
que £ (K). Alors le cout d’une itération de l'algorithme GCP ne sera pas beaucoup plus élévé que
celui d’une itération de ’algorithme du GC. De plus, le taux de convergence sera meilleur. Ainsi,
la méthode du GCP est plus efficace.

15.5 Reéduction de la matrice de masse

Soit © € R? d = 2,3 un polygone en 2D ou un polyedre en 3D. Soit (7} ), un famille de
triangulation ou une tétraédrisation de €2. Soit Vj, I'espace d’approximation de H!(2) suivant :

Vi = {v, € C%Q), vy g € PY(K),VK € Tp, ).
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Soient (S;)i=1,... N les sommets de Tj, et (¢; )i=1,.. N les fonctions de base associées, telles que :

Vi, j ¢i(S;) = 6ij.
Soit up, € V4, alors pour un point M € Q, up(M) = Zuh(S,)gbZ(M) Posons up(S;) = ;.

On peut représenter uy, sous la forme vectorielle suivante : x = (z1,..., zx)7.

15.5.1 Cas général
Calculons la norme L? de uy,

N N

N N
HuhH%: in¢i7zxj¢j :szzx] ¢z7¢j) —(MZ’Z)a

i=1 j=1 0 i=1 j=1

ot M € RN*N est telle que : M*7 = (¢;, ®; )o- M est appelée matrice de masse.
Considérons I’élément de référence K. Cet élément est transforme en ’élément K par la trans-

formation affine suivante : X — x = BgX + by, ol : X = OM et x = OM Br € R¥xd
bx € R? (voir la figure 15.4). Soit i la fonction telle que : up (M) = uK(M)

X = B[{Q + bK

/\
% v
1@ L e
O 1 X O X

Elément de référence Elément transformé

F1G. 15.4 — Formule de représentation en 2D.

On a alors :
(Mx|x) Z/uh Z/uK \BK\dx— ]IB%K\/UK 24z,
KeT, KeT, KeT,
(15.10)
ou |Bg| = det(Bk). Or, ux( M) dépend linéairement des valeurs de wuj; aux sommets de K,

d+1
(SE)—1...a+1- En effet, notons que : up(M) = Z AFup(S[), ot AF est la k*®™¢ coordonnée bary-

centrique de M dans K. Mais ces valeurs sont aussi les valeurs de g aux sommets ( Sk )k=1,.. d+1 :

en d’autres termes, Uy (M) appartient a un espace vectoriel sur R de dimension d. Dans R4, toutes
les normes sont équivalentes, et on a par exemple :

_ 1 - .
u ~——|K|Y @ 2 15.11
[ (W4 = 5 RIS (52, (15.11)

olt | K | Daire ou le volume de I'élément de référence K.
Il existe donc un couple (¢q, Cy) € Ri tel que :

IN

e d+1 c, d+1
- ~ JSPS o . P
Yy, , —d+1|K|l§1uk(Sk) < /I?UK(M) dx |K| E U (Sk)
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Or, on remarque que : | K| = / dx = /A |Bg |dX = |Bg || K |. On injecte (15.11) dans (15.10)
K K

pour obtenir :
d+1 d+1

(Mx]x) = ——= 3 Bl | K12 () =y KIS (S5
KETh KeTh
N LN (15.12)
1 2 2
= x| 2 KIS0t = | 3 1K)
i=1 K ‘ SiEK =1 K|SrL€K
Soit M € RN*N 1a matrice diagonale définie par :
o~ 1
M?? = T > K. (15.13)

K‘SZEK
On déduit de (15.12) que :

N
1 o 1 ~
(Mx|x) ~ d—H;M”Z&? = ——(Mx|x).

D’ou le théoréme suivant :

Théoreme 15.3 La matrice de masse pleine M est équivalente a la matrice de masse réduite M,
définie par (15.13).

15.5.2 Triangulation ou tétraédrisation réguliere et quasi-uniforme

Soit hx le rayon du cercle ou de la sphere circonscrit(e) a 1’élément K de la triangulation ou de
la tétraedrisation 7j, et px le rayon du cercle ou de la sphere inscrit(e). Un calcul direct permet
de vérifier que p% < |Bg| < h%. On rappelle que h = ming hg. Les définitions suivantes sont
données par P. G. Ciarlet dans [33].

Définition 15.4 (i) (7}, ), est une famille de triangulations ou de tétraédrisations réguliére si :
Jdo > 0|Vh,VK €T}, hxg < 0pk.
(ii) (Tp ) est quasi-uniforme : 3¢ > 0|Vh, VK € T, ch < hg.

Notons que (i) implique qu'’il existe un nombre maximal d’éléments N,,q, auquel un sommet S;

appartient, et (ii) implique qu’on ne peut pas trop raffiner un zone de maillage par rapport a une

autre.

Soit 7}, satisfaisant 1'hypothese (i). Alors VK € Tj, | Bk | ~ h%.. Si de plus 7, satisfait (ii), alors

VK € Ty, |Bx| ~h%etVi e {1,.., N}, \[?\ Z |Bg | ~ h?, puisque la somme comprend au
K|S;eK

plus Nypq. triangles ou tétraedres d’apres (i). Reprenons les équations (15.12). On a :

N
(Mx|x) ~ —— Z LES =S YIRE Y Bkl

12

(x]x).

221 d—l—l

Soit T € RN*N ]a matrice identité. L’équation (15.14) nous permet d’énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 15.5 Soit (7}, ), une famille de triangulations ou de tétraédrisations réguliére et quasi-

d
I.
+1

uniforme. Alors la matrice de masse pleine M est équivalente a
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15.6 Reéduction de la matrice de masse pondérée en 2D

Peut-on trouver une matrice de diagonale équivalente & la matrice de masse pleine 7 On ne peut
pas appliquer systématiquement la relation (15.11) & up, (M )r (M )7 car ce n’est pas une fonction

affine. 11 faut trouver une autre formule de quadrature. On a: [ wu,(M)*r?7dx = (M, x|x), ot
K

(M,)i,; = (¢, ¢j)0,~- D’autre part, on peut écrire : / up(M )2 r?7dx = Z / up( M )% r?7 dx,
w KeT, K
avec des intégrales approchées par un schéma d’intégration numérique & n points :

/Kuh(M)2 r?7dx ~ | K | Zpl up( ME Y2 r (M), (15.15)
=1

Posons pour tout k : 7% = mlin r(ME) et RE = max r(ME). On a alors :

| KPR prun(MF)? < /Kuh(M)QTMdXS | K (R prun(Mf<)?.
=1 =1

Numérotons les points du maillage de la facon suivante : Sy est le coin rentrant, pour 1 < i < Ny,
S; n’est pas voisin de Sy, et pour Ng+1 < ¢ < N —1, 5; est voisin de Sy. Soit N. = N — Ny, le
nombre de sommets voisins du coin rentrant plus le coin retrant. Soit . I’ensemble des éléments
ayant Sy comme sommet, et Ko = 75\, les autres éléments. Posons xg = (1, ..., an_1) € RN-1
et X, = (TNgt1,-, N ) € RNe,

15.6.1 Triangles intérieurs

Soit K € Ky. Notons que X > 0. D’autre part, pour une triangulation réguliere, R% ~ % +
hi, et h < v don: RE < 27K, On obtient alors (par exemple pour le schéma d’intégration a
trois points en 2D (15.1), d =2 et n = 3) :

(M5 xo|x0) < ) /Kuh(M)%?'vdx < 4(MIxo|x0), (15.16)
KeKy

ol : I\NAI% e RIN-Dx(N=1) o5t ]a matrice diagonale telle que :

Vie {1, ,N=1}, (M%) = >  [K[(rF)™.
K€K0|S¢€K

La borne optimale est 227, et comme 0 < v < 1, 227 < 4.

15.6.2 Triangles touchant le coin rentrant

Soit K € K.. On ne peut plus choisir le schéma d’intégration a trois points (15.1) car il donne
7 = 0. Considérons le schéma d’intégration & trois points d’Hammer-Stroud en 2D (formule (15.2)
et figure 15.2, d = 2 et n = 3). On a alors bien : » > 0. Pour tout I, M; est le milieu de I'aréte
opposée au sommet S;, p; = 1/3, et :

N { 1/2 sik#l,

0 sinon.
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Posons provisoirement K (SK) = x;. On a donc :

(2
K
ZpluhK(MlK)z = %(w% +xd 4+ a4 s+ a0m3). (15.17)

Afin de trouver la matrice équivalente a M., il faut borner cette somme de produits.
Pour majorer (15.17), il suffit de remarquer que 2ab < a? + b%. Afin de minorer (15.17), notons
quea® + > + ¢ +ac+ac+be > (a®> +b* + ¢*)/2, car (a+b+c)?>>0. Dou :

3
ot (st < St o < LS st
k=1

Pour les triangles qui touchent le coin rentrant, si la triangulation est réguliere, alors : 7 ~ hg,
et RE ~2rg, d'ou :

1 ~
Z(M Xe|%e) < ) / up(M)?r?7dx < 4(MS x| xc) (15.18)

Kek.

ol : Mfy e RMNe)x(Ne) ot ]a matrice diagonale telle que :

. ~ 1
we{Nc+1,...,N},(Mg)i,i:d—+l > K| (kg )P
K€K¢|Si€K

15.6.3 Matrice équivalente

Soit I\7JLY € RN*N ]a matrice diagonale telle que :

(M’Y)Z’J’ = (M'Oy)l,l’\v/ZG {]‘""7 NO}’

(My)ii = (M9)ii+ (MS);,,Vie {No+1,.,N-1},

( V)i = (M,‘;),Z, pour ¢ =
1 ~ -
Z(Mygyg) < (M, x|x) < 4(M,x|x). M, est équivalente & M.,.

Dol : Vx € RN

15.7 Equivalence entre matrice de masse et matrice mixte

Soit (E, p) € RN x RM. On veut résoudre le probleme suivant :

AE—i—CTg = f,
(CE = 8,

RMXN

(15.19)

ot A € RNXN est symétrique, définie positive; C € est de rang maximal; f € RN et
g € RM. Pour résoudre (15.19), il faut inverser CA~!CT € RM*M,
Lorsque la condition inf-sup discrete est vérifiée, il existe une constante x; > 0 telle que :

(CTq|F)?
VQGRM,HEeRN:WZ »(Mgqlq), (15.20)

Comme la forme bilinéaire B (3.2) est continue, il existe une constante b, > 0 telle que :

Vg € RM,VF € RN, (CTq|F)” < b (Maq|q) (AF|F). (15.21)
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b
Théoréme 15.6 Lorsque la condition inf-sup discréte est vérifice, s( M1 (CA~ICT)) < *112.
Fh
DEMONSTRATION. Montrons le théoréme 15.6. Considérons (15.20) et (15.21).
Effectuons les changements de variable : g’ = Ml/Qg, et F' = A'Y2F. On obtient :
- (Mglg) = (M2 ' |M"2q") = (d'|d') = [d'P,
- (AE|E) = (APE|ATPE) = (F'|E) = |[E'P,
_ (CT3|E) — (CTM_1/23,|A_1/2E/) — (A_l/QCTM_1/22/|E/) — (Lﬂ/ |E/),
avec L = A=1/2CTM~1/2 € RNM, On déduit de (15.20) que :
Vﬂ/ e RM, ElE/ c RN . (Lﬂ/|E/)2 > 522|ﬂ/|2|E/|2-
On déduit :
L= e, sp L) (15.22)
= inf sup ————=—= > K}, .
wers pegn ¢/ [[E] =
oit ||| IL||| est par définition la norme de L. dans RN*M,
En utilisant les mémes changements de variables sur F et q on obtient de (15.21) que : :
\v/g/ c RM,VEI c RN . (Lg/|E/) S b%|g/|2|E/|2a
d’ou :
LI < bp. (15.23)
Or,on a:
(CA™'Cqlq) = ((CAT?AY2CT)qlq),
= |aieTgp,
= |Lq'|?, par changement de variable.
On en déduit I'inégalité suivante, d’apres (15.22) et (15.23) et comme |¢'[> = (Mgq|q) :
K, (Mglg) < (CAT'CTglq) < b} (Mg]q). (15.24)

O

Le corollaire suivant est immédiat.

Corollaire 15.7 Si la condition inf-sup est uniforme et si la constante de continuité ne dépend
pas du pas du maillage (K} et by, indépendants de h), les matrices M et CA~ICT sont équivalentes.

Si la condition inf-sup est uniforme, M~! (C A~!C”") est équivalente & une constante fois la matrice
identité. Ainsi, le nombre de conditionnement de M~ (C A~'C”") est plus proche de un que celui
de CATICT, d’autant plus que Ky, et by, sont proches de un. Afin de limiter le nombre d’itérations
de l'algorithme d’Uzawa, il est donc judicieux de choisir Ml comme matrice de préconditionnement.
Si le maillage le permet (voir la section 15.5), utiliser la matrice de masse réduite M permet de
diminuer avantageusement le colit d’une itération.



Chapitre 16

Le champ magnétique

16.1 Le probleme quasi-magnétostatique 2D

16.1.1 Introduction

Pour le probleme bidimensionnel, les équations quasi-magnétostatique se résolvent de fagon
similaire aux équations quasi-électrostatique. La condition aux limites portant sur la composante
normale de I'induction magnétique, le probleme est tourné de 90°. Par rapport a ’espace X%, les
roles de @y et Pp sont inversés.

Le probleme quasi-magnétostatique est le suivant :

Trouver H € Xy tel que :

rotH = fgdansw, fg € L*(w), (16.1)
divH = ggdansw, gg € L*(w), (16.2)
H, = hsurdw,hc L*(0w), (16.3)

Pour que les équations (16.1)-(16.3) soient bien posées, d’apres l'intégration par parties (1.14), il

faut que : | gpdw = hdo. Supposons que h s’annule au voisinage des coins rentrants. Il existe
w Ow

alors un relévement régulier h € H'(w) de h (h, = h). Posons H = H® + h. H? € XY satisfait

rot H = f € L*(w), (16.4)
divH? = g% € L*(w), (16.5)

ou: f = fu — rothet g% = gu — divh.

16.1.2 Le probleme direct

On peut décomposer H et HY comme somme de dérivées de potentiels :

H = —gradyy + rotyp ou ¥y et Yp satisfont les problemes de Neumann et de Dirichlet
suivants :
—AyYy = gg dansw. ¢ —AyYp = fg dansw. (16.6)
O,Ny = —h sur Ow, Yp = 0 sur dw. ’
Hy = —grad w?\, + rot w% oll w?\, € Py et w% € &p satisfont les problémes de Neumann et de
Dirichlet homogenes suivants :
~AYY = g% dansw. ~AYY = f dans w.
A et 0 (16.7)
oYy = 0 surdw, v = 0 surdw.

265
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On a donc la décomposition orthogonale suivante : X?{ = grad Oy ElB rot ®p.

On peut approcher le champ quasi-magnétostatique de plusieurs fagons :

e Le champ quasi-magnétostatique peut donc étre calculé par la méthode des potentiels décrite
dans la section 2.2 de la méme facon et avec la méme précision que le champ quasi-électrostatique.

NC’)" NCT'
D’apres la section 2.2, 9% = ¢y + ZN?\/ L,OﬁJ, et ¥, = vp + Zub gog,l-, ol Yy p € H?*(w),
i=1 =1

et :Vipy = (9%, 58, )o/m wp = (frs 5D,i)o/m
e Comme Xy N H!(w) est dense dans Xy, on peut approcher la solution de (16.1)-(16.3) par
les éléments finis de Lagrange continus Pj.

Proposition 16.1 Le probleme (16.1)-(16.3) est équivalent au probléme variationnel suivant :
Trouver H € Xy tel que : VF € Xy,

(H,F)xy = (gu, divF )o + (fu, rotF)o +/ hF,do.
Ow

e On peut aussi appliquer la A-approche au calcul du champ quasi-magnétostatique. On re-

_ 0 .
marque en effet que : grad pt, . =rotph . =yF avec yF = a;r{" ! c9s(a, i) , exprimé
x K ¢ : ¢ —sin («a; 0;)
en coordonnées polaires par rapport au coin rentrant O;.
NCT
On obtient alors la décomposition suivante : HY = H? + Z 1 yf, H? € HY(w), et p! = ply — ply,.
i=1
~ — NC’)" '
Posons H=H? + h € H'(w). Dot : H=H + Z;ﬂ y!. On remarque que : y? . Viow € L?(0w)
i=1
est nul sur les aretes du coin rentrant O;, et régulier ailleurs. Soit h,, un relevement régulier de la
NCT'
condition aux limites normale : H. v |ow = h— Z 1t yZP V|- Posons H = H° + h,. HO satisfait :
i=1
rot H = fg — rot h, € L*(w), (16.8)
divH? = gy — divh, € L*(w). (16.9)

Proposition 16.2 Le probleme (16.8)-(16.9) est équivalent a la formulation variationnelle sui-
vante : Trouver H? € X%’R tel que :

VF e X% Ag(H®, F) = Mo(F) — Ag(h,, F). (16.10)

Aq restreinte a X%I X X%I est une forme bilinéaire symétrique coercitive (c’est le produit scalaire
dans XY ). Mg est la forme linéaire continue suivante :

MQ:X(I)_I — R
F — (g9u,divF)o + (fu,rotF)g.

Considérons le cas ofi il n’existe qu’un seul coin rentrant. Lorsque h € H'/?(dw) s’annule au
voisinage du coin rentrant, on peut montrer de la méme facon que dans le paragraphe 2.4.3 que :

(divh, sy )o — (roth, sp)g = / hsydo. (16.11)
Ow
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On en déduit la formule généralisée et simplifiée suivante :

po= (fH,SD)o—(gH,sN)0+/ hsydo. (16.12)
ow

Etudions la décomposition orthogonale de X%. Soit X?{’R = X% N H!(w) l'espace régularisé
de X%. Lorsque w est convexe, d’apres [50], X(I){’R = X%. Au contraire, lorsqu’il existe un coin
rentrant, X?{’R, est strictement inclus et est fermé dans X%I. Les éléments finis P de Lagrange ne

Ly
permettent pas de capter les parties singulieres (non H'). Soit XO’S = (XO’R) X% . En procédant

de la méme fagon que pour démontrer la théoreme 2.43, on obtient une base de XO 5

Proposition 16.3 On considére les vecteurs yiS = grad oy, ; + rotyp ;, i€ {1l,...,Ng}. Alors
X%’S est généré par les y? : X%’S = vect(y?, ..., yl‘?}m ).

NCT
D’apres la A-approche, les yZ s’écrivent ainsi : yZ =y + Zﬁ’ JyP ouy; e H'(w) satisfait :
7j=1
divy; = —sy,;dansw,
roty; = sp,; dansw,
NCT
yi-V\Ak = —Zﬁlj I/‘Ak,VkE{l K}
Pour tout 4, on pose ¥; = y9 + h;, ou y? € X%’R et ou h; est un relevement régulier de
NCT
- Zﬁz’] yi. V|ow- y) satisfait alors :
j=1
divy? = —sy.; — divh; dans w, (16.13)
roty;’ = sp.; — roth; dans w. (16.14)

Proposition 16.4 Fizons i. Le probléeme (16.13)-(16.14) est équivalent a la formulation varia-
tionnelle suivante : Trouver ?ZO € X%’R tel que :

VF e X% Ao(3?,F) = —Ag(h;, F). (16.15)
NCT
Décomposons H? de facon orthogonale : H? = H? + Zdi yZS, ou H € X(I){’R et Vi d; € R.
i=1

Soient d et p € RNer tels que : Vi € {1,..., Nop }, d; = d; et u; = pl.

Proposition 16.5 Le pmbleme (16.4)-(16.5) est équivalent a la formulation variationnelle sui-
vante : Trouwver HO € X 9R ord e R tels que :

Ay(H?, F) = Mo(F) — Ag(h, F),VF e X7, (16.16)
Xd = p. (16.17)
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16.2 Le probleme quasi-magnétostatique 3D

16.2.1 Introduction

Le probleme quasi-magnétostatique est le suivant :
Trouver H € Xy tel que :

rotH = f3; dans Q, f5 € H(div?, Q), (16.18)
divH = gy dans Q, gy € L3(Q) (16.19)
H, = h surdQ, hecL*09), (16.20)

£, est & divergence nulle, et h € H1/2 (09Q) s’annule au voisinage des coins et des arétes rentrants.
Contrairement au cas bidimensionnel, il n’y a pas de relation de compatibilité entre f3; et h. Notons

que / hd¥ = H.vdy = / g1 dQ), d’apres la formule d’intégration par parties (7.13) avec
[ol9] o0 Q
u=Hetv=1

Définitions 16.6 On appelle la norme du graphe (ou norme naturelle) de Xy la quantité suivante :

1/2
¥l lomot v 2200 = (HVH% ot vi + laiv vl + [ rv.uerE) .

On appelle la semi-norme de Xy la quantité suivante :

1/2
Vlrot div,r2(00) = (HrotVI3+HdiVVH3+/m\V-V\2dE> :

P. Fernandez et G. Gilardi ont montré dans [61] le théoréme suivant :
Théoréme 16.7 L’injection de Xy dans L>(Q) est compacte.
Ce théoreme permet de montrer le lemme suivant, de la méme fagon que le lemme 8.4 :

Lemme 16.8 [] existe une constante C' > 0 ne dépendant que de 2 telle que :
Vv e Xy, ||V||0 < C|V|r0t ,div,L2(0Q)" (1621)
On en déduit alors le théoreme qui suit :

Théoreme 16.9 Dans Xy, la semi-norme est équivalente & la norme du graphe : la semi-norme
définit une norme sur Xpy.

16.2.2 Le probleme direct

En magnétostatique (divH = 0), si la densité de courant est nulle, on a rot H = 0, et on
peut écrire le champ magnétique sous forme du gradient d’un potentiel scalaire magnétique : H =
—grad ¢, ot ¢pr € HY(Q) N L3(Q) satisfait le probleme de Neuman suivant : —A¢y = 0 dans
Q, et d,¢pr = h sur 02. On peut alors appliquer les méthodes et les résultats de I’électrostatique,
en notant bien qu’il s’agit non plus de résoudre un probleme de Dirichlet, mais un probleme de
Neumann.

Comme div H est nul (absence de monopole magnétique), on peut écrire H sous la forme : rot A.
A est appelé potentiel vecteur, et est définit a un gradient prés car rot grad = 0. Si on choisit
A tel que div.A = 0 (c’est de choix de la jauge de Coulomb), A € H!(Q) satisfait le probleme de
Neuman suivant : —AA = f; dans Q et rot A.n = h sur o).
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Proposition 16.10 Le probléme (16.18)-(16.20) est équivalent au probléme variationnel suivant :
Trouver H € Xy tel que :

VF € Xy, (H, f)XH = [,H(]:), (16.22)

ot My est la forme linéaire suivante :

M'}—[ZX'H — R

F (fH,rot}')0+(gH,div}')0+/ hF, dY.
o0

Comme My € &j,, d’aprés le théoreme de Riesz-Fréchet, le probleme (16.22) admet une solution
unique H € Xy, qui dépend contintiment des données £y, gy et h.
DEMONSTRATION. Voir article [36].
O

Comme Xy N HY(2) est dense dans Xy, [40, 51], on peut approcher la solution de (8.12) par les
éléments finis de Lagrange continus Pj.

Considérons H" € H'(Q) un relévement régulier de h. On pose alors : H = H? + H", ou
HO € X% satisfait le probléeme suivant :

rot H = £y — rot H" dans 2, (16.23)
divH = gy —divH" dans 2, (16.24)

Proposition 16.11 Le probléme (16.23)-(16.24) est équivalent au probléme variationnel suivant :
Trouwver H° € X% tel que :

VE € X (H, Flag = Mo(F) — (H, Fap, (16.25)

Comme Mg € (X/(\)/t),’ d’apres le théoreme 1.7, le probléme (16.25) admet une solution unique
HY € X9, qui dépend contintiment des données.
Lorsque 2 n’est pas convexe, X%’R = X% NHY(Q), espace régularisé de X% n’est pas dense dans
X%. X%’R est fermé et strictement inclus dans X%.
Lorsque €2 est convexe, X%’R = X%. La solution de (8.14) approchée par les éléments finis de
Lagrange continus Py est fausse lorsque €2 présente des singularités géométriques.

La discrétisation des formulations variationnelles (16.22) et (16.25) est donnée dans le para-
graphe 16.3.2 de la section suivante.
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16.3 Champ quasi-magnétostatique : discrétisation 3D

Dans cette section, nous indiquons comment construire les matrices pour résoudre le probleme
quasi-magnétostatique 3D. Nous reprenons les notations du chapitre 10 de la partie III.

16.3.1 Méthode avec CL naturelles

Pour la méthode avec CL naturelles, 'espace de discrétisation de A’y par les éléments finis
P est A. La matrice des produits scalaires X3, des fonctions de X} est représenté par Ay =
Rot + Div + B, ott B, est telle que : Vi ou j & Isq, B! = 0et: Vi, j € Iy,

Bl = > (/F Ujuidzl/q.l/g;> :
q

Fq | Mi,MjEFq

Posons LLj, € (R3*3)NXN 13 matrice définie par les N x N sous-blocs :

Lid = § / vjvidSyg.v], siiet j € Ipgg,
Fy|M;, M;eF,” Fa
= 0 sinon .

Soient f,, € R3N et g, € RN les représentations de ITify et Ikgy dans la base de Xy, et H la
représentation de Hj,, Papproximation de H dans Xy. Soit h € RN, tel que h, = 0si M; € Q,
h(M;) = h(M;) sinon. La représentation discrétisée de la formulation variationnelle (16.22) se met
sous la forme matricielle suivante :

ApH = Lefy + Lgg,, + Lnh,
(16.26)
avec : Ay = Div + Rot + B,,.

Par la suite, on pose : M = L¢fy, + Ly 8 + L h.

16.3.2 Méthode avec CL essentielles

X% NH(Q) est dense dans X%, seulement si () est convexe. Ainsi, la méthode décrite ici converge
dans la cas ou () présente des singularités géométriques seulement si les données sont régulieres.
On considere comme espace de discrétisation de X%’ Rie sous-espace de Xj, conforme dans X% :

X%}IE:{VeXk’V-V\BQZOSUI"aQ}- (16.27)

Par construction, X%’f“ C HY(Q). La discrétisation de (16.25) se fait de la méme fagon que celle de
(16.22), mais il faut prendre en compte la condition aux limites normales dans les matrices Div et
Rot, et dans les termes du second membre.

Propriété 16.12 L’espace X%’}kz est de dimension finie SN — Ny — 2N, — 3N,.
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DEMONSTRATION. Soit u € X%’f Comme X%’IE est un sous-espace de A, il est de dimension

N 3
inférieure ou égale & 3N et on peut écrire u = Z Z ua(M; ) Vi q.
i=1 a=1
e Considérons un point M;, i € I,, se trouvant sur I'aréte Ay, ; (figure 7.1, p. 153). On a :

{U(MZ').VZ = 0,
u(MZ‘).Vk = 0.

Comme les vecteurs vy, et v; ne sont pas colinéaires, u( M; ) est nécessairement colinéaire a 7y, ;.

3
Ceci étant valable pour tous les points d’arétes, on peut écrire : u = Z Zua(Mi)vi,a +
i€\l a=1

ZUT(Mi)Ui Ti, avec T; = Ty 1, défini de facon unique; et u,(M;) = u(M;).7;. Pour chaque
i€ly

vecteur de Xﬂ’ﬁ, nous éliminons alors deux degrés de liberté liés a chaque point d’aréte. D’ou :
dim( Xy, ) < 3N — 2N,.

e Considérons un coin M;, ¢ € I.. M; est I'intersection d’au moins trois faces, dont les vecteurs
normaux ne sont pas colinéaires ni tous les trois dans le méme plan, d’ot u(M;) = 0. Ceci étant

N—Ng 3
valable pour tous les coins, on peut écrire : u = E E (M) Vi o + E ur( M;) 1. Pour
i=1 a=1 i€ly

chaque vecteur de X%’]lz, nous éliminons alors les trois degrés de liberté liés a chaque coin. Il y en
a N, d'ott : dim( Xy ) < 3N — 2N, — 3N..

e Considérons un point M;, i € Iy, se trouvant sur la face F}, de 9§2. Comme u(M;).v|p, = 0,
on peut écrire u(M;)|p, = UTI(MZ')’UZ"TI‘FIC + u2(M;)v; T2‘Fk.

3 2
Doul:u = Z Zua(Mi)vi,a + Z ZuTa(Mi)vi T+ ZuT(Mi)vi T;. Ainsi, pour chaque

i€l a=1 i€ly a=1 i€l
0,R L1 s ’ . ’ . . .
vecteur de X}/, nous éliminons un degré de liberté par point du bord qui n’est pas ni sur une

aréte ni sur un coin. D’ou : dim( X%’}lf) < 3N — N; — 2N, — 3N.. Pour conclure, la famille

[ < 0,R Ny .
By = (Vi,a)iel, ae{1,23) Y (i T{ )icl; ac{1,2y U (Vi Ti)ic1, est contenue dans X, d’ou :

dim( Xy ) > 3N — 2N; — 3N, — 3N..
0

Nous avons donc montré la propriété 16.12, et au passage que B(, engendre X%’Ilf. On utilisera

donc deux types de base locale de R? selon 'emplacement de M; :

-Vi € Ig, M; € Q, on travaille dans la base canonique (e, ea, e3),

-Vi € Iy, M; € O0\(AUC), on travaille dans la base locale (7}, 72, v;),

-Vi € 1, M; € A, si M; est sur une aréte de F} et de Fj, on travaille dans la base locale
(7i, 1/21 , VZ2 ), olt par exemple si M; est sur aréte Ay, ; et que F, et F; sont orthogonales : V} = vy
et v? = vy (ou le contraire, de sorte que (7;, v}, v?) forme une base orthonormée directe).

-Vi € 1., M; € C, afin de lever ’ambiguité sur le vecteur normal, on travaille dans la base cano-

nique (e, ez, e3).
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On appelle B’ la base de X} ainsi formée :

B" = (Vi a)iclgul acf1,2,3} U (vi T?)z‘elf,ae{l,z} U (vi vi)ier,
(16.28)

U(vi v§)iet,  aef1,2) U (Vi Ti)iel, -

Les fonctions de base de B (10.12) et de B’ sont les mémes pour les points M; tels que i € I\I,.
Soit A’ € (R3*3)NXN 13 décomposition de la matrice Div + Rot dans B’, cette fois-ci, qu'on

écrit de la facon suivante :
Ag o Aqg r Ag.a Ag.
Ara Aryp Ao Ape

Aa (9] Aa7f qua Aa,c

Ac Q Ac,f Ac,a Ac,c
Nous ne décrivons ici que les sous-blocs qui n’ont pas été décrits au paragraphe 10.4.1 :
i E Ic bl j E IC c C -
‘Ac,c — Afw’acj c (R3><3)N xN :

_ At€lg,jel 3x3\NoxN¢ .
_Aﬂac_AQ,ac Ce (R ) @ ca

Y g AiEIc,jGIQ c (R3X3)N0XNQ.

ac,
i€le,jel

‘Af,c - Af,ac e (R3><3)NC><NJ«.
el ,jEIc

_AC,f = Afacff € (R3><3 )NfXNC'

La sous-matrice A, , € (R?’X?’ )N“XN“ est composée des N, x N, sous-blocs Afﬁa € R3*3, tels

que: Vi e 1,,Vj e l,:
(0T, viTi)xg  (ivj,viTi)an, (005, viTi)ay
Ayl = | (umivivi)x (vjvg vivi)xy (vv5, vivi)as

(UjTj,viV%)X% (UjV},UiV?)X% (vjV?,UiV?)X%

Ces sous-blocs agissent sur les vecteurs de R? décomposés dans la base locale (l/} , 1/?, T )7
HT(MJ' )

Hh(Mj): HVI(M]‘) ,Oleya(Mj):Hh(Mj).V?,azl,Z etHT(Mj) :Hh(Mj).Tj.
HVQ(MJ)

La sous-matrice Ag , € (R3*3)NaxNe gt composée des Ng x N, sous-blocs Ag? € R3*3, tels
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que : Vi € Ig,Vj € 1,
(vjrj,viel)X% (vju},viel))(% (vjV?,viel)X%
Ag? = | (vjTj viea)rn (viv), vies)yy (017, viea)xy
(vjTj vies)vy (vjvy, vies)ys (vjv], vies)yo

Symétriquement, on a : A, o € (R3*3)NaxNa telle que : Vi € I, Vj € Ig, A ’Q = A es
sous-blocs A, . € (R¥3)NaxNe ot A, € (R3*3)NeXNa ge forment de la méme facon.

La sous-matrice Ay , € (R3*3 )NrXNa est, composée des Ny x N, sous-blocs A;’ja € R3X3, tels
que:Vi € Iy, Vj e,

1 1 1 2 1
(’U]'T]',UZ‘TZ-)X% (UjVj,Uz‘Ti)X% (UjVj,UiTi)X%
2% a2 gl 2 1,2 2
Affa = (vjTj, viT; )X% (Uj’/j7vl7-i )X% (UJ’/jaUzTi )X%
1 2
(’UjTj,UZ‘I/Z‘)X% (’U]'Vj,villl')x% (UjVj,’L)Z'VZ')X%
Symétriquement, on a : A, ; € (R3*3)NaxXNys telle que : Vi € 1,, Vj €1 AZ ] = AJ " Nous ne
y q f q y V] I
détaillerons pas les calculs des sous-matrices de A’, car ils sont similaires aux calculs des éléments
de Rot et Div, expliqués dans le paragraphe 10.3.1.

Soit F € Xj. Afin de définir le produit matrice-vecteur A’ F, ot F est le vecteur de (Rg )N associé
a F, on décompose F dans B’ :

F = Z ZFﬁ v]g—i-z ZF Uﬂ' + Fu(Mj) v v,

j€Iq Ul g=1 jEIf B=1
2
+Z ZFVB(MJ)”JV + Fr(Mj)vj7; |,
j€ls B=1

ouVvie I, Va € {1,2}, Fya(Mj) = f(MZ) .V? et FT(MJ) = f(MZ) LT

On considere alors F = (EQ,Ef,Ea,EC)T le vecteur de R3N associé, dont les sous-composantes
E, et E. sont :

-F, = ( H(MN-Npet1)s Fro (MN-Noot1), Fr (MN-Ngo41)s - Fot (MN-NL), Foz (Mnon, ), Fr (Mnon,)) T €
(R3)Ne

-F, = (F1(Mx_N,+1), Fo(Mn_n, + 1), F3(MN_N.+1); -, F1(Mx), Fo (M), F3(Mx))T € (R3)Ne

Le produit matrice-vecteur A’F est ainsi bien défini. Pour construire la matrice de la formulation
variationnelle (16.25) discrétisée dans X%:Ilf’ on peut alors procéder a I’élimination des conditions
aux limites essentielles dans A’. Cela correspond & éliminer d’une part les lignes et les colonnes de
A’ dont les éléments dépendent de v pour les sommets situés a l'intérieur des faces du bord (i € I);
d’autre part les lignes et les colonnes dont les éléments dépendent de v? pour les sommets situés
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sur les arétes de 02 (i € I,,); et enfin toutes les lignes et les colonnes pour les sommets situés sur
les coins de 99 (i € I.). On appelle Af, la matrice ainsi obtenue.

Soit Ag , € (R3*3)NexNs ]a matrice Ag ¢ dont on a éliminé la colonne dépendant de v :
Vielg,Vj €Iy,

(ujr},viel);(% (Uijavz‘el)X% 0
Aéi,]}: (UJT},viez)X% (”JT?’”ieQ)X% 0

(vjf}, vieg)X% (va?, 1)2‘63)/\/% 0
Symétriquement, A, o € (R3*3)NsxNa ogt 1a matrice A o dont on a éliminé la ligne qui dépend
y e A, £ gne qui dép
dev: Al = AL’ .
On considere A, ; la matrice A dont on a éliminé les termes dépendant de v, sauf le terme
) I f P

diagonal, pour lequel on a imposé la valeur 1 :

(o575 0imi )y, (0575, 0T g, O
Apl = | (o uimiag (y75 vt )y O

0 0 8

En effet, Ay ; correspond & un bloc diagonal de A’. En imposant la valeur 1 sur les termes diagonaux
éliminés, on s’assure que la matrice ainsi modifiée soit inversible.

Soit Aq 7, € (R3*3)NeoxNa 13 matrice Ag .a dont on a éliminé les colonnes dépendant de vh
Vi € lg,Vj € 1,

2.

(UjTj,’Ul'el)X?qL 0 O

5=

A“? = (UjTj,Uieg)X% 0 0

(UjTj,Uieg)X% 0 0
Symétriquement, A, o € (R3*3)NaxNo et ]a matrice A, o dont on a éliminé les lignes qui
dépendent de v1? : A;’LJ, Q= A?l’fm.
Soit A, -, € (R3*3)NsxNa 13 matrice Aq , dont on a éliminé la ligne dépendant de v et les
colonnes dépendant de v1? :
Vi e lg,Vj € 1,
(vj Ty, v; T} )X% 0 0

iJ_ e v T2
Agl, = (UJTJ’UZTz‘)XgL 00

)

0 0 0

Symétriquement, A, . € (R3*3)NaxNys ogt la matrice A, ; dont on a éliminé les lignes qui
dépendent de v12 et la colonne qui dépend de v : Aiﬁr = Ai’f}a.

On consideére A, ;, la matrice A, , dont on a éliminé les termes dépendant de vh
termes diagonaux, pour lesquels on a imposé la valeur 1 :

2 sauf les

o (vaj,UiTi)X,Et 0 0
ALl = 0 0 0
0 0 4
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En effet, A, , correspond & un bloc diagonal de A’. En imposant la valeur 1 sur les termes diagonaux
éliminés, on s’assure que la matrice ainsi modifiée soit inversible.
On en déduit que la structure par blocs de la matrice A € (R3*3 )N*N est, la suivante :

Ag o Aqr Aqg . 0

A’T,Q A’T,’T A’T,’Ta 0
/
0 — )

Ara,ﬂ ATayT ATayTa 0

0 0 0 L .

ot I. . est la matrice identité de (R3*3)NexNe,

Proposition 16.13 La matrice A{, est inversible.

La preuve est similaire a celle de la proposition 10.4.

En procédant comme dans le paragraphe 10.4.2, on montre que le probléme variationnel (16.25)
discrétisé dans X%’,}lf s’écrit :
Trouver H;, € Ak tel que :

ViEIQ,VO&G{l,Q,?)}, (Hh,V,‘7a)X% = Mo(vi7a),
Mo(

Vielp, Vae{l, 2} (Hns viti )ag, = Mo(viti),

Vi GIf, Hh(Mz)Vz = h(MZ R (1629)
ViEIa,VQE{l,Q}, Hh(Mi).V? = HT(MZ‘).V?,

Vi el,, My (M) = H(M;).

Pour les deux dernieres inégalités, on peut procéder comme dans le paragraphe 10.4.3.
Soit H = (Hgq, ﬂf ,H,, H. )T le vecteur de R3N associé dont les composantes sont égales a
celles de Hj, dans B’. Considérons le relevement discret suivant : H" = (Zg, H,, , H,, ., H. )T, ou :

Nq .

?

- Zg, est le vecteur nul de (R3)

- H, = (0,0,h (Mxg+1), ...,O,O,h(MNQ+Nf))T € (R3)Ns, est le vecteur contenant les valeurs les
valeurs de h sur les points des faces de 02 ;

-H) = (0, H (MN-Nyer1) - v H (Mg -Noot1) V5o, 0,1 (M) v} HY (Myon,) - v7)T € (RPN,
est le vecteur contenant les valeurs des composantes de H" sur les arétes du maillage ;

- H, = (Hi(Mx-N.11), Hy(Mx-N.41),, B (MN N 11), -, HY (M), H5 (M), , H5 (Mx))T € (R®)Ne,
est le vecteur contenant les valeurs des composantes de H" sur les coins du maillage.

Soit A, ¢ € (R3*3)NrxNs Ja matrice Ay ; dont on a éliminé la ligne dépendant de v; :
Vi,j € Iy,

(v 75, vimi)ay (05 vimhag (Vv viTi)ag
AV =1 (o vimday (05 vimd)ag (0jvy, viTd)ag

0 0 0
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Soit A; 4 € (R3*3)NsxNa 13 matrice Ay , dont on a éliminé la ligne dépendant de v; :
Vie Iy, Vj e g,

(vj Ty, Uz'Til)x% (vju},vi’ril )X% (vjug, v T} )X%

A= (T vitay (vjvg vt (vivi, ot

0 0 0

Soit A, . € (R3*3)NsxNe 13 matrice Ay . dont on a éliminé la ligne dépendant de v; :
Viely,Vjel,

(’Ujel,’Ul'TZl)X% (’Ujeg,’Ul'TZl)X% (Ujeg,UiTil)X%
APl = | (vjer, vimi)ay (vjer, vimd)ay  (vjes, viT] )y
0 0 0

Soit A,, s € (R3*3)NeXNs 1o matrice A, s dont on a éliminé les lignes dépendant de 1/3’2
Viel,, vV, €Iy,

(v 5, viTi)as (V75 viTi)xy (VjVj, 0iTi)xo
AT = 0 0 0
0 0 0

Soit A;, o € (R3*3)NaxNa 13 matrice A, , dont on a éliminé les lignes dépendant de VZ_1,2
Vi, j € I,

(vjTis viTi)ay, (Vivy, viTi)xg (VU5 ViTi)xg

At T

Ta yQ

0 0 0

0 0 0

Soit A;, . € (R3*3)NaxNe 13 matrice A, . dont on a éliminé les lignes dépendant de I/Z-l’Q
Vi el,,Vj € L,

(vjer, UiTi)X,Et (vjex, viTi)xp (vjes, UiTi)X,Et
AV = 0 0 0
0 0 0

Soit M, € (R?)Ne la restriction de M aux i € I, M. € (R3)N/ le vecteur tel que :

1
M’T = (MO(UNQ-‘rl TNqg+1 )7 MO(UNQ-H TQNQ+1 )7 07"'7 MO(UNQ+Nf Tll\IQ—i—Nf )7 MO(UNQ+Nf TIQ\IQ—I—Nf )7 0)7
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et enfin M. € (R3)Na le vecteur tel que :
M. = (Mo(UN-Nuyet1 TN-Nget1)5 0, 0,...; Mo(vn-N, TN-N, ), 0, 0),
Soit A/ € (R3*3)N*N 13 matrice définie ainsi :

0 Ag s Ag,a Ag.c

0 A7—,f Ar,a A’T,C
/
AL =
0 A’ra,f ATa,a ATa N
0 0 0 -I..

Posons My = (Mg, M_, M, , Z.)" € (R*)N, ot Z, est le vecteur nul de (R?®)Ne. On montre de
la méme fagon que dans le paragraphe 4.7.1 que les équations (16.29) se réécrivent sous la forme
du systeme matriciel suivant :

KoH = My — ALH

Le calcul de M, est similaire a celui de M. Une fois que H est calculé, on peut écrire ’approximation
calculée sur les arétes du bord, H, dans la base canonique (e, es, e3).
Pour cela, a chaque point M;, ¢ € I,, on associe Oy, € R3*3 la matrice de changement de base
telle que :

m(M;) (M) vi(M;)

Qi = | (M) v3(M;) v3(M;) |,

ms(M;) vi(M;) vi(M;)
3 3
avec T = ZTaea et pour € {1,2}, VP = Z vleq. Soit @, € (R3)NaxNa ]a matrice diagonale

a=1 a=1
par bloc définie par :
OaN-Nget1 O 0
Ou = 0 0
0 0 @a,Nch

Le vecteur correspondant aux composantes dans la base (e, ez, e3)? s’écrit alors : O, H,,.

Le vecteur correspondant aux composantes de H; dans la base (e1, ey, eg)T s’écrit : Oy Hy.
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Chapitre 17

Rappels de notations

17.1 Rappel des espaces fonctionnels et des formes bilinéaires 2D

e Espace variationnel et forme bilinéaire relatifs a la méthode aux CL naturelles :
Espace variationnel de E :

Xg = {ue H(rot,w) NH(div,w) : u, € L2(8w)}.

Forme bilinéaire coercitive associée :
.AE . XE X XE — R

(E,F) — (diVE,diVF)O—|—(rotE,rotF)0—|—/ E;F;do,
ow

e Espace variationnel et forme bilinéaire relatifs a la MCS :
Espace variationnel de E :

. 1/2
Xg = {ueXg:u =0}, [Jullxy, = ([[rotul[§ + [|divul[§) "~

Forme bilinéaire coercitive associée :

AQ:XEXXE — R
(E,F) — (divE,divF )y + (rotE, rot F)jy.

e Espace variationnel et forme bilinéaire relatifs & la méthode de régularisation a
poids :
Espace variationnel de E :

. . 1/2
X§,, = {ueHy(ot,w) : divue 2w}, flullxg = (llrotull} + [ldivulf )"

Forme bilinéaire coercitive associée :

R
(divE, divF ) , + (rotE, rotF ).

Ay Xg o x Xy
(E,F)

—
—

279
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17.2 Rappel des espaces fonctionnels et des formes bilinéaires 3D
e Espace variationnel de £ relatif a la méthode aux CL naturelles :
Xe = {ueH(rot, Q) NH(div,Q) : ux vyg € L7(09Q)} .
e Espace variationnel de £ relatif a la MCS :
XY = {ueXeuxvpg =0}, |Jullye = (/rotul} + ||divu2)"?.

e Espace variationnel de £ relatif & la méthode de régularisation a poids :

X¢ ., = {u € Ho(rot, Q) NH(div,, D)}, [[ullye = ([[rotul|§ + [[divul[g )"/
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RESOLUTION DES EQUATIONS DE MAXWELL
AVEC DES ELEMENTS FINIS DE GALERKIN CONTINUS

Résumé : Les équations de Maxwell se résolvent aisément lorsque le domaine d’étude est
régulier, mais lorsqu’il existe des singularités géométriques (coins rentrants en 2D, coins et arétes
rentrants en 3D), le champ électromagnétique est localement non borné au voisinage de ces singu-
larités. Nous nous intéressons a la résolution des équations de Maxwell dans des domaines bornés,
singuliers, a ’aide de méthodes d’éléments finis continus. En pratique, cela permet de modéliser
des instruments de télécommunication comme les guides d’onde, les filtres a stubs.

Nous analysons tout d’abord le probleme quasi-électrostatique 2D, afin de maitriser la discrétisation
en espace. Nous présentons trois méthodes de calcul (formulations augmentées mixtes) qui donnent
des résultats numériques tres convaincants :

- Une version épurée de la méthode du complément singulier (conditions aux limites essentielles).

- La méthode de régularisation a poids : on introduit un poids qui dépend des distances aux singu-
larités géométriques (conditions aux limites essentielles).

- La méthode avec conditions aux limites naturelles.

Nous étudions ensuite la généralisation de ces méthodes aux domaines 3D. Nous détaillons la
résolution des équations de Maxwell instationnaires en domaines singuliers 3D par la méthode de
régularisation & poids, et nous donnons des résultats numériques inédits.

Mots-clés : Electromagnétisme, Equations de Maxwell, Singularités, Coins rentrants, Eléments
finis, Domaines singuliers, Méthode du complément singulier, Méthode de régularisation a poids.

CONTINUOUS GALERKIN METHODS
FOR SOLVING MAXWELL EQUATIONS

Abstract: Maxwell equations are easily solved when the computational domain is regular,
but if it presents geometrical singularities (reentrant corners in 2D, reentrant corners and edges in
3D), the electromagnetic field is locally unbounded close to these singularities. We are interested
in computing solutions to Maxwell equations in singular bounded domains with continuous finite
elements. It allows to model communication devices such as wave-guides, stub filters.

We first analyse the 2D quasi-electrostatic problem, in order to control space discretization. We
present three (mixed) augmented methods, which show very convincing numerical results:

- A refined version of the singular complement method (essential boundary conditions).

- The weighted regularization method: Maxwell-Gauss equation is multiplied by a suitable weight,
which depends on the distances to the geometrical singularities (essential boundary conditions).

- The method with natural boundary conditions.

We study then the extension of these methods to 3D domains. We give details of the resolution of
time-dependent Maxwell equations in singular 3D domains with the weight regularization method,
and we give original numerical results.

Key words: Electromagnetism, Maxwell equations, Singularities, Reentrant corners, Finite el-
ements, Singular domain, Singular complement method, Weighted regularization method.



