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Résumé

Nous nous intéressons au calcul de la densité de charge électrostatique a la pointe d’une électrode de faible
courbure. La relation entre le rayon de courbure et le champ électrostatique a la surface de la pointe est régie
par la loi empirique de Peek qui n’est valable que pour des électrodes a géométrie cylindrique ou sphérique.
Dans cette note, nous justifions mathématiquement cette loi et nous ’étendons & d’autres géométries. A I'aide de
développements asymptotiques multi-échelles, nous établissons rigoureusement le comportement de la densité de
charge pour des géométries coincidant & l'infini avec le cone. Un exemple numérique illustre nos résultats. Pour
citer cet article : P. Ciarlet, Jr, S. Kaddouri, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 343 (2006).

Abstract

A justification of Peek’s empirical law in electrostatics. We consider the computation of the electrostatic
charge density at the tip of a rounded corner. The relation between the curvature radius and the electrostatic field
is given by Peek’s empirical law which is valid only for cylindrical or spherical geometries. In this note, we justify
mathematically this law and extend it to other geometries. With the help of multiscaled asymptotic expansions,
we derive an expression for the charge density for geometries which coincide at infinity with a cone. A numerical
illustration is provided. To cite this article: P. Ciarlet, Jr, S. Kaddouri, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 843 (2006).

1. Introduction

La loi (empirique) de Peek exprime la valeur maximale de la densité de charge électrostatique a la
surface d’'une électrode effilée, possédant une géométrie cylindrique ou sphérique en son extrémité, en
fonction du rayon de courbure. Si r. désigne le rayon de courbure, le comportement prévu par cette
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loi est en rc_l/Q[l] : plus précisément, on a opmax = €0Fmax, avec Fyax = (aorc_l/2 + a1), ol ag et a;
sont déterminés expérimentalement pour les deux types de géométrie. Dans cette note, nous justifions
ce comportement lorsque la géométrie a 'infini est celle d’'un cone, en calculant la valeur de la dérivée
normale du potentiel électrostatique.

2. Espaces fonctionnels et théorie classique.

On se place dans R? dans la suite, le cas axisymétrique dans R? étant complétement traité dans [3]. Dans
la suite, € est un réel strictement positif. Pour x dans R?, on note p(x) = /1 + |z|2, et p.(x) = ep(x/e) =

€2 + |z|?. On considere la classe d’ouverts suivants : pour 1/2 < « < 1, on appelle 2 le secteur angulaire
de sommet O, d’angle au sommet 7/, et T' = 9Q sa frontiere. On note ¢ : R — R, Papplication définie
par p(z) = cx siz < —1, p(x) = —c(x? +1)/2 si |z| < 1, p(z) = —cx si z > 1, globalement de classe C*
(et de classe C? partout sauf aux points de raccord x = £1); pour cela, ¢ = —(tan(m/2a))~!. On note
enfin w Vouvert w := {(x1,z2) € R*|zy > @(1)} et, on pose Q. := cw = {(z1,x2) € R?|wa/e > p(x1/¢)}.
En particulier, Q; = w. On note I'. = 992, sa frontiere® et O. = (0, —ce/2) son sommet.
Comme pour le cas du probleme de Dirichlet en domaine extérieur, les espaces de Sobolev a poids
fournissent un cadre approprié pour la recherche de solutions. La principale différence provient de la nature
non bornée de la frontiére qui demande de définir ’espace des traces qui convient. Nous introduisons donc
les espaces de Hilbert ad hoc définis sur €2 ou sur Q..
Définition 2.1 Pour m € N, 3 € R,

Vi () = {u € LE.(Q) | vad u € LA(Q) pour |\ < m}, (1)
Wg'(Q) = {u €L . () ‘ w0 € L2(Q) pour |A| < m}. (2)

Les poids vy, wy valent : vy(x) = |z|PH =" wy(x) = p(x)?TM=" Lespace W5 (Q:) est définie de fagon
similaire a W' (Q) en remplagant wy par w5 : w5 (v) = pe(x)BFIA=m,

Le role des poids est triple. Tout d’abord, ils fixent le comportement a infini. Ils sont aussi choisis de
maniére a obtenir des inégalités de coercivité de type Poincaré. Enfin, leur introduction dans les espaces
Wg" ne modifie pas le comportement des éléments & l'origine : de cette facon, les propriétés locales restent
identiques a celle des espaces classiques.

Si on note Ap;. 'opérateur Laplacien A avec condition aux limites de Dirichlet homogene, son inverse
agit contintiment de V3" () dans Vﬁm”(Q) lorsque 8 —m+1 ¢ Z*a (cf. [5,6]). Soit f € V() la donnée
et ug = Ap;,~ *f. Lorsque f = 0 au voisinage de l'origine, le comportement asymptotique (1 — 0%) de
ug est déterminé par la régularité locale de ug. Introduisons pour £ € N, y(6) = \/2a/7sin £ab, la base
orthonormale de L?(]0, m/a[) obtenue & partir du Laplacien 1D avec conditions de Dirichlet, et définissons
s5(r,0) = 1= py(0) et ¢o(r,0) = r**p,(0) avec (r,0) les coordonnées polaires par rapport a O.
Proposition 2.2 (D’aprés [5]) On suppose que o € Q et que f =0 au voisinage de O.

Il existe des coefficients (A¢)e>1 tels que pour tout m € N,m > 1,ug présente le comportement suivant au

voisinage de O :
m

uo(r,0) = Xede(r, 0) + O(r™ D) — 0t (3)
=1

1 Pour des raisons pratiques, on choisit une forme parabolique. On peut vérifier que toute forme de frontiére obtenue avec
¢ réguliere respectant p(0) # 0, et ¢’ (0) = 0 convient, voir [3].
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1
Les coefficients Ay sont donnés par la formule suivante : Ay = e / fs% dzx.
)

Lorsque « € Q, des termes logarithmiques appraissent dans le développement (3) pour tout indice ¢ tel
que Yo € N. Dans la suite, on choisit donc a € Q pour simplifier la présentation.

Plus généralement, lorsque f est réguliere et satisfait une propriété de décroissance rapide [6, Chap. 7]
au voisinage de O, le développement asymptotique (3) de wug reste vrai.

3. Probléme de Dirichlet dans le céone “arrondi” Q.

Tout d’abord, on a le résultat
Proposition 3.1 L’opérateur Ap;, ' agit continiment de W?(Q.) dans W2(2.). De plus, le module de
continuité est indépendant de €.
Passons ensuite au développement asymptotique de la solution. On considere £ € Cg°(R1),0 < ¢ < 1
valant 1 pour ¢ < a (avec a = V1 + ¢2) et 0 pour ¢t > 2a, et on note x. la fonction z — &(|z|/e).
Théoréme 3.2 On suppose que f =0 au voisinage de O.
Il eziste des fonctions (yr)e>1 vérifiant : —Ay, = 0 dans w,ye = 0 sur dw, et yo(¢) — ¢e(¢) = O(I¢|™)
quand |(| — +oo, telles que, pour tout m > 1, st U™ est définie par

{=m

{=m
UM =(1-xe) <U0 - Z /\eﬁbe> + Z Aee"yq (g) : (4)
=1 =1

alors on a Uerreur d’approzimation suivante : |[ue — U"||wz(q.) < Cpelmthe,

Les y, sont uniques & un coefficient multiplicatif pres, et les coefficients (A\¢)s sont ceux de la Prop. 2.2.
En domaine borné Q2 on aboutirait & I'erreur d’approximation |ju. — ;”HWE(QZ) < Cpelmte on
multipliant la somme Y, A\ee*@y,(-/€) par xg dans (4), avec R fixé et tel que supp(xr) C Q2.
Corollaire 3.3 Lorsque ¢ — 0%, on a lestimation suivante : O, u:(O2) = \10py1(01)e® ™ + O(e2*71).
Pour la valeur limite o« = 1/2, on retrouve pour € = r. le comportement mesuré expérimentalement (loi
de Peek) en considérant Fyax = Onus(O;).

On peut aussi fournir une représentation intégrale de la dérivée normale. Pour = # y € R?, on définit
Es(z,y) = (—1/2m)log(|lz — y|), vérifiant —A,Es(-,y) = J, au sens des distributions, d, étant la masse
de Dirac au point y. La fonction de Green G, de Q. s’écrit : Ge(z,y) = n(|z|/|y) E2(z,y) + He(x,y), ol
7 est une fonction de troncature, positive sur R, valant 1 au voisinage de 1, nulle dans un voisinage de 0
et +o0, H.(-,y) vérifiant le probleme aux limites adéquat. L’interét principal de la fonction de Green est

d’exprimer la solution u. au moyen d’une formule intégrale qui s’écrit ici : u.(x) = / fy)Ge(z,y) dy.
Qe
Nous pouvons alors énoncer :
Proposition 3.4 Soit 0 € I'.. On a la formule de représentation : Opuc(o) = / f()0on, G:(0,y) dy.
Q.

Pour caractériser la fonction G’ = 9,,,Gc(0o,-) lorsque o € T, nous la décomposons en somme d’une
partie singuliere lorsque y — o et d’une partie appartenant & H () : G'(y) = (nu(0) - Vi) Ge(0,y) =
(ng(o) - V) Ea(o,y) + G"(0,y). La fonction G’ vérifie le probleéme aux limites suivant :

AG' =0 dans Q., ¢'=0sur I'. — {o}. (5)

Supposons (ce qui est toujours le cas, sauf aux deux points de raccord) qu’au voisinage de o, I'; soit de

classe C? de sorte que 9, Fa(0,)|r. € Li () et considérons le probleme suivant :

—AG" =0dans Q., ¢ = -0, Fz(o,-) sur I.. (6)
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A la condition que 9, F2(o,-)|r. € Wol/Q(I‘E), le probleme (6) est bien posé dans W (€2.). Pour le point
qui nous intéresse, i.e. celui de plus forte courbure o = O., 0, F2(0,-) posséde une trace réguliere sur

T. qui, par une estimation directe (cf. [4]), est telle que : [|On, E2(, )|l ;12 = O(e™") : G” existe bien.
0

4. Résultats numériques.

On considere deux secteurs angulaires Q de rayon R = 5, d’angle au sommet 27/3 et 37/4, et dont la
partie anguleuse est remplacée par un arrondi parabolique comme expliqué a la Section 2 et on note . les
domaines obtenus. On utilise les éléments finis de Lagrange P! sur un maillage régulier. Le domaine poly-
gonal construit sur cette triangulation est noté €2, 5. Le pas du maillage h est choisi tel que h = O(g). On
obtient une approximation de G’ = 0,G< (O, -) en calculant une approximation G; de la solution de (6),
par éléments finis et en prenant pour G, : G; = G}/ 4+ 0, E2(O;, -). En domaine borné, le coefficient A\; vaut
A= % fQ fpsdx, ot ps est la singularité duale pour le Laplacien : p, € L%(Q), Aps = 0 dans Q, ps =
0 sur 9. Cette quantité est approchée par \f = % fQ fpldz, ou p" est obtenue en discrétisant unique-
ment la partie réguliere de p, avec Uestimation |[A\; — A}| = O(h2®) (cf. [2]). Par comparaison,

1 1
e (L[ sqde— sy [ sGhde) = 06, quand e — 0.
A1 Q. )‘1 Qe n

Le second membre f est de la forme f(z) = 0,]z] < 2, et f(z) = (1 + |2[?)7%, |#| > 2. I est & noter
que ,ps et A1 sont indépendants de ¢, la seule dépendance apparaissant dans le pas du maillage. En
revanche, €. et G’, dont I'approximation nécessite le maillage d’un arrondi par un maillage polygonal
variant avec €, sont explicitement dépendant de €.

o ©1 0.500| 0.250| 0.125| 0.062

2/3 |-0.856|-0.868|-0.862|-0.862

3/4 |-0.918|-0.883|-0.887|-0.890

TaB. 1

-1
Evolution du rapport (Ai’e"‘_l) / fg;tdm lorsque ¢ varie, pour a = %,%. Behavior of the ratio

Qe n

-1
()\}115"’1) / fg,'ldx as a function of €, with a = %, %.
Qp
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