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Introduction

Les phénomenes électromagnétiques dans le vide (respectivement dans les milieux
continus) sont décrits a l'aide de deux (respectivement quatre) fonctions dépendant du
temps t et des coordonnées d’espace x = (1, z2,23), définies dans I’espace tout entier,
et a valeurs vectorielles dans R3. Ces fonctions sont (1 et 2 pour le vide, 1 & 4 pour les
milieux continus)

1. le champ électrique &,

2. I'induction magnétique B,
3. le champ magnétique H,
4. Tinduction électrique D.

Ces fonctions sont reliées entre elles par les équations de Maxwell (systeme d’unités SI) :

oD
E—I‘Ot?‘(——j, (1)
oB
5 +roté =0, (2)
divD = R, (3)
divB =0, (4)

o R est une fonction (a valeurs dans R) appelée la densité de charge électrostatique,
qui résulte de la présence de charges électriques, et J est une fonction (& valeurs dans
R3) appelée la densité de courant, qui est non nulle dés qu’il y a déplacement de charges,
autrement dit un courant électrique. Ces équations peuvent aussi bien modéliser une étude
a D’échelle microscopique qu’une étude a ’échelle macroscopique des phénomeénes (voir
exemples 1.1.2).

Cependant, elles ne suffisent pas & caractériser le champ électromagnétique. On est amené
a rajouter a ces équations des relations qui permettent de décrire la nature du milieu dans
lequel les phénomenes se produisent. Ce sont les lois de comportement, qui relient D et £
d’une part, et B et H d’autre part. Nous nous restreindrons ici au cas de milieux parfaits,
dans lesquels les lois de comportement sont linéaires et isotropes.

— Par milieu parfait, on entend que la loi reliant 'induction électrique D (resp. l'in-
duction magnétique B) au champ électrique £ (resp. au champ magnétique H) est
locale en espace et en temps : D(x,t) ne dépend que de £(x,1).

— L’hypothese d’isotropie signifie que la loi reliant D (resp. B) a £ (resp. H) est
indépendante de la direction de D (resp. B).

— Enfin, cette loi est linéaire, ce qui est toujours justifié lorsqu’on considere des champs
d’intensité ”suffisamment faible” (un développement de Taylor a l'ordre 1 est donc
valable).

Ainsi, pour un tel milieu, les relations s’écrivent :

D(x,t) =e(x) E(x,t) et B(x,t) = p(x) H(x,t) , (5)

7
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ol € et u désignent respectivement la permittivité électrique et la perméabilité magnétique
du milieu considéré. On peut donc par exemple réécrire les relations (1-4) en fonction de
& et B uniquement (chapitre 1), ou de £ et H uniquement (chapitre 2).

Lorsque le milieu est au surplus homogéne, € et p sont constantes. Il est a noter que le
vide est un cas particulier de milieu parfait, isotrope, homogene et isolant. C’est essen-
tiellement dans ce cas que nous travaillerons. La permittivité électrique et la perméabilité
magnétique dans le vide sont notées gy (g9 = (367.10°)71) et po (o = 47.1077), et on a
la relation c2eoug = 1, ot ¢ = 3.10%3m /s désigne la vitesse de la lumiere.

Il faut également décrire les propriétés de conduction du milieu, & ’aide d’une relation entre
la densité de courant J et le champ électrique £. Si le milieu considéré est conducteur, la
loi d’Ohm est vérifiée, soit :

J(x,t) = o(x) E(x,t) , (6)

ou o est appelée conductivité. Lorsqu’un milieu est isolant, on a ¢ = 0, et donc J = 0, au-
trement dit, il n’y a pas de courant électrique circulant dans ce milieu. Nous rencontrerons
souvent dans la suite le cas d’un conducteur parfait, c’est-a-dire dans lequel la conductivité
est (supposée) infinie : les champs &€ et ‘H y sont nuls.

Pour conclure cette introduction, mentionnons le cas important ou ’on cherche des so-
lutions particulieres des équations de Maxwell (1-4), dont la dépendance en temps est
harmonique : c’est le cas du régime périodique établi. Ces solutions particulieres, harmo-
niques en temps, sont de la forme

On obtient alors pour les équations de Maxwell, & valeurs dans C ou C3

wee —roth = —j, (7)
wph +rote =0, (8)
div(ce) =, 9)
div (ph) = 0. (10)

Dans le chapitre suivant, nous allons voir plusieurs exemples d’applications de ces différentes
formes d’équations.



Chapitre 1

Quelques exemples d’applications
des équations de Maxwell

Les applications industrielles pour lesquelles sont utilisées les équations de Maxwell, ou
des modeles dérivés de ces équations, sont nombreuses et variées. On va en présenter ici
quelques exemples ainsi que les modeles associés. En ce sens, ce n’est pas un cours de
mathématiques ou de physique, mais un cours de modélisation. Pour certains modeles, on
considérera des applications précises, et parfois méme des résulats numériques de simula-
tion. Si le choix des exemples est arbitraire, ’ordre de la présentation suit une certaine
structure. Ainsi, nous commencerons par présenter des exemples de problemes généraux,
en ce sens qu’ils dépendent explicitement du temps : ce sont les problemes d’évolution,
de type hyperbolique. Dans une seconde section, nous examinerons quelques exemples de
modeles dans lesquels il n’y a pas de dépendance explicite du temps : ce sont des modeéles
statiques, de type elliptique. Nous consacrerons la section suivante a la présentation de
quelques modeles intermédiaires, obtenus & l’aide d’approximations souvent liées a un
développement asymptotique. Suivant 'ordre du développement asymptotique retenu, on
verra apparaitre des problemes de nature elliptique, parabolique ou hyperbolique. Enfin, la
derniére section sera consacrée a des exemples stationnaires, pour lesquels la dépendance
en temps est connue et posséde une forme particuliere (en exp(wt)).

1.1 Les problemes d’évolution

1.1.1 Problemes de propagation
Exemple en domaine intérieur : un guide d’ondes ”a stubs”

On se propose de déterminer le champ électromagnétique (&, B) qui se propage dans

un guide d’ondes, dans le vide, c¢’est-a-dire dans un domaine borné suivant les 2 directions
transverses a la direction de propagation (voir par exemple la figure 1.1).
Dans le cas ou la dépendance en temps est spécifiée et connue (en général, en exp(wwt)),
I’étude de ces phénomenes peut étre effectuée en résolvant le systeme d’équations station-
naires (voir section 1.4). Mais souvent, I’'onde incidente qui se propage dans le guide est
transitoire, et le modele d’équations a utiliser est celui des équations de Maxwell (1-4),
qui s’écrivent dans le vide

o0& 4 1
% ¢ rot B = on’ (1.1)

oB
e +rot& =0, (1.2)
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1

divé = —R, (1.3)
€0

div B = 0. (1.4)

Pour modéliser les bords physiques du guide, on utilise des conditions aux limites. Dans
ce cas, il s’agit des conditions aux limites de conducteur parfait, qui simulent la présence
d’un bord métallique parfaitement conducteur, et qui s’énoncent

Exn=0 surlebord du domaine (1.5)

ou n désigne la normale unitaire sortante a la frontiere du domaine. En d’autres termes,
les composantes tangentielles du champ électrique £ s’annulent au bord. Dans les cas de
guides d’ondes & géométrie tres simple (section circulaire ou rectangulaire), et pour une
onde incidente dont la dépendance en temps est en exp(wwt), w > 0 fixé, on peut facilement
calculer des solutions analytiques de ce probleme (en resolvant des problémes spectraux,
ce qui détermine des modes, comme les modes TE, TM, TEM, etc. voir entre autres [46],
[51, Chapitre X]). Dans les cas plus réalistes, ce n’est évidemment pas possible, et on a
recourt a un calcul numérique. Tres souvent, du fait de 'aspect propagatif du phénomene
que 'on modélise, on résout ce probléeme réécrit sous forme de deux équations des ondes
en & et en B (on découple ainsi le probleme). Dans I’exemple que nous présentons ici, ce
guide d’onde en forme de peigne est en fait un filtre en fréquence (utilisé par exemple dans
des satellites) et qu’on désire miniaturiser. Nous présentons sur la figure 1.2 le résultat
d’une simulation obtenue pour ce type de géométrie. On peut remarquer des a présent
que l'existence d’arétes dans la géométrie de ce guide, nous amenera a étre confronté a un
probleme de champs singuliers.

Exemple en domaine extérieur : un dispositif sélectif en fréquence

On va voir maintenant un second cas de propagation d’ondes dans le vide, mais cette

fois-ci en domaine extérieur. Il s’agit de la transmission d’une onde (plane) incidente &
travers une plaque perforée, d’épaisseur finie, non négligeable devant la longueur d’onde
(cf. figure 1.3).
Ce dispositif, suivant la taille et la répartition des trous, laissera passer certaines fréquences,
et en arrétera d’autres. En général, on cherche a calculer la part d’énergie transmise par
rapport a celle qui est diffractée ou réfléchie. Le signal incident (en temps) aura un spectre
(en fréquence) correspondant a la plage de fréquence que I'on veut analyser. La encore,
on résout le systeme des équations de Maxwell, mais pour une onde provenant de 'infini.
Une des difficultés numériques de ce type calcul est qu’il faut convenablement ”clore” le
domaine, c’est-a-dire mettre la plaque dans une boite qui limite le domaine dans lequel on
effectue le calcul. Nous reviendrons sur ce point dans le chapitre 3, consacré aux méthodes
numeériques.

Remarque 1.1.1 La encore, on pourrait résoudre la forme stationnaire (i.e. en fréquence)
des équations de Mazwell. Mais cela nécessiterait de faire autant de calculs que de fréquen-
ces w que l’on veut examiner. L’approche en temps est, en ce sens, plus globale et plus

efficace.

Cet exemple est 'occasion d’introduire dés a présent le vecteur S, appelé vecteur de
Poynting, défini par
S=&XH,



Equations de Maxwell 11

et qui permet de mesurer 1’énergie électromagnétique transmise. Ce vecteur peut s’in-
terpréter comme le vecteur flux de I’énergie électromagnétique. On définit également le
flux d’énergie entrant (+) ou sortant (—) dans un volume D de bord 9D par

i/ (ExH) ndy,
oD

ainsi que le coefficient de transmission

/(E‘XH)'nd'y

s

/ (SZ'XHZ')'Ild’y

T = ,

ou I'. est la surface entrante, I's la surface sortante, et ou l'indice ¢ désigne les champs
incidents. On a représenté sur la figure 1.4 le coefficient de transmission calculé en fonction
de la fréquence, pour un signal incident donné.

1.1.2 Exemples de problemes couplés
Les équations de Maxwell-Vlasov

Considérons un ensemble de particules de charge e et de masse m.
Il est bien connu qu’une particule chargée en mouvement crée un champ électromagnétique.
Réciproquement, un champ électromagnétique a une action sur le mouvement des parti-
cules chargées : la force de Lorentz, d’expression F = e (£(x,t) +v(t) x B(x,t)) agit sur les
particules (v(t) désigne la vitesse de la particule). Si on désigne par t — x(¢) la trajectoire
d’une particule, ’expression de la charge et du courant correspondants sont

R(x,t) =ed(x—x(t)) et JT(x,t)=ev(t)d(x—x(t)),

ol §(xq) est la masse de Dirac en xg. De méme, le champ électromagnétique créé par le
mouvement de N particules chargées a pour source les densités de charge et de courant

N
R(x,t) =) edlx—xi(t) et J(xt)=> evi(t)ix—xi(t)).
=1

Si on considere maintenant le cas d’un ensemble de particules, décrites par une fonction
de distribution (également appelée fonction de représentation ou probabilité de présence)
f(x,v,t), on a cette fois les relations

R(x,t)=e€ [ f(x,v,t)dv
R}

J(x,t)=e [ f(x,v,t)vdv.
R}

La fonction f(x,v,t) vérifie une équation de transport, dite équation de Vlasov

Z—'}; =0 soit % +v-Vof+ %(S(X,t) +v x B(x,t)) - V,f =0.
On a utilisé ci-dessus le principe fondamental de la dynamique, c’est-a-dire
d
F=m>

dt’
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Le couplage entre 1’équation de Vlasov et les équations de Maxwell (entre f d’une part, R
et J d’autre part) introduit évidemment une non-linéarité. Comme exemple d’application
du systeme de Maxwell-Vlasov, nous présentons un cas de klystron, dont une géométrie
type est représentée sur la figure 1.5. Le principe est le suivant : on accélere, a ’aide d’un
champ électromagnétique extérieur, des paquets de particules (représentés en noir sur la
figure 1.6) qui liberent de ’énergie lors de leur passage devant la cavité. Ainsi, on peut voir,
en point de la cavité, 'amplification (d’une composante) du champ électrique en fonction
du temps (voir la figure 1.7).

Les équations de la Magnéto-HydroDynamique (MHD)

La Magnéto-HydroDynamique (MHD) est I’étude de I’écoulement d’un plasma (c’est-
a~-dire d’un fluide compressible, conducteur) soumis a un champ électromagnétique. Les
exemples sont trés nombreux et concernent des échelles de phénomenes trés variées (de
Pentrée d’'une comete dans Patmosphére & un commutateur & plasma). En général, il
s’agit de coupler les équations fluides (par exemple de la dynamique des gaz) qui sont
typiquement

1. T’équation de conservation de la masse (ou de la densité),
2. I’équation de conservation de la quantité de mouvement,
3. I’équation de conservation de 1’énergie,

avec les équations de Maxwell, dans lesquelles on néglige le courant dit de déplacement
1/c?9,€. On arrive ainsi & éliminer le champ & & I’aide de la loi d’Ohm (6) dans 'expression
de la force, dans les équations de la MHD. Cela devient rapidement trés compliqué. Nous
renvoyons 1'étudiant intéressé aux deux ouvrages de références [21] et [48].

1.1.3 Formulation en potentiels des équations

Pour conclure cette section, nous allons présenter une autre formulation possible des
équations de Maxwell. Pour simplifier, on se place dans le vide : on prend donc les équations
de Maxwell formulées en (1.1-1.4). On utilise tout d’abord la propriété selon laquelle le
champ B est & divergence nulle. Ainsi, il existe un potentiel vecteur A tel que

B=rotA.

Avec la loi de Faraday (1.2), on en déduit que

rot(%—kf)zo.

Il existe donc un potentiel scalaire ¢ tel que

On obtient ainsi une formulation en variables (A, ¢) appelées respectivement potentiels
vecteur et scalaire, vérifiant

E=—grad¢ — %’j , (1.6)

B=rotA. (1.7)
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L’intérét de cette formulation est qu’elle porte sur 4 inconnues (A et ¢), au lieu de 6 (€
et B). La difficulté tient au fait que 1’équation (1.7) ne détermine A qu’au gradient d’une
fonction scalaire arbitraire pres. Il y a alors plusieurs facons de lever cette indétermination.
Nous allons présenter les deux plus classiques. Pour des fonctions € et B données par (1.6)
et (1.7), les équations (1.2) et (1.4) sont automatiquement satisfaites. On reporte alors ces
expressions dans les équations (1.1) et (1.3), et on utilise I'identité

rotrot — graddiv = —A.

On obtient
PA 9 .. dp. 1
iz ¢ AA+ grad (c¢“div A + E)_%j’ (1.8)
d .. 1

Ces équations font apparaitre de facon naturelle deux conditions qui permettent de lever
I'indétermination.

1. Condition (ou jauge) de Lorentz :
On choisit un couple (A, ¢) qui annule le terme ”"dans le gradient” de l’equation
(1.8), soit
0
Adiv A+ a—‘f =0. (1.10)

de sorte que les équations (1.8-1.9) s’écrivent alors

9’ A 1
a2¢ ) C2

Il faut cependant remarquer que (A, ¢) solutions de (1.11-1.12) ne sont pas définis
de maniere unique, pour R et J donnés. En effet, il suffit de considérer F' vérifiant
0*F

Alors, le couple (A, ¢’) défini par

A = A—Fgrada({)—é7

¢ = ¢ — FAF

vérifie également les equations (1.10) et (1.11-1.12). Il n’y a donc pas unicité de la
solution. Cette jauge est cependant souvent utilisée d’une part, parce qu’elle conduit
a résoudre une équation des ondes tant pour A que pour ¢, et d’autre part, parce
que c’est un concept indépendant du systeme de coordonnées choisi, ce qui est tres
utile pour des problemes liés & la théorie de la relativité.

2. Condition (ou jauge) de Coulomb :
Une autre solution naturelle consiste & annuler le premier terme de I’équation (1.9).
On choisit alors A tel que
divA=0.
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Les équations (1.8-1.9) s’écrivent alors

’A 5 1 0¢
W_C A.A—aj—grad(a),
Ap=—LR.

€0

L’intérét de ce choix de jauge est que ¢ et R sont reliés par une équation statique
(mais ¢ et R peuvent dépendre du temps).

On utilise souvent ce modele lorsqu’il n’y a pas de charges. Dans ces conditions
(Phypotheése d’un probléeme posé dans Iespace tout entier devient ici cruciale), on
choisit ¢ = 0 comme solution (définie & une constante pres). Ainsi £ et B vérifient

dans ce cas 94
&= 5 B=rot A, avecdivA=0.

Remarque 1.1.2 Les calculs présentés ici de facon formelle se justifient simplement pour
des problémes posés dans tout l'espace. Par contre, il apparait des difficultés dans le cas
d’un domaine Q) borné, essentiellement dans la détermination des conditions auz limites
que doivent vérifier les potentiels (A, ¢) a partir de celles vérifiées par les champs (€, B).

1.2 Les problemes statiques

! La présentation ci-dessus a I'intérét d’introduire naturellement (en imposant 9; - = 0)
les problemes statiques. C’est I'objet de cette section. On va s’intéresser maintenant a des
problemes (et & des solutions) qui sont indépendantes du temps : autrement dit on impose
Oy - = 0 dans les équations de Maxwell. On obtient ainsi, dans le cas avec charges

rot£ =0, rotlB:j,
1
div(e€) =R, divB = 0.

1.2.1 Electrostatique

De l’équation rot £ = 0, on déduit que & = —grad ¢, ou ¢ représente le (tres classique)
potentiel électrostatique. Comme div (e€) = R, ¢ est solution du probleme elliptique

—div (egrad¢) =R,

+ condition aux limites.

De plus, lorsque ¢ est indépendant de x (en particulier dans le vide), on retrouve le systéme
d’équations, dont la solution &£ est le champ électrostatique
R

_A¢:_7
e

& =—grad ¢,
+ condition aux limites.
C’est le modele de Poisson en ¢ (voir par ex. [32, Tome II, Chapitre 3]), qui est de nature

elliptique, indépendant du temps par définition, et bien plus simple (et bien moins couteux
numériquement) a résoudre que le systeme complet des équations de Maxwell.

INoter stqt ou 5t pour &, B, ¢, etc.
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Remarque 1.2.1 Dans le cadre du régime périodique établi (voir lintroduction), on
cherche des solutions particuliéres, harmoniques en temps, et les équations de Mazwell
s’expriment alors sous la forme (7-10). Les équations statiques peuvent étre vues comme
des équations harmoniques a fréquence nulle, soit w = 0. Ce point de vue peut étre utile
(souvent pour une analyse asymptotique), mais ce n’est pas "physique”.

Un exemple d’application : la C.D.A.

Parmi les nombreux exemples d’applications (industrielles) de ce modele, prenons celui
de l'analyse de la distribution des charges [10] (Charge Distribution Analysis, d’ou C.D.A.).
Le but est d’analyser la charge électrique présente dans un isolant, afin de mesurer la
qualité d’isolation de ce matériau. Ceci se fait a partir de la mesure de la force a laquelle
il est soumis, lorsqu’il est plongé dans un champ électrique non uniforme (voir la planche
1.8).
Le principe tient en trois points

1. On mesure la force F résultante, lorsque le diélectrique considéré D, de permittivité
(ep), est plongé dans un champ électrique,

2. on calcule numériquement le potentiel ¢ puis le champ £, avec le modele électrostatique,
pour un €p donné,

3. avec une formule du type
F ED/ (€ -n)E — 1/2/€2n] dv |
oD

on en déduit la force F en fonction de £, que 'on compare & des mesures expérimentales
sur des échantillons (point 1).

Nous présentons sur la figure 1.9 un exemple de résultat.

1.2.2 Magnétostatique

De facon analogue, on peut écrire un probléeme statique pour le champ magnétique B.
En prenant le rotationnel de I’équation rot (%B) = J, on obtient

1
rotrot —B =rot J ,
7
divB=0.
Dans le cas ou u est indépendant de x, par exemple si yu = ug, et en utilisant a nouveau
Iidentité
rotrot — graddiv = —A

on a alors le modele suivant, dont la solution est le champ magnétostatique B

—AB = porot J

+ condition aux limites.
1.3 Quelques modeles ”intermédiaires”
De nombreux problemes que ’on rencontre aujourd’hui dans les applications font appel

au modele complet des équations de Maxwell. Dans certains cas cependant, seule une partie
de la solution est significative, 'autre partie étant négligeable, au vu des échelles des
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phénomenes physiques étudiés. Ainsi, on utilise un modele statique lorsqu’on s’intéresse
a une échelle de temps qui justifie 'approximation 0;- = 0, et qui ”correspond” & des
variations lentes en temps, c’est-a-dire a des phénomenes basse fréquence. Nous allons un
peu préciser tout ceci.

1.3.1 Une hiérarchie de modeles approchés

En suivant cette idée, on peut construire, a partir d’'un développement asymptotique
des équations de Maxwell, une suite de modeles qui approchent (en un sens a définir) le
modele complet d’équations [65]. C’est pourquoi on les appelle des modeles intermédiaires.
A chaque fois que 'on ajoute un terme suplémentaire dans le développement, on obtient
un modele d’ordre supérieur. Ce principe n’est pas nouveau. On en trouve une utilisation
(par exemple!) dans la construction de modeles dits paraxiaux, en géophysique, pour
la migration de données sismiques (voir en autres [12], [25]). En pratique, ces modeles
intermédiaires n’ont d’intérét que si ils correspondent d’une part & une approximation
physique, et si, d’autre part, ils sont plus simples & résoudre que le modele complet.
Dans cette section, on va construire (formellement) un ensemble de modeles basés sur une
analyse asymptotique des équations de Maxwell. On va comme cela retrouver les modeles
statiques, mais aussi d’autres modeles... intermédiaires. On considére les équations de
Maxwell dans le vide (1.1-1.4). On commence par effectuer une mise a l'echelle de ces
équations, avec les facteurs d’échelles suivants :

[ : longueur caractéristique ,
U : vitesse caractéristique, avec t = Z/ﬁ,
E,B : facteur d’échelle pour & et B.

On suppose que v, la vitesse caractéristique du phénomene étudié, est petite devant c. On
introduit alors un petit parametre 1 défini par

(SRR

n=-<<1.

Cette hypothese est souvent appelée ”hypothese basse fréquence”, car elle suppose des va-
riations lentes en temps, qui correspondent, dans le domaine de Fourier, a des phénomenes
basses fréquences. On choisit alors € = ¢BB, J = c¢R, £ = —, et on effectue le changement

€0
de variables

de sorte que les équations de Maxwell adimensionnées s’écrivent (en supprimant les ) :

o€
TIE —rotB=—-7,
0B
ng +rot& =0,
divE =R,
divB=0.

On reconnait alors le modele statique pour n = 0 dans ces équations, qui apparait donc
comme une approximation d’ordre 0. En suivant la méme idée, on va, dans la section
suivante, faire un peu mieux.
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1.3.2 Le modéle quasiélectro/magnétostatique

Lorsqu’on ne peut négliger que le terme 9;8 dans I’équation de Faraday, on obtient
le modele quasiélectrostatique : on distingue ici le ng devant 0:€ du np devant 0;B, en
supposant uniquement que ng = 0.

De méme, si on ne peut négliger que le terme 9;€ (ce qui revient & supposer que le courant
de déplacement est négligeable par rapport au courant induit), on obtient le modele qua-
simagnétostatique. Une application tres fréquente est le calcul des courants induits dans
un matériau (ou courants de Foucault) ( par exemple [15]). Dans ce cas, on dispose de la
relation supplémentaire J = o&, de sorte que B peut étre écrit comme la solution d’une
équation parabolique. On va détailler ce point lors d’un exemple particulier dans la section
1.3.4.

A priori, on ne voit pas de différence entre le modele statique (cf. section 1.2) et le modele
quasi-statique (c’est-a-dire quasiélectrostatique ou quasimagnétostatique). Ce modele est
généralement appelé statique lorsque le (ou les) second(s) membre(s) ne dépendent pas
du temps, et quasi-statique autrement. En fait, I'indépendance des seconds membres par
rapport au temps résulte de I'indépendance du champ électromagnétique par rapport au
temps.

Prenons I'exemple du modele quasi-électrostatique (08 ~ 0). Le second membre R de
I’équation de Poisson dépend explicitement du temps, étant relié a £ par div(e€) = R.
Avec I’hypothese supplémentaire 0;€ = 0, R est independant du temps et le probleme
quasi-statique devient un probleme statique.

D’un point de vue numérique, cette remarque va au-dela d’une simple question de termi-
nologie. En effet, lorsque 1’on s’intéresse a un probleme quasi-statique, la dépendance en
temps du second membre requiert une suite de résolution de problemes statiques au cours
du temps.

Une autre différence importante provient de la condition aux limites. En fait, le terme 0;8
est négligeable, mais non nul. On peut donc prendre la trace normale sur le bord conduc-
teur parfait de ’équation npdiB 4+ rot £ = 0. On peut vérifier (voir remarque 2.3.2), a
partir de la condition aux limites £ x n = 0 que l'on obtient ngo:B - n = 0, ce qui
donne la condition aux limites B - n = 0 si By - n = 0. Il s’agit de la condition de
conducteur parfait d’un probléme quasi-statique, c’est-a-dire obtenu comme la limite en
temps long d’un probleme dépendant du temps. Par contre, pour un probleme statique
(par exemple en ferromagnétique), cette condition aux limites n’est pas valable, et on aura
parfois une condition aux limites de nature totalement différente, de la forme B x n = 0.

1.3.3 Le modele de Darwin
On introduit une décomposition (de Helmholtz) du champ électrique &
E=¢el4 "

ot EL est appelée partie longitudinale, caractérisée par rot E& =0,

et ET est appelée partie transverse, caractérisée par divE! = 0.

On néglige la partie transverse du courant de déplacement, c’est-a-dire 7 9,ET, et on ne
conserve que le terme en n9;£%. On obtient alors le modele de Darwin

—Ap=R, &l = —grad ¢,

rotrot B =rot J ,
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divB=0,

rotrot E7 = — grotB
- nat 9

diveT =0,

ce qui revient a résoudre 3 problemes elliptiques. C’est 'intérét de ce modele simplifié,
puisqu’il n’y a plus de problemes dépendant explicitement du temps (J;rot B est un se-
cond membre, c’est-a-dire une donnée). Dans ces conditions, on peut utiliser un pas de
discrétisation en temps assez grand, qui correspond bien a 1’échelle du phénomene phy-
sique étudié.
A contrario, résoudre un probleme qui dépendrait explicitement du temps, nécessiterait
— soit un pas de discrétisation en temps trés petit (contrainte de stabilité de type
CFL), si on choisit d’utiliser un schéma de discrétisation explicite,
— soit inversion d’un systeme linéaire a chaque pas de temps, si on choisit d’utiliser
un schéma implicite.
La difficulté, dans la mesure ot ce modele est justifié, reste la prise en compte des conditions
aux limites, qui n’est pas évidente, car il faut partager celle qui porte sur £ en deux (cf.

[31]).

Un exemple d’application : ’instabilité de Weibel

Il s’agit d’'un exemple d’instabilité dans un plasma magnétisé, dénommée instabilité de
Weibel [69], qui se produit en présence d’une distribution anisotropique des vitesses pour
les électrons dans un plasma homogene, sans collisions. Cette instabilité est entierement
de nature électromagnétique, et met en jeu des phénomenes assez basses fréquences. En
la simulant a l’aide d’un code de calcul construit sur le modele de Darwin [67], on observe
Papparition au cours du temps de cette instabilité (voir la figure 1.10). Ainsi, ce modele
semble bien adapté a I’étude de ce type de probleme.

1.3.4 Induction magnétique dans un plasma

On cherche a déterminer 'induction magnétique dans un tokamak, c’est-a-dire un tore
dans lequel circule un plasma confiné par un champ magnétique, ce qui induit une création
d’énergie. On considere les équations de Maxwell écrites dans un milieu (qui n’est pas le
vide, d’ou l'utilisation de D et H), soit

—%—Y;—FrotH:j avec J = o€&.

On suppose que le courant de déplacement est négligeable par rapport au courant induit,
ce qui permet de négliger le terme en 9;D. On obtient alors

rotH=J

1
— = rot —B =oc€.
B=uH I

J =c&

Ainsi, 'équation 0;B + rot £ = 0 devient

oB 1 1
e + rot (;rot (;B)) =0,



Equations de Maxwell 19

divB=0.

Si p et o sont indépendants de la variable d’espace x, on a

95 _ LAB’ =0.
ot o

On retrouve ici une équation de la diffusion (de type parabolique) analogue & une équation
de la chaleur. Toujours dans le cas ou p est constante, on peut également voir cette

équation comme une équation des ondes amorties en B, dans laquelle on a négligé le terme
en el 8328, par exemple parce que ¢ est petit devant le reste. En effet, avec

—E,uaa—i: —puoc€+rotB=0 928 OB
o8 isuﬁ—kuaE—AB:O,
E—I—I‘Otgzo

d’ou le résultat.

1.4 Les problemes stationnaires ou ”en fréquence”

On s’intéresse maintenant aux solutions particulieres (déja évoquées dans l'introduc-
tion) dont la dépendance en temps est de la forme exp(wwt).

1.4.1 Les problemes extérieurs

Pour une onde incidente donnée, provenant de 'infini, on cherche a calculer 'effet de
cette onde sur un objet (et réciproquement). Ce type de probléme se divise essentiellement
en deux grandes catégories. La premiere, qui représente environ 30% des problémes rencon-
trés, est constituée par le

Calcul de la Signature Electromagnétique Radar (S.E.R.)

On cherche a déterminer le champ diffracté par un objet (avion, etc.).
En général, on émet, donc on connait ’onde incidente, et c’est pourquoi on utilise souvent
la décomposition du champ total en

E=¢&+¢!

ot les indices ? et ¢ désignent respectivement les champs incident (en I’absence d’objet)
et diffracté (par 'objet). L’objet diffractant ayant souvent une géométrie complexe, on
préfere ’éclairer avec une onde incidente haute fréquence (w grand, fixé), et ce, pour deux
raisons.

1. On utilise la propriété qu’une antenne (source de 'onde incidente) est d’autant plus
directive que le signal qu’elle emet est haute fréquence. Ainsi, on cible mieux (le
morceau de) 'objet que I'on désire éclairer.

2. Un signal haute fréquence n’éclairant qu’une petite partie d’un objet, on sait recons-
truire I’ensemble de la géométrie d’un objet de forme complexe, a partir d’algorithmes
de reconstruction par morceaux. Ce serait beaucoup plus difficile, voire impossible,
a partir d’une émission basse fréquence qui éclairerait plus globalement ’ensemble
de cet objet.



20 (©Assous-Ciarlet 2003

On peut ainsi faire 'approximation hautes fréquences et utiliser les expressions (7-10) des
équations. On va chercher & ne calculer que la partie diffractée £ du champ électrique.
Un point important est le matériau de surface de I'objet diffractant, puisqu’il détermine
la condition aux limites & imposer sur l'objet, ainsi,
— pour un matériau métallique, on applique une condition aux limites de conducteur
parfait, du type £ x n =0,
— pour un autre matériau, ce sera une condition d’impédance, du type n x £ + Zsn x
(n x H) =0, ou Zs € C désigne I'impédance surfacique du matériau.
Du fait qu’on travaille avec un modele en fréquence des équations posé en domaine
extérieur, on est confronté au probleme d’unicité de la solution. Pour sélectionner une
solution, on doit ajouter une condition de radiation en l'infini. Il existe sur ce sujet une
tres vaste bibliographie. Nous renvoyons le lecteur interessé a I'ouvrage de référence [66],
ainsi qu’a sa bibliographie.
La seconde grande famille d’applications de ces problemes extérieurs en fréquence est
constituée par

Les antennes

Un antenne est essentiellement une structure métallique, excitée par une source extérieu-

re (une onde!) qui rayonne. Le cas le plus simple d’antenne est celui d’un fil vertical. Mais
on peut bien sir avoir des géométries beaucoup plus complexes (tournantes, etc., voir la
figure 1.11).
Par contre, la condition aux limites sur cet ”obstacle” sera toujours de type conducteur
parfait. On cherche a calculer le courant circulant dans I’antenne. On s’appuie sur le prin-
cipe de Huygens-Kirchoff (voir par ex. [46]), qui dit que "le champ électromagnétique
rayonné est entierement déterminé par les courants appliqués”, c’est-a-dire une fois J
connu, on peut calculer le champ diffracté en tout point. Le probleme essentiel est donc
le calcul de J. Pour cela, il existe bon nombre d’approximations qui sortent du cadre de
ce cours, la plus simple étant I’approximation filaire. Nous renvoyons ’étudiant intéressé
a [9], [49].

Pour conclure ce rapide survol concernant des exemples d’applications des équations de
Maxwell, on va regarder maintenant un exemple qui utilise un modele en fréquence, dans
le cadre des probléemes intérieurs.

1.4.2 Les probléemes intérieurs
les lignes microrubans

Les lignes microrubans sont des guides d’ondes utilisés en microélectronique, pour
confectionner des circuits planaires (dans le but de les miniaturiser) réalisant des fonctions
données (amplification, filtrage, etc.). Une géométrie type est donnée par la figure 1.12.
Sur un plan de masse conducteur se trouve un substrat diélectrique, sur la surface duquel
est posé une ligne conductrice. L’ensemble est enfermé dans un boitier qui sert de blindage.
Le guide est ainsi formé par la partie en dessous de la ligne. On suppose que la propagation
se fait suivant la direction de ’axe x3, et est bornée dans les directions perpendiculaires. On
note alors ; C R? la section transverse de ce guide, dont on suppose, du fait du blindage,
que la frontiere est un conducteur parfait. Le milieu de propagation (qui n’est pas le vide)
est ici caractérisé par sa permittivité diélectrique € et sa perméabilité magnétique u qui
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respectent l'invariance du milieu par rapport a x3, soit :

e(x1,23) =e(x1),
/.L(XJ_,Z’QI,) = IU(XJ_) )
ou x| désigne les variables transverses (z1,z2). On cherche l'onde électromagnétique
guidée qui se propage (sans atténuation) suivant la direction z3 a la vitesse w/ks, ou
w désigne la fréquence et k3 le nombre d’onde dans la direction x3. Il s’agit donc d’une
solution particuliere des équations de Maxwell de la forme
E(x1,x3,t) = Re(E(xy )e@thswa)y
H(x1,x3,t) = Re(H (x| )e'@kaza)y
En tenant compte de la forme particuliere de cette solution, on peut se ramener a la section
transverse du guide €, dans laquelle les inconnues sont £(x, ) et H(x, ), solutions de
wpH = —rot ;,€ dans Q) ,
we€ =rot ., H dans Q] ,

ou rot ;, désigne I'opérateur rotationnel dans lequel on a transformé la dérivation 05 en
la multiplication par —ukg.

cavité résonnante

On considere une cavité résonnante cubique de longueur L, c’est-a-dire un domaine
borné ) en forme de cube, dont la frontiere I' est un conducteur parfait. Les champs
électromagnétiques £ et B sont des produits de fonctions sinus et cosinus dans chaque di-
rection, car chaque composante est un mode propre de I’équation des ondes. Les équations
de Maxwell et les conditions aux limites € x n =0 et B-n =0 sur I' imposent donc

A cos(le”) sin( k2L7ry) sin(k?’Lm)

& = cos(wt) | Ay sin( MEZ) cos( k2L7ry) sin(£s12)

A3 sin( klj-j””) sin( kQI-fy) cos(k?’fz)

1 sin(klgr) cos(kQL”y) cos( kgfz)

Iy
B = ESZ”(Wt) iz cos(FE) sin(kQLﬁy) cos(k32)

143 cos(klgr) cos(kQL”y) sin( kng)

Les vecteurs A = (A1, A2, A\3), p = (u1, p2, p3) et le vecteur d’onde krw/L (k a des compo-
santes entieres) vérifient les équations de Maxwell sous la forme :

A—T2kxpu=0,
p+ 2k x A =0,

k-A=0,

k-p=0.

\
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En éliminant g, on retrouve la relation de dispersion classique (voir par exemple [48],
Introduction p. 9-10) :
72 |k|? B w? 11
72 =2 (1.13)
Si cette relation est vérifiée, tout vecteur A tel que k- A = 0 est solution, et p s’en déduit
facilement. On a ainsi acces aux solutions analytiques - les modes propres - de la cavité
résonnante cubique.

Ces solutions peuvent permettre, par comparaison, de tester un code de calcul. Si ce
dernier résout la forme instationnaire des équations de Maxwell, on peut initialiser, en
t = 0, les champs &y et By de maniere aléatoire, en imposant cependant les conditions
aux limites. En laissant évoluer la solution pendant un certain temps, puis en effectuant
une transformeé de Fourier sur les données enregistrées en fonctions du temps (en des
points arbitrairement fixés), on obtient le spectre en fréquence, que l'on peut comparer
aux solutions analytiques (voir des exemples dans [44]).
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Figure 1.2 : Composante E, du champ se propageant dans le guide.
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Figure 1.4 : Coefficient de transmission en fonction de la fréquence.
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Figure 1.6 : Cartes du champ électromagnétique et position des paquets de particules.
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Figure 1.7 . Amplification, en un point de la cavité, d’une composante du champ en

fonction du temps.
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Figure 1.8 : Dispositif expérimental pour la C.D.A.

Figure 1.9 : Isovaleurs des composantes E, et E, du champ dlectrostatique.
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Figure 1.10: Evolution en temps des particules dans ’espace des phases
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rideau (haut) et tournante (bas).

Deux exemples d’antennes :

Figure 1.11




Figure 1.12 : Géométrie type d'un guide microruban.







Chapitre 2

Modélisation et outils
mathématiques

Dans ce chapitre, nous allons détailler les outils mathématiques nécessaires a la bonne
compréhension de équations de Maxwell, lorsque ’on veut résoudre des problemes numéri-
ques en électromagnétisme. Tout d’abord, considérons les équations de Maxwell (1-4) dans
un milieu parfait, linéaire et isotrope. Comme on ’a remarqué, on peut par exemple
éliminer les inductions magnétique B et électrique D, pour trouver

e % —rotH =—J, (2.1)

i 8_7: +rot& =0, (2.2)
div(e€&) =R, (2.3)
div (uH) =0,

ou R est la densité de charge, et J est la densité de courant.

Dans la suite, nous ne nous attarderons pas sur la justification de la forme méme de ces
équations. Une étude ’classique’ de leur détermination peut étre trouvée dans [46]. Une
étude plus 'moderne’, qui fait appel a la théorie de la relativité restreinte, et qui permet
entre autres de justifier la loi empirique de BIOT et SAVART, a été réalisée dans [62].

Par contre, nous allons définir précisément les espaces mathématiques auxquels les
champs, £ et H, et les densités, R et J, appartiennent : ceci est indispensable pour
obtenir des résultats d’existence, voire d’unicité. Pour cela, nous utilisons des résultats
de modélisation 'physiques’, qui portent sur I’énergie électromagnétique et ses variations
par rapport au temps. Nous commencons donc par des rappels de modélisation, qui pro-
viennent d’ouvrages traitant de physique (voir par exemple [35, 45, 46]), de physique
théorique [50] et/ou de modélisation mathématique ([29], etc.). Comme nous l’avons in-
diqué dans l'introduction, les 'fonctions’ £, H, R et J dépendent a la fois de la variable
d’espace x et du temps ¢t. Nous nous placons ensuite dans le cas statique, c’est-a-dire que
nous négligeons la dépendance en temps : ceci permet de démontrer ’existence et I'unicité
du champ électromagnétique ’statique’. Puis, nous poursuivons par le cas dépendant du
temps, en mettant I’accent sur les questions mathématiques d’appartenance a des espaces
fonctionnels, ainsi que d’existence et d’unicité de la solution électromagnétique. Enfin,
nous considérons le cas stationnaire ou harmonique, pour lequel la dépendance en temps
est connue, et est de la forme exp(wt), avec w € R*. L’existence ou la non existence du
champ, ainsi que son éventuelle unicité, sont étudiées en détail.
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Des rappels concernant les espaces de Sobolev sont faits dans une Annexe, a la fin du
chapitre.

2.1 Eléments de modélisation : considérations physiques

Nous allons principalement nous intéresser dans cette section aux résultats de modéli-
sation physique de ’énergie électromagnétique.
Tout d’abord, la densité d’énergie électromagnétique :

1
w= S{=IEP + P} (2.5)

Notons que cette quantité dépend de la position, et de I'instant a laquelle on la considere.
Ceci permet de définir I’énergie totale électromagnétique par

Wtot = / 'LUdX, (26)
R3

qui ne dépend plus, elle, que du temps. De la méme facon, on peut définir ’énergie
électromagnétique W dans un volume quelconque V.

Pour ce qui est de I’équation de conservation de ’énergie, on peut ’écrire sous forme
différentielle, ou sous forme intégrale

_%—‘;’ = divS+&-J, (2.7)
_aw S'nd’}/-i-/ £ Jdx. (2.8)
dt )% %

Ici, S est le vecteur de Poynting, introduit au chapitre précédent : S = £ x H.

Pour paraphraser Feynman [35], il n’est pas certain que ces définitions soient les
bonnes ; ceci étant, si ’'on examine les autres possibilités, on trouve toujours des expressions
qui comportent des dérivées du champ. On conserve donc celles qui sont les plus simples,
c’est-a-dire (2.5-2.8) ci-dessus : ceci reste néanmoins une hypothése de modélisation...

Lorsque le champ électromagnétique est constant, c’est-a-dire qu’il ne varie pas au
cours du temps, on peut définir ’énergie électrostatique d’un ensemble de charges, sous la
forme

1
Wit = — [ Redx, (2.9)
2 Jps
avec ¢ le potentiel électrostatique, tel que £5% = —grad ¢. On peut également établir

une formule équivalente pour 1'énergie magnétique (sans nécessairement supposer que le
champ est constant), de la forme

1
Wy = = J - Adx, (2.10)
2 Jrs

ou cette fois, A est le potentiel magnétique vecteur, c’est-a-dire tel que B = rot A.

NB. Le fait que l'expression (2.9) est restreinte au cas statique, s’explique entre autres
parce que & ne peut s’écrire sous la forme —grad ¢ que si la relation d’Ampere est de la
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forme rot £ = 0 (voir (1.6)).

Pour finir cette section, notons que, comme il n’y a pas de champ électromagnétique
ni de charges a l'infini, les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

AWy,

et L [ & Tdx=0; (2.11)
dt R3

dans le cas statique, ¢ s’annule a 'infini. (2.12)

2.2 Dépendance en espace

Les équations statiques en (€, H) sont

rot H = 7, (2.13)
rot £ =0, (2.14)
div (e &) = R, (2.15)
div (uH) = 0. (2.16)

2.2.1 Dans R?

Nous commencgons par considérer les équations ci-dessus localement, ce qui signifie que
Pon se trouve dans un petit volume, en s’abstrayant de toute condition de bord (voir la
sous-section 2.2.3 pour la prise en compte des conditions de bord) : de fagon équivalente,
ceci revient & poser ces équations dans tout l’espace, R3, et & supposer que toutes les
quantités s’annulent a 'infini (en particulier, il n’y a pas de charges a U'infini). Enfin, on
suppose aussi que I’énergie électromagnétique totale est finie.

Examinons tout d’abord la provenance de (2.14-2.15), encore une fois a I'aide d'un
raisonnement physique. Nous nous placons dans l'air, c’est-a-dire que € = g,, et nous
considérons deux particules chargées pg et p, de positions respectives xg et x, et de charges
respectives qg et q. Rappelons la loi de COULOMB, qui permet de déterminer ’expression
de la force F de nature électromagnétique exercée par la particule pg sur la particule p.
La force est :

(i) répulsive si les charges sont de méme signe, attractive sinon;

(ii) proportionnelle & gg et & ¢;

iii) en ——5';
U)o T |
(iv) dirigée selon la droite joignant xg et x.

En appelant 1/4me, le coefficient de proportionnalité, on trouve (cf. [32]) I'expression
suivante

99 (x—Xo)
F(x) = 3
dmeq ||x — %0l
Or, on sait que F = g &, et ainsi

g (x—x0)
£(x) = A7 eg [|x — X0l P

Si 'on considére maintenant le cas de N particules chargées, de positions et de charges
(X4, ¢i)i=1,., N, le champ électromagnétique créé en x est

E(x) = Z % (x—x)

1§ZSN47TE@ l|x — x;]?
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1 S
Par ailleurs, un calcul simple (grad (-) = —e—; en coordonnées sphériques) montre que
r r
I'on a 'identité )
gradx< > = — (X_XZ)S.
[Ix — x| [ — x|
On en déduit alors que
1 .
& = —grad x¢, avec p(x) = —— B
dmeq (L= I —xil|
i<N

En particulier, il existe bien un potentiel électrostatique qui s’annule & ’'infini.

Enfin, pour une densité de charge R(x'), x’ € R3, on aboutit &
1 (x —x')
E = | R(x)—— dx.
A / ) e =50 2

D’un point de vue mathématique, on peut réécrire cette expression sous la forme d’un

produit de convolution, c’est-a-dire sous la forme f x g(x) = /f(x’)g(x —x')dx'. On
trouve
y

g_

= 47T&,aR*g, avec g(y)

~yIP
Une des propriétés du produit de convolution (cf. [16]) est que grad x(fxg) = f*grad xg.

1
= W, on arrive a
Yy

Sil'on prend g(y)

1
R = grad xg = —grad x¢, avec ¢ =

£——
4me, dme,

R *g. (2.17)

Encore une fois, ¢ est le potentiel électrostatique. Il s’annule & l'infini des lors qu’il n’y
a pas de charges a l'infini, puisque dans ce cas le support de la densité de charge R est
borné. A partir de 14, on vérifie facilement que :

rot £ = —rot (grad ¢) =0 ;

TEg TE,

1 1
R (Ag) = E—R*do = —R.

€a

Ci-dessus, on a utilisé la propriété [29, page 283] selon laquelle g est une solution élémentaire
(au facteur —47 prés) du Laplacien dans R3, i.e. Ag = —478; ici dg est la distribution
définie par < dg, f >= f(0), pour tout élément f de D(R?), neutre pour le produit de
convolution. On a donc bien retrouvé (2.14-2.15).

L’énergie électrostatique (que I’on a supposé finie) d’un ensemble de charges est égale a

stat 1
Wg* = 5 R(x) p(x) dx.

On peut utiliser (2.15) pour trouver, apreés intégration par parties :

/R(x) o(x)dx = /div (e€)(x) p(x) dx

= — / e(x)€(x) - grad ¢(x) dx, puisque ¢ s’annule a U'infini

= /E(X) 1E(x) [ dx. (2.18)
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Cette intégration par parties permet d’aboutir & la partie électrique de 1’énergie.

Nous allons maintenant préciser les hypotheses que nous ferons sur £, R et ¢ dans la
suite du cours, pour que, dans un cadre général, ces objets vérifient en un sens mathématique
les relations (2.14), (2.15), (2.17) et (2.18). Pour cela, nous allons utiliser ’espace L?(R3),
ainsi que les espaces de Sobolev que I'on peut définir a partir de 1a (voir I’Annexe).
Hypothése (HO) : nous supposons dans la suite que € et p sont telles que

— ¢ et pu sont (Lebesgue-)mesurables.

— ¢ et pu sont uniformément bornées et strictement positives, c’est-a-dire :

(e, e*) € RF?, telles que e, < (x) < £*, Vx.
(pa, p1*) € RFZ, telles que gy < pu(x) < p*, Vx.
On peut écrire la suite d’inégalités

1
pour j =1,2,3, / 5j2dx§/ |5\2dx§—/ e |E]? dx.
R3 R3 Ex JR3

Par hypothese, ’énergie électrique est finie : il est donc naturel de considérer que, pour
j=1,2,3, & € L*(R3), ce que 'on écrit

£ € L*(R3)3.
De (2.17), et du fait que ¢ s’annule a l'infini, on déduit que le potentiel ¢ est tel que
¢ € H(R?).
L’égalité (2.18) signifie alors que R appartient & I'espace dual de H'(R?), c’est-a-dire
R € HY(R?).

Remarque 2.2.1 L’hypothése mathématique faite ci-dessus sur R peut ne pas étre "véri-
fice’. En effet, on peut montrer, par un calcul élémentaire, qui relie ’expression de R
et son appartenance o H—'(R3), que l'on exclut certaines ’singularités’ de charge, telles
que les charges ponctuelles ou linéiques : si on considére R en fonction de la distance r
a la charge, on vérifie qu’elle est trés singuliere en v = 0. Ceci pose le probléme de la
modélisation physique. Les modéles obtenus restent-ils valables quelle que soit la situation
considérée ? En particulier, que se passe-t-il si l’on s’approche toujours plus prés d’une
charge ponctuelle et/ou linéique, i.e. r — 02 Une réponse possible a ces questions est
qu’il convient de changer de modeéle : lorsque les distances deviennent petites, on passe en
effet du modeéle dit 'macroscopique’ o celui dit ‘'microscopique’, qui repose sur les outils et
concepts de la mécanique quantique et de la physique statistique... En d’autres termes, on
sort du cadre du cours (voir par exemple [46])!

Finalement, d’apres (2.14), il est naturel de considérer
£ € H(rot ,R3).

En effet, montrons que rot & € L?(R3)3. Pour cela, on raisonne au sens des distributions :
pour tout élément f de D(R?)3,

déf. A5

<rot&,f > =< & rotf >(2é7)

— < grad ¢, rot f >=< ¢, divrot f >= 0,

car div rot f = 0. En conséquence, rot £ = 0 dans D'(R3)3. Comme 0 appartient & L?(R?)3,
on a bien rot £ € L?(R3)3.
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Dans la suite, nous ferons souvent I’hypothese supplémentaire que R appartient a
L?(R3), c’est-a-dire div (¢ £) € L?(R?) d’apres (2.15). On trouve alors

£ € H(rot ,R3) N H(dive,R?). (2.19)

Lorsque le milieu est au surplus homogéne (cas de I'air ou du vide), € est constant et, par
voie de conséquence, ceci implique que

£ € H(rot ,R3) N H(div,R?).
NB. Puisque D = €&, on a également D € H(rot ,R?) N H(div,R3).

Pour ce qui est du champ magnétique H, reprenons (2.10) et (2.13)

War = 5 / T() - Al dx = / rot H(x) - A(x) dx

1
=3 / H(x) - rot A(x) dx, puisque le champ électromagnétique s’annule a 'infini

1

=5 [ nx) 0 ax (2:20)

ou A est le potentiel vecteur (cf. (2.16)) tel que
wH(= B) =rot A. (2.21)

En ce qui concerne les hypothéses mathématiques sur H, J et A, nous allons utiliser cette
fois (2.13), (2.16), (2.20) et (2.21). Lorsque le raisonnement est semblable & celui effectué
pour la partie électrostatique, nous condensons les calculs.

Nous déduisons du second membre de (2.20) que

H € L*(R?)3.
Ensuite, la relation d’Ampere entraine, au sens des distributions,

)

<divJ,f >=—-—< J,grad f >(2é3 — <rotH,grad f >= — < H,rot (grad f) >= 0,

et ce, pour tout élément f de D(2). En d’autres termes, on a démontré la loi de conser-
vation de la charge statique

divJ = 0. (2.22)

Remarque 2.2.2 On déduit de ce raisonnement, ainsi que de celui sur rot &, que les
relations bien connues div (rot-) = 0 et rot (grad -) = 0 sont également valables pour les
distributions.

La relation (2.21) liant H et A est satisfaite des lors que (condition suffisante)
A € H(rot,R3).

L égalité (2.20) suggere cette fois de prendre J dans I'espace dual de H(rot,R?), noté
H(rot ,R3)"; par commodité nous supposerons en général

J € L*(R3)3.
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Ainsi, d’apres (2.13) et (2.16)

H € H(rot,R?) N H(div u, R?). (2.23)
Lorsque le milieu est homogéne, u est également constant, et on en conclut que

H € H(rot,R?) N H(div,R3).
NB. Puisque B = pH, on en déduit dans ce cas que B € H(rot ,R3) N H(div,R3).

En résumé, sous réserve que (HO) est satisfaite, on a
Les régularités 'minimales’

Re H YR Je€H(rot,R?), divy=0

£ € H(rot,R3) H € H(div u,R3)

ainsi que les régularités 'usuelles’

R € L*(R3) J € LAR3)3, divg =0

£ € H(rot ,R3) N H(div ,R3) H € H(rot,R3) N H(div u, R3)

2.2.2 Conditions de transmission

Nous nous placons dans un ouvert €2, tel que © = Q; U Qy, o (€24)i=1,2 sont deux
ouverts disjoints, de bord I'y et I's. On définit I'interface X par ¥ = I'y N9, et ny la
normale unitaire & X, dirigée de €y vers Q.
€ et pu sont respectivement telles que €lg, = Ei et M|, = Hi; pour i=1,2, avec (&, f1j)i=12
constantes.

— On choisit des valeurs distinctes sur €2y et €, i.e. 1 # €9 et puy # us.

— € et u ne sont pas définis sur X. Ceci n’est pas grave! En effet, la mesure de X (selon dx)

est nulle, ce qui signifie en particulier que la contribution sur ¥ de tout élément de L?(Q)
est égale a zéro.
Nous allons retrouver les conditions de saut sur £, au travers de l'interface. Si I’on note
Er la partie tangentielle de &, et B,, la composante normale de B, les manuels de physique
nous apprennent que

[Er]s =0, [Bn]z=0. (2.24)

Précisons les notations. Soit f une fonction définie sur €2, on veut déterminer [f]x, qui est
elle définie sur 3. Pour cela, on désigne par f; = f‘Q_, i = 1,2 les restrictions de f a 4 et
Q5. S’il est possible de considérer, pour chaque i, sa trace fi\z’ on pose

[fle = forg = g

C’est donc bien une fonction définie sur .

Or, dans (2.24), on a pris la partie tangentielle de £, ainsi que la partie normale de ¢ .
D’apres ce qui est décrit dans I’Annexe, ceci est possible puisque, par restriction de R3 &
2, on trouve que & est élément de H(rot,2) et B est élément de H(div, ).
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Obtention de (2.24a) : Soit xy un point de X, et v € D(2), non nulle uniquement dans un
voisinage de xy. Ecrivons la suite d’égalités :

2. Q
0 ( 88):sur /{5 ‘rotv —rot& - v}dx
Q

= / {& -rotv; —rot & -Vl}dx—i—/ {& -rotvy —rot & - va}dx
Ql QQ

2.88 Q;
( ):SUI" 51 xny-vydl + (‘:2 X ng - vy dl'
Fl 1—‘2

= /51 X 1My - Vy dZ—i—/ &y X ny - vodX, car v; sannule sur T'; \ X, i = 1,2.
b)) b))

Et, sur X :
— v = va(=v), comme v est réguliere,
- & xn; = (Er); X n;, par définition du produit vectoriel,
— 111 = —Ng = nNy.
Ainsi,
0= /E(((ET)l — (ET)Q) X Ilz;) -vdY = —‘/E ([ET]E X Ilz;) -vdX.

Ceci est valable pour tout v tel que nous I’avons choisi ci-dessus. En conséquence, [Er]s xny = 0 au
voisinage de xy. Comme c’est vrai pour tout Xy, on en déduit que la propriété est vraie (presque)
partout et on conclut en remarquant que [Er]y = 0 est en fait équivalent & [Er]s X ng = 0,
puisque la composante normale de Er est nulle par définition.

NB. Par commodité, nous avons laissé des intégrales sur I'; et sur X, au lieu des crochets de dualité
ad hoc.

Obtention de (2.24b) : en utilisant (2.87) sur B et v, on peut aisément vérifier que l'on arrive
a

0= / [B,L]EV Ny dx.
b))
On en conclut alors que

[Bn]z; =0+ [Bn]z =0 << (Bn) (Bn) 0.

g g =

Remarque 2.2.3 En particulier, on justifie la condition de conducteur parfait (1.5). En
effet, le champ électrique appartient a H(rot ,Q), et l'on sait que £ = 0 si par exemple
est un conducteur parfait. On déduit alors de (2.24a) que la trace tangentielle du champ
restreint a Qo, i.e. (Eq)e, s’annule sur X ; ou, de fagon équivalente, que Ey X ny = 0.

2.2.3 Dans un domaine borné

Lorsque R? est remplacé par un domaine ouvert borné € de bord T, on arrive & des
conclusions tres semblables & celles de la sous-section 2.2.1, la seule différence portant sur
les conditions aux limites. On appelle dans la suite n la normale unitaire extérieure a €2
sur I'. Comme mentionné précédemment, les résultats se transposent : si 'on suppose que
R et J appartiennent respectivement & L?(€2) et L?(£2)3, on retrouve

Ec{vel*Q)? : rotve L*(Q)3, div(ev) € L*(Q)}, (2.25)
H e {velL?*Q)? : rotve L?(Q)3, div(uv) € L*(Q)}. (2.26)

Par ailleurs, une condition aux limites de type conducteur parfait (voir la remarque ci-
dessus), € x n = 0 sur le bord T, signifie que £ appartient a

€ € Hy(rot , Q).
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Pour pouvoir affirmer que & dérive d’un potentiel de régularité 'usuelle’, il est nécessaire de
supposer que le domaine Q est simplement connexe [34]. Nous ferons donc cette hypothese
dans la suite, dés lors que nous passons en potentiel. Alors, de (2.17), on déduit que
¢ € HY(Q) puisque £ € L*(Q)3, puis que ¢ € HL() si le bord T est connexe.

En effet, (1.5) se réécrit sous la forme grad ¢ x n;. = 0, soit gradr¢ = 0, ou gradr est le
gradient surfacique sur le bord I'. En d’autres termes, ¢ ne varie pas sur I' : ¢, prend donc une
valeur constante. Comme ¢ est déterminé & une constante pres (c’est un potentiel scalaire), on peut
effectivement le choisir dans H} (). Si le bord n’est pas connexe, on le découpe en 1'union UEX_ T'*,
ou I'* sont les composantes connexes maximales, et on trouve que @|px = Ck une constante, pour
0 <k < K. Comme ¢ est connu a une constante pres, on peut choisir ¢y = 0.

D’apres (2.26), B est élément de H(div,{2). Si on impose (cf. la discussion de la sous-
section 1.3.2) la condition B - ny. =0,

B € Hy(div, ).

Par ailleurs, d’apres [39, Thm 3.6, chapitre 1, p. 48], on peut choisir le potentiel vecteur
A (2.21) tel que A x n|, = 0, ce qui signifie que A € Hy(rot, 2).

En résumé, les différences portent sur les conditions au bord des champs, inductions et
potentiels électromagnétiques.

2.3 Existence d’une solution : cas statique

Pour I'instant, nous avons déduit, a ’aide de connaissances physiques, certains résultats
mathématiques portant sur le champ électromagnétique. Dans cette section, nous allons
prouver que, grace a ces résultats, qui caractérisent les espaces fonctionnels auxquels le
champ électromagnétique ’statique’ appartient, il existe une solution unique au probleme
(2.13-2.16). De plus, on vérifiera que le champ dépend continiment des données, c’est-a-
dire qu’il tend vers zéro lorsque les données tendent vers zéro.

Nous supposons que 2 est un domaine de type (H3), voir ’Annexe, simplement connexe
et, pour simplifier, que son bord I' est connexe. En particulier, € et borné. Nous nous
plagons en outre dans le cas ou le domaine est entouré par un conducteur parfait.

2.3.1 Electrostatique

Nous considérons le potentiel électrostatique ¢ défini par (2.17), dont nous avons vu
qu’il appartient a H&(Q) D’apres (2.14), nous pouvons donc écrire que ¢ est solution du
probleme :

Trouver ¢ € H} () tel que
—div (egrad ¢) = R.

Nous allons maintenant démontrer 1’existence et I'unicité de ¢, ce qui équivaut a démontrer
qu’il existe une solution, et une seule, au probleme électrostatique. En effet, ¢ étant un
potentiel scalaire, est déterminé a une constante preés. Et dire que ¢ est un élément de
HOI(Q) signifie en particulier que sa trace est nulle sur le bord, ce qui fixe la constante.
L’identité £ = —grad ¢ permet de conclure.

Pour cela, nous construisons la formulation variationnelle associée, et nous utilisons
le théoreme de Lax-Milgram pour prouver qu’il existe une solution unique au probleme
écrit sous forme variationnelle. Enfin, nous concluons en vérifiant que cette forme est bien
équivalente au probléme de départ. Ce raisonnement est assez classique en modélisation
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mathématique, et il faut bien se souvenir que chacune des trois étapes' est absolument
nécessaire a ’obtention du résultat final.

o Formulation variationnelle :

on prend une fonction ¥ de H}(£2), et 'on forme

87

/Rﬂ)dXz—/div(sgradgb)q/)dx(z':)/z—:gradgb-gradwdx.
Q Q Q

Ceci est valable pour tout élément de HE(f2). Nous avons donc obtenu la formulation
variationnelle :
Trouwver ¢ € HL () tel que

/sgradqb-gradq/)dx:/Rzl)dx, Vip € Hy ().
Q Q

o Théoreme de LAX-MILGRAM :
la formulation variationnelle ci-dessus peut-étre inscrite dans le cadre général suivant

Trouwver uw € V' tel que a(u,v) =1l(v), Yv eV, (2.27)

avec
— V un espace de Hilbert ;
— a une forme bilinéaire, continue et coercitive sur V' x V, c’est-a-dire :
- 38> 0,V(u,v) € VxV, |a(u,v)| < Blul||v] (continuité) ;
— Ja>0,Yw eV, alv,v) > a|v||? (coercivité) ;
— [ une forme linéaire et continue sur V.
Alors, le résultat ci-dessous (voir par exemple [16] pour une preuve) permet de conclure
a lexistence et a l'unicité d’une solution au probleme (2.27), ainsi qu’a la dépendance
continue de cette solution par rapport aux données (ici, la forme linéaire et continue 1).

Théoréme 2.3.1 Sous réserve que les hypothéses ci-dessus sont satisfaites, alors
il existe une solution et une seule u au probléme (2.27), et
il existe une constante C > 0 telle que ||u|| < C'||l||y+, pour tout 1 € V', dual de V.

Si nous posons V = H(Q), a(¢, ) = / egrad ¢-grad ¢ dx et [(¢)) = / R 1) dx, nous en

arrivons a l'existence, I'unicité et la dépendance continue de ¢ par rapport a R, c¢’est-a-dire
3C >0, YReL*(Q), [¢li <CRlo-

En effet, concernant la forme bilinéaire a :
— Continuité

la(e, 1) =

(H0)
< 6*/ |grad ¢| |grad | dx
Q
1/2

Cauchy —Schwarz . ) 1/2 , )
< € {/Q lgrad ¢ dx} {/Q lgrad | dx} < e |dll1 1¥]]1-

/ egrad ¢ - grad i dx
Q

< / | lgrad | [grad | dx
Q

'Le théoreme de Lax-Milgram que Pon utilise & la seconde étape, peut étre avantageusement remplacé
par tout résultat mathématique mieux adapté, le cas échéant.
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— Coercivité
a(, 6) = /Q c larad 62 dx > e, |62 > £.Co?|[6|2,

puisque, d’apres l'inégalité de Poincaré (corollaire A.1), | - |1 est une norme équivalente a
|- ||1 dans Hg ().
Pour ce qui est de la forme linéaire [ :

—Schwa

Cauchy rz
()] < /Q Rildx < Rl o < IRl 11

Enfin, en ce qui concerne la dépendance continue par rapport a la donnée R, on écrit directement :

£ |2 < /Q ¢ |grad ¢ dx = /Q Rédx < [R]lo 6]

D’ou on déduit 1

5*002

el < IR lo-

CQFD

o Retour au probleme de départ :
Si maintenant nous prouvons l’assertion
¢ solution de la formulation variationnelle = ¢ solution du probléme de départ,
la boucle est bouclée...
Pour cela, on procéde habituellement de la fagon suivante.
Pour tout 1 élément de D(£2), on a I’égalité

/ egrad ¢ - grad ¢ dx = / Ry dx ;
Q Q
ce qui s’écrit, au sens des distributions :
<R, >=< egrad ¢,grad ) >= — < div (egrad ¢),v > .

Ainsi, R = —div (e¢grad ¢) dans D'(Q2). Comme R est un élément de L?(f2), un sous-
ensemble de D'(Q) (cf. (2.80)), div (¢ grad ¢) appartient aussi & L*(Q). Et, de 1'égalité
R = —div (e grad ¢) dans L?(Q), on déduit finalement que R = —div (¢ grad ¢) presque
partout, d’apres la proposition A.1.

Comme ¢ € H}(Q2) par hypotheése, nous sommes bien revenus au point de départ.

Remarque 2.3.1 D’aprés (2.18), R est initialement supposé appartenir o H—1(Q), qui
est le dual de H&(Q) Dans ce cas plus général, dit de la régularité 'minimale’, il est tout a
fait possible de reprendre la procédure ci-dessus, la seule différence étant que la formulation
variationnelle a pour second membre

H-1©) < R% >pg1a);

c’est-a-dire des crochets de dualité. En effet, pour tout élément ¢ de H}(RQ), il existe une suite
(tr)r d’éléments de D(Q) telle que 1y — b dans HE (). A partir de la, on écrit la suite d’égalités

1) <R ¥ >piq) = kl{lfoo 1) <R, ¥k >p1)= kEI}rlm <R, ¢r >

= klil}l < —div (e grad ¢), vy, >= khrf < egrad ¢, grad 9y, >

= lim egrad ¢ - grad ¢y, dx
k—-+oo Q

= / egrad ¢ - grad ¢ dx.
Q

(Ce raisonnement est souvent appelé raisonnement par densité.)
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Nous avons donc démontré 'existence et 'unicité de £. De la relation constitutive D = ¢ &,
nous dérivons un résultat identique d’existence et d’unicité pour 'induction électrique D,
puisque e(x) # 0 presque pour tout x (cf. (HO)).

Théoréme 2.3.2 Soit 2 un domaine simplement connexe de type (H3). Il existe un, et
un seul, couple électrostatique (€, D) solution des équations de Mazwell statiques. De plus
il dépend continument de la densité de charge R.

2.3.2 Magnétostatique

Pour B et H, liés par la relation B = puH, nous pouvons également passer par le
potentiel (vecteur) A (2.21). Ceci étant, contrairement au cas électrostatique, A n’est pas
unique a une constante pres, mais a un gradient pres!

Pour remplacer le probleme de l'existence et de 'unicité de B par un probléeme identique
pour A, il est donc nécessaire de caractériser A.

Faisons encore une fois appel aux manuels de physique : nous savons que A est entierement
déterminé des lors qu’'une condition de jauge est fixée, d’apres la sous-section 1.1.3.
Mathématiquement, il en est de méme, d’apres le théoréme ci-dessous (voir [39, Thm 3.6,
chapitre 1, p. 48]).

Théoréme 2.3.3 Soit B € H(div,Q) tel que divB =0 dans 2 et B - n. = 0. Alors,
A€ L*(Q)*, B=rot A, divA=0, Axn =0.

Remarque 2.3.2 La condition aux limites sur A entraine la condition auz limites sur B.
En effet, pour tout élément & de H?(Y), grad & € HY(Q)3 et on peut écrire

/(rotA-n)ng (2587) / rot A - grad ¢ dx "2Y /(A xn)-grad ¢ dl = 0.
T Q T

Comme H?(Q) est dense dans H'(Q), vo(H?(Q)) est dense dans H'/?(T') = vo(H*(Q)).
On a donc bien rot A-n, = 0.

Si nous notons
X := Hy(rot,Q) N H(div, ),

le potentiel A appartient alors, par choix, &
Vi={vedXx : divv =0}

D’apres (2.13), nous pouvons écrire que A est solution de
Trouver A € V tel que
rot (' rot A) = 7.

1 1
NB. D’apres (H0), — < p(x) < — pour tout x, et ! est Lebesgue-mesurable.
7 7

Ceci étant posé, nous allons suivre 12 méme chemin que précédemment. Comme nous le
verrons, la derniere étape, tres différente de celle de 1’électrostatique, est fort instructive.
o Formulation variationnelle :

on prend une fonction de v de V, et on forme

/j-vdx:/rot(,u_lrot/l)-vdx (228)/u_1r0t,4-r0tvdx.
Q Q Q
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La formulation variationnelle est alors
Trouver A € V tel que

/u_lrot/l-rotvdx:/j-vdx, Vv e V.
Q Q

o Application du théoreme de Lax-Milgram :
-V=V
—a(u,v) = [ p'rotu-rotvdx
Q

- l(v):/ﬂj-vdx.

Pour vérifier les propriétés sur a et [, il est commode de définir une norme équivalente sur
V. On utilise une inégalité de Weber (corollaire A.3) :

Vv e V, C'OHVHO,rot,div < ‘V|rot div = ”I‘Ot VHO < ”VHO,rot,div'

Ainsi, on peut remplacer la norme canonique ||-||o rot div Par v — [[rot v||o. Les vérifications
inhérentes aux hypotheéses du théoreme se font alors sans problémes particuliers. Pour la
dépendance par rapport & J, on trouve

M*
[vllorot div < 0—02”._7H0

o Retour au probleme de départ :
il est prudent de réaliser cette étape avec attention, car elle est plus complexe que pour
I’électrostatique ; en particulier, il est absolument nécessaire de faire appel a la condition
(2.22), i. e. divJ = 0, au cours de la reconstruction...
Nous partons de la forme variationnelle. Pour revenir a la forme initiale, nous voulons
passer par les distributions. La difficulté, ici, est que D(Q)? n’est pas inclus dans V, &
cause de la condition de divergence nulle. Pour la contourner, nous recourons au procédé
ci-dessous :
soit w € D(Q). Nous voulons nous ramener & un élément de V. Pour cela, il faut donc ’annuler’
la divergence. Nous définissons ¢y comme étant 'unique solution de
Trouver qw € H}(Q) tel que

Aqw = divw,

et nous posons vy = w — grad ¢y . Quelles sont les propriétés satisfaites par vy 7

vw € L2(Q)?

rotvy =rotw : rotvy € L%(Q)3
— vy € V.

VWXI’I|F:0

divvy =divw — Agw =0

11 est licite d’injecter vy, dans la formulation variationnelle, puis de le remplacer par la différence
w — grad ¢w. On obtient

/u_lrotA-rothX:/j-de—/j-gradqwdx(2£7)/J-wdx,
Q Q Q Q

puisque gy s’annule sur le bord et puisque div 7 = 0. On a donc

/,u_lrotA-rotwdx:/j-wdx, Vw € D(Q)3.
Q Q
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On trouve alors, au sens des distributions
<J,w>=<rot(u 'rot A),w >, Vwec D)3

En d’autres termes,
rot (' rot A) = 7.

Remarque 2.3.3 Sion a simplement J € Hy(rot , Q) (cf. (2.20)), on remplace le second
membre de la formulation variationnelle par

v < J,v >y,

puisque V C Hy(rot , Q) implique Ho(rot ,Q) C V', i. e. J appartient bien au dual de V.
Pour la premiere élape, il faut passer par les crochets de dualité g (rot 0y < T,V >Hy(rot ,0)- Pour
tout v de V, on utilise la densité de D(Q)* dans Hp(rot,Q) (dont un sous-espace est V) : soit
(Vi) une suite d’éléments de D(Q2)3 telle que vy — v dans Hy(rot,Q). On a

v < TV >V = Hyrot,0) < TV >Hy(rot,Q)= kEI}rloo Ho(rot Q) < JsVk > Hy(rot Q)

= lim < J,vy >= lim <rot(u 'rotA),v, >
k— o0

k—-+oo
= lim <p 'rot A rotv, >= lim p'rot A-rot vy dx
k—-+oo k— o0 Q

/ plrot A - rot v dx.
Q

Pour la troisieme étape, on reprend le raisonnement ci-dessus, en utilisant le fait que J appartient a
Hy(rot , Q)" et quediv J =0, ce qui permet d’éliminer le terme g, (rot ) < J,8rad ¢w > f,(rot ,Q)»
par densité de D(Q) dans HL(Q) (si on prend (qi)x une suite d’éléments de D(Q) qui tend vers
qw dans H}(Q), alors (grad qi)x tend vers grad ¢y dans Ho(rot,Q) et l'on a < J,grad g >= 0
pour tout k.)

Remarque 2.3.4 Il existe une preuve alternative de l’existence et de l'unicité de A, et
donc de B et H. Pour cela, on se place dans ’espace Hy(rot ,QY), et l'on introduit une
formulation variationnelle de type point-selle, ou probleme mixte (cf. chapitre 3).

Théoréme 2.3.4 Soit Q un domaine simplement connexe de type (HS3). Il existe un, et
un seul, couple magnétostatique (H,B) solution des équations de Mazwell statiques. De
plus il dépend continiment de la densité de courant J.

2.4 Dépendance en temps

Nous revenons aux équations de Maxwell completes (2.1-2.4). Nous allons commencer
par examiner les éléments de modélisation physique de la section 2.1, d’'un point de vue
mathématique. A I'aide de quelques hypotheses sur les données 7 et R, ceci nous permettra
de préciser a priori 'appartenance du champ électromagnétique a des espaces de Sobolev.
Dans un second temps, nous déterminerons une forme équivalente de ces équations, qui
découple dans une certaine mesure les champs électrique et magnétique. La question de
I'existence du champ sur un intervalle de temps sera examinée par la suite.

Dans les deux derniéres sous-sections, nous nous plagons dans un ouvert €2 de type (H3).
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2.4.1 Eléments de modélisation : hypothéses sur les données

Il est & noter que nous nous intéressons ici principalement au champ électromagnétique
dans I’espace R?, sur un intervalle de temps de la forme [0,T], avec T € R. Sous réserve
de quelques hypotheses sur 1’énergie et sur les données, nous allons construire des 'bons
candidats’, en terme d’espaces fonctionnels du champ électromagnétique. A un instant ¢,
si on suppose que l'énergie électromagnétique totale est finie, on a d’apres (2.6)

Wianlt) = 5 | (=GOSO + )P, )} dx < oc.

Par voie de conséquence, nous en déduisons que la fonction (de la variable d’espace), qui a
x associe £(x, 1), est un élément de L?(R3)3. Il en est de méme pour le champ magnétique,
ce que nous écrivons

E(,t) € LAR®)3,  H(-,t) € L*(R3)3.
Maintenant, d’apres (2.11), si J = 0, Wy, ne varie pas, ce qui signifie que ’énergie
électromagnétique totale est conservée. Dans le cas général (J # 0), il est naturel de
supposer que les variations de Wy, restent bornées sur [0, T']. Si, de plus, Wy, est mesurable

sur |0, T'[, alors
Wiot € L*(0,T;R).

On peut alors en déduire, si £ ou H est mesurable,
£ € L*0,T; L*(R*)3) et H € L?(0,T; L*(R?)?).
On réécrit la variation de I’énergie par rapport au temps (2.11), sous la forme :

d o0& OH
— s £ - jdX = aWtot(t) = RP){E(S . E + MH . E}dx (228)

Dans la suite, nous faisons I’hypothése que la densité de courant 7, qui est une donnée,
est mesurable sur |0, T, et que, de plus?

J € L*0,T; L*(R?)3). (2.29)

Dans ce cas, £ - J appartient & I'espace L'(0,7T; L' (R?)). Ainsi, W, est une fonction C°
en temps. Enfin, on considere que

o€

5 € L*(0,T; L*(R)3) et M L*(0,T; L*(R3)3),

ot

pour ’justifier’ I'écriture de la derniere égalité de (2.28). A partir de la, nous utilisons
les équations de Maxwell (2.1-2.4). D’apres la relation exprimant 1’absence de monopoles
(2.4), nous trouvons que

H € L*(0,T; H(div p1,R%)).

Par ailleurs, 1’équation de Faraday (2.2) permet d’affirmer que

£ € L*(0,T; H(rot ,R?)).

Zpour justifier les ’estimations en énergie’ & venir (cf. (2.37) et (2.45) infra), nous ferons ’hypothése
plus forte

88—{ e L*(0,T; L*(R®)®).
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On écrit la loi d’Ampere (2.1) sous la forme rot H = J + €09,€, d’ou 'on tire que
H € L*(0,T; H(rot ,R®) N H(div u, R?)).

Ci-dessus, nous avons établi les résultats de régularité dite 'minimale’, sous réserve de
Ihypothese (2.29) sur la donnée J.

Rappelons maintenant que la loi de conservation de la charge, qui est obtenue en
dérivant la loi de Coulomb par rapport au temps et en prenant la divergence de la relation
d’Ampere, s’écrit

OR

N +divg =0. (2.30)

Il faut donc bien garder a l'esprit que les réqularités des données R et J sont liées. En
effet, (2.29) implique la régularité suivante sur R

OR

E(.’t) c H‘l(RS), presque pour tout t €]0, T

puisque div : L?(R?)3 — H-1(R?) et J(-,t) € L?(R®)? p. p.

Comme dans le cas statique, nous ferons souvent '’hypothése supplémentaire de
régularité 'usuelle’ (en espace), c’est-a-dire que

()R € L*(0,T; L*(R?)), (2.31)
ce qui permet de symétriser le résultat portant sur £ et H, puisque
£ € L*(0,T; H(rot ,R?) N H(div £,R?)).

Bien str, nous n’avons démontré aucun résultat dans cette sous-section. Nous avons
simplement inféré des résultats d’appartenance a partir d’une part de considérations ’rai-
sonnables’ sur I’énergie et d’autre part d’hypotheses sur les données (2.29) et (2.31). Nous
affinerons ces résultats lorsque nous établirons 'existence du champ électromagnétique (cf.
sous-section 2.4.3).

2.4.2 Les équations de Maxwell reformulées

Nous nous plagons dans la suite, dans un ouvert  de type (H3). Comme pour le
champ ’statique’, on choisit d’entourer le domaine par un conducteur parfait. En plus
des équations de Maxwell (2.1-2.4) et de la loi de conservation de la charge (2.30), nous
ajoutons donc :

— Une condition aux limites de type conducteur parfait

E x n = 0. (2.32)
— Deux conditions initiales

E(,0) =& (2.33)

H(-,0) = Ho. (2.34)

Les conditions (2.33-2.34) décrivent 1’état du champ a l'instant (initial) ¢ = 0. Nous nous
intéressons & son évolution sur un intervalle de temps du type |0, T[ (T < +o0), dans €.
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Théoréme 2.4.1 Dans le probléme du premier ordre en temps (2.1-2.4), (2.82-2.34), on
peut remplacer (2.1) par

0% 0T
) +rot (i 'rot &) = o et (2.35)
%('70) =& :=¢ 'rot Ho— J(-,0)]. (2.36)

Preuve : En dérivant (2.1) par rapport a ¢, on trouve, dans D’(]0, T[xR?)3,

0%E oH 8] 22) 0%°E 1 0T
~ Y _ rot — = -— t(p rotf) = ——.
o "o T ot = gz Trotln roté) =——
En considérant (2.1) a t = 0, on retrouve 9,£(+,0) = &;.
On remarque que, la variable auxiliaire

o0&
U:zea—rotH—i-j
étant nulle (cf. (2.1)), il est licite de la supposer réguliere !
Dans la réciproque, on utilise cette régularité, ainsi que les relations (2.2) et (2.35), pour
trouver
ou  0%€ OH 0T (22 9%E 0T (2

E:&“atg tE—F ot = W—Frot(,u I‘Ot(‘:)—i-ﬁ = O

U est donc une constante. Par ailleurs,
U(-,0)=e& —rot Ho + J(-,0) =0.
Ainsi, U = 0, ce qu’il fallait démontrer. [ |

A partir de 14, nous allons construire une borne supérieure de la variation du champ
électrique £ au cours du temps, entre les instants 0 et 1. En d’autres termes, il s’agit
de borner uniformément la valeur de £ & un instant donné ¢y en fonction d’une part de
sa valeur initiale, et d’autre part des données. Pour cela, a I'aide de la technique dite
d’estimation en énergie, commencons par former l'intégrale du produit scalaire de (2.35)
et 8t5(-,t) :

825 o€
o ot

t 1 t o == =
dX+/ ro (/L ro g) n dx n it dx.

Grace a la condition aux limites (2.32) qui est également valable pour 9;&(-,t), on déduit
de la formule d’intégration par parties (2.86) que

?E O o€ ON N
EatQ de%*/g; I'Otg I'Ot(at)d = — QE Ed
Or, on sait que
d o€ |2 926 OE
E [/QE E dX] =2 ng‘adx, et
d 1 9 B o€
7 [/Q lrot &| dx] = /Q,u rot £ - rot ( 8t)dx.
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Ainsi, on obtient I'identité suivante

a

D’apres Vinégalité —2(u,v) < |[ul|?+|[v]|?, avec u = e~ 1/20,T et v = £'/28,€, on en déduit

que
d 2 O

Si 'on integre cette inégalité entre les instants 0 et ¢, on arrive a

o0&
/Q{E o

2
- 9g 0&
1 2 _ oJ oc
+ p |rot £| }dx] =-2 ST dx.

e
at

2

oF dx.

ot

o€
ot

2
—|—,u_1|rot€|2}dX] §/z—:_1
Q

2
+ uHrot £} (-, t) dx

2

dxds.

< /{5|51|2 + i rot &2} dx
Q
e

t 8.72 t
-1
+/O/Qz—: 5 dxds—l—/o/ﬂsat

Pour progresser dans 'obtention d’une borne supérieure, nous utilisons maintenant un
résultat dit lemme de GRONWALL.

Lemme 2.4.1 Soient g € C°(0,T;R™) donnée, et p € C°(0,T), telles que

o(t) < 9(0) + /0 o(s) ds + /0 o(s) ds.

Alors, il existe une constante Cp > 0, qui ne dépend que de T, telle que

s () < O o0+ [ ats)as].

t T
Preuve : On considere 9(t) = Ko + / w(s)ds, avec Kp = ¢(0) + / g(s)ds :
0 0

>0

W) = o(t) < p(0) + / o(s) ds + / o(s)ds "2 K+ / o(s) ds = ().

Ainsi, (Inv)’(t) < 1 pour tout ¢. En conséquence, 1(t) < 1(0) e! < (0)e? = Krel. De plus, par
construction, ¢ et ¥ vérifient I'inégalité ¢(t) < ¥(t), pour tout ¢. Finalement,

T
sup p(to) < el »(0) +/ g(s)ds] )
to€[0,T] 0
||
On pose ici
2 2
o) = [{e| 5|+ rotePYenax, et g = [ |00 i
Q ot Q ot

Le lemme de Gronwall nous permet d’affirmer qu’il existe une constante Cr > 0 telle que

sup / {e
to€[0,T Q

T
/{5|51|2+,u_1|r0t€0|2}dx+/ /5—1
Q 0 Q

2
% +pHrot £} (-, to) dX}

0T

< __
<Cr ot

2
dxds] . (2.37)
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Remarque 2.4.1 Le calcul que nous venons d’effectuer est formel, au sens ou les régularités
sur les fonctions g et ¢ du lemme de Gronwall ne sont pas satisfaites a priori. Ceci étant,
cette magoration intervient de facon fondamentale (et justifie!) dans la démonstration du
théoreme de Lions et Magenes que nous introduisons dans la prochaine sous-section, et
elle permet de bien comprendre de quelles quantités (données et/ou conditions initiales)
dépend la solution.

On a prouvé un résultat qui concerne le champ électrique, sous les hypotheses de régularité
‘minimale’. Sous les hypotheses de régularité 'usuelle’ — R(-,¢) dans L?(f2), en suppo-
sant que R est continue en temps — la loi de Coulomb (2.3) nous permet d’obtenir
immédiatement

sup /div(sg(',to))2dx: sup /R(',t0)2dx. (2.38)
to€[0,T] J/Q to€[0,7] JQ

On peut reprendre le méme procédé pour le champ magnétique H, et arriver au systéme du
second ordre en temps ci-dessous

Théoréme 2.4.2 Dans le probléme du premier ordre en temps (2.1-2.4), (2.32-2.34), on peut
remplacer (2.2) par les trois conditions

2
“a—g +rot (e (rot H— 7)) = 0, (2.39)
e Hrot H — J) x n.=0, et (2.40)
88—7:(-,0) =H, = —pu 'rot &. (2.41)

En ce qui concerne les estimations d’énergie, on veut controler des quantités semblables a (2.37-
2.38) pour ‘H. L’estimation en énergie (2.37) obtenue pour £ nous permet de conclure directement,
par retour a (2.1), (2.2) et (2.4).

Remarque 2.4.2 Notons que, et ceci sera fort utile dans la suite, les résultats sur le champ
électrique € contribuent a déterminer leur contrepartie sur H. Ce point sera a nouveau mis en
évidence dans la prochaine sous-section...
On écrit tout simplement que
/ OH
W ot

/671|I‘0tH|2 dx ‘2 /{81/2@—#871/2\7}2 dx,

§2/Q{8

D’apres (2.4), (2.37), et la définition de &; et de Hy, on vérifie facilement que l'on est parvenu a
Pestimation (& un facteur 2 pres)

ap { o]
toc[0,7] | J ot

2

dx (2:'2)/;fl|r0t5|2dx,
Q

o€ |?
o + e TP} dx.

2
+ e Hrot H|* + (div (1H))?} (-, to) dx}

T aj 2
<Cr /{M|H1|2+6*1|rotHo|2}dx+/ /8*1 —| dxds
Q o Ja ot
+ sup /8*1|\7|2(-,t0)dx. (2.42)
to€[0,T] JQ

On a donc borné H en fonction des données initiales Hy et Hi, ainsi que de la donnée 7.
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2.4.3 Existence d’une solution

Dans cette section, nous supposons que le domaine €2 est simplement connexe.
Sous réserve que cette hypotheése supplémentaire est satisfaite, nous allons prouver qu’il
existe une solution unique aux équations de Maxwell (2.1-2.4), complétées par (2.30) et
(2.32-2.34). De plus, nous vérifierons que cette solution dépend continiment des données
R et J, et des valeurs initiales & et H.
Nous bornons les seconds membres des estimations en énergie sur £ (2.37)-(2.38) (et par
voie de conséquence (2.42)) :

B (98_{ c L2(O,T; LQ(Q)?’) pour borner (2.37).

— R € CY0,T; L*(Q)) pour borner (2.38) ainsi que la norme de I'expression dérivée?,
c’est-a-dire
sup |div (€ 8E(,1))IIF = sup_[IOR(£)][5-
to€[0,7] to€[0,T]
En conséquence, d’aprés (2.30), J € C°(0,T; H(div , Q)).
Pour récapituler
§
R et J vérifient (2.30)
R € CL(0,T; L()) (2.43)
0 ) : 9T 2 . T72(0)3
{ J €C%0,T; H(div,Q)) ; T € L*(0,T; L°(£2)°).

On suppose par ailleurs que les données initiales sont telles que (cf. hypotheses 'usuelles’
de régularité et conditions aux limites de type conducteur parfait)

& € Hy(rot , Q) tel que div (¢&) = R(0),
(2.44)

Ho € H(rot, Q) N Ho(div u, ) tel que div (uHp) = 0.

NB. La valeur initiale du champ magnétique Hy intervient dans la définition de &1,
cf. (2.36).

A partir de 14, nous allons prouver 'existence, I'unicité et la dépendance continue par
rapport aux données du champ électrique £. On a vu que, pour déterminer une estimation
en énergie telle que (2.37), il a fallu utiliser une formulation du second ordre en temps
(2.35). Nous procédons de méme pour la démonstration de 'existence d’une solution. Pour
arriver au résultat, nous allons donc remplacer la relation (2.1) du premier ordre en temps
sur £ par la relation (2.35) du second ordre en temps sur £, complétée par la condition
initiale (2.36). Une fois le résultat d’existence prouvé pour le champ électrique &, nous
vérifierons que ’on peut retrouver la formulation originelle en £ et H, incluant en parti-
culier la relation d’Ampere, ce qui permet alors de démontrer I'existence, 'unicité et la
dépendance continue par rapport aux données du champ magnétique H.

Notre schéma de preuve est similaire a celui du cas ’statique’, cf. section 2.3 : construc-
tion de la formulation variationnelle associée, utilisation de la théorie développée cette fois

3L’obtention d’une borne de type (2.38) requiert simplement que R € C°(0,T; L*()). Nous aurons
besoin de la régularité additionnelle, de type C', pour conclure notre preuve, ce qui nous permettra de
symétriser’ le résultat de régularité portant sur € et H.
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par Lions et Magenes pour prouver qu’il existe une solution unique au probléme écrit sous
forme variationnelle, puis retour au probleme de départ. De fait, nous allons voir que le
théoreme de Lions et Magenes regroupe ces trois étapes en une seule, et nous explique-
rons rapidement pourquoi, apres I’énoncé du-dit théoreme. Autant que faire se peut, nous
cacherons la dépendance en temps, en nous concentrant sur la valeur des champs a un
instant donné, c’est-a-dire u(t) : x — u(x,t).

Théoréme de LIONS-MAGENES [54, Thm 8.2, p. 296] :
les équations de Maxwell du second ordre en £ s’inscrivent dans le cadre

Trouver u tel que u”(t) + Au(t) = f(t) dans V', 0 <t < T 2.45)
2.45

avec les données de Cauchy u(0) = ug, u'(0) = uy.

On choisit
— V., H deux espaces de Hilbert, H' = H, V dense dans H.
— a une forme bilinéaire, continue et symétrique sur V ; on suppose qu’il existe A > 0
tel que a + A(+, )y est coercitive sur V', c’est-a-dire

Ja >0, a(v,v) + M| > allv]|}, Yo e V.

On définit A € L(V, V') par v+ < Au,v >v:= a(u,v).
— f appartenant & L2(0,T; H).
—ug€eVetu €H.

Théoréme 2.4.3 On suppose les hypothéses ci-dessus vérifiées.
Le probleme (2.45) est équivalent a la formulation variationnelle

Trouver u t. q. v < u”(t),v >v +a(u(t),v) = (f(t),v)g Yo eV, 0<t <T (2.46)
2.46

avec les données de Cauchy u(0) = ug, v/ (0) = u;.

Il existe une solution et une seule aux problémes (2.45) et (2.46).
De plus, l'application n
n:L*0,T; H) x V x H— C°0,T;V) x C°0,T; H)

(f,uo,u1) = (u,u’)
est continue.

D’apres la définition de 7, et notamment la structure de ’espace d’arrivée, on constate
qu’a un instant donné ¢, u(-,t) appartient & V', alors que dyu(-,t) = u/(-,t) appartient
a H. Pour ce qui est de afgu(-,t) = u”(-,t), il convient d’utiliser la théorie des espaces
dépendant de (x,t) avec quelques précautions élémentaires. D’apres la proposition A.4,
Au appartient & C°(0,T;V’). On en déduit alors que

f, Aue L*(0,T;V') = u" € L*(0, T; V).

Ainsi afgu(-,t) appartient a V’. En conclusion, comme V est strictement inclus dans H,
la solution est plus réguliere en espace que sa dérivée en temps, elle-méme plus réguliere
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que la dérivée seconde en temps.

NB. Par définition de a et de A, les trois étapes sont regroupées en une seule. En effet,
I’aller-retour du probleme initial & la formulation variationnelle est immédiat.

Le point critique est qu’il convient de définir deux espaces de Sobolev V et H.

Revenons tout d’abord a l'interprétation mathématique de (2.35). Si I'on ne s’intéresse
qu’a la dépendance en espace, on remarque que (et ¢a suffit!) cette égalité est posée au
sens des distributions D’(€) ; on observe néanmoins que

0
- _8—Z € L*(Q)3.
— rot & € L?(Q)3, ce qui entraine rot (1 'rot &) € Hy(rot, ).
En effet, posons W = rot £. Pour tout élément f de D(2)3, on trouve, au sens des distribu-
tions,
<rot (u W), f >=< "W, rotf >= / p'W - rot f dx.
Q
L’intégrale est linéaire et continue en norme |[|-||o rot . Comme D(2)? est dense dans Hy(rot , ),
il est possible de prolonger cette forme linéaire et continue a Hy(rot,2). De plus,

/ p W - rot vdx 1
Irot (1™ W)l 11y rot .0 = sup “ < —[Wilo;

vEHo(rot ,2)\ {0} Iv]lo,rot w

I'application de L?(Q)? dans Hy(rot ), qui & W associe rot W, est continue. =~ CQFD
2

— Par différence, ) appartient lui aussi & Hy(rot , Q).
Il est donc licite de considérer que cette équation est posée dans Hy(rot,2)’. On obtient

alors son équivalent variationnel (les crochets expriment la dualité dans Hg(rot,Q)%),
pour tout v € Hy(rot,Q) :

2
Ho(rot Q) < Ew +rot (M_lr()t g),V > Ho(rot Q)= ~Ho(rot Q) < Eav > Hy(rot Q)
0%E _ N4
= Ho(rot ) < € 535V > Horot ) T Ho(rot ) < TOt (W 'rot £),v > iy rot )= _(W’V)O
0%& _ 0T
< Hoy(rot Q) < Ew,v >H0(I‘0t,Q) +(N lrot g, rot V)O = —(E,V)O. (247)

Nous nous sommes donc placés dans le formalisme de Lions et Magenes. Vérifions a présent
les hypotheses du théoreme 2.4.3.
~ V := Hy(rot ,Q) et H := L?(02)> sont deux espaces de Hilbert ;
V est dense dans H, puisque V contient D(€2).
—a(v,w) = / ptrot v - rot wdx.

Q
a est donc bilinéaire, continue et symétrique sur V. De plus, on a
a(v,v) + Allolff > alll[i,, YveV,

avec A = a = 1/p*.
— D’aprés (2.43), la donnée —0,J appartient & L2(0,T; H).
— Par définition, on a & € V et & € H.
En conclusion, on vient de démontrer la

4Ecrire une FV en temps, Ho (rot, Q) en espace et I'indexer...
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Proposition 2.4.1 ] existe une solution et une seule au probléme (2.35), complété de la
condition aux limites (2.32) et des conditions initiales (2.33) et (2.36), dont la régularité
en temps est

(£,E") € CY0,T; Hy(rot , Q) x C°(0,T; L2(2)?).

Qui plus est, £ et £ dépendent continiiment des données J, & et £1 dans ces espaces.

NB. Nous avons donc retrouvé le controle en énergie (2.37).

A partir de ce résultat concernant le champ électrique, nous allons en construire un
second, portant sur I’existence et 'unicité du champ magnétique H. On pose
H(div i 0,9Q) := {v € H(div p, Q) : div(uv) =0}
Ho(divp0,9) :={v € H(divp0,Q) : (uv)-nj. =0}
W(u) := H(rot , Q) N Hy(div 1 0,Q).
Proposition 2.4.2 ] eziste une solution et une seule au probléme (2.35-2.36), complété
de la relation de Faraday (2.2) et de l’absence de monopoles (2.4), ainsi que des conditions

initiales (2.33-2.34) avec (&9, Ho) € Ho(rot,Q) x W(u). La régularité en temps pour
(E,&") est donnée ci-dessus, et celle pour le champ magnétique est

(H,H') € C°(0,T; W(u)) x C°(0, T; Ho(div 11 0,2)).
Qui plus est, H et H' dépendent continiment des données J, Ey et Hy dans ces espaces.

Preuve : Pour commencer, on utilise la relation de Faraday H' = —p~'rot £, conjointe-

ment avec le résultat de la proposition 2.4.1 sur le rotationnel de £. On trouve
H € C°0,T; L*(Q)3).
A Taide de la condition initiale (2.34) et de 'identité

t
H(t) = Ho + 8—H(s) ds,
o Ot

on en déduit alors un premier résultat d’existence et de régularité sur le champ magnétique
proprement dit :
H e C°(0,T; L*()3).

D’apres la relation d’absence de monopoles, on en déduit immédiatement
H € C°(0,T; H(div 110,9)), puis H' € C°(0,T; H(div 12 0,Q)).

Si on reprend la relation de Faraday, il est licite d’écrire (uH)’ - n, = —rot & - n;. =0,
d’apres la condition aux limites de type conducteur parfait. Comme Hg est également a
trace normale nulle par hypothese, on arrive maintenant a

H' € C°(0,T; Ho(div 12 0,9)), puis H € C°(0,T; Ho(div 12 0,Q)).

Si I'on considére a nouveau la variable auxiliaire U définie par U := ¢0;€ —rot H+ 7, on
a d’apres la proposition A.4, la propriété

U cc0,T; H1(Q)?).
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Qui plus est, d’apres la formulation du second ordre en temps et la relation de Faraday
2 2
, Thm A5 O0°E OH 0J (2.2) 0°E 1 0J (2.35)
U = Ew—rot <E +E = Ew—i-rot(u I'Otg)ﬁ—g ="0.
U est donc constante. D’apres la condition initiale (2.36), U(0) = 0, d’'ou U = 0, i.e. la
relation d’Ampere (2.1). On en conclut que

rot H = 5% +J € C%0,T; L*(Q)3).

Ainsi :
H € CO0, T W (1))

NB. Au cours de la preuve, on a bien retrouvé la relation d’Ampere (2.1).

Pour pouvoir conclure a 'existence, I'unicité et la dépendance continue par rapport
aux données du champ électromagnétique, traitons la cas de la relation de Coulomb (2.3).
Si on introduit cette fois la variable auxiliaire V := dive€ — R, on a d’aprés les hypotheses
(2.43) sur R et les résultats des propositions 2.4.1 et A.4, la propriété

V e %0, T; H1(Q)).
Qui plus est

, Thm A5 . 08\ IR v .. OR (230
A% = " div <€ 8t> 5% - div J % 0;
V(0) = dive&y — R(0) “2 0.

Donc V = 0, et la relation de Coulomb est automatiquement vérifiée par la solution (€, H)
de la proposition 2.4.2. C’est donc bien 'unique solution des équations de Maxwell (2.1-
2.4), complétées de (2.30) et (2.32-2.34) : c’est le champ électromagnétique cherché.

Enfin, d’apres (2.43), si on pose
X(e) := Ho(rot , Q) N H(dive, ),
on déduit de la régularité de R, i.e. R € C1(0,T; L?(f)), que
(£, €C0,T; X(e)) x C°(0,T; H(div e, Q)),

ce qui acheve de ’symétriser’ les résultats de régularité portant sur £ et sur H.

En conclusion, nous avons démontré le résultat suivant

Théoréme 2.4.4 Soit Q un domaine simplement connexe de type (H3), et T > 0. Sup-
posons que les données (R, J) satisfassent a (2.43), et que les valeurs initiales (Ey, Ho)
appartiennent a X () x W(u), avec div (e &) = R(0). Alors, il existe une solution et une
seule au systéme des équations de Mazwell (2.1-2.4), avec (2.30) et (2.32-2.34), dans le
domaine ) entre les instants 0 et T, telle que

(£, €C0,T; X(e)) x €0, T; H(dive, Q)),
(H,H') € C°(0, T; W(1)) x C°(0,T; Hy(div 12 0,9)).

De plus, £, H, £ et H' dépendent continiment des données dans leurs espaces respectifs.
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Remarque 2.4.3 (régularité minimale’) Si on suppose simplement que

R e C0,T; H1(Q)) et 88—{ € L*(0,T; L*(Q)),

on aboutit a
(£,€") € C°0,T; Ho(rot ,Q)) x C°(0,T; L*(Q)*),
(H,H') € C°(0,T; W(u)) x C°(0, T; Ho(div 11 0,2)).

Corollaire 2.4.1 D et B satisfont respectivement auxr mémes résultats de régularité que &£
et 'H, et dépendent euz-aussi, ainsi que leurs dérivées premiéres, continument des données.

Preuve : C’est une conséquence triviale des relations constitutives D =cf et B=pH.m

Remarque 2.4.4 Revenons ici bricvement sur les considérations a priori de la sous-
section 2.4.1. Si on les compare avec les résultats du théoréme précédent, on constate
qu’elles sont beaucoup plus faibles, en termes de régularité, notamment pour ce qui concerne
les énergies €lectrique et magnétique. Le cadre de cette sous-section 2.4.1 était donc, a pos-
teriori, tout a fait raisonnable...

2.5 Cas stationnaire

On considere encore une fois le cas d’'un domaine €2 simplement connexe, de type (H3),
entouré par un conducteur parfait. Comme on 'a déja dit, on suppose a priori que la
dépendance en temps des données et du champ électromagnétique est connue, de valeur
exp(wt), w € R*, tel que décrit dans les équations (7)-(10), que nous réécrivons ici

wee —roth = —j,

wph 4+ rote =0,
div(ce) =,
div (ph) = 0.

NB. Le cas w = 0 correspond au cas statique, que nous avons déja étudié, pour lequel le
découplage en e et en h est naturel.

La relation de conservation de la charge (2.30) devient
wr +divj = 0. (2.52)
La condition de conducteur parfait s’écrit
exnr=0. (2.53)
A Tl’aide de la relation de Faraday, on retrouve sur le bord la seconde condition
h-nr=0. (2.54)

Par ailleurs, les champs et les données sont a valeurs complexes, par construction. Ceci
signifie en particulier que les espaces fonctionnels seront eux aussi formés de fonctions a
valeurs dans C. Rappelons que pour z € C, on note |z| son module et Z son conjugué.
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Par exemple, L?(Q) sera constitué des fonctions mesurables f sur 2, & valeurs dans C, et

telles que
1/2
o= { [ IrPax} " < . (2.55)

L?(Q) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire hermitien associé

(Fah = [ radx (2.56)

Et ainsi de suite...

Pour découpler le systeme, on procede comme pour le cas dépendant du temps. Notons
que, comme la dépendance en temps est explicitement connue, il suffit de multiplier par
w pour dériver.

Proposition 2.5.1 Dans les équations de Maxwell stationnaires (2.48-2.51), on peut rem-
placer de facon équivalente (2.48) par

—w?ece + rot (u"'rot e) = —wj. (2.57)
Preuve : 1w x (2.48) additionnée & rot (1 ~!(2.49)) donne (2.57).
Réciproquement, (w)~! x [(2.57) — rot (171(2.49))] permet de retrouver (2.48). ]

Si lon considere la divergence de (2.57), la conservation de la charge permet de passer a
la loi de Coulomb (2.50).

Remarque 2.5.1 De fagon similaire, rot (¢~1(2.48)), a laquelle on retranche 1w x (2.49)
donne cette fois
w?ph —rot (¢ '(roth — j)) = 0. (2.58)

Si l'on consideére la divergence de (2.58), on retrouve (2.51).
Enfin, la trace de la relation d’Ampeére sur le bord permet d’arriver a la condition suivante :

e (roth —j) x np = 0. (2.59)

Nous procédons de fagon semblable au cas dépendant du temps, c’est-a-dire que nous al-
lons raisonner sur le systéme en w? en e, et en w en h : les équations (2.57), (2.49-2.51), la
relation de conservation de la charge (2.52) et les conditions aux limites (2.53-2.54). Pour
cela, nous commencons par le systeme en e, incluant (2.57), la relation de Coulomb (2.50)
et la condition aux limites (2.53). Ensuite, nous revenons au systeme complet, pour lequel
on démontre facilement les résultats attendus. Une alternative, qui prend en compte une
formulation en w? en e et en h, est étudiée & la sous-section 2.5.1.

En ce qui concerne les seconds membres des équations, a 'instar du cas dépendant du
temps, on considere

— régularité *minimale’ : j € L*(Q)3, r € H71(Q), ou

— régularité *usuelle’ : j € H(div,Q), r € L*(Q).
On est amené a rechercher e dans Hy(rot,(2) dans le premier cas, et dans X'(¢) dans le
second cas. Comme d’habitude, h se trouve appartenir & W(u) dans tous les cas. Nous
allons rapidement constater que ces deux cas restent tres similaires...
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Nous allons commencer par résoudre le probleme en e, que ’on récapitule sous la forme
Trouver e € Hy(rot ,Q) ou X(e) tel que

w?ce —rot (" 'rot €) = wj

div(ce) =r ; (2.60)

e X 1’1|1’* =0
ou les données r et j sont liées par la relation wr + divj = 0.

Commencons par résoudre le probleme de type électrostatique
Trouver ¢. € H}(Q) tel que
div (egrad ¢¢) = . (2.61)

D’apres ce que 'on a vu & plusieurs reprises, il existe une solution et une seule a ce
probléme. Posons maintenant

e = e — grad ¢..
Par construction, €' appartient & V(¢), défini par
V(e) :={veX() : div(ev) =0}.

Qui plus est, que ce soit pour le probleme avec régularité 'minimale’, ou pour le probleme
avec régularité 'usuelle’, le champ €’ est solution de

w’ee’ —rot (u 'rote) =7, (2.62)
ol j' := wj — w?egrad ¢, est un élément de H(div 0, ), puisque
J J g y8t), pulsq

2

divj’ = wdivj — w?div (egrad ¢,) = wdiv j — w?r = w(div j + wr) 252) 0.

Ainsi, on en revient toujours, pour la partie & divergence nulle de la solution, au méme
probleme, c’est-a-dire (2.62). A partir de maintenant, nous allons nous concentrer sur sa
résolution proprement dite.

Pour commencer, on vérifie facilement que I’équation (2.62) est équivalente a la for-
mulation variationnelle ci-dessous, puisque D(2) est dense dans Hy(rot ,(2).

w2/ ee’ - vdx — / p'rote’ - rotvdx = / j/-vdx, Vv e Hy(rot,Q). (2.63)
Q Q Q
En particulier, ceci implique

w2/ ce' - vdx — / p'rote - rot vdx = / i -vdx, VYveV(). (2.64)
Q Q Q

Réciproquement, pour w appartenant a Hy(rot ,€2), on annule la divergence comme suit :
Trouwver ¢ € HL () tel que
div (egrad ¢) = div (ew).
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on pose w = w — grad ¢, qui appartient & V(¢). Il est alors possible de I'injecter dans la
formulation (2.64) :

w2/se’-W’dx—/,u_lrote'-rotW’dx:/j’-W’dx, soit
Q Q Q

w2/Ee’-de—//flrote’-rothx:/j’-de+{/(w2€e’—j’)~grad¢dx}.
Q Q Q Q

Le reste, c’est-a-dire la quantité entre accolades, disparait a l'aide de la formule (2.85),
puisque ¢ est a trace nulle, et €€’ et j' sont & divergence nulle. On a retrouvé (2.63).

Si on définit la forme bilinéaire a, et le produit scalaire hermitien® sur L?()3 associé

a e, par
a(u,v) = / plrotu - rot vdx ;(u,v)g. i= / eu - vdx
Q Q
on a donc la
Proposition 2.5.2 Le probléeme en € est équivalent a :
Trouver € € V(¢) tel que
a(e,v) —w?(€,v)o: = —(,v)o, Vv EV(e). (2.65)

La forme bilinéaire a est hermitienne et coercitive sur V() (c’est méme un produit sca-
laire!). Ainsi,

Vf € L2(Q)3, 3lg € V(e), tel que a(g,v) = (f,v)oe, Vv E V().

Qui plus est, 'application associée A : L?(2)3 — V(e), qui envoie f sur Af = g, est conti-
nue.

On sait également, d’apres le théoreme A.4, que I'injection identité de V(e) dans L?(Q2)?
est compacte. Comme nous allons la prendre en compte explicitement, nous la notons iy
dans la suite, et nous introduisons

T = A oy lapplication composée, de V(e) dans lui-méme.

NB. On a des suites d’égalités du type, pour tout v, w de V(¢) :
/ ev - wdx = (iyv,w)o . = a(A(iyv),w) = a(Tv,w).
Q

Proposition 2.5.3 L’application T est une application de V() dans lui-méme, compacte
et auto-adjointe.

Preuve : Commme A est continue et iy est compacte, T est compacte [16].
Qui plus est, pour v et w deux éléments de V(e) :

a(']I'v,W):/sv-de:/sw-de:a(’]Tw,v):a(v,']I'w),
Q Q

ce qui correspond a la définition d’un opérateur auto-ajoint. [ |

Sgrace aux propriétés (HO).
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Enfin, on peut substituer a(g’,v) a (j',v)o, avec g € V(e), ce qui permet de remplacer
(2.65) par
a(e —w’Te +g',v) =0, VYvele).

Comme a est un produit scalaire hermitien sur V(¢), on a finalement prouvé que la for-
mulation variationnelle (2.65) est équivalente a I’équation posée dans V(e)

Iy — w?T)e’ = —g'. (2.66)

Nous pouvons donc utiliser 'alternative de FREDHOLM pour conclure (cf. [16], chapitre 6),
puisque V(g) est un espace de Banach et que T est (auto-adjoint) compact de V(e) dans
V(g). On sait que

Im(Iy — w?T) = {Ker(Iy — w?T)}**; qui plus est, Ker(Iy —w?T) est de dimension finie.

On a donc deux possibilités :

(i) Ker(ly — w?T) = {0} : ceci revient & dire que 1/w? n’est pas une valeur propre de
T. Dans ce cas, il existe une solution €’ et une seule & (2.66).

(ii) Ker(ly —w?T) = Vect(vy,---,vp) : ceci revient a dire que 1/w? est valeur propre
d’ordre p de T. Dans ce cas :
1 Si g’ n’est pas orthogonal au sous-espace Ker (I, —w?T), il n’y a pas de solution.
2 Si g’ est orthogonal au sous-espace Ker(Iy — w?T), I'ensemble des solutions est

un espace affine de dimension p, c¢’est-a-dire

p
e =eh+ > Buvi, (Bu)x € RV
k=1

Remarque 2.5.2 Par définition de g', les relations d’orthogonalité s’écrivent a(g',vi) =
0, ou (j,vi)o = 0, pour 1 < k < p. De plus, par définition de j', on peut finalement
remplacer la seconde condition par (j,vi)o =0, 1 <k <p, car

(grad ¢, vi)o = — (e divvi)o + /F (Vi n)ge dT = 0.

Pour en revenir au champ total e, il existe une solution si et seulement si (2.66) admet
une solution, apres quoi il suffit d’effectuer la somme e = €’ + grad ¢,.

On peut facilement aller plus loin... Comme V(g) est un espace de Hilbert séparable,
et que T est un opérateur auto-adjoint, compact, on sait qu’il existe une base hilber-
tienne de vecteurs propres de T (cf. [16], chapitre 6). On considére les valeurs propres
(An)n, ordonnées par valeurs décroissantes, avec répétition, pour arriver a : (v,), la base
hilbertienne telle que, pour tout n, Tv, = \,v,. Par construction®, tous les vecteurs

SPour tout n, An, > 0 : en effet,
Mna(Vn, Vi) = a(Tvp, va) = / e|va|? dx > 0, puisque v, # 0.
Q

En particulier, 0 n’est pas valeur propre.
, 1 .
Conséquence : comme chaque valeur propre est de multiplicité finie (dim(Ker(Iy — )\—']I‘)) < ), il y

a une infinité de valeurs propres, si 'on veut que (v,), engendre un sous-espace dense de V(g). On les
range par ordre décroissant et, comme T est continu, maxy, |An| < ||T||, et par voie de conséquence, on a
nécessairement

lim A, = 0.

n—oo
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propres sont a e-divergence nulle, les valeurs propres sont strictement positives, et on a
limy, 400 Ap = 0. Par définition,

/ /
e = E anVy, avec a, = a(e’,vy).
n

Comme (j', vp)o = w(j, vn)o, on vérifie alors que (2.66) est équivalente a
(1 —w’Xp)an = —w(f, vn)o, Vn.

On retrouve de cette fagon ’alternative de Fredholm, selon qu’il existe ou pas une valeur
propre A, telle que \, = 1/w?. On rappelle que ¢, est la solution unique de (2.61). Nous
regroupons ces résultats dans la

Proposition 2.5.4 La résolution du probléme (2.60), pour w € R*, peut étre détaillée
comme suit.
(i) Si1/w? nest pas valeur propre de l'opérateur T, il existe une solution et une seule,
de la forme

v
e=—w Z %VH + grad ¢,.
n

(ii) Si 1/w? est valeur propre de l'opérateur T, deux cas peuvent se produire :
1 3ng, tel que A\py = 1/w? et (§, Vg )o # 0 : il n’y a pas de solution.
2 Vn tel que N, = 1/w?, on a (j,vn)o = 0 : Uensemble des solutions est un espace
affine, c’est-a-dire

.7V 0
e=—w Z %vn + Z Onvn + grad ¢, B, quelconques.

n,An#1 /w2 n,Ap=1/w?

Pour raisonner sur le champ électromagnétique complet (e, h), il suffit d’utiliser la

1

1
relation de Faraday h = —u™ "rot e, puisque
w

— la relation de Faraday implique I’absence de monopoles (2.51) ;
— la relation de Faraday et la condition aux limites sur e impliquent la condition aux
limites sur h (2.53) ;
— Dapplication de la proposition 2.5.1 permet de revenir au systéme initial.
Puis, on associe par ’identification’ a chaque vecteur propre v, le vecteur

V;L = \/)\n,u_lrot Vi,
1 ISR
sachant que —; peut-étre égal a Ay,...
w

NB. Pour plus de précisions sur les propriétés vérifiées par la famille (v/,),,, nous ren-
voyons le lecteur au théoreme 2.5.2 infra.

On déduit alors immédiatement de la proposition 2.5.4 le

Théoréme 2.5.1 Soit Q un domaine simplement connexe de type (H3), et w € R*.
Supposons que les données satisfassent a (2.52), avec (j,r) appartenant a L?>(Q)3x H=1(Q),
ou a H(div,Q) x L?(Q). Alors, en ce qui concerne la résolution du probléme harmonique

(2.48)-(2.5]) :
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(i) Si 1/w? n’est pas valeur propre, il existe une solution et une seule, de la forme

e=—w Z an vy + grad ¢, (2.67)
_ Qn_
h= zﬂ: N s (2.68)

(ii) Si 1/w? est valeur propre, deuz cas peuvent se produire :
1 3ng, tel que Apy = 1/w? et (§,Ving)o # 0 : il n’y a pas de solution.
2 Vn tel que N, = 1/w?, on a (j,v,)o = 0 : Uensemble des solutions est un espace
affine de dimension finie p, égale a la dimension de sous-espace propre associé a
la valeur propre 1/w?. Les solutions sont de la forme

e=—w Z Vi + Z On vy + grad ¢, (2.69)
n,An#1/w? n,Ap=1/w?
_ Qn_ /
h= Z \/—>\_nvn +1 Z BrnVy,- (2.70)
n,An#1/w? n,Ap=1/w?

(Cas w > 0. Si w <0, on remplace +1 par —1 dans (2.70).)
Lorsque la solution existe,

(j7 Vn)O .
1—w2), ’
les p coefficients (By)n sont quelconques. (2.72)

les coefficients (au)n sont égauz & oy, =

Pour conclure, nous considérons le cas particulier de la cavité résonnante, introduite a
la sous-section 1.4.2...

Corollaire 2.5.1 Supposons que j = 0 et r = 0. Il existe toujours une solution au
probléme harmonique (2.48)-(2.54).
(i) Si 1/w? n’est pas valeur propre, e =0, et h = 0.
(ii) Sil/w? est valeur propre, le champ électromagnétique est combinaison linéaire des
vecteurs propres électrique et magnétique, associés a la valeur propre 1/w?.

Preuve : C’est une application élémentaire du théoreme précédent. Bien stir, le cas (ii)l
ne peut pas se produire, puisque le champ nul est orthogonal a tout vecteur. .. [ |

2

2.5.1 Etude du systéme en w” en e et en h

Dans cette sous-section, nous allons partir des deuz équations en w?, pour e et h,
c’est-a-dire (2.57-2.58), complétées des relations de Coulomb et d’absence de monopoles
(2.50-2.51), et des conditions aux limites (2.53-2.54), sans oublier ’équation de conserva-
tion de la charge (2.52).

Dans ce cas, tres couramment utilisé en pratique, les formulations en e et h sont apparem-
ment découplées. En effet, elles sont découplées, au sens ou chaque équation porte unique-
ment sur e, ou sur h. Mais leurs seconds membres sont tous deux fonction de j.

Nous allons d’abord étudier le systeme en e et le systéme en h séparément, puis nous
examinerons ce que le couplage des seconds membres induit, avant de revenir finalement
a la formulation en w.

Pour le systeme en e (2.60), la proposition 2.5.4 s’applique.
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Nous passons maintenant au champ magnétique. Rappelons que h est solution de
Trouver h € W(u) tel que

w?ph —rot (e~ (roth — j)) =0

div(ph) =0 . (2.73)

| e H(roth —j) xnp =0

Comme h est un champ a pu-divergence nulle, il n’est pas nécessaire de passer par le
potentiel, car on se trouve directement dans W(u). A partir de 1a, on vérifie facilement
que cette formulation faible est équivalente a

w2/,uh-vdx—/s_lroth-rotvdx:—/s_lj-rotvdx, Vv € H(rot,) (2.74)
Q Q Q

avec h un élément de W(u). En particulier, ceci implique
Trouwver h € W(u) tel que

w2/,uh-de—/z—:_lroth-rotde:—/s_lj-rotvdx, Vv eW(pn). (2.75)
Q Q Q

Comme pour le champ électrique, on prouve que (2.75) implique (2.74). Cette fois, on
utilise le

Lemme 2.5.1 Soit Q un domaine simplement conneze de type (H3). A tout élément v
de L%*(Q)3, on peut associer un unique couple (w,q) de Ho(divp0,Q) x HY(Q) tel que
v =w + grad q (q est unique a une constante prés.)

En effet, & tout élément v de H(rot,(2), on associe w et g par ce lemme, et la régularité
additionnelle sur v — rot v € L?(Q)3 — permet d’affirmer que w € W(u). On part alors
de (2.75) avec w, et comme h est un élément de W(u) C Hy(div i 0,9), grad ¢ et h sont
p-orthogonaux. On arrive donc immédiatement a la relation (2.74) avec v.

Preuve : (lemme 2.5.1) On suppose que l'on traite de fonctions & valeurs réelles, ce qui ne
modifie en rien I'esprit de la démonstration.

Nous commencons par démontrer que M := grad H'(Q) est fermé dans L?(2)3.
Soit donc (vy)x une suite d’éléments de M, qui converge dans L?(2)® vers v. Pour tout k, on a la
propriété rot v;, = 0. Vérifions que ceci reste vrai pour v. En effet, pour tout élément f de D(£2)3,

<rotv,f >=< v rotf >= / v-rotfdx = lim vip-rotfdx = lim <rotwvg,f>=0.
Q k——4o00 Q k——+oo

Comme 2 est simplement connexe, il existe un élément ¢ de H'(Q), unique & une constante prés
(cf. [39, Thm 2.9, p. 31], tel que v = grad ¢ : v appartient & M.

Montrons maintenant que son orthogonal, pour le produit scalaire (-,-)o ., est en fait égal a
HQ(diV/,L 0, Q)
Ho(divp0,9Q) € M*t» : soit w € Ho(div £ 0,€2). Montrer qu'il appartient & M1+ revient & vérifier
qu’il est orthogonal & tout élément v = grad ¢ de M. D’apres (2.85), on trouve

(W,V)O,N:/Quw-gradqbdx:—/Qdiv(uw)¢dx—|—/F(uw-n)¢dF:0.
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M« C Ho(div 1£0,9Q) : soit w € ML«. Pour tout f de D(2) on a grad f € M. Ainsi,
0= (w,grad f)o, = / puw-grad fdx = — < div(pw), f >= div(pw) = 0.
Q

Pour prouver que uw - njpr = 0, on raisonne par dualité. En effet, ceci revient a obtenir
/(,uw n)pdl =0, V¢ e HY?().
r

Or, on peut relever tout élément ¢ de H'/2(T') en un élement de H' (), toujours noté ¢. Comme
grad ¢ appartient a M, on en déduit

0= / uw - grad ¢ dx (2.85) /(,uw -n)¢dl’, puisque div (uw) = 0.
Q r
En conclusion, on a prouvé que

J—u
L*(Q)® = grad H' () © Ho(div 1 0,9).
|

On reprend alors le méme raisonnement que pour €, grace a 'alternative de Fredholm.
On considere

a(u,v) = / e 'rotu-rotvdx ;
Q

Cette forme est hermitienne et coercitive sur W(u). On remplace lopérateur A par
l'opérateur A’, de L?(2)3 dans W(u), qui & f associe A’f, solution de

d(A'f,v) = (£, v)ou, VYveW().

On sait, d’apres le théoréme A.4, que l'injection identité de W(u) dans L?(0)3 est
compacte : nous la notons iy dans, et nous introduisons

= A’ oiyy lapplication composée, de W(u) dans lui-méme.
Bien stir, on a également la

Proposition 2.5.5 L’application T’ est une application de W(u) dans lui-méme, com-
pacte et auto-adjointe.

On considere g” appartenant a W(u), solution de a/(g”,v) = (j,rot v)y -1, pour tout v
de W(u). On arrive a la formulation faible

Iy — *THh =g". (2.76)

Soit donc (v},), la base orthonormale de W(u), formée de vecteurs propres de T, dont
les valeurs propres (\},),, strictement positives, sont ordonnées par valeurs décroissantes,
avec lim,, - A}, = 0. Si on reprend 'alternative de Fredholm, on peut conclure par

Proposition 2.5.6 La résolution du probléme (2.73), pour w € R*, peut étre détaillée
comme suit.
(i) Sil/w? n’est pas valeur propre de lopérateur T’, il existe une solution et une seule,
de la forme

(j,rotv)) 01
h= Z w2\, — V.
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(ii) Si 1/w? est valeur propre de l'opérateur T, deuz cas peuvent se produire :
1 3ng, tel que Ay = 1/w? et (j,rotv), )o.-1 #0 : il n’y a pas de solution.
2 Vn tel que X, = 1/w?, on a (j,rot v})g.-1 = 0 : Uensemble des solutions est un
espace affine, c’est-a-dire

j,rot v/ )y .1
h = Z %V; + Z BLvl, B quelconques.
n,\, #1/w? n n,\,=1/w?

Ce qui semble paradoxal jusqu’ici, ¢’est que les parties électrique et magnétique du champ
sont trop indépendantes, puisqu'une partie pourrait exister, et pas lautre (par exemple,
cas (i) ou (ii).2 pour e et cas (ii).1 pour h). Nous allons voir qu’il n’en est rien !”

Théoréme 2.5.2 On a l’égalité {\, }nen = {\, }nen. De plus
- Si v, est un vecteur propre électrique, ,u_lrot vy est un vecteur propre magnétique.
— Siv), est un vecteur propre magnétique, rot _l(uvﬁl) est un vecteur propre €lectrique.
~ On a la relation v, = /A, u~‘rot v, pour tout n.

Enfin, les conditions d’orthogonalité sont identiques.

Preuve : Si (v, A,) est un couple vecteur-valeur propres de T, on a par définition
Tv, = AV, soit a(Tvy,,v) = A\ya(vy, v), Vv € V(e).

D’apres les définitions de T et a, ceci correspond &

/ EVp -vVdx = )\n/ N_ert Vp rOtVdX7 Vv € V(E)
Q Q

On a retrouvé (2.64) avec j' = 0 et w? = 1/)\,. On en déduit que
-1 .
eV — Aprot (u rotv,) = 0.
Posons® h,, = p~'rotv,; comme roth, = rot(u 'rotv,) = ¢/\,v, appartient a
L?(2)3, h,, se trouve appartenir & W(u) et, de plus, (roth,) x np = 0. Par ailleurs,
on infere de I'identité vérifié par v,, (en en prenant le rotationnel) que

rote !(ev, — A\,roth,) = 0, soit xh, — \,rot (¢ 'roth,) = 0.

Comme d’habitude, on arrive ensuite a
)

/Mhn'VdX—)\n/5_1I'Othn'r0tVdXZ0’ Vv e W(n).
Q Q

Par définition de I'opérateur T’, ceci signifie que
T'’h,, = A\, h,,.
En d’autres termes, (h,,, \,,) est un couple vecteur-valeur propres de T'. Ainsi,

{A\nen € {N. Jnen, et Vv, vecteur propre de T, p~'rot v, est vecteur propre de T’

"Ceci correspond-il & des relations de dispersion ?
8Pas d’intuition géniale!? On se souvient que, dans la formulation en w, on a wyh + rote = 0, ce qui
se traduit ici par h = z\/)\n,u,_lrot Vn, apres avoir posé € = vy, et w = 1/v/An.
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Réciproquement, soit (v}, \/)) un couple vecteur-valeur propres de T'. D’apres le théoréeme

2.3.3, il existe un potentiel vecteur unique a,, tel que
uv, =rota,, a, € V.

Pour obtenir un potentiel dans V(e), il suffit de résoudre
Trouver ¢, € H} () tel que

div (egrad ¢,,) = div (ca,),

et de poser e, = a,, — grad ¢,, ; en effet, uv/, = rote,, et e, appartient & V(¢). Ceci étant
précisé, il est loisible de reprendre le raisonnement ci-dessus a l’envers, pour arriver sans

encombres & 1'égalité Te,, = A e,,.

Tout d’abord, il est clair qu'un potentiel vecteur appartenant V() est unique, puisquun élément
de V() est entierement déterminé par son rotationnel. Appelons rot ~! 'application de W(u) dans

V(g), qui permet de passer d’un champ & son potentiel.
En second lieu, et par définition de T’, on trouve que v/, est solution de

/ v, - vdx — )\;L/ e rot v/, -rotvdx =0, Vv € H(rot,Q).
Q

Q
Si I'on prend comme fonction test un élément de D(Q)3, on retrouve
uvl, — N rot (¢ 'rot v),) = 0.
Ensuite, en prenant un élément de H'()3, on trouve par dualité que
(e7'rotv},) x njp = 0.
1

Ainsi, e~ 'rot v], appartient & V(g) et par ailleurs,

rot ~![uv), — X, rot (¢ 'rot v),)] = 0, soit e, — \,rot ~[rot (¢ 'rotv))] = 0.

Mais, comme ¢~ 'rot v/, € V(¢), on retrouve

e, — M, 'rot (v),) =0, soit ce, — \,rot (1 'rote,) = 0.

La boucle est bouclée...
Ceci signifie que

CQFD

{N Yoen € {nlnen, et ¥V, vecteur propre de T', rot ~*(uv’,) est vecteur propre deT.

(Ici, rot ~! est l'opérateur de W(u) dans V(e), qui & un champ associe son potentiel.)

De cette équivalence, on déduit en particulier que les valeurs propres ont méme ordre

de multiplicité, pour les deux problemes. Pour relier complétement v, a v

normaliser la relation, i.e. déterminer ~, tel que v/, = v,u"'rot v,,.
!/ / / ]' / -/
1=d(v,,v,)=— [ pv,  V,dx
An Jo
2 2 2
= I pirot v, - rot v, dx = lyia(vmvn) _n

Ainsi, on peut choisir v, = /Ay, ce qui signifie que

vl =/ Apptrot v,,.

/
n?

il reste a
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Il ne reste plus qu’a vérifier les conditions d’orthogonalité : on remplace j par une suite
(ju)x d’éléments de D(Q)? telle que ji — j dans L2(Q2)3. On écrit

/j-Vndx = m [ ji-Vpdx= lim [ (7 'jp) - Vndx
Q k—oo Jq k—oco Jq
(vVo_vp) Ao lim [ p'rot (e71jg) - rot ¥, dx
k—oo J
,:\/)\n -1 Vn . —1- —
(vn 1ot Vi) \/)\7” lim /rot (e 1Jk).v;1dx
k—oo Jq
2.86
(2.86) VA lim / e 1y - rot ¥, dx
k—oo Jq

= \/)\n/ e 'j - rotv, dx.
Q
|

Remarque 2.5.3 On déduit de la derniére égalité, que les coefficients des développements
de e et h sont proportionnels, avec

(j,Vn)o (j,I‘Ot V%)O e—1
D TE N, T EE T gy
1-— w2)\n " 1- Wz)\n ’ "

Grace a ce dernier théoreme, on a donc prouvé que les cas (i), (ii)1 et (ii)2 se produisent
stmultanément pour e et pour h. Qui plus est, on peut écrire, lorsque la solution électroma-
gnétique existe (cas (i) et (ii)2) :

€= —ww Z QpVp + Z Bnvn + grad ¢,

n,An#1/w? n,Ap=1/w?
Q@
h= )~ \/;—V%Jr > B,
n,An#1/w? n n,Ap=1/w?
j, v
avec oy = U, vn)o B et B quelconques.
n 4 q

1—w?),’

Les résultats ci-dessus sont la conséquence directe des relations entre les seconds membres
de (2.57) et (2.58). Ceci représente une partie de ce qu’il ne faut pas oublier de vérifier.
Mais ca n’est pas tout ! Rappelons-nous que ce sont les solutions des problemes en w?. I
reste a vérifier que ce ’champ électromagnétique’ (e, h) est bien solution des équations en
w (2.48)-(2.49), car sinon on n’a pas résolu le systeme des équations de Maxwell station-
naires...

Commencons par (2.49), c’est-a-dire par la quantité wph + rot e; comme h et rote

appartiennent tous les deux & W(u), et que de plus on dispose de deux expressions® par
rapport & la base hilbertienne (v/),, il suffit de raisonner terme & terme :

Si A\, # 1/w? @ (wan /vy — way /v An) = 0;

Si A\, =1/w?: (wh, + Bn/vVAn) = w(f, + B,) (on a supposé que w > 0).

9Pour ce qui de la quantité rot e, on utilise le fait que rot v, = ﬁuv;.
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Pour avoir la nullité ici, il faut et il suffit que
18, + Bn, = 0. (2.77)

Pour résumer, on trouve que (2.49) est vérifiée, sous réserve que les coefficients a priori
quelconques 3, et (3, sont liés par les relations (2.77).

Poursuivons par (2.48) : que vaut la quantité u := wee — rot h + j ? Notons que
u = wee' —roth+j”, avec j’ = j + wegrad ¢., tel que divj’ = 0.

On reformule le tout, en introduisant maintenant la variable u’ := ¢~ !(rot h — j”), ce qui
donne u = e(we’ — u’). On vérifie que u’ est un élément de V(e).

- u € L?(0)3;

— rotu’ =rot (¢ !(roth — j”)) =rot (¢ !(roth — j)) = w?uh € L*(Q)3;

— div (eu’) = 0;

—u' xnp = e l(roth —j) x nr —wgrad ¢. x njp = 0.

A partir de la, on se souvient qu’un élément de V(e) est caractérisé par son rotationnel.
Que vaut rot (we’ —u')?

rot (we’ —u') = wrote — rot u’ = wrot e — w?uh = w(rot e + wyh) = 0.

Le couple (e, h) satisfait donc & la formulation en w, c’est-a-dire le systeme des équations
de Maxwell stationnaires, sous réserve que la condition (2.77) est vérifiée. On retrouve bien
sur, dans ce cas, les conclusions énoncées au théoreme 2.5.1.
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Annexe : espaces fonctionnels

Dans cette annexe, nous rappelons la définition des distributions, de I’espace L? , ainsi
que des espaces de Sobolev standards (pour plus de précisions, nous renvoyons le lecteur a
[38], [54], [1] et [16]). Puis nous introduisons des espaces de Sobolev plus spécifiques, mieux
adaptés au traitement de probleémes en électromagnétisme (cf. [39]). Enfin, nous définissons
les espaces idoines, permettant de considérer le champ électromagnétique comme dépendant
a la fois du temps et de l'espace (pour cela, nous suivons [30]).

On note dx = dxridxrodxs la mesure de Lebesgue.

On appelle un élément o = (j, k,1) de N*> un multi-indice, avec |a| = j + k + [. La
dérivée partielle d’ordre « est dénotée par

olel
9] 0xk ozl

O f

Espaces de Sobolev standards

Hypothese (H1) : soit 2 un ouvert quelconque de R3.

Définition A.1 L’espace L*(Q) est I’ensemble des fonctions mesurables f surQ, a valeurs

dans R, et telles que
1/2
I £llo := {/Qf2 dx} < 0. (2.78)

L2(2) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire associé

(f,9)0 = /Qfng- (2.79)

Nous rappelons tout de suite une propriété couramment utilisée dans la suite de ce cours
pour des éléments de L2(Q) :

Proposition A.1 Soient f et g deuz éléments de L?(Q). Alors f = g implique que f et
g sont égales presque partout dans €.

Soit maintenant

Définition A.2 HY(Q) = {f € L*(Q) : 9;f € L*(Q), j = 1,2,3}, ou la dérivation est
effectuée au sens des distributions (définition A.5). On note

1/2
1 fllx = {/Q(f2 + |grad f|2)dx} )

Nous rappelons quelques notions indispensables concernant les distributions, et I’opération
de dérivation sur celles-ci. Nous commencons par les fonctions indéfiniment dérivables a
support compact. Soit donc

DQ):={f: Q=R : feC>®), supp(f) compact dans Q},

muni de la topologie de la limite inductive stricte (cf. [54]). En pratique, on peut utiliser
la convergence des suites : soit (fy,), une suite de fonctions de D(2). Elle converge dans
D(Q) vers un élément f si, et seulement si

(i) il existe un compact K de Q tel que supp(f, — f) C K, pour tout n;

(ii) pour tout multi-indice «, (9 frn)n converge uniformément sur K vers O, f.
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Notons que D(Q2) n’est pas métrisable, c’est-a-dire qu’on ne peut pas le munir d’une
distance. Par contre, si K est un compact, D(K) est métrisable [38]. En conséquence, on
dit qu’un sous-ensemble F' de D(Q2) est borné s’il existe un compact K de Q tel que d’une
part tout élément de F' a son support inclus dans K, et que d’autre part F' est borné dans
D(K).

Définition A.3 On appelle espace des distributions, et on note D'(Q) I’ensemble des ap-
plications linéaires et continues'® de D(Q) dans R. Soient T € D'() et f € D(Q) : on
note laction de T sur f a lintérieur de crochets de dualité, c’est-a-dire :

<T,f>.

Nous donnerons des exemples concrets dans la suite (2.80), (2.82), (2.83).
Pour la convergence dans D’(2), on utilise la définition pratique suivante

Définition A.4 (T),), une suite d’éléments de D' () converge vers un élément T de D' ()
si, et seulement si, pour tout élément f de D(Q), < Ty, f >—<T,f >.

Il est aisé de prouver les deux inclusions
D(Q) C L*(Q) ¢ D'(Q), (2.80)

en identifiant un élément f de L?(Q2) & une distribution, toujours notée f, selon

<fg>= /Qfgdx.

Ceci étant posé, on peut introduire la notion de dérivée d’une distribution.
Définition A.5 Soit T € D'(Q). Sa j°™° dérivée partielle (j = 1,2,3) est définie par

oT of
9 o _ 7 9 D(Q).
<axj’f> < ¥ >, VfeD(Q)

On en déduit immédiatement
Proposition A.2 L’application T — 0;T est linéaire et continue de D'(Y) dans D'(2).

Comme L%(Q) est un sous-espace de D’'(), il est loisible de dériver au sens des distribu-
tions ses éléments, ce qui valide la définition de 1'espace H!(£2).

Reprenons, f appartient & H'(Q) si, et seulement si, f € L*(Q), 9;f € L*(), j = 1,2,3.
Si Ton suit la définition A.5, 91 f € D'(Q) et, pour tout élément g; de D(Q) :

0
< 31f,g1 >=— < f, 3191 >= —/ fa—g1 dX,
Q T

d’apres I'identification de L?(Q2) & un sous-espace de D'((2).
En utilisant la méme identification, dire que 9; f appartient & L?(Q) équivaut donc a dire :

Iy € L3(Q), / higr dx = —/ 29 i g e D),
Q Q 8.’,131

Dire que T est continue signifie :

Y(fn)n, f € D(Q) telles que fr, — f dans D(Q), < T, fn>—<T,f>.
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Ceci est vrai pour chaque dérivée partielle (j = 1,2, 3).
Par identification, on a h; = Er Si on définit
Ly

D)’ :={g : g, € D), j=1,2,3},

alors 9; f € L*(Q), j = 1,2,3 ssi Jh tel que h; € L?(Q), j = 1,2,3, qui satisfait &

/h-gdx:—/fdivgdx, Vg € D()3,
Q Q
avec h =grad f...

Soit « = (j,k,1) un multi-indice. A partir de la définition A.5, on peut écrire la
généralisation récursive ci-dessous.

Définition A.6 Soit T € D'(Q2). Sa dérivée partielle d’ordre a est définie par
<O, f >= (-1l <T,0,f >, VfeDE).

Si a = (0,0,0), on ne fait pas de dérivation !
Ceci permet de considérer les espaces de Sobolev d’ordre m, m > 2 .

Définition A.7 H™(Q) := {f € L*(Q) : Ouof € L*(Q), Va € N3, |a| < m}. La norme
canonique associée est
1/2
= [ 3 @urPaxp (281)

a€eN3| |a|<m

Remarque A.1 Si m = 1, les deuz définitions de H'(Q) coincident. Par extension a
m =0, H(Q) = L?(Q).

On a la suite d’inclusions strictes, pour m > p > 1,
D(Q) C H™(Q) C HP(Q) C L*(). (2.82)

Il reste, pour finir, a introduire les espaces duaux des espaces de Sobolev. En fait, il est
habituel de considérer les espaces duaux de

Hy'(Q) := fermeture de D(2) dans H™(2) selon la norme (2.81), pour m > 1.

L’explication est double :
— Par densité, on peut remplacer les éléments de H{"(§2) par des éléments de D(2).
— Lorsque €2 est a bord borné et suffisamment régulier, ces espaces peuvent étre iden-
tifiés & des ensembles dont les éléments ont des traces nulles sur le bord (voir le
théoreme A.1 pour le cas m = 1, et [1] pour la théorie générale.)

Remarque A.2 Si Q) =R3, H(Q) = H™(Q), pour tout m > 1.
Si Q) est borné, Hy'(Q) est strictement inclus dans H™(2), pour tout m > 1.

Définition A.8 Pour m > 1, on appelle H™"(Q) l’espace dual de H{(S).
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On a cette fois la suite inclusions strictes, pour m > p > 1,
L*(Q) c HP(Q) c H™(Q) Cc D'(Q). (2.83)

Nous allons maintenant nous intéresser au comportement de fonctions sur le bord de €.
Pour cela, nous avons besoin d’hypotheses supplémentaires sur {2 :
Hypothéses (H2) : soit I le bord de €2, Q vérifiant (H1). On suppose que
— I' est borné,
— I' peut étre représenté par des cartes locales lipschitziennes,
— au voisinage de chacun des points de I, ) est localement d’un seul cété de T'.
NB. Par exemple, U'intérieur €2; et 'extérieur €2, d’un cube vérifient (H2).

Remarque A.3 En pratique, les ouverts de type (H2) sont des ouverts dont le bord est
borné et composé d’un ensemble de faces régulieres (I'j)1<j<ny, i.e. de classe C*° (et qui
au voisinage de chacun des points du bord, est localement d’un seul coté.)

Proposition A.3 Dans un ouvert de type (H2), C*®(Q) est dense dans H™(S), pour
m € N.

NB. C’est parce que €2 est localement d’un seul c6té de sa frontiere que 'on peut définir
C>°(Q) comme Iensemble des restrictions & Q des éléments de D(R?); et c’est également
cette identification qui permet de démontrer le résultat annoncé [1].

On munit la face I'; de la mesure surfacique de Lebesgue dI';, et on note dI' la mesure de
Lebesgue ainsi définie pour le bord entier.

Définition A.9 Soit l’ensemble

<) — 2
HY2(T) = {g € LA(T) : /F/F%dr(x)dr(y)@o}.

On a le résultat suivant (démontré dans [1]), qui porte sur l'existence de la trace sur I'
d’un élément de H'(Q).

Théoréme A.1 Soit f une fonction réguliére définie dans Q2 : on appelle vy Uapplication
qui a f associe sa trace sur I', et on note yf = flr' Alors, Uapplication o peut étre
prolongée de facon unique en une application linéaire, continue et surjective de H'(Q)
dans HY?(T).
De plus,

Hy(Q)={feH'(Q) : fjp=0}.

On a par ailleurs un résultat tres important, si ’'on suppose que

Hypothése (H3) : soit Q borné vérifiant (H2).
NB. Q; vérifie (H3), mais pas Q.

On peut alors démontrer 1'inégalité de POINCARE, qui permet, dans H&(Q), de rem-
placer la norme || - ||; par une norme équivalente.

Théoréeme A.2 Soit un ouvert Q satisfaisant a (H3). Alors, il existe une constante Cp >
0, dépendant uniquement de §2, telle que

1/2
Ve Hy(), |flo<Cplfli, avec|f]r:= {/ngradf\2d><} :
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On en déduit aisément le

Corollaire A.1 |- ||y et |- |1 sont deuxr normes équivalentes sur H} ().

Tout d’abord, |f|; < ||f|l1, pour tout f élément de H}(Q).
De l'inégalité de Poincaré, on tire

IF1R = IFIG+1f1F < A+ CR)IFIE,  VF € Ho(Q).

Ainsi, on a bien
Collflh < |flh < Cillflh, Vf € Hy(Q),
1

V1+C3

avec Cp = et C1 = 1. CQFD

Espaces de Sobolev en électromagnétisme

Si lon regarde les équations (2.13-2.16), on constate que 'on n’a pas (expressément)
besoin des espaces du type H'(Q), puisque les opérateurs différentiels qui interviennent
sont le rotationnel et la divergence. Ceci étant, nous verrons dans la suite que cet espace
intervient dans la définition de la trace du champ électromagnétique, aussi ce qui précede
est utile! On rappelle que

8’03 8’02
81‘2 81‘3
divv:% % %, rotv = %_% ,
Oxry  Oxy  Ox3 Oxrs  Ox1

8’02 8’01

81‘1 81‘2
ainsi que la formule div (v X w) = w -rotv — v - rot w.
Pour cela, on introduit successivement !
Définition A.10 - L2(Q):={v : v; € L*(Q), i=1,2,3}.

-~ H(rot,Q) := {v € L?>(Q)® : rotv € L?(Q)3}, ou le rotationnel est pris au sens
des distributions'?. On note

1/2
T { [z + |rotv|2>dx} .

- H(div,Q) := {v € L}(Q)? : divv € L}(Q)}, ou la divergence est prise au sens des
distributions'®. On note

Iv]lo,aiv = {/Q(|V|2 + (divv)Q)dx}l/Q.

HDéfinir H(dive,-)...
280t v € L*(02)* :

v € H(rot,Q) ssi Fh € L*(Q)* tel que /
. . Q
1380t v € L? ()% :
v € H(div,Q) ssi 3h € L*(Q) tel que / hgdx = —/ v - grad gdx, Vg € D(Q), avec h = divv.
Q Q

h-gdx:/v~r0tgdx7 Vg € D(Q)?, avec h = rot v.
Q



76 (©Assous-Ciarlet 2003

Pour pouvoir définir la trace d’éléments de H(rot,2) ou de H(div,2) sur le bord T, il
est commode de disposer de formules d’intégration par parties. En effet, on peut alors
procéder par dualité, par rapport aux espaces H/2(T')? et HY/?(T) respectivement, qui
sont des espaces liés par construction & H(Q)3 et HY(Q).

Soit donc © un domaine de type (H2), et n = (n1 ny n3)” la normale unitaire extérieure
au bord.

On a tout d’abord, pour f et g deux fonctions régulieres sur Q :

dg , Of _ 4 .
/Q{f oz, + oz, grdx = /ngnZ dl, i=1,2,3. (2.84)

Que peut-on en déduire?

o Tout d’abord, si f est une fonction vectorielle réguliére sur 2,
(fi)i=1,2,3 sont trois fonctions régulieres scalaires; en conséquence

/{fz J afl }dx—/flgnldI‘ i=1,2,3.

En effectuant la somme sur i, on trouve

/{f-gradg+divfg}dx:/f'ngdf. (2.85)
Q r

o Si maintenant f et g sont deux fonctions vectorielles régulieres sur €2,
les identités suivantes sont satisfaites

B g3 092 01 0gs dg2  Oq
Jgerormix= [ LR - 200 1 gt - 90 4 g - 20} ax

Oxy Oz drs  Ox1
[ (s _0b ., Oh 0k . Oh 0h
/QrOt £ ng o A {(axg 5!E3 )g + (5!E (%cl )g + (6x1 5x2) dx.

Par différence,

/Q{f.rotg—rotf-g}dx = /Q{(fl@gg on g3) — (Jﬁag2 oh ge2) + (f2391 8f29)

5x 5x Oxs
0 0 0 0 0
(f2£+5—£2 gs) + (f3 +5—£3 g2) — (f3 g aj:?’g )} dx

2.84
G2 / {fi(gan2 — g2n3) + fa(g1n3 — gzni) + f3(g2n1 — g1 n2)} dT°
r

—/Ff-(gxn)dl“

NB. Le premier membre est antisymétrique en (f, g) : en conséquence, on peut remplacer le second
membre par

/ (f xn)-gdl.
r
En conclusion,

/{f—rotg—rotf-g}dx:/(fxn)'ng. (2.86)
Q r

A partir de (2.85), on peut vérifier par dualité que I’application trace normale v, qui a
une fonction vectorielle f réguliere sur  associe ~,f = f- n., peut étre prolongée de facon
unique en 'application linéaire, continue et surjective (voir [39, Cor 2.8, chapitre 1, p. 28]
pour la derniére propriété)

Yo+ H(div,Q) — HY(I),
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ott H~1/2(T) est l'espace dual de H'/2(I'). Le produit de dualité est dérivé du produit
scalaire de L2(I), / fgdl.

Comme pour les espaces de Sobolev sur €2, on a les deux inclusions strictes
HY2(I') ¢ LA(T) ¢ H~Y2(I).

De méme, grace a (2.86), on démontre que l'application trace tangentielle yp, qui a f
réguliere sur €2 associe ypf = f x n ., peut étre prolongée de fagon unique en ’application
linéaire et continue

yr : H(rot,Q) — H'/2(I')?,

ott H=Y/2(I")3 est I'espace des fonctions vectorielles définies sur T', dont chacune des trois
composantes appartient & H~1/2(I).
A partir de 1a, il est loisible de considérer les espaces de trace nulle. On pose

Ho(rot, ) :={v € H(rot,(2) : v xn|, =0},

dont on peut vérifier qu’il est égal a la fermeture de D(Q2) dans H(rot,2) selon la norme
canonique [39, Thm 2.12, chapitre 1, p. 35]. De fagon similaire,

Hy(div, Q) :={v € H(div,Q) : v -n, =0},

:= fermeture de D(2) dans H(div, ) selon la norme canonique.
Lorsque le milieu n’est pas homogene, £ n’est pas constant. Dans ce cas, on définit

H(dive, Q) := {v e L?(Q)® : div(ev) € L}(Q)},
Hy(dive, Q) :={v € H(dive,Q) : ev-n). =0}.

Un ’'produit dérivé’ de la définition précise des applications trace =, et yr est que les
deux formules d’intégration par parties (2.85) et (2.86) sont satisfaites plus généralement.
On a en effet

/Q{f rgradg+divfgldx =_pr<f-n,g >, Y(f,g) € H(div,Q) x HY(Q), (2.87)

/{f ‘rotg —rotf -ghdx =_;or<fxmn,g>,p, Y(f,g) € H(rot,Q) x HY Q). (2.88)
Q

Iei, _1/90 < -,- >1/2,r sont les crochets de dualité entre H12(T)®) et HY2(I)®). Pour des
raisons de présentation, nous écrirons des intégrales sur I', en lieu et place de ces crochets.
Malgré tout, il faudra bien garder a l'esprit que f - n, n’est pas intégrable sur T, lors-
qu’on a simplement f € H(div,), et qu’il en est de méme pour f x n.sife€ H(rot,Q)...

Enfin, les fonctions vectorielles de certains sous-espaces de H(rot,Q) N H(div,{)
vérifient uniformément une inégalité de type Poincaré, appelée inégalité de WEBER. Cette
propriété découle du résultat suivant, établi dans [68].

Théoréme A.3 Soit un ouvert Q simplement connexe satisfaisant ¢ (HS3). Les injections
de Ho(rot ,Q) N H(div,Q) dans L?(Q)? et de H(rot,Q) N Hy(div,Q) dans L?(2)3 sont

compactes.

Par conséquent, a ’aide d’un raisonnement par ’absurde, on peut alors démontrer le
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Corollaire A.2 Soit un ouvert Q simplement conneze satisfaisant a (H3). Alors, il existe
une constante Cyy > 0, dépendant uniquement de 2, telle que

Vvt € Ho(I‘Ot , Q) N H(diV s Q), Hf”o < Cw |f‘rot div s
Vvt € H(I‘Ot , Q) N Ho(diV s Q), Hf”o < Cw |f‘rot div s

1/2
avee |f|rot div = {/{\rot £ 4 (divf)2}dx} .
Q

On en déduit aisément le

Corollaire A.3 |- |lo.rot div €| |rot div Sont deuz normes équivalentes sur Hy(rot , Q)N
H(div,Q) et sur H(rot,Q) N Hy(div, ).
On trouve
Collvllo,rot div < |V]rot .div < C1||V]o,rot,divs Vv € Ho(rot, Q)N H(div, ),
CO”VHO,rot Ldiv < |V|r0t Ldiv < OlHV”O,rot Jdiv Vv € H(I'Ot s Q) N H()(le N Q),

avec Cy = et C1 = 1.

1
V1I+CE

Ces trois propriétés sont d’une importance capitale lorsque le milieu est homogene. Si
toutefois ca n’est pas le cas, la généralisation suivante, qui nous sera fort utile per se pour
I’étude du cas stationnaire, s’applique (cf. [68, 34, 43]).

Théoréme A.4 Soit un ouvert Q) simplement connexe satisfaisant o (H3) et € satisfaisant
a (H0). Les trois résultats ci-dessous sont vérifiés.
(i) Les injections de Ho(rot ,Q)NH (div e, Q) dans L?*(Q)3 et de H(rot , Q)NHy(dive, Q)
dans L*(Q)3 sont compactes.
(ii) Il existe une constante Cy (g) > 0, qui dépend uniquement de et de e, telle que

Vf € Hyo(rot, Q)N H(dive, ), |[fllo < Cw(e) [flrot dive,
Vf € H(rot,Q) N Ho(dive, ), |[fllo < Cw(e) [flrot dive,

1/2
avec |f|rot dive = {/{|r0t f12 + (div (5f))2}dx} .

(111) ||||o,rot dive €| |rot dive sont deux normes équivalentes sur Ho(rot ,QQ)NH (dive, §2)
et sur H(rot,Q) N Hy(dive, Q).

Espaces fonctionnels généraux en électromagnétisme

Lorsque 'on résout le systeme des équations de Maxwell, le champ électromagnétique
dépend a la fois du temps ¢ et de la variable d’espace x. On distingue les deux variables :
en général, on s’intéresse en effet aux valeurs prises par ce champ, & un instant donné.
Ainsi, si f dépend de x et ¢, on étudie x — f(x,%p), ol ¢y est fixé. On peut se contenter
de définir deux types d’espaces fonctionnels, et une classe de distributions, dites ’a valeurs
vectorielles’.

Soient T' > 0 le temps final donné, m € N, X un espace de Banach (de variable x) et H
un espace de Hilbert (également de variable x).

Définition A.11 L’espace C™(0,T;X) est l’ensemble des fonctions de classe C™ sur
[0,T], a valeurs dans X. C’est un espace de Banach, muni de la norme

m k

0
llemoran =3 sup 122 @)lx. (2.89)
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Définition A.12 L’espace L?(0,T;X) est I’ensemble des fonctions mesurables, de carré
intégrable sur]0,T|, a valeurs dans X. C’est un espace de Banach, muni de la norme

T
120 = /0 1£C )% d. (2.90)

Si X = H, lespace L*(0,T; H) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

T
(f, 920,18 3:/0 (1), 9(,0))m dt. (2.91)

Remarque A.4 Grace au théoréme de FUBINI, on vérifie sans peine que
L0, T; L*(Q)) = L*(]0, T[xQ).

A partir de la, si f est un élément de L*(0,T;L*(Q)), on peut définir sa dérivée par-
tielle par rapport o t au sens des distributions, et considérer des éléments tels que Oy f €
L*(0,T; L*(Q)).

La principale différence entre un élément fr, de L2(0,T; X) et un élément fo de C™(0,T; X)
est que, pour le second, fco(-,0) et fo(-,T), les valeurs initiale et finale, sont toujours
définies et appartiennent a X. Par contre, f1(-,0) et fr(-,7) peuvent ne pas avoir de sens.

Proposition A.4 Soit Y un second espace de Banach, et soit A € L(X,Y). Alors, l'ap-
plication f — Af est continue de C°(0,T;X) dans C°(0,T;Y).

Preuve : On écrit simplement que

IAfllcoorvy = sup [IAf()lly < sup (Al f(®)]x)

t€[0,T] t€[0,T]
<|Allzx,yy sup [[f(Dllx = [[Allzx,v) 1 lcoo,r;x)
te[0,T
ce qui prouve le résultat annoncé. [ |

De facon plus générale, il est nécessaire d’introduire des distributions a valeurs dans des
espaces fonctionnels, dites a valeurs vectorielles. Il est possible de procéder comme suit
(cf. [30]) :

Définition A.13 L’espace des distributions sur0,T[ a valeurs dans X, noté D'(]0,T[; X),
est lensemble!* des applications linéaires et continues de D(]0,T[) dans X.

Si u est un élément de D'(]0,T[; X) et ¢ appartient & D(]0,T), on note I’action de u
sur ¢ par < u, ¢ >; : par définition, le résultat de ces crochets de dualité appartient a X.

Remarque A.5 Notons que l'on peut identifier les espaces L*(0,T; X) et C™(0,T;X) a
des sous-espaces de D'(]0,T[; X).

Définition A.14 Pour un élément u de D'(]0,T[; X), on pose

d d
< d—‘);,qb >=— < f, d_(f >, Vo € D(0,T]). (2.92)

7] est muni de la convergence uniforme sur les ensembles bornés de D(]0, T'[).
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La dérivation au sens des distributions est interne, i.e.
oo df oy
Proposition A.5 u appartient ¢ D'(]0, T[; X).

Pour la troisieme définition, on considere un second espace de Banach Y.

Définition A.15 Soit A € L(X,Y). Pour f € D'(|0,T[; X), on définit Af € D'(|0,T[;Y)
par

Proposition A.6 L’application f — Af est linéaire et continue de D'(]0,T[; X) dans
D'(|0,TY).

A partir des deux dernieres définitions et des propositions associées, on en déduit le
résultat fondamental (et néanmoins attendu!) concernant les distributions en temps et en
espace : on peut intervertir les dérivations en temps et en espace.

Théoréme A.5 Pour tout couple d’éléments (u, A) de X x L(X,Y), on a lidentité

G =a ().

Preuve : Soit donc ¢ € D'(]0,T[). On a

d (2.92) do (2.93) do
< —(A > = —<A A< u,— >
gt A9 > udt ~ (< >0
(2:92) < ’(b > (293)<A<@> b
dt
|
Par exemple, si u € D'(]0, T[ LQ(Q)3), on sait que rotu € D'(]0,T[; Hy(rot ,Q)"). En
effet, application linéaire rot : L%(Q)? — Hy(rot, Q) est continue.
/ u-rotvdx
<rotu,v > Q
[rot ul y(rot ) = sup —o— = sup BT T—
veH(rot,2\{0}  |[V]orot veHy(rot ,2)\{0}

[ullof[rot vllo

< sup < JJullo-

veHy(rot ,Q)\{0} HV”Omot
o P - d du) .. ) /
D’apres le théoreme précédent, a(rot u) et rot n coincident dans D'(]0, T'[; Ho(rot , Q2)).

Ces considérations sont abstraites dans le cas général. Cependant, on peut les ‘simpli-
fier’ dans les deux cas suivants :

— X est un espace de Hilbert séparable;

— X est un espace de Sobolev H7P(2), p > 0.
Dans le premier cas, on note (ej); une base hilbertienne de X.
Soit par exemple f un élément de C™(0,7; X). L’application fr = (f,ex)x appartient a
C™(0,T). Réciproquement, si on dispose d’une famille d’éléments (fx)x, alors f =", frex
appartient & C™(0,T; X), sous réserve que la continuité des formes (f)r est uniforme.
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Dans le second cas, on raisonne par dualité.
Toujours pour un élément f de C™(0,T;X), gr = g-r) < [frek > 1r (@) appartient a
C™(0,T). Réciproquement, si on dispose d’une famille (gi)r et que I'on note (e} )y une
base duale de (eg)g, alors f = >, gie}, appartient & C™(0,7; X), encore une fois sous
réserve d'une condition de continuité uniforme...

Dans les deux cas, si on veut vérifier que f est nulle, il y a équivalence, puisque la
nullité est une notion uniforme!

On a le méme type de résultats pour un élément de D’(]0,T[; X) ou de L%(0,T; X),
pour le passage!® de f & (fx)r (resp. (gr)x). Par contre, la réciproque est beaucoup plus
complexe, a 'exception toutefois du cas ou f est nulle.

Dans le corps du texte, nous avons conservé la notation u(-,t) : x — u(x,t), c’est-a-
dire la valeur & un instant donné t¢. Si u appartient a C™(0,7; X), ou X est un espace
de Banach, cette notation est parfaitement justifiée. Si u est un élément de L2(0,T; X),
u est connue presque pour tout t. Dans le cas général, c’est-a-dire si u est un élément de
D'(]0,T[; X), ceci est un abus de notation. Néanmoins, I'adoption de cette notation permet
de donner une présentation plus homogene, car ceci correspond a la perception physique,
c’est-a~dire a la connaissance du champ électromagnétique a un instant donné. En outre,
d’un point de vue mathématique, ceci n’est pas réellement génant, puisque les dérivations
par rapport & x ou par rapport a ¢t peuvent étre interverties, d’apres le théoreme A.5.

BPpour f € D'(]0,T[; X), f est par définition une application linéaire et continue de D(]0,T[) dans
X. Dans le permier cas, 'application fi, qui & ¢ de D(]0,T) associe fr(¢) = (< f,¢ >¢,ex)x est une
distribution au sens usuel. Dans le second cas, ¢ — gr(¢) = g-r) << f, ¢ >t ek > () est également
une distribution au sens usuel...



82

(©Assous-Ciarlet 2003



Chapitre 3

Méthodes numériques et
résolution

3.1 Quelques formulations (possibles) du probleme

Nous consideérons un domaine €2, ouvert borné de R3, de frontiere I'. Nous nous placons
en géométrie cartésienne, avec les coordonnées usuelles (x,y, z). On désigne par n la nor-
male unitaire sortante. Sauf mention explicite du contraire, le milieu d’étude est le vide,
c’est-a-dire que € = gg et p = pg. La célérité de la lumiere, ¢, est définie par egpuoc? = 1.

3.1.1 Une formulation du premier ordre

Nous rappelons l’expression des équations de Maxwell dans le vide, qui s’écrivent (€
champ électrique, B = up H induction magnétique) :

1 0&

6—25 —rotB = —/LOJ, (31)
oB
N +rot& =0, (3.2)
dive = &, (3.3)
€0
div B = 0, (3.4)

auxquelles on adjoint la conservation de la charge, que nous considérons comme une rela-
tion de continuité
O0R

E—I—diVj:O. (3.5)

Remarque 3.1.1 1. La condition (3.5) est une conséquence de (3.1) et (3.3). Dans

les équations du probléme continu, elle apparait donc comme redondante. Sur le plan

du calcul numérique, elle joue cependant un role important. En effet, si les quantités

R et J calculées par une méthode numérique ne vérifient pas (3.5), elles génerent,

en tant que seconds membres des équations de Mazwell, des instabilités dues a des
incompatibilités entre (3.1) et (3.3).

2. De facon analogue, on vérifie facilement que les champs £ et B solutions de (3.1)
et (3.2), satisfont a tout instant t les contraintes en divergence (3.3-3.4) si ces
contraintes sont vérifices a linstant initial t = 0. La encore, cette propriété n’est
plus nécessairement vraie pour une méthode numérique; les contraintes en diver-
gence nécessiteront une attention toute particuliere.
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Conditions aux limites et conditions initiales

On suppose que, sur une partie I'c de I', le champ électromagnétique vérifie la condition
aux limites de conducteur parfait, soit

Exn=0sur ¢, (3.6)
B-n=0surI'c. (3.7)

Dans la plupart des cas, cette condition ne suffit pas a modéliser correctement des problemes
issus de la physique. On doit souvent ajouter une condition, qui peut traduire aussi bien
Ientrée dans le domaine 2 d’une onde électromagnétique, que la sortie d’une onde sans
réflexion sur le bord. Cette derniére condition permet de clore le domaine de calcul (voir
I’exemple du guide d’ondes, chapitre 1). On désigne par I'4 cette partie de la frontiere, et
la condition aux limites sur I'4 s’énonce alors :

(E—cBxn)xn=e"xnsur 'y, e donné, (3.8)
ou, de facon analogue,
(cB+E&xn)xn=cb*xnsur'y, b*donné. (3.9)

Cette condition s’obtient en approchant localement la frontiere I' 4 par son plan tangent,
et en écrivant qu’une onde plane a incidence normale sort du domaine sans étre réfléchie,
pour € = 0 ou b* = 0. Elle est donc exacte dans ce cas de figure ; sinon, ¢’est une approxi-
mation. Dans le cas e* # 0 ou b* # 0, cette condition traduit, dans les mémes conditions
d’approximation de la frontiere par son plan tangent, la pénétration d’une onde plane a
incidence normale dans le domaine ).

Cette condition aux limites est souvent appelée condition de Silver-Miiller [57], et a été
développée dans le méme esprit que celui présenté dans [14], pp. 370-371. Il existe une
vaste littérature & ce sujet (voir entre autres [33] pour I’équation des ondes scalaires, puis
[47], [11] pour le cas des équations (vectorielles) de Maxwell.)

Remarque 3.1.2 On sait déterminer une condition exacte, appelée condition transpa-
rente, qui traduit qu’une onde sort du domaine sans étre réficchie. Cependant, cette condi-
tion est mon locale en espace et en temps, et donc difficile, voire impossible a mettre en
ceuvre numeériqguement. On se contente alors d’une approximation a un ordre n donné de
la condition transparente, appelée condition absorbante d’ordre n. La condition de Silver-
Miiller est une approzimation d’ordre 1, qui est simple a mettre en ceuvre (voir section
suivante), et trés souvent suffisante pour la résolution de problémes intérieurs. Si on
s’intéresse a la résolution de problémes extérieurs (voir le chapitre 1), on doit utiliser
des approximations d’ordre 2 ou plus pour ne pas polluer la solution par des réflexions
parasites.

On adjoint souvent a ce systeme d’équations des conditions initiales , soit

E(-,0) =&, avec divEy = ? ,Ro :=R(-,0), (3.10)
0
B(-,0) =By, avec divBy =0, (3.11)

ou & et By sont des champs donnés qui vérifient aussi les conditions aux limites, ce qui
donne,

Eoxn=0sur'c, By-n=0surl¢c,
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(Co—cByp xn)xn=ejxnsurly,
ou de facon équivalente,

(eBop+& xn)xn=cbjxnsury.

Il existe bien sur d’autres formulations possibles de ces équations.

3.1.2 Deux formulations ordrel-ordre2

On peut choisir de dériver 1’équation d’évolution du champ magnétique B (3.2) ou du
champ électrique € (3.1). Ainsi (cf. le théoreme 2.4.2 du chapitre 2), en dérivant (3.2)
par rapport au temps, et en utilisant le rotationnel de (3.1), on obtient aisément une
formulation du second ordre en B, découplée du champ &, qui s’écrit

B, 1
2 + crotrot B = arot J, (3.12)
divB =0, (3.13)

complétée par les équations (3.1-3.3) du premier ordre en &£, qui restent couplées au champ
B.

Les conditions aux limites et initiales demeurent inchangées. Cependant, le probleme en
B étant du second ordre, il faut lui adjoindre une condition initiale portant sur la valeur
de la dérivée a l'instant initial, obtenue en prenant la trace de (3.2) en t = 0, soit

%(0) = Bl, Bl = —rot 50 . (3.14)

ot

Remarque 3.1.3 1. La condition aux limites de conducteur parfait sur B (3.7) ap-
parait en fait comme une conséquence des équations de Mazwell écrites sous forme
de systeme du premier ordre. En effet, en effectuant le produit scalaire de (3.2) par
ny. ., on obtient

0B -n
at IFC
= B- II‘FC =By - H‘FC[: 0].

= —(rotf) - n, =0

2. Dans le cas de la formulation du second ordre en B, on peut donner une autre
expression sur le champ B de la condition aux limites de conducteur parfait (cf.
2.40). En effet, avec (3.1)><H‘FC, on obtient

0 xn 9 1
TIFC:(C I'OtB—%j)Xn‘FC:O,

soit la condition aux limites de conducteur parfait
(rot B— poJ) xn=0 sur I'c. (3.15)

L’expression B-n‘rc = 0 apparait la encore comme redondante (le probléme est bien
posé si on impose uniquement (3.15), et peut étre avantageusement remplacée par
lexpression (3.15), qui est plus facile a prendre en compte numériquement, si on
choisit d’utiliser la formulation du second ordre en B.
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De manieére duale (cf. le théoreme 2.4.1 du chapitre 2), on peut évidemment choisir de
dériver 'équation d’évolution du champ électrique £ (3.1), et en utilisant le rotationnel de
(3.2), on obtient ainsi une formulation du second ordre en £ découplée du champ B, qui
s’écrit cette fois

0%E 10

2 —
w—f-c rotrotS——E—OE, (316)

R
divE = —, (3.17)
€0
adjointe des équations (3.2) et (3.4) du premier ordre en B, qui restent couplées au
champ €&.
Les conditions aux limites et initiales demeurent inchangées. Cependant, le probléme en

& étant du second ordre, il faut ajouter une condition initiale, obtenue en prenant la trace
de (3.1) en t = 0, soit

8—5(0) = 51, 51 = C2I‘Ot BO — l\7(,0) . (3.18)
ot €0

3.1.3 Une formulation de type équation des ondes

N

Enfin, une derniére possibilité consiste a utiliser la formulation (3.12-3.13) pour le
champ B et (3.16-3.17) pour le champ £. On obtient ainsi deux formulations du second
ordre en temps, du type équation des ondes (vectorielles) pour £ et B, qui ne sont alors
plus couplées que par les conditions initiales supplémentaires (3.14) d’une part, (3.18)
d’autre part, et par les seconds membres des équations. Dans ce cas, toutes les conditions
aux limites doivent apparaitre indépendamment sur chacun des systemes d’équations. Par
exemple, pour obtenir une condition de conducteur parfait, on doit imposer (3.6) sur le
systeme d’équations en &, et (3.7) ou (3.15) sur celui en B.

3.1.4 Conséquences numériques

Le choix de la formulation a des conséquences importantes sur le plan numérique.

— Ainsi, une méthode de discrétisation (en espace) par éléments finis de la formulation
du premier ordre sur £ et B peut conduire a des schémas oscillants (voir [53]). En
effet, on obtient des schémas qui convergent dans L?(2)3 mais pas dans H(rot, Q)N
H(div, ). Autrement dit, on controle une énergie de la forme

1
| 4P+ 518y ax.

mais pas les dérivées premieres des solutions, alors qu’une formulation de type
équation des ondes permet de controler

9€ 2 o2, L 9B, 2 o R[2
/Q{|8t| + [rot £|° + |div &| +C2(| 8t| + |rot B|* + |divB|?) ¢ dx .

— Avec une formulation (3.12-3.13), on calcule tout d’abord B et on en déduit alors
& avec (3.1). Le calcul du champ B se fait correctement. Par contre, ceci peut étre
une source de problémes, le champ £ (qui est une fonction continue du temps) étant
alors calculé comme la somme de rot B et de %\7 . Donnons en un exemple concret
([44]). Soit © un domaine cylindrique de rayon Ry donné. A l'intérieur du domaine
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circule dans un cylindre de rayon R; < Ry un courant, dont le profil temporel est
de la forme

1 —exp(—t/m)

avec Tg une constante. On fixe les champs initiaux & & = By = 0. Les plans supérieur
et inférieur de ce cylindre sont munis d’une condition aux limites de conducteur
parfait, et le pourtour cylindrique externe d’une condition absorbante. On s’attend
a ce que la solution converge, lorsque ¢ tend vers 'infini, vers un champ électrique
nul et un champ magnétique statique donné par une densité de courant uniforme :

woJr/2 sir < Ry
B = Bye, avec By, = )

1oJ R% /2r sinon

ou (e, ey, e,) est la base associée aux coordonnées cylindriques (e, parallele a 'axe
du cylindre). De plus, pour tout temps, la composante tangentielle de £ est nulle (cf.
chapitre 2) & travers la surface ¥ = {(r, 60, z) : r = Ry} c’est donc en particulier le cas
de la composante &,. Un calcul effectué par une formulation (3.12-3.13), montre que
la composante B, est correcte, tandis que £, présente une tres nette discontinuité
au niveau de la surface X.

— Evidemment, ce probléme disparait si on utilise une formulation sous forme de deux
équations des ondes. Enfin, une telle formulation permet, le cas échéant (voir les
exemples du chapitre 1), de ne calculer qu'un seul des champs, ce qui économise la
moitié du temps de calcul.

En conséquence, on travaillera dans toute la suite avec cette derniere formulation.

Ainsi, les problemes en £ ou B peuvent s’écrire de facon générique sous la forme

2
% + *rotrotu = f,
divu=g.

Ce sont ces problemes que nous allons examiner maintenant.

3.2 Rappels sur les problemes mixtes

Afin de simplifier la présentation, on va considérer le cas ou toute la frontiere est un
conducteur parfait, c’est-a-dire I' = I'c. Comme on s’intéresse au probléme en espace (et
pas en temps), on considere donc le probléeme stationnaire associé, autrement dit on ”gele”
le temps. Pour ce faire, on introduit un parameétre A2 > 0, ol le carré représente la prise
en compte d’une dérivée seconde. On peut alorsénoncer le probleme ainsi :

Pour deux fonctions f et g données, on cherche u solution de

rotrotu + \?u = f dans Q , (3.19)
divu = g dans Q , (3.20)
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satisfaisant une condition aux limites du type

Dirichlet uxn=0surI' (— champ &), (3.21)
ou

Neumann(rot u) x n = 0 sur I'(— induction B).

En associant la divergence de (3.19) avec (3.20), on en déduit que les données f et g doivent
vérifier

divf = A\%g dans Q (3.22)

qui est la trace de la relation de continuité ;R 4+ div J = 0. Si la relation (3.22) n’est pas
vérifiée exactement - et numériquement elle ne sera qu’approchée - on la considére comme
une contrainte.

Remarque 3.2.1 1. Pour N2> =0, on retrouve bien sir le cas statique. Les résultats
que nous énoncons sont valables dans ce cas, mais les preuves changent un peu.
Essentiellement, ellipticité de la forme bilinéaire, qui est quasi-immédiate lorsque
A2 > 0, puisqu’on retouve alors la norme canonique de Ho(rot ,) (a une constante
prés), se prouve en faisant appel a une inégalité de Weber (voir annexe du chapitre

2. En termes de schémas numériques, le cas A > 0 correspond au schéma que [’on
obtient apres une discrétisation implicite en temps.

3. Le cas d’un paramétre strictement négatif, c’est-a-dire rot rot u—w?u correspond au

cas ou la dépendance en temps est en exp(wt), autrement dit, a la forme stationnaire
des équations de Mazwell. Les champs sont a valeurs complexes, mais les techniques
restent similaires (voir chapitre 2).

Dans la suite, nous nous concentrons sur le deuxiéme cas.

On introduit alors un multiplicateur de Lagrange associé a cette contrainte, noté p, et on
considere le probleme suivant :
Pour f et g données, on cherche (u,p) tels que

rotrot u + \?u — gradp = f dans Q , (3.23)
divu = g dans Q. (3.24)

On doit imposer & p une condition aux limites. Comment la déterminer ?

Prenons la divergence de (3.23), on a avec (3.24)
Mg —Ap=divf,

qui s’écrit
Ap =divf — X2g .

Si (3.22) est vérifié, p est solution de
Ap =0 dans Q.
Il est alors naturel de choisir comme condition aux limites sur p

p=0surl,
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de sorte que p = 0 sous réserve que p € H'(Q). Ainsi, I'introduction du multiplicateur
de Lagrange n’a pas modifié le probleme initial. Autrement dit, le probleme (3.23 — 3.24)
est bien équivalent au probleme initial (3.19-3.20). Pour résoudre ce probléme modifié
(contraint), on va au préalable rappeler un résultat général d’analyse fonctionnelle.

Soient
— Deux espaces de Hilbert X et @ (sur R par exemple)
— Deux formes bilinéaires continues
a: X xX—Reth: X xQ —R
(Wv) — a(uv)  (v,q) = b(v.q)

— Deux formes linéaires continues

L: X —Retd:QQ — R
v — L(v) qg— ®(q)

On considere le probleme suivant, dit mixte ou de point-selle :
Trouver (u,p) € X x Q solution de
a(u,v) +b(v,p) =L(v) VveX, (3.25)
b(u,q) = 2(q) VgeQ. (3.26)
En introduisant le sous-espace fermé V' de X défini par
Vi={veX : blv,g) =0, VgeQ},
on a le résultat suivant ([8, 17]) :

Théoréme 3.2.1 Sous les hypotheéses
a est V—elliptique (ou coercitive sur'V'), i.e.,

Ja >0 tel que a(v,v) > a|v]% VveV

b vérifie la condition inf-sup (ou condition de Babuska-Brezzi), i.e.,

b
38> 0 tel que sup M > 6 ldllo Vg e Q (3.27)
veX ||v||X

alors le probléme (3.25-3.26) admet une unique solution (u,p) € X X Q.

Preuve : Le preuve de ce théoreme sort du cadre de ce cours. Nous renvoyons le lecteur
intéressé a des ouvrages de synthese tels que par exemple [18] ou [39]. [

Remarque 3.2.2 On parle de probleme mixte dans le cadre de ’analyse variationnelle,
et de probleme de point-selle dans le cadre de loptimisation sous contraintes. Dans la
suite, nous utiliserons indifféremment 'un ou l'autre vocabulaire, car ce sont deux points
de vue différents d’un méme probleme. En effet, le probléme mixte (3.25-3.26) correspond
auzx conditions d’optimalité du probléme de la minimisation de la fonctionnelle quadratique
J(v) = 3a(v,v) — L(v) sur lespace des états contraints. Ainsi, la forme bilinéaire a(u, v)
étant symétrique, on peut interpréter le couple solution (u,p) comme le point-selle du
Lagrangien L(v,q) = J(v) +b(v,q) — ®(q). Rappelons que le point-selle est par définition
le couple (u,p) tel que

L(u,q) < L(u,p) < L(v,p), VWeX, Vgeq.
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Remarque 3.2.3 On peut écrire la condition (3.27) sous la forme équivalente

b
36 >0 tel que inf sup [b(v. )

SRV By (3.28)
a€Qvex |[vlx llallq

On va appliquer ce résultat au probleme (3.23-3.24) avec la condition aux limites de
Dirichlet (3.21). On a alors le résultat suivant :

Corollaire 3.2.1 Etant donnés f € L*(Q)? et g € L?(), il existe un et un seul couple
(u,p) € Ho(rot, Q) x HY(Q) solution de la formulation variationnelle

/{rot u-rot v-h\?u - v}dx—/gradp cvdx = / f-vdx,Vv € Hy(rot,Q), (3.29)
Q Q Q

—/ u-gradgq dx = / gq dx Yq € HY(Q) . (3.30)
Q Q

Remarque 3.2.4 Les conditions aux limites pour u et p sont incluses dans [’espace, car
c’est un probleme avec conditions auz limites de type Dirichlet. De plus, st la condition de
compatibilité entre £ et g (3.22) est vérifiée, on obtient aisément que p = 0, en prenant
comme champ test v = grad p, et que u est solution du probleme initial.

Preuve : 1l suffit d’appliquer le théoréme précédent avec
X = Hy(rot,Q) et Q = H}(Q),

a(u,v):/Q{rotu-rotv—l—)\2u-v} dx et b(v,q)z—/ﬁv-gradqu,

L(V):/Qf-vdxet @(q):/ﬂqux.

La forme bilinéaire a est clairement elliptique dans H (rot ,2), donc dans X, quel que
soit A2 > 0 fixé.
On va vérifier la condition inf-sup :
Soit ¢ € HE () donné, alors v = grad q est tel que :
rotv =rot (gradq) =0 dans
vxn=gradgxn=0surI' (q€ H}(Q) cf. sous-section 2.2.3).

Ainsi v = grad q € Hy(rot,2). Pour ce v, on a

b(v,q)| = llgrad ||§ = [|Vllo.rot lgrad gllo -

En utilisant I'inégalité de Poincaré (cf. Corollaire A.1, Annexe du chapitre 2)

lgrad gllo > Bllqll1(8 = Co > 0) ,
on obtient finalement que
b(v,q) = B Ivlorot llall1 ,
d’otu la condition inf-sup. [
Remarque 3.2.5 1. On peut faire une démonstration analogue dans le cas d’une condi-
tion auz limites de Neumann, il n’y a pas de difficulté supplémentaire.

2. Au cours de cette preuve, on a montré un résultat qui sera utile lors de la construction
des éléments finis conformes dans H(rot,QY), qui peut s’énoncer sous forme d’un
lemme!

Lemme 3.2.1 Siq € H}(Q), alors v = grad q € Hy(rot,).

! Ajouter un diagramme dit de ’de Rham’...
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3.3 Une méthode d’éléments finis dans H(rot, ()

2 On va maintenant présenter une méthode d’éléments finis pour discrétiser la formu-
lation mixte dans Hy(rot,Q) x H}(2). On a d’abord besoin d’un résultat plus général
portant sur la discrétisation du probleme (3.25-3.26). On introduit le parametre i (dont
la ”vocation” est de tendre vers 0). Pour un h donné, on considere les espaces d’approxi-
mation dont les dimensions sont finies, X, C X et Qp C @, et on définit le sous-espace V},

de X} suivant
Vii={veXy : b(v,q) =0, Vg€ Qn}.

On introduit alors le probléeme approché du probleme (3.25-3.26) suivant :
Trouver (up,pp) € Xp X Qy, solution de

a(up,v) +b(v,pp) =L(v) VveXy, (3.31)
b(up,q) = (q) Vg€ Qn. (3.32)

On a alors un théoréme analogue au cas continu (voir théoreme 3.2.1)

Théoréme 3.3.1 On suppose qu’il existe o, B > 0, indépendantes de h telles que

a(v,v) > a|v|% Vv eV, (3.33)

b(v,
POl gigle Va e Qn (3.34)
veXy, ”VHX

Alors le probléme (3.31-8.32) admet une unique solution (up,pp) € Xp, X Qp. De plus, il
existe ¢ > 0 indépendante de h telle que

u—u + ||lp — <e(inf ||lu—vl|x + inf —

= wnllx + o= prllo < e ing u—vllx+ int I~ alo)
pour (u,p) solution du probléeme continu (3.25-3.26).
Preuve : La preuve sort du cadre de ce cours. Voir encore [18] ou [39]. [ ]
On va appliquer ce résultat au probleme qui nous concerne. On avait posé

X = Hy(rot,Q), Q= H}(Q).
On introduit alors les espaces de dimension finie X;, C H(rot,) et Q, C H (), puis on
définit
X)) = X, N Hy(rot,Q), QY := QN HI),

pour lesquels on suppose que la condition de compatibilité suivante est vérifiée :
Vg€ @Y, gradq € X} (trace discrete du lemme 3.2.1.) (3.35)

Le probleme approché s’écrit :
Trouver (up, pp) € X,? X Q% solution de la formulation variationnelle

/{rot uy, - rot v+ Aty - vidx — /gradph vdx = / f-vdxVve Xy, (3.36)
Q Q Q

—/uh-gradqu:/qux VqEQ?L, (3.37)
Q Q

Le théoreme 3.3.1 appliqué a ce cas s’énonce alors

2Mettre des indices pour les fonctions-test discrétes...
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Théoréme 3.3.2 Sous l'hypothése (3.35), le probléeme (3.36-3.37) admet une unique so-
lution (uap,pn) € X,? X Q%, et pour (u,p) solution de (3.29-3.30), on a

[u—unllorot + llpnllr < c [ inf [lu— VHo,rot] :
veXg

Preuve : L’ellipticité uniforme de la forme bilinéaire est claire. Pour la condition inf-sup
discrete, on prend une fonction g € Q%, alors v = —gradq € Xg par hypothese, et on a
pour ce v

b(v.a) = [ lgrad qff dx = Voot lgradalo
On applique le théoreme 3.3.1 pour conclure. [ |

Corollaire 3.3.1 (uy,pp) solution de (3.36-3.37) vérifie pp, = 0.

Preuve : 1l suffit de procéder comme pour le cas continu : on choisit comme champ test
dans (3.36) v = grad ¢, ¢ € QY. L’équation (3.36) s’écrit alors

/gradph-gradq dx:/()\Quh—f)-gradq dx .
Q Q

En utilisant (3.37), on élimine le terme en uy, - grad ¢, de sorte que py € Q% est I'unique
solution de

/gradph-gradqu:—/(f-gradq—l—)\2gq) dx, VYqe@l.
Q Q

On remarque de plus que le membre de droite vérifie
- / (f-grad g + \gq) dx = /(divf —A2g)q dx .
Q Q

Or, d’apres la condition de compatibilité, on a divf — A\%2g = 0. Ainsi (uy,pp,) solution de
(3.36-3.37) vérifie pj, = 0. |

Remarque 3.3.1 Par voie de conséquence, uy € X}? est finalement l'unique solution de
/{rotuh-rotv—k)\zuh'v} dx:/ f-vdx VveX). (3.38)
Q Q

Autrement dit, la contrainte est automatiquement vérifice sous forme variationnelle, avec
Uhypotheése fondamentale que q € Q?L = gradq € Xg, c’est-a-dire (3.35).
Dans la suite, on va voir comment construire des espaces d’éléments finis Xy, et Qp qui
vérifient cette hypothése. Dans ce cas, lors d’une mise en ceuvre informatique, on préférera
toujours éliminer le terme en gradpy, - v et résoudre directement la formulation sous sa
forme (3.38), pourvu que les seconds membres calculés fj, et g, vérifient

divf, — N2¢g, = 0.

Si ce n’est pas le cas, on devra alors conserver une formulation mixte du probléme.
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3.3.1 Elément fini H,.,; de Raviart-Nédélec

On va présenter le plus simple et le plus utilisé des éléments finis conforme dans
H(rot, ), c’est-a-dire celui de plus bas degré ([59]).
On considere un domaine €2 polyédrique, 73, une triangulation de €, constituée de tétraedres
en dimension 3 (ou de triangles en dimension 2) notés K.
On introduit 'espace d’éléments finis (standard, i.e. P1)

Qn={p€C’(Q) : ¢, € P', VK € Tr},

et pour Q%, on prend
Q) = Qn N Hg() . (3.39)

L’espace Q% est donc I’ensemble des éléments de @)y, dont les degrés de liberté sont nuls
sur le bord. La difficulté est de construire X}, et Xg. On définit d’abord

Ri:={pe(P)® : p(x)=a+bxx, a,beR3}

qui est un espace de dimension 6. Pour un tétraedre K donné, on désigne par e les arétes
(e comme "edges”) et par 7 un vecteur unitaire dans la direction de e (voir la figure 3.1).

Fic. 3.1 — tétraedre K

On va tout d’abord montrer le lemme suivant

Lemme 3.3.1 Un champ de vecteurs v de Ry est entierement déterminé par ses moments

{ / v T dl}eer (3.40)

sur l’ensemble E des 6 arétes du tétraedre K. De plus, la quantité v x n s’annule sur

une face f de K si et seulement si ses moments (3.40) s’annulent pour chaque aréte e de
la face f.

Preuve : Commencons par la seconde partie. Soit f une face de K. On suppose que
v € R avec

/v.lezo, Ve aréte de f .

Supposons que f soit incluse dans le plan {x : 3 = 0}. Ainsi la composante tangentielle
vy de v s’écrit sur la face f

v1 (1, 22,0) a; — b3z
v (21, 22) = =

'02(%171’270) a2+b3.’131
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Sous I'hypothése / v -7 dl = 0 et une formule d’intégration par parties sur la face, on
e
obtient que

0 0
/roth ds=0; OI‘I‘OtVT::ﬂ—£:2b3,
f 8951 8952

d’ott b3 = 0 et donc vy (x1,22) = (a1, az)’. Comme /v -7 dl = 0 le long de chaque aréte,
e
on a bien a; = as =0 ou V1, = 0. Ceci prouve que que V7, = VX n, = 0 si et seulement

si / v - 7 dl = 0, puisque la réciproque est immédiate.
e

Supposons maintenant que les moments (3.40) de v s’annulent pour chaque aréte e de K.
On a alors v x n = 0 sur chaque face de K, et donc, encore avec une formule d’intégration

par parties,
/ rotvdx =0.
K

Comme rot v =2b, b =0 et donc v =a € PJ (i.e. constant). Comme v xn=axn = (
sur chaque face de K, on a v = 0. Ainsi, v € R, est entierement déterminé par ses 6
moments (3.40). [ ]

On définit alors 'espace X}, avec
Xp={veH(rot,Q) : v|, € Ry, VK € Tp,}

On sait (cf sous-section 2.2.2) que toute fonction v réguliere sur chaque K € 7}, appartient
a lespace H(rot,() si et seulement si v X n est continue au travers des faces f de la
triangulation 7y,

Ainsi, en utilisant le lemme précédent, on peut choisir les degrés de liberté d’une
fonction v € X, comme étant les moments (3.40) sur chaque aréte de 7;,. On prend alors

XY= X, N Hy(rot,Q) . (3.41)

Une fonction v de X}, appartiendra & X (trace tangentielle nulle au bord) si et seulement
si ses moments (3.40) sont nuls sur chaque aréte e du bord I'. Ainsi, on peut choisir les
degrés de liberté dune fonction v € X comme les moments (3.40) des arétes de Q (pas
Q, on a exclu la frontiere).

Le résultat essentiel est alors le lemme suivant

Lemme 3.3.2 les espaces Xg et Q% vérifient 'hypothése (3.85) de compatibilité, a savoir
Vq € Q%, gradgq € X}?.

Preuve : Soit ¢ € QY. Alors v = grad g € Ho(rot,2). De plus, Vi € P} C R1,VK € Ty,
de sorte que v € Xg. [ |

Les espaces X 2 et Q?l ayant été construits de sorte qu’ils vérifient (3.33-3.34), il reste
a appliquer le théoréeme 3.3.2. Pour cela, on a en particulier besoin de borner

inf |[lu—v

vex? H HH(rot Q)

(ot u désigne la solution du probleme exact).

On considere alors une famille de triangulations (7), réguliére (lorsque h tend vers 0),
qui est définie ainsi :
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Définition 3.3.1 Il existe une constante o > 0, indépendante de h telle que
hK < OPK, VK € ,Z-h,

ot hi est le diamétre de K et px le rayon de la sphére inscrite dans K.

On définit aussi 'espace
H'(rot,Q) := {ve HY(Q)® : rotve H'(Q)}].

Avec cette définition, H(rot, ) peut s’écrire HO(rot, ). Alors, on peut montrer ([39])
que, si u € H'(rot,Q) N Hy(rot,Q), on a

inf |lu—vljorot <chl|lullirot , ¢ constante positive, indépendante de h.  (3.42)
vex,

Le théoréme 3.3.2 se reformule de facon suivante

Théoréme 3.3.3 Soient les espaces X)) et QY définis par (3.41) et (3.39). Le probléme
(3.36-3.87) admet une unique solution (up,pp) € Xpx QY. Si de plus, (75)p, est une famille
de triangulations réguliére de Q, alors

lu—upfloror — 0.
De plus, siu € Hl(rot,Q), on a l’estimation
[ —uplloror < chlfullirot-

Preuve : La preuve est un conséquence directe du théoréeme 3.3.2, du lemme 3.3.2 et de
Pestimation (3.42). ]

Il faut noter la ”faiblesse” de ce résultat. Dans le cas général, on ne connait pas la facon
dont la solution approchée converge vers la solution exacte. Ce n’est que si 'on dispose
de régularité supplémentaire (ce qui n’est pas souvent le cas en pratique) que 'on peut
préciser la vitesse de convergence.

Remarque 3.3.2 On a un résultat analogue a ce théoréme pour le probleme de Neumann
(associé au champ magnétique avec une condition auz limites rotu x n = 0 sur I') en

remplagant (X)), Q%) par (Xn, Qp)-

3.3.2 Avantages et inconvénients de 1’élément fini H,

Nous présentons ici de fagon résumeée les principaux points forts et les faiblesses majeures
de cet élément fini dans des applications fréquentes.
— Avantages :

— A linterface ¥ entre 2 milieux matériels de caractéristiques (g, ) différentes, la
composante tangentielle du champ électrique £ est continue, mais la composante
normale est discontinue (voir les conditions de transmission du chapitre 2).

De méme pour le champ magnétique H = B/pu, la composante tangentielle de H
est continue, mais la composante normale est discontinue au travers de .
Les éléments finis Hyot respectent cette propriété de non-continuité.

— On ne peut pas définir de divergence pour I’élément fini Hpot : les contraintes
en divergence ne peuvent pas étre directement prises en compte. Cependant,
ces contraintes sont vérifiées par cet élément fini en un sens local (élément par
élément), et sous forme variationnelle en introduisant le multiplicateur de La-
grange.
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— Cet élément fini étant, par construction, conforme dans H(rot ), la solution ap-
prochée est naturellement incluse dans ’espace de solutions H (rot , 2). Ainsi, il est
de prime abord bien adapté au calcul des singularités des équations de Maxwell,
c’est-a-dire les solutions qui ne sont pas de régularité H'. Mais, pour correctement
approcher ces singularités, il est nécessaire de fortement raffiner le maillage, ce qui
rend la méthode difficile & utiliser en pratique.

— Inconvénients :

— Cet élément étant, par construction, inclus dans H (rot , 2), mais pas dans H(div, ()
ni dans H'(Q)? il est moins précis qu'une méthode construite & partir de H'(Q)3.

— Les degrés de liberté de ces éléments sont portés par les arétes du maillage, dont
le nombre est beaucoup plus important que le nombre de noeuds, notamment en
dimension 3. Ainsi, a maillage égal, c’est-a-dire a précision égale, ils sont plus
couteux en place mémoire que le serait une méthode d’éléments finis dont les
degrés de liberté sont les sommets du maillage.

— Souvent, l'interface ¥ entre 2 milieux matériels est tres localisée. Partout hors
de cette interface (1a ou il n’y a pas de conditions de transmission a imposer),
Il est dommage d’utiliser cette méthode (moins précise et plus cotteuse) qu’une
méthode de type conforme dans H'.

— On doit absolument conserver le multiplicateur de lagrange si A> = 0, ce qui
n’est que tres rarement fait (voir cependant un exemple dans [63]). On pourra au
contraire 1’éliminer lorsque A\?> > 0, mais il peut alors apparaitre des problemes
numériques pour A% "petit”, ce qui correspond & des variations ”lentes” en temps.

— Enfin, pour un probléme instationnaire (c’est-a-dire A? > 0) comme ceux que nous
étudions, I'inconvénient majeur est qu’il apparait, apres discrétisation en temps,
une matrice pleine (appelée "matrice de masse”) devant le terme en 832, qui n’est
pas diagonalisable. Ainsi, la résolution compléte nécessitera l'inversion de cette
matrice a chaque pas de temps, ce qui rend la méthode en pratique tres difficile,
parce que tres couteuse, a utiliser.

3.4 Une méthode d’éléments finis dans H(rot,div, ()

Les problemes pour le champ électrique £ et pour 'induction magnétique B étant de
meéme nature, on se contentera, dans toute cette section, de ne présenter que le probleme
pour le champ £. Cependant, on incluera dans certaines remarques des spécificités liées a
I'induction magnétique B.

3.4.1 Premiere étape : de Hy(rot,Q) x HL(Q) & X x L?(Q)

Notre point de départ est la formulation variationnelle mixte (3.29-3.30) écrite dans
Hy(rot , Q) x H}(Q), que l'on rééerit ici, soit

/{rotu-rotv+)\2u'v} dx—/gradp-vdx: / f-vdx Vve Hp(rot,Q),

Q Q Q

—/u-gradqu:/qux Vg € H}(Q) .
Q Q

Le but est maintenant de déterminer une autre formulation variationnelle, qui autorise
I'utilisation d’une famille d’élements finis plus classiques (P! par exemple).
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On a introduit au chapitre 2 I'espace
V :={v € Hy(rot,Q) : divv =0}, (3.43)
L’idée est ici de remarquer que

Lemme 3.4.1 L’espace V ci-dessus défini peut aussi s’exprimer par
VY ={v € Hy(rot,Q) : / divvgdx =0, Vg € L*(Q)} . (3.44)
Q

Preuve : En effet, un élément v appartenant a (3.43) est tel que divv = 0, donc
/ divvgdx =0 Vg € L*(Q), et v € H(div, Q).

Q
Réciproquement, si v appartient a (3.44), pour g € D(2), on a

0= / divv g dx =< divv,q >,
Q
ce qui entraine que divv = 0 au sens des distributions. [ |

Dans ces conditions, il est naturel de chercher (u,p) € X x L?(f) solution de

/{rotu-rotv—l—)\2u-v} dx—l—/pdivvdx:/f-vdx, Vv e X, (3.45)
Q Q Q

/ divu g dx = / gqdx, Vg e L*(Q) . (3.46)
Q Q

Remarque 3.4.1 Le principe de cette approche est de relaxer la régularité du multiplica-
teur p (H}(2) — L?(2)) mais d’augmenter celle de la solution u (Ho(rot,Q) — X). On
a ainsi une bonne chance de rester compatible au sens de la condition inf-sup.

A T’aide de la théorie des problemes mixtes rappelée ci-dessus, on montre simplement que

Théoréme 3.4.1 Le probleme (3.45-3.46) est bien posé. De plus, p = 0, sous réserve que
(8.22) est vérifié.
Preuve : 1l s’agit la encore d’appliquer le théoreme 3.2.1.

~ la forme a(u,v) = [ {rotu-rotv + \uv} dx est coercitive sur le noyau de la

seconde forme, i.e. V:={v € X : divv = 0}.

— La condition inf-sup se démontre aisément. Soit ¢ € L?(£2). On considére I'unique
solution de
Trouver £ € H} () tel que

AL =g,

et on prend v = grad¢. On a v xn = grad{ x n = 0 car £ € H}(Q). De plus,
divv = A = g € L*(Q), et rot v = rot (grad &) = 0, de sorte que v € X et satisfait
(en utilisant par exemple l'inégalité de Weber)

b(v,q) = / divv g dx — / A€ g dx = [qlf2 > Col[V]lowet aiv lalles  Co constante
Q Q

d’ou la condition inf-sup

. Jodivv gdx ,
inf sup > 3.
0€L2(Q) vex [ Vlorot div ll2llo

avec 3 = C.
— Enfin, on peut montrer que p = 0 en prenant pour champ test v = grad ¢, £ € H}(Q)
tel que A¢ = p dans (3.45).
|
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3.4.2 Deuxieme étape : une formulation en Lagrangien augmenté

En fait, on ne va pas travailler directement avec cette formulation, mais plutot avec
une formulation augmentée. Pour ’obtenir, on utilise le fait que

divu=g,

et on ajoute le terme
r / divu divv dx r parametre > 0,
Q

du coté gauche de I'équation, et le terme

r/ gdivv dx
Q

de l'autre coté. L’intérét de cette manipulation algébrique est que 'ajout de ce terme
"stabilise” la formulation. Il y a aussi des conséquences sur le plan numérique que nous
examinerons un peu plus loin. La formulation augmentée s’écrit alors :

Trouwver (u,p) € X x L*(Q) solution de

/{rotu-rotv+rdivudivv+)\2u-v} dx+/pdivvdx:

Q Q
/(f-v+rgdivv) dx VYveX, (3.47)
Q

/ divu ¢ dx = / gqdx Yqe L*(9Q). (3.48)
Q Q

On montre aussi simplement le

Théoréme 3.4.2 Le probleme (3.47-3.48) est équivalent au probléme initial et est bien
POSE.

Preuve : Il suffit & nouveau d’appliquer le théoréme 3.2.1 avec X = X et Q = L?(f).

a(u,v) = / (rotu-rotv + rdivu divv + \?u - v) dx,
Q

b(v,q) = / divv ¢ dx,
Q

L(v)= /Q(f v+ rgdivv) dx et O(q) = /ng dx.

Pour A2 > 0 et r > 0 donnés, la forme a est elliptique (puisque la norme canonique sur X est
[vIl% = [IVII§ + lIrot v|[§ + [|div v]|3).
Regardons alors la condition inf-sup. Elle se montre exactement comme celle du théoreme 3.4.1.
On considere, pour ¢ € L?(Q2), 'unique solution de
Trouver £ € HL(Q) tel que

A& = g dans Q

et on pose v = grad £. On conclut de la méme maniere. [ |

Remarque 3.4.2 A-t-on encore pour cette formulation augmentée p =0 ¢

La réponse est encore oui, mais il est instructif ici de se ramener aux équations de Maxwell.
En effet, prenons v = grad, &€ € H(Q) tel que AE = p. En considérant cet élément
v € X comme fonction test dans l'équation (3.47), on obtient (avec 3.48)

)\2/u-grad§dx+/p2 dx:/f-gradgdx. (3.49)
Q Q Q

On a alors :
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1. Pour le champ magnétique, c’est-a-direu =B :
Le second membre £ s’écrit £ = 1/egrot J et divB = 0. Ainsi, en utilisant une
formule d’intégration par parties, l’équation (3.49) s’écrit

)\2/ diVdeX-l—/pQ dx = 1/50/ rot J - grad § dx
Q Q Q
<:>/p2dX:0:>p:0.
Q
Ici, divf = g = 0, de sorte que p =0 dés que divB = 0. La condition de continuité
OyR 4+ div J = 0 n’intervient pas.
2. Pour le champ électrique, c’est-a-dire u =& :

R
Le second membre f s’écrit £ = —1/e00,J et divE = —. En utilisant ici la méme
€

0
formule d’intégration par parties, l’équation (3.49) s’écrit

A2/div5§dx+/p2dx:—l/a—j.gradgdx.
Q Q €0 Jo Ot

L’intégrande du second membre se réécrit O[div (J)E], et en revenant au probléme
dépendant du temps (A — 0;), cette expression s’écrit finalement

0 1, 0R . 0 L
E(/Q%(E—I-dlvj)ﬁ)dx+/gp dx=0, doup=0.

Contrairement au cas du champ B, la condition de continuité est ici indispensable
pour montrer que p = 0.

Dans I’Annexe, nous détaillerons les similitudes entre la formulation augmentée (3.47-
3.48), et une formulation pénalisée.

3.4.3 Troisiéme étape : une formulation dans H'(()3

Nous abordons maintenant la derniére étape qui permet d’obtenir une formulation
variationnelle dans H'(2)3. Dans toute la suite, on fixe comme valeur pour le paramétre
r = 1. On va utiliser de fagon fondamentale la relation suivante, énoncée dans [64] p.
126, dans le cas polygonal et pour des champs réguliers ou polyndémiaux par morceaux, et
généralisée (voir [26] et [27]) dans le cas polyédrique, pour des champs de régularité H' :

Proposition 3.4.1 Yu,v € H(Q)3, on a la relation

3
/{rot urot v+divu divv} dx = / gradu : gradv dx—l—z /(grad UgXM)-(eqxXV)dl ,
7 Q = Jr

avec uq les composantes de u, et ou : désigne le produit contracté de 2 tenseurs, i.e.

3

gradu : gradv := Ou; Ov;

1 8zj aIL’j

Zi]:

et eq, a0 = 1,2,3 est la base canonique de R3.

Remarque 3.4.3 Dans le cas ou toute la frontiére I' (du domaine polyédrique ) est
conducteur parfait - cas que nous avons envisagé jusqu’a présent - on peut montrer que le
terme de bord s’annule, aussi bien pour le champ électrique £ que pour le champ magnétique

B.



100 (©Assous-Ciarlet 2003

On introduit alors
Xg:=XNHYQ)?,

I’espace des solutions de régularité H! vérifiant les conditions aux limites. En utilisant
cette propriété dans la formulation (3.47-3.48), on obtient ainsi
Trouver (u,p) € Xg x L?(2) solution de

)\2/u-vdx+/gradu : gradvdx+/pdivvdx:
Q Q Q

/(f -v+gdivv) dx Vv e Xg, (3.50)
Q

/ divu g dx = / gqdx Vg€ L*(Q). (3.51)
Q Q

Remarque 3.4.4 1. Dans cette formulation, nous n’avons pas pris en compte le termes
liés aTy (on a supposé que 'y =0). On le fera directement lors de la discrétisation
de cette formulation.

2. Dans le cas ou le domaine §2 est convexe ou de frontiere réguliére, l'espace X
coincide avec l'espace X. Mais dans le cas contraire, il existe des ”singularités” aux
arétes et coins rentrants. En particulier, on ne peut plus montrer que p =0 (on sait
méme que p # 0). Nous consacrerons un chapitre a la résolution de cette difficulté.

Dans la suite, nous allons donc développer cette formulation dans Xr jusqu’a la mise en
ceuvre numérique, dans le cas d’'un ouvert régulier et/ou convexe. Le travail que nous
venons de faire pour le probléeme de Dirichlet, qui correspond au champ électrique &, peut
se faire de facon tout a fait analogue pour le champ magnétique B, avec la condition de
Neumann rot u x n. =0.

3.5 Une méthode d’éléments finis conformes dans H!(2)?

Dans cette section, nous allons présenter une méthode numérique de résolution des
équations de Maxwell en temps, en utilisant des éléments finis ”classiques”, c’est-a-dire
conformes dans H'.

On va commencer par énoncer un résultat de convergence, analogue a celui obtenu pour
la formulation mixte dans Hy(rot, Q) x H}(2) (cf. théorémes 3.3.2 et 3.3.3).

On introduit au préalable les espaces de dimension finie X et Q) tels que X C Xg et
Qn C L%*(Q). Ces espaces devront vérifier une condition inf-sup discrete. Contrairement
a la formulation posée dans Ho(rot, Q) x H}(2), on a ici le choix entre plusieurs paires
d’espaces (X, Qp) (qui ont été développées, dans la plupart des cas, pour la résolution des
probléemes de mécanique des fluides). Ainsi, on pourrait choisir (présenté ici en 2D pour
simplifier, les \; désignant les coordonnées barycentriques)

1. L’élément de Fortin

p € Py(discontinu)
ue P @ {NiAjngj; (4, ) arétes }

2. L’élément mini

p € Pi( continu )
uc {Pl ) )\1)\2)\3}2
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FiG. 3.2 — élément de Fortin

FiG. 3.3 — élément mini

3. L’élément de Hood-Taylor

p € Pi( continu )

u € (P,)? sur le maillage grossier < (P;)? sur le maillage fin

Parmi les différents choix possibles, nous avons retenu le dernier, I’élément de Hood-Taylor,
car il est le seul a présenter 'avantage suivant : a ’aide d’une formule de quadrature
appropriée, on peut construire une matrice de masse diagonale (ou diagonalisée) sans
perte de précision (nous préciserons ce point plus tard).

3.5.1 Elément fini de Hood-Taylor

L’élément de Hood-Taylor nécessite la définition de deux niveaux de maillages. Le
niveau le plus fin, noté 7;, et appelé le maillage fin, est déduit du plus grossier, noté 7o,
et appelé le maillage grossier, par subdivision de chaque élément tétraédrique 15, en huit
sous-tétraedres T} de volumes égaux. On introduit les espaces d’approximation

X =8; = {9 € C%Q)° : ¢y, € PY(Th),¥Th € T}

Qn =S, :={p €C°(Q) : g, € Pr(Ton),VTon € Ton}

Les degrés de liberté d’une fonction v € S% sont les valeurs de cette fonction aux nceuds
du maillage le plus fin (a;,7 € I}), c’est-a~dire aux sommets des tétraedres grossiers ainsi
qu’aux milieux des arétes grossieres. Ceux d’une fonction g € Sop sont uniquement les
valeurs de cette fonction aux sommets des tétraedres grossiers (a;,! € I;). On a alors les
résultats suivants®

Lemme 3.5.1 Pour 7T}, une tétraédrisation réquliére de S, les espaces Sf’L et Sop, vérifient
la condition inf-sup discréte.

3Ecrire la formulation variationnelle discréte...
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| | |

FiGc. 3.4 — élément de Hood-Taylor

Preuve : on trouvera cette preuve détaillée dans [23]. Le principe est le suivant :
on montre qu’il existe une constante §* > 0, indépendante de h, telle que

/ q divv dx
sup = > F*llallo Yg € San
vess VI
et en utilisant 'inégalité
[Vllorot aiv < Cllvii, — veHY(Q)?,
on obtient la condition inf-sup avec g = g*/C. [ |

On a aussi le résultat de convergence suivant

Théoréme 3.5.1 Pour (7,);, une famille de tétraédrisations régulicres de 0, il existe une
et une seule solution (up,pp) € S,?; x Sop, avec

[u—upllorot,aiv — 0 et |pallo — 0.
De plus, siu € H*(Q)3, on a lestimation
[[a = upllorot aiv + [IPallo < ch([ull2.

La encore, ce résultat, dans le cas général, ne donne pas la fagon dont la solution approchée
converge vers la solution exacte. Ce n’est que si 'on dispose de régularité supplémentaire
que 'on peut préciser la vitesse de convergence.

Rappelons que l'on se place, dans cette section, dans le cas d’'un domaine 2 convexe et/ou
régulier ; on considere donc (pour le probléme continu) la formulation mixte posée dans
Xr x L*(2) (3.50-3.51). A ce stade, on revient aux équations de Maxwell, avec les champs
£ et B comme inconnues, et ou la multiplication par A% a été remplacée par le terme
832. Ainsi, avec les espaces d’éléments finis ci-dessus introduits, on peut écrire, pour une
fonction Fy, € Sf’L,

3
Fu(x)=) ) Fagu(x)
a=11i€ly
ou {(1)3}2621*117273 désigne une base de S;, avec
Po =0 €a ¢'(aj) =0, i,jey
De fagon analogue, on peut écrire, pour toute fonction g € Sy,

g(x) =Y d'(x),

lelsy
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ol {wl}lelgh est une base de Sy, avec
wl(am) = 5lm7 l7m € I2h .

Remarque 3.5.1 On a montré (Remarque 3.4.2) que le multiplicateur p associé au champ
B était nul en utilisant la propriété div (rot ) = 0. De méme pour le champ &, en utilisant
en plus que OyR +div J = 0. Aprés discrétisation, ces propriétés ne sont plus exactement
vérifiées (divp(rotp-) # 0 et OyRy + divp Jn # 0), mais tout au plus approchées. C’est
pourquoi on doit conserver les multiplicateurs de Lagrange comme inconnues du systéme
d’équations.

Formulation pour le champ B :
On cherche une approximation discrete de B et de p définie par

Bt =Y X B8

a=11iely

et

pan(x,t) = Zp

lelsy

La formulation variationnelle discréte a résoudre s’écrit alors :
Trouver (Bp(t), pan(t)) € S3 X Sop, solution de

/Bh C, dx + ¢ /grach grad C), dx + ¢* Z/ (grad Bp, X n) - (€4 x Cp)dll

de?
1
—|—/ pop, div Cy, dx = E_ (I'Ot jh)-Ch dx + 5— /(jh X Il)'Ch dI', VCy, € S]?{, (3.52)
0JQ 0JrT
/ div Bh qon dr = 0, ngh S SQh . (353)
Q

On adjoint a ces équations des conditions initiales. On prend

oB,

By, (0) = Iy (Bo) , 5

—.(0) = grad I1j,(po) — rot I, (&) (3.54)

ou II; est une projection sur l'espace de dimension finie convenablement choisie, par
exemple, pour a; nceud de Ty, I3 By(a;) = Bo(a;).

3.5.2 Prise en compte de la condition aux limites £ x n =0

Avant d’écrire la formulation analogue pour le champ électrique £, on doit résoudre
le probleme de la condition aux limites de Dirichlet £ x n = 0 sur I'. A priori, c’est
une condition aux limites essentielle, qu’il faut donc inclure dans ’espace. Ainsi, on doit
construire I'espace

S}% NXg.

En fait, on va remplir la condition aux limites en un sens faible. On remarque que

Van:O@/(vxn)-udfzo VMEH_1/2(F)3'
r
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Ainsi, on va travailler avec ’espace discret de dimension finie

Sz,t:{veszz/(vxn)',udF:O Vi € Sp(I)3},
r

avec

Sp(T)? = {¢). : ¢ € S"}.

;. 3 3 | o
Remarque 3.5.2 En général, Sh,t ¢ S; N Xgr. Partout ot on ne peut pas définir une
normale, et en particulier, aux coins et aux arétes d’un maillage, la condition auzr limites
v X n =0 est satisfaite "en moyenne”.

Pour introduire de fagon plus précise ’espace Sz 4+ et le discrétiser de facon correcte,
c’est-a~dire consistante, une "bonne” facon de procéder est de considérer la condition aux
limites de conducteur parfait £ X n|, = 0 comme une contrainte, et de la dualiser a I’aide
d’un multiplicateur de Lagrange, noté A\, A € H~/ 2(T")3. Alors, la formulation en £ va
s’écrire (avant discrétisation)

Trouwver (E(t),p(t),A) € H'(Q)? x L%(Q) x H-Y/2(I')3 tels que

2 3
d—/S-Fdx—l—c2/grad€:gradFdx—l—c2Z/(gradSaxn)-(eaxF)dI‘
dt? Jgo Q = Jr
—I—/pdidex—l—/(/\xn)-(Fxn)dF:

Q T
2
C [ (R divF) ax— L a—j-Fdx, VF € HY(Q)?, (3.55)
€0 Jo g0 Jo ot
1
/div5¢dx:—/(n¢) dx , Vi € L*(Q) (3.56)

Q €0 Ja
/(uxn).(gxn) d =0, YveH Y3I)?, (3.57)
r
/(A-n)@ dl =0, VoeHYXID). (3.58)
r

Remarque 3.5.3 L’équation / (A-n)f dl' = 0 est nécessaire, car la contrainte sur la

trace tangentielle laisse indéterminée la composante normale. Avec cette équation, on la
choisit égale a 0.

Plutét que de discrétiser cette double formulation mixte, on va montrer comment éliminer
le multiplicateur de Lagrange A. On introduit alors un espace (de dimension finie) qui
approche 'espace H‘1/2(F)3, soit

My, ={x € C°(0)’ VT, € Ty, Apr € P(T},)°} (3.59)

ou ThF désigne la triangulation de la frontiere I' induite par le maillage volumique : les
triangles T}; sont donc les faces des tétraedres du maillage de 2. On désigne également
par I }I; (1, }I; C Iy), Pensemble des indices des nceuds a; € T'.

Pour une fonction A, € M}, on écrira que

An(x) = Z Ad (%)
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ot ¢',(x) est la trace sur I' des fonctions de base définies ci-dessus.
On pose alors

b(F,\) = /F()\ xn)-(Fxn)dl', VFeH' (Q)?, vxeH Y1),
de sorte que b appliquée aux champs discrets Fy, Ay s’écrit :

b(FnAn) = Y AZF2/¢Z xn)- (¢, xn)dl', VF, S}, VYA, eM,.
4,1 o,
En décomposant cette intégrale sur I' en une somme d’intégrales sur chacun des triangles
T { € Thp, et en utilisant la propriété (classique pour des éléments finis de type P!) que

¢'¢" # 0 si et seulement si a; et ay sont des nceuds du méme triangle T }1; de ’Z;lr , on
obtient :

WPLA= S S NED [ (@) (6l xnn)r

7:77:,76“’0‘, T}I; t.q.a;,a, h
noeuds de T}I;

= Z Z )\7' (ea X nT) (ea/ X I]_T) ¢Z¢Zld1—‘ .
T
1,1 o, T}I; t.q. aj,ay Th
noeuds de T};

o np désigne la normale unitaire sortante & I' (qui est constante) pour la face T, {
considérée. On introduit alors

3 3
A = Z )\éea et Fy= Z Fg,ea/
a=1

o’'=1
et on obtient
b(Fp, Ap) = Z > (Xixng) - (Fy xng) Fqsiqsi’dr.
Th

i Z T}l; t.q. ag,a;r
noeuds de T};

Il reste alors a évaluer 'intégrale de la formule ci-dessus. Pour ce faire, on utilise la formule
de quadrature suivante

TF
fdI' ~ —| 1 E flai),
" 3
h a; noeuds de T,I;

qui est exacte pour un polynéme v € P!. On obtient ainsi une premiere expression d’une

forme bilinéaire approchée bzpp pour b, avec
apP( } : 2 : ‘Tfl; |
b Fh, Ah (Az X IIT) . (Fz X IIT)T

ZEIF Th t.q. a;

noeud de T{

(3.60)

Afin de simplifier encore un peu cette expression, nous allons remplacer la normale np
utilisée dans (3.60) par une "normale au nceud”, notée n;, définie en chaque noeud a;.
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Cette normale est en fait une approximation (en un sens a préciser), des normales aux
faces. Nous allons voir comment la construire.

Considérons le cas simple ou tous les triangles T; ,1; se rencontrant en un nceud a; sont
coplanaires. Alors toutes les normales unitaires ny sont égales. Appelons-les n;. On peut
alors remplacer ’expression (3.60) de maniere équivalente par

a T,
PP (Fp, An) = > (A xmy) - (Fy xm) Y %
Ty

iel}

Dans le cas général, on va raisonner par analogie pour construire cette normale. On refor-
mule la seconde somme de I'expression (3.60) ainsi (pour un i fixé dans I} )

Y Tl
TT| 1) ez
Z(Aian)'(Fian)‘ bl 2<%

o SN

T T
=

(3.61)

En utilisant ensuite une formule de la moyenne appropriée, cette expression s’écrit sous la
forme approchée suivante :

_ng|Ty | ng|T, | |7,
Z S | Z >
Z |Th| Z |Th| TFeTt 3

TreTr TreTl

Il suffit alors de poser

ZHT\TH
ZITh\

pour obtenir une seconde approximation b; de la forme bilinéaire continue b sur Sf’L X My,
avec :

TF
b(FnAn) = > (A xmy) - (Fy xmj)a; ,  avec aj=  » |3—h| (3.62)

7T
el TFeTl t.q. a4

noeud de TE

Avec cette définition, il est clair que I'approximation sera d’autant plus précise que les
angles entre les faces consécutives seront proches de I'angle plat.

On peut faire le méme travail pour la forme bilinéaire
(= [empodr,  yxeHAOP, e VD).
r

Pour cela, on introduit le sous-espace 0, de H/2 (T") défini par

O = {0 €C°(1),VT; €Ty ,07r € Pi(T})} -
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Une fonction 8 € Oy, s’écrit alors :

= Z 0; ¢' (x)

iell
et pour Ay, € My, 0, € O, on a

c(An,0p) = Z > Ai(ea - np)d /qs%;der

1,00 Tth agay
noeudsdeTF

_Z > (Ai-np)d /qwdr
zz Tthaa/

noeuds de TF

En utilisant la méme formule de quadrature que précédemment, on obtient la forme bi-
linéaire approchée suivante :

Tr
nn0) =Y > (Ai-nr)6; % ;
iell Trt.q. a4

noeud de TE

qui devient, en utilisant la définition de la normale au noeud,

Ch(Ah,Gh) = Z (AZ . Ilz') HZ (673 (3.63)

iell
Introduisons maintenant le sous-espace M }? de My, défini par
MP = {\, € My, : ci(An, 01,) = 0,¥0, € O} .
11 est facile de voir, en utilisant ’expression (3.63) que M. }? peut aussi s’écrire
M = {Xn € My, : \i(a;) -m; =0,Va; €T} .

. . . < a3 ; s
Ainsi, espace d’approximation pour le champ & (”correspondant” a S h’t) sera égal a, avec
la forme discrete by,

S0 = {Fp € S}, bn(Fn,vp) = 0,%v, € My},

qui n’est pas un sous-espace de Sz’t(Q)?’.
La encore, il est facile de voir, avec I'expression (3.62), que Iespace SfL’O peut finalement
s’exprimer sous la forme

5270 ={F; € S})’L,Fi(ai) xn; =0,Va; €T} .

Avec cette méthode, les multiplicateurs de Lagrange Ay, et 6;, s’éliminent de fagon évidente,
et on a :

Formulation pour le champ £ :
la formulation variationnelle discrete pour &, s’énonce ainsi :
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Trouwver (&, (t), pan(t)) € SfL’O X Sop, solution de

d? >
—/ En-Fy dx+c2/ grad &, : grad Fy, dx—l—cQZ/(gradgha xn)-(eq x Fp)dl
dt* Jo Q = Jr
2 1 [0
+ / pop, div Fpdx = & / Ropdiv Fpdx — — 9T Frdx, VF,eS"°, (3.64)
Q €0 Jo g0 Jo Ot
. 1
/ div gh ¢2h dx = E_o / Rgh ¢2h dx s V”l/}Qh € Sgh(Q) . (365)
Q Q

Comme pour la formulation en champ magnétique, on adjoint a ces équations des condi-
tions initiales

En(0) = TIx(&)

0&n

1
W(O) = grad Hh(po) + C2I'Ot Hh(BO) — aﬂh(jo) .

Remarque 3.5.4 L’utilisation de la normale au noeud, définie comme une "moyenne”,
est bien adaptée dans les zones ou la frontiere est régquliere. Par contre, la ou la frontiére
est polyédrique, il est plus facile et plus juste d’imposer la condition exacte £ x n =0 face
par face.

Le cas de la condition aux limites sur I'4.

Nous revenons maintenant sur ’hypotheése selon laquelle toute la frontiere est un
conducteur parfait. On considere donc qu’une partie non vide I'4 de I" correspond a une
condition aux limites de Silver-Miiller. Par abus de notation, nous notons encore X ’es-
pace des solutions de régularité H!, dont la trace tangentielle n’est nulle que sur la partie
I'c de T'. Nous avons déja présenté cette condition de Silver-Miiller au début de ce chapitre
(voir Egs. (3.8) et (3.9)). Une expression équivalente en est (en posant € :=e —cb xn
et cb* :==cb+e xn)

(E—cBxn)xn=(e—cbxn)xn surl,4, e,bdonnés,
ou de facon analogue,

(cB+Exn)xn=(cb+exn)xn surly, e bdonnés.

Nous allons voir comment introduire ces conditions dans les formulations variationnelles.

Pour le champ magnétique B, en dérivant la condition (3.8) par rapport au temps, on
obtient

0 0 0
&(an)—ca((li’xn)><n)+a(e—cb><n)><nsurFA.

On élimine ensuite le terme en 9;(€ x n) en prenant la trace tangentielle (i.e. - x ner) de
I’équation d’Ampere (3.1), soit :

Q(Exn)| (J x n)

pr — *(rot B x n)er

1
T'y - E_O |FA.

On obtient alors comme condition aux limites pour B sur I'4, ’expression

0 2 1 0
ca((an)xn)—c rothn——E—ijn—E(e—cbxn)><n.
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En conséquence, on doit ajouter deux termes supplémentaires dans la formulation varia-
tionnelle. En effet, lorsque 1'on utilise la formule d’intégration par parties sur le terme en
rotrot

/rotrotB-Cdx:/rotB-rothx—/rothn-CdI‘
Q Q T

et aussi sur le terme en rot J
/rotj-Cdx:/j-rothx—/(jxn)-CdI‘,
Q Q r
on obtient les termes de bords supplémentaires
c/ (%xn)-(an)dF,
r, Ot

au membre de gauche, et
0
[=(e —cb xn) xn]-Cdl',
r, Ot

au membre de droite, de sorte que la formulation variationnelle s’écrit finalement, pour le
champ B

2
d—/B~Cdx+c/ (%xn)'(Cxn)dF+02/gradB:gradCdx
dt2 Q T at Q
3
3" [ (grad, xm) - (eq x ) ar+ [ paiv Cax -
a=1"T Q
1 1
—/(rotj)~Cdx+—/(.7><n)-CdF
€0 JO €o Jr

+/ [ﬁ(e—cbxn)xn]-cczr, VC e HY(Q)? . (3.66)
r, Ot

En faisant un travail exactement analogue pour le champ £, on obtient I’expression finale
de la formulation variationnelle modifiée
d? o0& 9
— [ £ Fdx+c[| (= xn)-(Fxn)dl'+¢* [ grad€ : gradF dx
dt? Q T4 ot Q

3
+622/(grad5a><n)-(ea xF)dF+/pdidex:
a=17T Q

2
C [ rawryax— L [ 27 pax
€0 Ja g0 Jo Ot
+c/ [g(cb—kexn)xn]'FdF, VF € XR . (3.67)
r, Ot

3.5.3 Utilisation des formules de quadrature

Pour conclure 'approximation (en espace) par éléments finis, il reste a évaluer les différentes
intégrales qui interviennent dans ces formulations. Pour la plupart d’entre elles, on effectue
un calcul exact. Cependant, on peut utiliser des formules de quadrature pour celles qui
doivent étre inversées, c’est-a-dire celles qui sont associées aux matrices de masse interne
Mg et de masse frontiere Mp, (voir définition (3.70)). C’est d’ailleurs un des intéréts
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majeurs de la méthode, puisqu’on obtient ainsi des matrices diagonales, sans déteriorer la
précision a priori de la méthode, 'ordre d’approximation de ces formules de quadrature
(O(h?)) étant le méme que celui de la discrétisation en espace.

1. Considérons les termes en
/Fh Gudx=>» > ( /¢Z ¢ d)FLG, . Fp G e Sh.
L,a  j,af

Afin d’utiliser un schéma de discrétisation en temps explicite, et d’éviter 'inversion
d’une matrice & chaque pas de temps, on va chercher a diagonaliser la matrice (de
masse) résultante de I'intégrale (pour chaque composante)

(/Q o'¢ldx); jer, -

On obtient ce résultat a ’aide de la formule de quadrature suivante :

f |Th| Zf

utilisée sur chaque tétraedre T}, de sommets ag, 1 < k < 4. Cette formule est exacte
si f € Pi(Ty) (donc en O(h?)). En utilisant ensuite la propriété de support des
fonctions de base, on obtient ’approximation

i |Th|
/qu Pde~ Y — 0
Tht'q'ai

noeud de T},

Cette formule conduit bien a une matrice diagonale.

2. Pour le terme en

/(thn) (Gpxn)dl => " Y ( / (¢}, xn)-(¢), xn)dD)FiG?, | Fp,, G €8, .
Ta

!
aazyl

On doit évaluer ici la matrice (de masse frontiere)

g€l Ca

([ (@hxn) (@, <y ar) /s
Ta
My, est ainsi une matrice |I }1: Al x |1 }1: 4|, formée de blocs 3 x 3 de la forme
0y = ([ (@hxw)- (6 xmyar) ,
T'a a,a’e{1,2,3}

avec i,7 € 1 }I; 4. Un calcul exact donnerait des termes de la forme
drinndr 8,8 €{1,2,3}.
Ca

N . . .. T
Pour les mémes raisons que ci-dessus, on utilise sur chaque face 7, * de sommets

(af!, ad, a?) de ZLFA, la formule de quadrature

T} 4| > A
/F fa)dw ~ LS f(aty
7,4 34

h
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qui est exacte si f € Py(T, }1: 4). On obtient alors

T
T,
3

i ' 6.0
H P nPn” dl ~ E o N
T}I:A t.q. a;
neeud de T}I:A

57,] )
Ta

et ainsi, (Mp,);; = 0si i # j. Ici, np = e, et ng désigne sa [°M€ composante.
h

On introduit alors comme précédemment la normale au noeud, notée nf‘ pour chaque

neeud a?, i € I }I;A, et on utilise 'approximation suivante (qui est exacte si I'4 est

77

plane)

i 4. B, Tl A
¢ nPnS dl ~ Z nignig -

T4 3

T}I:A t.q.q;
noeud de T,I;A

Avec cette formule, on obtient une matrice de masse frontiere sur I" 4 qui est diagonale

par blocs, chaque bloc étant une matrice 3 x 3 symétrique, aisément inversible ”a la
1A ?

main”.

3.6 Quelques résultats de discrétisation en temps

A ce stade, nous avons obtenu une semi-discrétisation en espace des équations de Maxwell.
Il reste alors a effectuer la discrétisation en temps. Pour cela, on utilise le schéma saute-
mouton : c’est un schéma aux différences finies, qui est explicite, centré, du second ordre
en temps. On désigne par At le pas de discrétisation en temps, et on pose t, = nAt,
b1 = (n+ 3)At, et U, == U(ty,), Un+% = U(tn+%). Ainsi, la dérivée seconde d’une
quantité U est approchée par

eU, Ut o2un y Ut

2
— (tn N +O(At?) .

Quant aux dérivées premieres qui apparaissent dans les formulations variationnelles, on
les approche par
dU Un+l _ Un—l
()= = -
dt (tn) 2At

Le champ électrique est défini aux instants ”entiers” t¢,, et est noté £", tandis que le champ
magnétique est défini aux instants "moitiés” ¢, 1 /o et est noté B"+1/2 On peut alors écrire
le schéma totalement discrétisé. On obtient alors (on omet l'indice h), pour l'induction
magnétique B

+O(A) .

1

E / (Bn+3/2 . 26n+1/2 + Bn—1/2) .Cdx + L ((Bn+3/2 - Bn—1/2) « n) . (C % n) dl’
Q

2At Jr,
3
+c2/ grad B""/2 : grad C dx + ¢? Z /(grad B't1Y/2 x n) - (eq x C)dl
Q oJr
+ / p"T3/2 div C dx =
Q

1 1
— [ ot V2. Cdx+— [ ("2 xn)-CdD
€0 Ja €0 Jr
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1 brt3/2 _ pr—1/2
+Kt/ [((e"™! —e™) —c 5 xn)xn]-Cdl', VCeS}, (3.68)
Ta
/ divB"3/2 gdx =0, Vg€ Sop (3.69)
Q

En ne gardant au membre de gauche que les termes inconnus a l'instant ¢, 3/, on peut
écrire ce systeme sous la forme (simplifiée) suivante
Trouver (B”+3/2, p”+3/2) € S}?; X Son, solution de :

/ Bn+3/2 . Cdx + %‘t (Bn+3/2 % n) X (C % n) dr
Q

Ca

+ / p" 32 div Cdx = Q11/2, VC € S},
Q

/ div B"3/2 ¢ dx = 0, Vg € Sop ,
Q

ott Q"11/2 désigne I'ensemble des termes connus, i.e. le second membre du systéme discret
a résoudre.

On désigne par B le vecteur colonne des degrés de liberté de B, et par CT le vecteur ligne
des degrés de liberté de C. On introduit alors les matrices de masse, de masse frontiere,
et la matrice ”gradient”, définies respectivement par :

CMpB)= [ B-Cdx (CMr,B)= [ Bxn-Cxndl (CLp)= [ pdivC dx.
A
Q T4 Q
(3.70)
Le systeme s’énonce alors, sous forme matricielle
cAt Sn+3/2 2 on+3/2 _ Fn+l/2
(Mg + TMFA)B + At°Lp =Q , (3.71)
LTB"3/2 =0, (3.72)

Remarque 3.6.1 Afin d’initialiser le calcul, on a besoin de déterminer les champs B~/2
et BY/2. Ceci peut se faire par exemple a laide de l’équation (3.14) discrétisée en temps
de facon analogue.

Le calcul effectif des solutions se fait en résolvant ce systéme matriciel. Pour cela, il suffit
par exemple d’utiliser une méthode d’Uzawa ([36]). Cet algorithme est particulierement
bien adapté ici, puisqu’il peut s’interpréter comme une méthode de gradient conjugué
préconditionné portant sur le probleme dual, c’est a dire sur le multiplicateur de La-
grange. Ce dernier n’étant pas une quantité ayant un sens physique, mais simplement une
correction de la divergence, il suffit d’effectuer un petit nombre d’itérations a chaque pas
de temps pour résoudre le probleme de facon numériquement satisfaisante.

Le cas du champ électrique £ se traite de la méme maniere. On obtient dans ce cas (en
omettant aussi l'indice h)

1

At?

/(5n+1 — 26" + "N . Fdx + L/ (& — &)y xn) - (F xn)dl
o 2At Jr,

3
—1—02/ grad£" : grad F dx + ¢ Z/(gradé'g xn)-(eq x F)dl' + / p" T divF dx =
Q o Jr Q



Equations de Maxwell 113

02

— [ R"divF dx —

€0 Ja e ax Ateg

1 1/2 1/2 et —en! 3,0

E/ [(C(bn-l- /2 _ b"~ / ) + (f) X n) X n] -FdI', VF e Sh’ ,(373)
Ta

/(jn+1/2 _jn—l/2) .F dX+
Q

1
/ divE™ pdx = — / R ) dx, Vi) € Sop, (3.74)
Q €0 JO

On ne garde 1a encore au membre de gauche que les termes inconnus a l'instant ¢,1, et
on désigne par Q"2 I'ensemble des termes connus & Pinstant ¢ < tnt1/2- Le systeme en
Ent1 g%énonce alors sous une forme matricielle analogue & celui en B"T3/2, soit

At . o
(MQ + CTMFA)EYL—H + At2LF—)’n+1 — Qn+1/2 ’ (375)
., 1 -
LTE! = E—M%R"“ . (3.76)
0

3.6.1 Utilisation d’'une méthode de projection

La prise en compte de la condition aux limites de conducteur parfait £ x n = 0 par
dualisation, et 1’élimination des multiplicateurs de Lagrange correspondants, nous ont
conduit & introduire I’espace d’approximation S}?:’O, dans lequel toute fonction F}, vérifie
F1(a;) x n; = 0, pout tout noeud a; appartenant au bord I'c. D’un point de vue algorith-
mique, il est souvent plus simple de prendre en compte cette condition par une méthode
de projection plutot que de construire des fonctions de base dont la trace tangentielle
s’annule. Le but de ce paragraphe est de présenter cette méthode de projection .

Nous supposerons pour simplifier que tout le bord est un conducteur parfait, soit I'4 = 0,
et que la densité de charge R est nulle. Considérons le probleme discrétisé en temps (3.73-
3.74), écrit plus simplement sous la forme

Trouver (€™, pntl) ¢ Si”o x Sop,, solution de :

/ ETL . Fdx + / p"t divFdx = Q"2 vF € $3°, (3.77)
Q Q

/ divE™ T ¢ dx = 0, Vp € Sop, . (3.78)
Q

On introduit la projection orthogonale II (par rapport au produit scalaire de L?(€2)) de
S}% sur S2,07 définie, pour &, dans S}, par :

g, € 830
(3.79)

/(HEh — &) -Frdx=0,YF, € S0,
Q

qui ne modifie &, que sur le bord. Ainsi, le probleme (3.77-3.78) peut s’écrire en relaxant
la condition aux limites de conducteur parfait de I’espace des solutions, sous la forme
Trouver (€™, ptl) e Sz X Son, solution de :

/ et . IFdx + / Pt div (ITF)dx = Q"2 VF € 53,
Q Q

/ div (M"Y ¢ dx =0, Vi € Sy, .
Q
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On obtient alors, et en utilisant la propriété II = II', puisque II est une projection or-
thogonale, la forme matricielle suivante (III désignant la matrice associée a la projection
1I)

En+l _ Pn+l
e+ = Entl

(IIMIT) En+t + A¢2 (L) g+t = mQe+/2, (3.80)

LTIE"! = 0,

qui n’est rien d’autre que le systéme matriciel (3.75-3.76) (avec les hypotheses 'y = () et
R = 0) dans lequel on a relaxé la condition aux limites de conducteur parfait dans ’espace
des solutions.

Remarque 3.6.2 Par construction, mQrti/2 = Qnti/2 puisque toutes les quantités qui
constituent QT1/2 (et devant étre projetées : E™, etc.) ont déja été projetées lors du calcul
effectué au pas de temps t,,.

On peut encore simplifier ce probleme en introduisant I'inverse généralisé (HMQH)_I,

défini comme 'opérateur qui, a Y dans Sz associe X dans Sz solution du systeme :

X =X
(3.81)

(MIMIT) X = TV .

1
IIMIIT étant un opérateur de Sg dans lui-méme, d’image 52’0 et de noyau (52’0) ,
(IIMIT) ™! est bien défini par (3.81). Le probléme (3.80) est donc équivalent &

Etl = (IIMoID) " [Q*HY/2 — ALt . (3.82)

L’intérét de cette procédure est que la projection II, et 'inverse généralisée (]HMQ]H)_l
peuvent étre aisément calculés a I'aide d’une formule de quadrature appropriée.
Expression de la projection II

La projection II, définie par (3.79), peut étre completement explicitée. En effet, on a
1. pour un noeud a; ¢ I'¢, la projection II est I'identité.

2. pour un noeud a; € I'¢, on aura

& 073 n;, =
(I€)(ai) x 0 (3.83)

((H(‘:)(CLZ) - 5((11)) . Fh(az)) = 0, VFh(ai), Fh(ai) X1n; = 0
De la seconde équation, on tire

{((H(‘:)(CLZ) — E(CLZ)) . ni} {Fh(az) . ni} = 0 VFh(ai), Fh(ai) X1n; = O
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d’out on déduit 'expression locale de la projection, caractérisée par les composantes
normale et tangentielles du projeté

(H(‘:)(CLZ) Xn; = 0
(3.84)

(H(‘:)(CLZ) n; = S(al) i 1

Cette expression permet d’expliciter completement la matrice IIT associée a I, qui s’integre
facilement dans un algorithme d’inversion du systeme comme par exemple ’algorithme
d’Uzawa.

3.6.2 Etude de la stabilité

On va brievement étudier la stabilité du schéma en temps. Comme on utilise un schéma
explicite, on doit imposer une condition de stabilité (condition de type CFL) sur le pas
de temps. Pour obtenir cette condition, on va, a partir des formulations variationnelles
discretes, dériver des identités d’énergie, qui pour étre vérifiées, devront satisfaire & une
condition de positivité, dont on déduira un critere de stabilité.

Remarque 3.6.3 Pour définir une énergie discréte, on utilise la méme démarche que
pour le probléme continu : Considérons (par exemple) la formulation variationnelle obtenue
pour linduction magnétique B écrite sous forme d’équation du second ordre (équation des
ondes vectorielles) non contrainte. Pour simplifier, on suppose que la frontiére artificielle
T4 est vide, et que la densité de courant J est nulle. En choisissant comme fonction test
C = 0B, on obtient alors

oB
dt2/B —dx+c /QrotB-rotE dx =0, (3.85)

qui peut s’écrire sous la forme d’une identité d’énergie

{ Wo(B)} := /| > dx + — /|rotl§’|2dx}—0 (3.86)

ot la quantité entre accolades Wo définit une énergie (de type équation des ondes, contrai-
rement a (2.6) qui définit une énergie électromagnétique) qui se conserve au cours du
temps. Bien sir, avec d’autres conditions aux limites ou un terme source non nul (J # 0),
la variation d’énergie devrait prendre en compte les flux sortants ou entrants sur les bords
ainsi que la "durée de vie” du terme source.

Revenons maintenant a I’étude de la stabilité. On va regarder le probleme sur I'induction
magnétique B (ce serait analogue pour le champ électrique £). La encore, on va simplifier
la présentation en supposant que la frontiere artificielle I' 4 est vide, et que la densité de
courant J est nulle. Dans ces conditions, on peut réécrire le schéma totalement discrétisé
(3.68)-(3.69) sous la forme (avec des notations évidentes)

(Bn+3/2—28n+1/2+8n_1/2, C)
At?
B3 ) =0, Vg€ S . (3.88)

+ Aa(B™Y2 C) + b(C,p" 32 =0,¥C € 57, (3.87)
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On introduit alors ’espace
Vi ={C € S}, b(C,q) =0, Vg € Sop}

et on considere le probleme aux valeurs propres
Trouver (A, B) € Ry x V}, solution de

a(B,C) = A(B,C)
dont la plus grande valeur propre Apnax est caractérisée par

a(C,C) a(C,C)
Amax = — = —_— 3.89
= AN(CRCIN - Aol (359
qu’il est facile de calculer numériquement par des méthodes standarts de calcul des valeurs
propres (méthode de la puissance, etc. (voir par exemple [20], [22]).

L’étude de la stabilité par une méthode énergétique, consiste a construire une énergie
discrete, analogue a I’énergie continue, dont on va déduire une condition suffisante de
stabilité. On obtient ainsi la propriété suivante

Proposition 3.6.1 Sous les hypotheses simplificatrices ci-dessus énoncées, on a la condi-

tion suffisante de stabilité
cAt\/ Amax < 2 (3.90)

Preuve : On construit une énergie ”discrete”, analogue a I’énergie calculée sur le probleme

. . .. . n+3/2_pgn—1/2 .
continu. Pour ce faire, on choisit comme fonction test C = %, analogue discret

de %@B, que l'on réécrit sous la forme

1 Bn+3/2 _ Bn+1/2 Bn+1/2 _ Bn—1/2
2 At * At )-

On utilise alors I'identité

(Bn+3/2 _2Bn+1/2+8n—1/2’ Bn+3/2 _Bn—1/2) _ ||Bn+3/2 _Bn+1/2||(2)_ ‘|Bn+1/2 _Bn—1/2||(2) ’

de sorte que la formulation totalement discrétisée (3.87)-(3.88) devient
1 Bn+3/2 _ Bn+1/2 N Bn+1/2 _ Bn—1/2 )
1 - 1))
+c2a(8"+3/2, Bn+1/2) _ c2a(Bn+1/2’ Bn—1/2) —-0. (391)

On définit alors une quantité discrete Wg“, qui a la dimension d’une énergie, par

1 Bn+3/2 _ Bn+1/2 2
Wn+1 — 2 - Bn+3/278n+1/2
art= 12T R S )
de sorte que l'identité (3.91) s’écrit

1

At
qui traduit la conservation d’une énergie. Malheureusement, on ne peut pas, avec cette
définition, garantir la positivité de ’énergie. Pour pallier & ce manque, on va utiliser la
propriété suivante, valable pour toute forme bilinéaire symétrique a :

Watt —wg) =o0.

u+v u+v., A2 u-v u-v
S ——

2’2)4(At’At)’

a(u,v) = i(a(u—i—v,u—kv)—a(u—v,u—v)) = af
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appliquée & u = B"3/2 et v = B"t1/2, On a alors

Brt3/2 _ gntl/2 Bnt3/2 + Bnt1/2 gn+3/2 + Bnt1/2

opn+l — 2, 2
WO || At ||0 +c a( 9 ) 2
A2 prt3/2 _ gnt+l/2 gn+3/2 _ pn+l/2
1 At ’ At

Avec la caractérisation (3.89) de Apax, on obtient 'inégalité

Bn+3/2 _ Bn+1/2 Bn+3/2 _ Bn+1/2 Bn+3/2 _ Bn+1/2 ,
af ) ) < Amax|| 15
At At At

d’ott on déduit que I’énergie discrete Wg“ vérifie I'inégalité

2At2 Bn+3/2 _ Bn+1/2 )
—C

117

Bn+3/2+Bn+1/2 Bn+3/2+Bn+1/2

WG 2 (1= = A )| —— [+ Fa(——————, T——

Celle-ci fait alors apparaitre la condition suffisante de positivité

At?
1-— CzT)\max Z 0,

d’ou le résultat.

Utilisation pratique de la condition de stabilité

D’un point de vue pratique, on ne calcule pas, en général, Apax. On désigne par dr, le
diametre du cercle inscrit dans 1’élément T}, et on pose d = mig dr,. On peut montrer
€

TheTy
que

Cste
A = =

ou la constante Cste dépend de la géométrie du maillage. On choisit alors le pas de temps

At de sorte que la condition suffisante de stabilité*

At - 2
d v C'ste

C

soit vérifiée.

4Cest une stabilité de type L2.
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Annexe : une méthode de pénalisation

On souhaite reformuler (3.19-3.20) sous la forme d’un probleme de type point-selle, dans X' x
L?(Q). Une facon de prendre en compte une contrainte (ici sur la divergence) consiste & utiliser
une méthode de pénalisation. Pour cela, on remplace la contrainte

divu=g

par
divu —ep =g € petit parametre >0 .

La formulation variationnelle pénalisée s’écrit alors
/Q{rotu -rotv + \u - vidx + /deivvdx = /Qf cvdx Vv e X, (3.92)
/Q{—epq + divug} dx = /ng dx Vqe L*(Q). (3.93)
En choisissant ¢ = divv dans (3.93), on arrive &

1
/pdivvdx:—/qux+—/divudivvdx,
Q Q €Ja

que lon remplace dans (3.92), pour obtenir
1
/{rotu-rotv+)\2u-v} dx+—/ divudivvdx:/f-vdx+/qux YveX.
Q €Ja Q Q

Ainsi, dans un esprit analogue & celui de la formulation augmentée, le principe de la méthode de
pénalisation (aussi appelée de régularisation) consiste & rendre ”inversible” la condition divu = g.
Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur intéressé a [39].
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Chapitre 4

Les équations de Maxwell
bidimensionnelles

On s’intéresse ici a la modélisation des équations de Maxwell dans des domaines bidi-
mensionnels. Pourquoi ?

Tout d’abord, un certain nombre de situations physiques sont correctement appro-
chées par de telles modélisations.

La théorie se déduit aisément de la situation générale (cf. le chapitre 2).

Les modeles bidimensionnels obtenus sont plus simples a étudier.

La mise en ceuvre numérique de ces modeles est plus aisée.

Dans la suite, nous allons présenter les deux modélisations bidimensionnelles les plus
courantes, issues de deux types d’hypotheses de symétrie sur le domaine et les données :
soit une invariance par rotation autour d’un axe, soit une invariance par translation. La
premiere symétrie peut par exemple étre utilisée lorsque I'on étudie un faisceau rectiligne
de particules, dans un voisinage du faisceau : I’axe de rotation est alors celui du faisceau.
Quant a la seconde modélisation, elle permet en particulier de modéliser des phénomenes
physiques dans des ”longs” cylindres ; un exemple typique est le filtre & stubs, pour lequel
des résultats numériques ont été présentés au chapitre 1, ou les cables téléphoniques.

Fic. 4.1 — Exemples de domaines invariants par translation et par rotation.

121
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1 Invariance par rotation

La théorie ’axisymétrique’ exposée ici est développée pour des problemes elliptiques
dans [13], et dans [5] pour I’étude des équations de Maxwell, pour lesquelles il est nécessaire
de prouver un certain nombre de résultats spécifiques.

Dans la suite, on supposera que les données (e, i, J,R,Ey, Ho) et le domaine € sont
mvariants par rotation.

1.1 Le domaine et les opérateurs différentiels

On définit une surface de révolution I' engendrée par la rotation autour de (Oz) d’une

ligne brisée 7, dont les extrémités sont sur (Oz) (cf. figure 4.1). On appelle  le domaine
limité par I', w lintersection de € et d’un demi-plan méridien, et v le bord de w. Par
construction,  est un domaine de type (H3), avec des faces curvilignes, et w est un do-
maine polygonal (lui aussi de type (H3)).
Les coordonnées naturellement adaptées a ce type de domaine sont les coordonnées cylindri-
ques, notées (1,0, z). Cest ce systeme de coordonnées qui sera utilisé par défaut dans la
suite!. Dans ce systeme de coordonnées, un demi-plan méridien & pour équation 6 = 6.
On peut alors écrire ’égalité

Q=wx|0,2n[={(r,0,2) : (r,z) €w, 0 €[0,2n[}.

Les coordonnées naturelles dans w sont donc les coordonnées cartésiennes (r,z). Les
éléments de volume sont respectivement

dx = rdrdfdz dans €,
dw = dr dz dans w.

Pour voie de conséquence, pour une fonction f invariante par rotation, que l'on 'identifie
a sa trace sur w

/Qf(r,z)dx:/gijwdﬂ/wf(r,z)rdw:27r/wf(r,z)rdw.

En termes plus mathématiques, si on appelle iQ(Q) I'ensemble des éléments de L?(€2)
invariants par rotation, on en déduit par exemple que ’application trace sur w n’est pas
une isométrie de L2(Q) dans L?(w), mais de L2(€) dans I'espace d poids L?(w) (au facteur
V27 pres), défini par

Définition 1.1 Pour a € R, on appelle L?(w) l’espace des fonctions f mesurables sur w,
a valeurs dans R, et telles que

1/2
I fllo.e == {/ flr,z)re dw} < 0.

De la méme facon, il est nécessaire d’introduire des espaces de Sobolev a poids, lorsque
l'on parle de la trace sur w d’éléments invariants par rotation de H™(2), m € N.

Notons que pour les faces coniques, on peut également se servir des coordonnées sphériques.
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La base ’tournante’ associée en un point de coordonnées (1,0, z) est (e, eg,e,). Dans
cette base, la composante ng de la normale sortante n a I' est nulle, et n, et n, sont
indépendants de @ 2. Ou, ce qui revient au méme, on dit que n est égale & la normale v &
~p en tous les points du bord ou elle est définie. On appelle T le vecteur tangent a -, tel
que (7,v) soit directe.

Fic. 4.2 — Dans le demi-plan méridien.

Il reste maintenant & préciser la notion d’invariance par rotation. Pour une définition
plus générale, au sens des distributions, voir [13]. En effet, on suppose ici que 'on peut
parler de valeurs ponctuelles (presque partout), ce qui est le cas si f € L?(Q) ou D €
L2(Q)3...

Définition 1.2 Soit f un champ scalaire : f est invariant par rotation si
fr,0+a,2) = f(r,0,z2), V(r,0,2) € Q, Ya €]0,2x].

Soit D =D, e, + Dyeg+ D, e, un champ vectoriel : D est invariant par rotation si

7

D, (r,0 + o, z) = D,(r,0,2)

DQ(T‘,H + a,z) = D@(T‘,H,Z) ’ V(’I",H,Z) € Q7 Va 6]07 27T['

D,(r,0 4+ «a,z) = D,(r,0,z)

2En effet, on sait d’une part que le bord T est lipschitzien, et d’autre part qu’il peut étre écrit sous la
forme I' =« x [0, 2[. Ainsi, une représentation locale de T" est f(r,z) = 1, et la représentation correspon-
dante de Q est f(r,z) < 1, avec f lipschitzienne; c’est grace a la symétrie de révolution, que 'on peut
toujours choisir f indépendante de 6. Par voie de conséquence :

Ao f(r,z) =0, Y(r,0,z) €T,
Orf(r, (0 + ), z) = Or f(r,(0), 2), p. p. tout (r,0,2) €T,
0. f(r,(0+ a),z) = 0.f(r,(0),2),p. p. tout (r,0,2) € T.

Comme n = on arrive bien a n, et n. indépendants de 6, et ng = 0.

Vi
v
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De facon équivalente, un champ vectoriel D est invariant par rotation, sous réserve que
I_{D(r,0 + a,2)} = D(r,0,2), V(r,0,z) € Q, Va €]0,27[, ou II_,, est la rotation d’axe
Oz et d’angle —a. En effet, on a H_a{eg’ﬂa’z)} = esf’e’z), et de méme pour ey et e....
Remarque 1.1 Si le champ est suffisamment régulier, l'invariance par rotation signifie
aussi que toutes les dérivées partielles par rapport a 0

— des champs scalaires sont nulles;

— des composantes cylindriques des champs vectoriels sont nulles.

Sous réserve que cette invariance par rotation soit satisfaite, que deviennent les opérateurs
différentiels 7 En coordonnées cylindriques, les opérateurs gradient, divergence et rotation-
nel s’écrivent, pour un champ scalaire f et un champ vectoriel D = D, e, + Dgeg+ D, e,,

_of 10f of
gradf—aer—i-;%ee—l-%ez (4.1)
.o~ 10 10Dy 0D,
_ (10E, O0FEy OE, OFE, 1/0 oE,
rotS-(r 20 8z>er+<82 ar>eg+r<8r(rEg) 8(9>ez. (4.3)

Encore une fois, des coefficients r et 1/r apparaissent. Poursuivons par la

Définition 1.3 Soit D un champ égal a D = D, e, + Dygeg + D, e,. On appelle
— partie méridienne de D, D,, = D, e, + D, e, ;
— partie azimutale de D, Dgey.

On déduit des identités (4.1)-(4.3) la

Proposition 1.1 — Pour tout champ scalaire invariant par rotation f :
grad f est méridien.
— Pour tout champ vectoriel invariant par rotation u :
Siu est méridien (ug =0), alors rot u est azimutal.
Siu est azimutal (u,, =0), alors rotu est méridien et diva = 0.

Les résultats de cette proposition vont nous permettre de décomposer les équations de
Maxwell en deux sous-systemes indépendants, lorsque le champ électromagnétique est in-
variant par rotation.

Il reste a introduire les opérateurs bidimensionnels ’cylindriques’ pour des champs
invariants par rotation, en coordonnées (r, z) (Les expressions des opérateurs ’classiques’,
bidimensionnels cartésiens, seront rappelées au paragraphe 2.1.)

. . 10 oD,
divD =divD,, := ;E(T D,) + P (4.4)
rot £ = rot Ey + (rot E,,)ep, avec
OBy 10
rot By := —Eer + ;E(r Ep)e, (4.5)
OE, OE,
rot B, := ( - > (4.6)

Dans la suite, on découpe les champs vectoriels en parties méridienne et azimutale,
avec des notations évidentes, et 'on pose R = p. Par ailleurs, on omet les indices ,, et g,
puisqu’il est clair que les inconnues vectorielles sont méridiennes, alors que les inconnues
scalaires sont azimutales.
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1.2 Les équations de Maxwell

Supposons que le champ électromagnétique soit invariant par rotation.

Dans le cas bidimensionnel ’cylindrique’, on vérifie aisément que le systeme du premier
ordre en temps (2.1)-(2.4), complété de la loi de conservation de la charge, de la condi-
tion de conducteur parfait ainsi que des conditions initiales (2.30) et (2.32-2.34), s’écrit
alors sous la forme de deux systemes du premier ordre en temps complétement découplés
entre eux. Le découplage est ici complet, a la différence des formulations du second ordre
en £ et H du cas tridimensionnel, qui restaient (faiblement) couplées par les conditions
initiales du premier ordre, ainsi que par les seconds membres des équations (2.35) et (2.39).

Le premier, d’inconnue le couple (E, H) a pour données (J, p) et il s’écrit sous la forme
suivante. Les équations de Maxwell :

OE
e5r — ot H = —J, (4.7)
oH
div (E) = p. (4.9)

L’équation de conservation de la charge :

%—F@J:O. (4.10)
La condition aux limites :
E-7=0 (4.11)
Les conditions initiales :
E(-,0) = Eo, (4.12)
H(-,0) = Hp. 4.13)

Le second, d’inconnue le couple (F,H) a pour donnée J et il comprend les relations
suivantes. Les équations de Maxwell :

FE
Eaa—t —rotH = —/J, (4.14)
H
p T 4 rot B =, (4.15)
div (jH) = 0. (4.16)
La condition aux limites :
E=0 (4.17)
Les conditions initiales :
E(-,0) = Ey, (4.18)
H(-,0) = Hj. 4.19)

NB. L’équation de conservation de la charge n’a pas de trace dans le systeme (£, H, J).
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1.3 Existence et unicité de solutions invariantes par rotation

Nous utilisons pour commencer les résultats du chapitre 2. En effet, €2 est un ouvert a
bord lipschitzien borné, i.e. de type (H3). Comme les données J,R, &y, Ho appartiennent
aux espaces habituels, on détermine par application directe des théoremes 2.3.2, 2.3.4 et
2.4.4 qu’il existe une solution et une seule (£,H) qui dépend contintiment des données.
On peut considérer ensuite deux méthodes :

— On prouve que les systémes (4.7)-(4.13) et (4.14)-(4.19) (ou les systémes statiques
dérivés) admettent une solution unique (E, H) ou (E,H), et on revient au cas tri-
dimensionnel, en construisant une solution du probléme tridimensionnel qui sera
invariante par rotation. Comme le probléme initial admet une solution unique, elle
est par voie de conséquence invariante par rotation.

— On montre directement que la solution (€,H) est invariante par rotation. A partir
de la, il est loisible de considérer le probleme dans un demi-plan méridien, et de
résoudre les équations de Maxwell par application des systemes bidimensionnels
(4.7)-(4.13) et (4.14)-(4.19) (ou les systemes équivalents du second ordre en temps,
ou les systemes statiques.)

Dans la suite de cette sous-section, nous privilégions la seconde approche (dans le cas de
linvariance par translation, on s’intéressera au contraire & la premiere.) A quels résultats
arrive-t-on concernant l'invariance par rotation des solutions tridimensionnelles statique
et dépendant du temps? Nous allons voir que les résultats sont un peu différents, selon
que l'on considére la définition 1.2 de 'invariance par rotation, ou la définition alternative
de la remarque 1.1...

NB. Pour raisonner en toute rigueur, il aurait fallu passer par la définition de 'inva-
riance par rotation au sens des distributions, mais ceci sort du cadre du cours...

Le cas électrostatique

Avec (g, R) donnés et invariants par rotation, on sait donc qu’il existe un unique champ
électrostatique £ € X’ solution de
Trouver € € L*(2)3 tel que

rot€ =0

div(eE) =R (4.20)

{ E x nr= 0
Proposition 1.2 £ est invariant par rotation.

Preuve : Soit o €]0, 27| fixé. On définit £ = E e, + Ef ey + EZ e, par

El 0.2 = Er@ota,2)

Egé(ne’z) = E@(T,G-‘ra,z) ; V(T, 9, Z) c Q.

[ B2 r0.2) = Bararn)

En d’autres termes, EY = E, ot,, By = Egot, et EY = E,ot, avec ta(r,2) = (r,0+a,z),
ou 0 + « est pris modulo 2. Par définition, les dérivées partielles de ¢, vérifient
Oty Oty _ Oty

E— —_ T = = 1.
or (r,0,2) a0 (r,0,2) 0z (r,0,2)
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On en déduit alors des identités du type

0EC  OE, ot.  OE
or (r6,2)  OF (ta(r,2) OF (r6z)  OF (r6+a,z)

pour toutes les dérivées premieres et toutes les composantes cylindriques.

3

Par voie de conséquence”®, comme ¢ et R sont invariants par rotation

div (Ega)(r,e,z) = div (E‘g)(r,e—i-a,z) = R(r,@—i—a,z) = R(T,G,z)'

De la méme fagon, 0 = rot £ est invariant par rotation, et en particulier II_,{(rot £ )(r,@ ta, Z)} =
(rot £)(r9,2), avec II_, la rotation d’axe Oz et d’angle —a.

(POt ga)(T,G,z) = (POt ga)r(r,é',z) ef + (I‘Ot 50{)0(7‘,6‘,,2) eg + (I‘Ot ga)Z(r,G,z) ez

= (I‘Ot S)T(T,G—l-a,z) ef + (I‘Ot 5)9(7",0—4-04,,2) eg + (I'Ot g)»’é’(r,@—l-a,z) ez

=14 {(POt S)T(T,G—i-a,z) e?“—‘ra + (POt 5)9(7",0—4-04,7:) ez+a + (I‘Ot E)Z(T,G—l-a,z) eg+a}

= H—Ot{(rOt g)(r,0+a,z)} = (rot g)(r,é',z)'
Enfin, sur le bord, on a n = n,e, + n.e,, avec n, = nft® = nf et n, = nfte = pf,
Comme &£ x n|r est invariant par rotation, on trouve sur I
o . o 7] o o 7] o 7]
(E* x )02 =n. Ef (r0,2) € T (e B —n; EY) 0,2 €9 — 1y B (r,0,2) €z
0 0 0
=Ny EG(T,0+a,z) e, + (nr E,—n, Er)(r,@—i—a,z) €y — Ny E@(r,@—i—a,z) €.

=H_o{(& X ) 01a,)} = (€ xN)40.)

En conclusion, £* € L?()3 est solution de (4.20). D’apres I'unicité de la solution, £% = £.
Comme c’est valable pour tout «, &£ est bien invariant par rotation. [ |

Pour ce qui est de H, avec (i, J) donnés et invariants par rotation, on sait donc qu’il
existe un unique champ magnétostatique H € W solution de
Trouver H € L%(Q)? tel que

§
rotH=J
div (uH) =0 (4.21)
H - nr = 0

Proposition 1.3 H est invariant par rotation.

Preuve : On reprend exactement celle de la Proposition 1.2, a ’exception de la condition
aux limites qui s’obtient néanmoins de facon équivalente. [ |

3Par exemple, pour ce qui est du premier terme de div (E€Y)(r,0,2), comme € est invariant par rotation

10

~a_ (7' € E?)(T,G,Z) =

ror ((E Eg)(r,e,z) + 7'(87«5 E?)(T,G,Z) + T(E a’FEg)(r,Q,z))

(E ET)(T,9+0¢,Z) + T(a’FE ET)(T,9+0¢,Z) + T(E aTET)(r,9+a,z))

1
R B e N
—

s

(T 3 E’r)(r,9+a,z)~
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Le cas dépendant du temps

Ce cas est tres simple a traiter, des lors que 'on a connaissance de la méthodologie
retenue dans le cas statique. Tout d’abord, il existe un unique champ électromagnétique
(€, H) solution des équation de Maxwell (2.1)-(2.4), et (2.30)-(2.34), sous réserve que les
données invariantes par rotation satisfassent aux hypotheses de régularités usuelles. A
partir de la, on en déduit le résultat

Proposition 1.4 (£, H) est invariant par rotation.

Preuve : Pour a €]0,27[, on définit (€%, H®), coordonnée cylindrique par coordonnée
cylindrique, par

EX=FE,oT,, E§=EgjoT, E*=E,oT,,

H® = H,oT,, HY = HyoT,, H®=H,oT,,

T

avec To(rg,24) = (1,0 + , 2,t), V(r,0,2,t) € 2x]0,TT.
On vérifie ensuite que ce couple est solution des mémes équations de Maxwell que (€, H).

Pour ce qui est des opérateurs différentiels en espace (div, rot ) et des conditions aux
limites, c’est clair. Et pour la dérivation par rapport au temps, c’est immédiat ! [ |

2 Invariance par translation

Dans la suite, on parlera de cas ’cartésien’ pour évoquer l'invariance par translation.

2.1 Le domaine et les opérateurs différentiels

On considére un probléeme posé dans un domaine ) cylindrique infini pour lequel
les données (g,u,J,R,E,Ho), le domaine et le champ électromagnétique* (£,H) sont
indépendants d’une des trois variables d’espace (x,y,z), que nous supposerons étre z :
dans ce cas, on travaille dans une coupe perpendiculaire a 'axe Oz. Pour cela, notons
Q) = w x R le cylindre retenu, et supposons que w est un ouvert borné et simplement
connexe a frontiere v lipschitzienne du plan; ici, w est de type (H3). Dans la suite, on
notera dw la mesure de Lebesgue dans w.

Par hypothese, la composante n, du vecteur normal n est nulle, et n, et n, sont indépendan-
tes de z. Si v est le vecteur normal (unitaire) a7, et 7 le vecteur tangent associé, c’est-a-dire
tel que (7,v) est directe, on a donc

Rappelons que I'on a, dans R?, deux opérateurs rotationnels : I'un est scalaire et agit sur
des fonctions & valeurs vectorielles, et I’autre est vectoriel et agit sur des fonctions a valeurs

4Cette hypothese a priori est différente de celle du cas invariant par rotation, voir la sous-section 1.3.
Nous conclurons la partie consacrée a l'invariance par translation par quelques commentaires sur ce point.
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scalaires. La divergence et le gradient sont définis classiquement.

Oy f Orf
rot v = 0,vy — Oy, rot f = , divv = 9,v, + Oyvy, et grad f =

_8zf ayf

Proposition 2.1 Soit f € L*(w). Alors f appartient ¢ H'(w) si et seulement si
grad f € L?(w)?, ou
rot f € L?(w)?.

La preuve est triviale, d’apres I'expression du rotationnel vectoriel.
On pose

H
g: ’H: ’\7: ,etR:p-

Sous les hypothéses d’indépendance de ¢, i et des champs par rapport & z, on obtient les
identités

rot E, rot (u 'rot E; )
rot€ = , div (¢€) = div (¢E, ), et rot (u 'rot &) =

rot E, rot (1~ 'rot E,)

L’expression du rotationnel induit une dissymétrie entre les composantes E, , et E. ;
en effet :

E,, € L*(w)? rotE;, € L*(w),Eyy - T, =0 E, , € Hy(rot ,w)
€ € Hy(rot , ) <— =

E. € L*(w), rot E, € L*(w)? E,, =0 E, € H}(w).
Rappelons la formule d’intégration par parties, pour u € H(rot ,w) et v € H'(w) :
/{u-rotv —rotuv}dw = /(u-T)vd’y.
w 2l

En effet,

B Ouy ov Ouy ov
/w{u-rotv—rotuv}dw = /w{( By U-i-umay) (8$U+Uyax)} dw
(2:84) /{urvny — uyong }dy = /(u-T)vd'y.
o Y

Dans le reste de cette section dédiée au cas de I'invariance par translation, nous omettrons
les indices ; 4 et ., puisqu’il est clair que le premier correspond a des inconnues vectorielles,
et le second a des inconnues scalaires.
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2.2 Les équations de Maxwell

Dans le cas bidimensionnel ’cartésien’, on part a nouveau des équations du premier
ordre (2.1)-(2.4), complétées par (2.30) et (2.32-2.34), dont on vérifie encore une fois
qu’elles s’écrivent sous la forme de deux systémes du premier ordre en temps complétement
découplés entre eux.

Le premier, d’inconnue le couple (E, H) a pour données (J, p) et il s’écrit sous la forme
suivante. Les équations de Maxwell :

OE
o rot H = —J, (4.22)
u%—lj +rotE =0, (4.23)
div (cE) = p. (4.24)

L’équation de conservation de la charge :

% +divd = 0. (4.25)
La condition aux limites :
E-7=0. (4.26)
Les conditions initiales :
E(-,0) = Ey, (4.27)
H(-,0) = Hy. (4.28)

Le second, d’inconnue le couple (E,H) a pour donnée J et il comprend les relations
suivantes. Les équations de Maxwell :

OF
Ea — I'OtH = —J, (429)
H
div (uH) = 0. (4.31)
La condition aux limites :
E=0 (4.32)
Les conditions initiales :
E(-,0) = Ep, (4.33)

Il n’y a pas de trace de I’équation de conservation de la charge pour le systéme en (E, H).

Nous allons maintenant examiner les résultats d’existence et d’unicité de la solution
statique ou temporelle des équations de Maxwell. Les méthodes mathématiques sont sou-
vent semblables a celles du cas général tridimensionnel, aussi nous donnons seulement les
grandes lignes des preuves lorsque les similitudes sont flagrantes. Ceci étant, on ne peut
pas appliquer les résultats du chapitre 2 tels que dans €2, puis passer dans w. En effet,
est bien de type (H2), c’est-a-dire a bord lipschitzien, mais c¢’est un domaine non borné de
R3. Voir également la sous-section 2.5 pour des commentaires additionnels.
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2.3 Le cas statique

Dans le cas ou la solution est indépendante du temps, les équations (4.22)-(4.28)
prennent la forme suivante :

rot H = J, (4.35)
divJ =0, (4.36)
(WH,1)p =0, (4.37)
rot E =0, (4.38)
div (¢E) = p, (4.39)
B, =0. (4.40)

Quant aux équations (4.29)-(4.34), elles deviennent :

rot H = J, (4.41)
div (uH) = 0, (4.42)
H-v, =0, (4.43)
rot E = 0, (4.44)
B, =0. (4.45)

Remarque 2.1 Comment expliquer (4.37) ? D’apres (4.26), on déduit

/1rotEdw:/E-rotldw—/(E-T)ld'y:O.
w w ¥

(4.37) est donc une conséquence du calcul de l'intégrale sur w de (4.23).

De méme, la condition auz limites (4.43) n’apparaissait pas explicitement dans (4.22)-
(4.34). Néanmoins, on a vu que (4.32) implique que la composante tangentielle du gradient
tangentiel (sur ) de E s’annule. on en déduit que

O=grad B -7, = <g—fny — g—fn;,;)' = —(rot £ -v)},.
v

La condition (4.43) est alors une conséquence de la prise en compte de la trace de (4.30)
sur le bord ~y.

On a repris, ci-dessus, les raisonnements développés a la sous-section 1.5.2, pour l’obten-
tion de conditions supplémentaires, en passant par les modeéles quasi-statiques.

Examinons la régularité a priori des seconds membres des équations ci-dessus, en transpo-
sant les résultats du chapitre 2 au cas courant. Commencons par le potentiel électrostatique

E=grado, ¢ € HY(Q) = E =grad ¢, ¢ € H}(w).

Comme ¢ et la densité de charge p sont deux variables duales, d’apres 'expression de
I'énergie statique (2.18), on en déduit que p € H~!(w).
Pour ce qui est du potentiel vecteur A, on trouve

pH =rot A, A€ H}(w)
uH =rot A, A€ Hy(rot,Q) <—

wH =rot A, A€ Hy(rot,w).
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On se souvient que J et A sont deux variables duales dans l’expression de 1’énergie
magnétostatique (2.20). Par voie de conséquence, il en est de méme pour d’une part J
et A, et d’autre part J et A : J appartient donc & Hy(rot,w)’, et J & H!(w).

A partir de ces équations statiques, il est aisé d’obtenir des résultats d’existence,
d’unicité et de dépendance continue par rapport aux données. Rappelons que, d’apres
la définition de ’énergie électromagnétique (2.5-2.6) et les hypotheses (HO) sur € et p, E
et H appartiennent & L?(w)?, et E et H appartiennent & L?(w).

Considérons tout d’abord le cas des champs scalaires, E et H :

— Pour E, Iéquation (4.44) implique, en termes de régularité, que £ € H'(w). Par
ailleurs, les solutions de (4.44) sont constantes dans w. Comme FE est nulle sur le
bord, on obtient finalement que E = 0.

— Pour H, remarquons tout d’abord que (4.35) implique que la donnée J est a di-
vergence nulle, ¢’est-a-dire (4.36). Qu’en est-il de la réciproque ? Pour étayer notre
propos, rappelons le résultat suivant®, di & Girault et Raviart [39, Lemme 2.1, cha-
pitre 1, p. 22].

Lemme 2.1 Soit f un élément de H=(w)? tel que

D) <, W >py=0, Yw e {w € H}(w)?: rotw = 0}.

Alors, il existe p € L?(w), unique a une constante pres, tel que f = rotp.

Nous allons utiliser ce résultat pour J, dont on sait qu’il vérifie divJ = 0 et qu’il
appartient & Ho(rot,w)’. Comme H}(w)? C Hp(rot,w), on a bien J € H 1(w)?.
Maintenant, prenons w, un élément de H&(w)2 a rotationnel nul. En particulier,
w € L?(w)? : il existe donc g dans H'(w) telle que w = grad g. Comme w est de
régularité H'(w)?, g est en fait un élément de H?(w). De plus, on a les égalités

gradg 7, =0 <= g}, = cte,

0
gradg - v, =0, a—zl =0,
¥

ce qui signifie que 'on peut prendre g dans H3(w); puisque D(w) est dense dans
HE(w), on peut remplacer g par un élément de D(w), g*, et conclure par densité.

Or,
< J,gradg* >= — < divJ,¢* >=0.

Ainsi, J vérifie ’hypothese du Lemme ci-dessus.
On en conclut que H est un potentiel de J, et qu’il est défini & une constante prés,
la valeur de la constante étant finalement déterminée par (4.37).
Pour ce qui concerne les champs vectoriels, E et H, on peut par exemple reprendre la
méthodologie adoptée au chapitre 2. Tout d’abord, on remarque que 1’on peut permuter la
divergence et le rotationnel (scalaire), ainsi que les produits scalaires “T|y €t -V}, comme

50t l'on a remplacé grad par rot et, pour étre consistant, div par rot. Voir également le paragraphe
qui suit sur E et H.
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suit. En effet, d’apres (4.41)-(4.43),

7

J = 0.Hy — 0,H, = 0,(n" "By ) + 0y (n ' By ) = div (u~'B).

H
1 Yy
BT =u est tel que § 0 = 9, (uH,) + 9, (uH,) = —8xByl +8,B+ = —rot BL.
—H,
0= /L(Hmljx + Hy’/y)lw = (_B;_nx + Bé_ny)w = BJ' Ty
Ceci coincide avec le probleme en E (4.38)-(4.40), avec ¢ remplacé par u~!, et p par J.

Comme les données ont méme régularité, puisqu’elles appartiennent toutes deux & H~1(w),
et comme E et H se trouvent a priori dans L?(w)?, on est revenu & un probléme unique;
par exemple en H, avec pour donnée J. A partir de 1a, on peut reprendre soit la formulation
en potentiel du chapitre 2, soit la formulation mixte, dont les principes et la théorie ont
été exposés au chapitre 3, pour conclure a l’existence, a 'unicité, ainsi qu’a la dépendance
continue (par rapport a la donnée J) de H.

En résumé, nous avons prouvé le

Théoréme 2.1 Soit w un ouvert simplement conneze de type (H3).

Il existe un couple unique (E, H) solution du premier systéme statique d’équations de Maz-
well. De plus, il dépend continiment des données (J,p).

Il existe un couple unique (H, E) solution du second systéme statique d’équations de Maz-
well. De plus, E est nul, et H dépend continument de la donnée J.

2.4 Le cas temporel

Pour démontrer des résultats dans le cas temporel, nous nous aidons encore une fois
d’une approche de type Lions-Magenes. Chacun des deux systemes, (4.22)-(4.28) et (4.29)-
(4.34), peut a son tour étre écrit de maniere équivalente sous la forme d’un systeme du
second ordre en temps. On se place sur un intervalle temporel du type |0, T7[.

Théoréme 2.2 Dans la formulation du probléme du premier ordre en temps (4.22)-
(4.28), d’inconnue (E, H), on peut remplacer (4.22) par

O’E . 0J
Tl +rot (u rotE) = o (4.46)
%—Et}(-,o) =E, E;:=¢ (rot Hy — J(-,0)). (4.47)

Dans la formulation du probléme du premier ordre en temps (4.29)-(4.34), d’inconnue
(E,H), on peut cette fois remplacer (4.29) par

O’E 1 oJ
Tl +rot (u rot E) = 0 (4.48)
%—f(-, 0) = By, By :=¢ '(rot Hy — J(-,0)). (4.49)

Ce résultat se déduit aisément des contreparties tridimensionnelles (voir Théorémes 2.4.1
et 2.4.2), en utilisant ’hypothese d’indépendance par rapport a z, c’est-a-dire 9,- = 0. On
peut également raisonner directement, a l'instar des résultats tridimensionnels.
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Remarque 2.2 (/.48) est une équation des ondes scalaire. En effet, on a lidentité, en
deuzx dimensions,

o af. o of

rot (arot f) = —%(a%) - a_y(a8_y) = —div (agrad f).
St a = g dans w, ceci est égal @ —ag Af.

En ce qui concerne I’étude de I'existence et de 'unicité de la solution des équations de
Maxwell en temps, nous allons utiliser les résultats du chapitre 2. Pour commencer, nous
“traduisons” les hypotheses (2.43) sur les données :

;

p €CY0,T; L*(w))

J €C%0,T; H(div ,w)) ; a_.: e L*(0,T; L*(w)?)

5 9 (4.50)
. P
divJ + T 0.
0 2 oJ 2 2
J€C(0,T; L*(w)) 3 -y € L7(0,T; L7 (w)).

ot

Nous supposons que les conditions initiales (4.27-4.28) et (4.33-4.34) sont satisfaites avec
(Eo, Hy) et (Eo,Hp) tels que

Eq € Hy(rot ,w), div(¢Eg) = p(0) ; Hp € HY(w), /,uHo dw =0
w . (4.51)

Hy € H(rot,w) N Ho(div p,w), div(uHy) =0; FEy € H}(w)
A partir de ce point, nous nous concentrons sur la formulation du second ordre en
(E, H). On sait que
oJ
- E € LQ((JJ)Q.
— rot E € L?(w), ce qui entraine rot (u~'rot E) € Hy(rot,w)’.
2

— Par voie de conséquence, ——- appartient lui aussi a Hy(rot ,w)".

11 est donc loisible de se placer dans Hy(rot ,w)’ pour étudier (4.46). On arrive aisément &
la forme équivalente

O’E oJ
Ho(rot w)’ < EW’F >H0(r0t w) —|—(/L_11"0t E,I"Ot F)O = —(a, F)o, VF € Ho(l"Ot ,w). (4.52)

Nous n’insistons pas sur la résolution de (4.52), puisqu’il suffit de transposer la preuve
tridimensionnelle (on applique la théorie de Lions-Magenes [54]). On arrive alors a Pexis-
tence et I'unicité de E (et & la dépendance continue par rapport aux données J et p) ; dans
Hy(rot ,w) pour le champ, et dans L?(w)? pour sa dérivée premiere :

JE, (E,E) € C°(0,T; Hy(rot ,w)) x C°(0,T; L*(w)?),

solution du probleme du second ordre en E.

Pour ce qui est de la détermination de H, soit

Liw) :={ve L*(w): / vdw = 0} et Lio(w) = {v e L}w): / v dw = 0}.
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De (4.23) et (4.26), on déduit que
H' € C°(0,T; Ly (w))-
Comme la condition initiale (4.51) est telle que Hy € Lio (w), on trouve, grace a l'identité
H(t) = Hy+ /tH'(S) ds,
' H e C%0,T; L2y (w)).

La variable auxiliaire U := ¢, E—rot H+J appartient en conséquence & C°(0, T; H~!(w)?).
D’apres la relation de Faraday (4.23) pour (E, H) et la formulation du second ordre (4.46) :

0’E 0OH 0J O’E 0J
- _ _ —_— = — -1 _—_ =
U =¢ rot <8t > + 5% S o +rot (u rotE) + 5 0.

U est donc constante, et la condition initiale (4.47) permet de conclure que la relation
d’Ampere (4.22) est satisfaite. Ainsi,

rot H € C°(0,T; L*(w)?), d’out H € C°(0,T; L2o(w) N H' (w)).

Notons que, comme le champ H appartient a Lio(w)ﬁH L(w), il est complétement déterminé
par son rotationnel rot H, et dépend donc continiment de la donnée J. En effet, on a le
résultat ci-dessous, corollaire de I'inégalité suivante, dite de POINCARE-WIRTINGER (cf.
[58])

Théoréme 2.3 soit w satisfaisant a (H3).

ACpw > 0 telle que Yu € H'(w), |lulo < Cpw {|uli + (u, 1)3}1/2.
Corollaire 2.1 soit w satisfaisant a (H3), p a (HO).

ICpw (1) > 0 telle que Yu € H(w) N Lio(w), llullo < Cpw (p)|ul.

Preuve : Soit u € H'(w) N L7 (w). On éerit u = ug + a, avec ug € L§(w) et a € R. On a donc

#,11)0 |(uo, i)o| < B(1) |luollo, avec B(p) = (LL?!;O'

0= (1, 1)o = (o, p)o +alp, o, ot af = ¢
Par ailleurs,
[ull§ < 2lluoll§ + 2llallg = 2[luolld + 2a*[|1[1§ < 2(1 + B()?[11113) [uoll3-
On applique le théoreme de Poincaré-Wirtinger a ug, pour trouver
lullg < 2(1 + B(w)?1LI15)Cow?[ult,
puisque [ug|1 = |uli. ]
La variable auxiliaire V := diveE — p appartient & C°(0,T; H~!(w)), et elle vérifie

V' = div < 58_E> Op 422) .. 9p (4.50)
ot

V est donc constante, et nulle d’apres la condition (4.51) vérifiée par Eq. Ainsi,

3IH, (H,H') € C°(0,T; H' (w) N Ly (w)) x C°(0,T; Ly (w)),
JE, (E,E') € C%0,T; X(c)) x C°%0,T; H(dive,w)),
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ou X () := Hy(rot,w) N H(dive,w), avec dépendance continue par rapport a J et p.

Enfin, il est possible de reprendre les mémes méthodes, et d’obtenir I'existence, I'unicité
et la dépendance continue par rapport a la donnée J, pour le champ (H, E), H(-,t) étant
a valeurs dans

W(p) := Ho(div 1 0,w) N H(rot ,w),

et E(-,t) & valeurs dans H{(w). Nous concluons par un récapitulatif, sous la forme du

Théoréme 2.4 Soit w un ouvert borné simplement conneze de type (H3), et T > 0.
Supposons que Ey € X (¢) soit tel que diveEy = p(0), Hy € H'(w) N Lﬁo(w) et que les
données (J, p) satisfassent a (4.50). Alors il existe une solution et une seule auzr équations
de Mazwell (4.22)-(4.28) dans le domaine w entre les instants 0 et T, qui vérifie

(E,E/) € C°0,T; X(¢)) x C°0,T; H(div e,w)),
(H,H') € C°(0,T; H'(w) N Lig(w)) x C°(0,T; Ly (w))-
De plus, elle dépend continiment des données (J, p).
Supposons que Hy € W (1), Ey € H}(w) et que la donnée J satisfasse a (4.50). Alors, il

existe une solution et une seule aux équations de Mazwell (4.29)-(4.34) dans le domaine
w entre les instants 0 et T, qui vérifie

(E,E") € C°(0,T; H} (w)) x C°(0,T; L?(w)),
(H,H') € C°0,T; W (1)) x C°(0, T; Ho(div 12 0, w)).

De plus, elle dépend contintiment de la donnée J.

Corollaire 2.2 D, B, D et B satisfont aur mémes résultats de régularité, et dépendent
eux-aussi, ainsi que leurs dérivées premieres, continiment des données.

Preuve : C’est une conséquence triviale des relations constitutives. [ |

2.5 Commentaires

Nous avons rapidement évoqué le passage de trois en deux dimensions d’espace, dans
le cas de l'invariance par translation. De fait, il existe plusieurs problemes, de nature
physique et/ou mathématique, qui rendent la situation complexe. Citons-en trois :

(i) On se place dans un cylindre infini Q@ = w x R. L’invariance par translation des

données signifie en particulier qu’il y a des charges a I'infini.

(ii) Si on suppose par exemple que p # 0 dans L?(w), on obtient

/Rz(az,y) dx:/ dz/,oz(m,y)dw:—koo.
Q z€R w

(iii) Q étant infini, on ne peut pas appliquer la théorie développée au chapitre 2.
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En fait, méme si en pratique le domaine €2 peut-étre tres long par rapport a sa section, il
n’est pas infini (cf. un cable sous-marin de plusieurs centaines de kilometres, dont la section
s’exprime en centimetres carrés). Ceci signifie que l'invariance par translation n’est pas
absolue. En considérant une tranche w, on modélise la situation physique a un endroit
donné, ie. z = zg, pour des données prise en z = zy. Malgré tout, les données dépendent de
z, aussi dans une tranche en z = z1, on pourra trouver une solution différente, deés lors que
les données sont différentes. Ceci étant, si I’on reprend le cas du cable sous-marin, il est
possible que sur presque toute la longueur du cable, la donnée ne varie pas! Nous réalisons
donc une approximation, qui consiste a éliminer les ’'petites’ variations de la donnée par
rapport a z. Notons que, en mettant le doigt sur la finitude du domaine €2, nous avons
également répondu aux questions soulevées par les points (ii) et (iii)...

3 Conclusion

En tout état de cause, il ne faut pas oublier que lorsque ’on se place dans un domaine
bimensionnel, avec des données invariantes par rotation ou par translation, on ne calcule
qu’une approximation de la solution tridimensionnelle.

Ceci étant, on peut obtenir des champs approchés qui sont tres proches de la solu-
tion physique, notamment en ce qui concerne le comportement singulier du champ, par
exemple le long des arétes rentrantes de I' (qui sont des sommets de ), ou aux sommets
coniques (dans le cas invariant par rotation, sommets de v situés sur ’axe de rotation).

Nous verrons dans le chapitre suivant, comment calculer numériquement la solution
dans un domaine bidimensionnel, et nous nous consacrerons en particulier a la prise en
compte du comportement singulier du champ au voisinage des sommets rentrants de w.
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Chapitre 5

Singularités dans les équations de
Maxwell

Dans ce chapitre, nous allons nous consacrer a la résolution numérique des équations de
Maxwell dans un domaine bidimensionnel, issues d’un probléme tridimensionnel invariant
par translation (cf. le chapitre 4). Nous nous plagons dans le vide, entouré d’un conducteur
parfait. Le domaine w est borné, a bord 7 polygonal, et simplement connexe (il satisfait
en particulier a I'hypothese (H3)).

Nous nous intéressons principalement a I’étude d’un champ électromagnétique dont
la valeur des composantes est localement non bornée; lorsque ce cas se présente, nous
parlons de singularité du champ électromagnétique. Physiquement, ceci peut se produire
au voisinage du conducteur parfait, et 'on sait alors que la densité de charge surfacique o
sur celui-ci est également non bornée (o = g E- uh.) D’un point de vue mathématique, ce
que nous appelons singularité du champ électromagnétique est une partie du champ dont
les composantes n’appartiennent pas toutes a 1’espace de Sobolev H!(w).

NB. On a vu, au chapitre 4, que E, et H, appartiennent toujours & H'(w), dans le cas
d’un probléme invariant par translation. La question ne peut donc se poser que pour les
composantes de E ou H...

Comme nous ’avons vu, les équations de Maxwell se séparent en deux sous-systemes
d’équations completement indépendants, I’'un portant sur la partie transversale du champ
électrique et sur la partie normale du champ magnétique, c’est-a-dire (E, H), et 'autre sur
la partie normale du champ électrique et sur la partie transversale du champ magnétique,
soit (F, H). Nous nous intéressons principalement au premier systéme, dont nous rappelons
ci-dessous 'expression au second ordre en temps. Pour des raisons de commodité, nous
allons considérer qu’il n’y a pas de charges électriques dans le domaine w, c’est-a-dire que
nous posons p = 0 dans la suite (voir [4, 37] pour la résolution des équations de Maxwell
en présence de charges).

— Le probleme en E

({;27123 + Protrot E = —%g—i (5.1)
divE =0 (5.2)
divd =0 (5.3)
E-7), =0 (5.4)

139
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E(-,0) = B, (5.5)
E 1
8—(',O) =E;, E; :== —(rot Hy — J(-,0)). (5.6)
ot €0
— Le probleme en H

o*’H 5
W—CAH:crotJ (5.7)
OH
(H,1)0 = (5.9)
H(-,0) = Hy, (5.10)
88—];[(,0) = Hl, H1 = ——Trot Eo. (5 11)

Pour T > 0 donné, rappelons que si I'on suppose que Eg € X, Hy € H'(w) N L3(w), et
J € C%0,T; H(div0,w)) N HY(0,T; L?(w)?), il existe une solution et une seule & (5.1)-
(5.11), qui est telle que

(E,E') € C°(0,T; X) x C°(0,T; H(div 0,w)),
(H,H") € C°0,T; HY(w) N L&(w)) x C°(0,T; L3(w)).

A partir de ces équations, nous allons expliquer pourquoi les singularités existent,
en adoptant un point de vue mathématique. Tout d’abord, nous commencons par une
étude abstraite, en considérant le cas des équations de Maxwell statiques, puis celui des
équations de Maxwell en temps. Ensuite, nous passons & la discrétisation des équations,
et a I’étude des algorithmes numériques associés, avant de conclure par quelques exemples
de résolution numérique de probléemes-test.

1 Caractérisation des singularités en espace

Comme on 'a vu plus haut, H(-,t) appartient toujours & H'(w). En ce sens, nous
disons qu’il n’y a pas de singularité en H. Qu’en est-il pour E, dont on sait simplement
que

E(Lt)eV:={veX: divv=0}7

Pour cela, nous allons faire usage de ’équivalent bidimensionnel du théoreme 2.3.3, tiré
de [39, Thm 3.1, chapitre 1, p. 37];

Théoréme 1.1 Soit E € H(div,w) tel que divE = 0. Alors
3¢ € H'(w) N L3(w), E = rot ¢.

Bien str, des lors que le champ vectoriel E se trouve dans V', ’espace des potentiels est
transformé en

ped:={pc H(w)NL3(w): A¢ € L*(w), 9 _ 0}.
oV |y

On en déduit la
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Proposition 1.1 A tout élément E de V', il correspond un unique élément ¢ de ® tel que
E =rot ¢.

Le passage en potentiel transforme I’existence de singularité du champ électrique transverse
en un probléeme équivalent : on dit qu'un élément ¢ de ® est une singularité du Lapla-
cien, deés lors que ¢ n’appartient pas a I'espace de Sobolev H?(w). L’avantage de cette
reformulation est que les singularités du Laplacien ont été étudiées en détail [40, 28, 41].
En particulier, on sait que I'on a l'inclusion ® C H?(w) si et seulement si w est conveze.
En d’autres termes, on arrive au premier résultat :

‘ il existe des singularités si, et seulement si, w n’est pas convexe. ‘

Nous nous placons dans un domaine w polygonal et non convexe, & partir de maintenant
(cf. figure 5.1). On se convainc facilement que w est non convexe si, et seulement si, il existe
des coins du bord ~ rentrants, c’est-a-dire tels que ’angle au sommet est strictement plus
grand que 7.

Fi1c. 5.1 — Un exemple de domaine w polygonal et non convexe.

Nous définissons les quelques outils de base, qui vont nous permettre de réaliser I’étude
des singularités du champ électrique transverse. Notons que ’on peut démontrer la

Proposition 1.2 A tout élément f de Lg(w), il correspond un unique élément ¢ de P, tel
que

~Ap= .

Preuve : Pour un élément f de L3(w), déterminer un tel ¢ revient & étudier le probleme
Trouwver ¢ € H' (w) N LE(w) tel que

—A¢ = f dans w
dp

ah B

(5.12)

On applique la procédure décrite au chapitre 2, qui consiste a construire la formulation
variationnelle associée au probleme, utiliser le théoreme de Lax-Milgram, et revenir a
(5.12). En effet, on vérifie aisément que le probléme ci-dessus implique

Trowver ¢ € HY(w) N LE(w) tel que

/gradqﬁ'gradvdw:/fvdw, Vo € H'(w) N L3(w). (5.13)

w
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Ce probleme variationnel admet bien une solution unique, d’apres 'inégalité de Poincaré-
Wirtinger (cf. le théoreme 2.3 du chapitre 4). Enfin, on revient au probléme initial, en
raisonnant au sens des distributions, ce qui demande d’utiliser dans la formulation varia-
tionnelle, pour un élément w de D(w), la fonction-test

1
w — %/wdw.
aire(w) J,,

Le fait que f est a moyenne nulle permet de revenir au probleme de départ. [ |

On en déduit immédiatement le

Corollaire 1.1 Dans ®, || - ||lo : ¢ — ||A¢|lo est une norme, équivalente a la norme du
1/2
graphe ¢ = {613 + |1A0[3} /*.

Preuve : D’apres le théoreme de Lax-Milgram, on sait qu’il existe une constante C
indépendante de f telle que [|¢]l1 < Ci|fllo, pour f la donnée, et ¢ la solution, du
probleme (5.12). La conclusion suit, puisque ('autre inégalité est évidente)

Il +1A¢l5 < (1 + G2l AglG.

On arrive enfin aux résultats suivants sur I’espace V.

Proposition 1.3 A tout élément f de Lg(w), il correspond un unique élément v de V,
tel que
rotv = f.

Dans V, ||-||v : v — |[rot v||o est une norme, équivalente & la norme canonique ||-||o rot div -

Preuve : Le premier point est une conséquence immédiate des deux premieéres proposi-
tions.

Quant au second point, il peut par exemple étre établi comme suit : pour v un élément
de V, soit ’élément ¢ appartenant a ® caractérisé par rot ¢ = v. On en déduit alors

VI8 rot .aiv = [IVII§ + [lrot vI§
= |rot ¢||5 + || Ad|[§ = llgrad 6|5 + Al
< (1+CA) A = (1+C.2) ||rot v|3.

Ici, C, est la constante de la preuve du corollaire 1.1. Bien sir, 'autre inégalité est triviale,
ce qui conclut la preuve. [ |

Remarque 1.1 Le second point de la proposition est la transposition, pour des champs
vectoriels bidimensionnels a divergence nulle, du résultat de Weber (cf. le corollaire A.3),
admis dans le cas d’un domaine tridimensionnel.

Ces résultats fondamentaux ayant été établis, intéressons-nous de plus pres aux décom-
positions en parties réguliére et singuliere.
Définition 1.1 On appelle sous-espaces 'réguliers’ de V et ® les espaces
Ve =VNH (w)?={ve H(w)?: divv=0, v- 7|, = 0},

dr:= 0N H*(w) = {¢p € H*(w) N LE(w) : %lv =0}.
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D’apres Grisvard [41], si on note A® g I'image par 'opérateur laplacien de l'espace ®g,
on peut écrire la décomposition suivante de L3(w)

Théoréme 1.2 Adg est un sous-espace fermé de L(Q)(w). De plus, il admet un supplé-
mentaire orthogonal, noté N, de dimension finie :

1
Li(w) = Adr & N. (5.14)
Par ailleurs, la dimension de N est égale au nombre de coins rentrants du bord .

Nous énoncgons sans démonstration un résultat technique, qui porte sur la caractérisation
des éléments de N (voir [3] pour une démonstration dans un domaine tridimensionnel).
Ce résultat est tres utile, car on peut en déduire des méthodes numériques de calcul des
singularités. Soient (vx)i1<k<n, les arétes du bord :

Théoreme 1.3 Soit p un élément de L(%(w). Alors p € N si, et seulement si,

Ap =0 dans w
Op =0, 1<k<Nyu.
oV |y

A partir de la, on peut caractériser simplement les singularités du laplacien, ainsi que
celles du champ électrique transverse, et les relier aux éléments de N. En effet, a tout
élément pg de N, il est clair que 1’on peut associer un unique élément ¢g de ®, défini par

—Ag¢g = ps.
Soit &g I’ensemble des antécédents d’éléments de N par 'opérateur —A. On a le

Corollaire 1.2 .
D=0 Pg, (5.15)

ot l'orthogonalité est prise au sens du produit scalaire (¢1,P2)e = (Ap1, Aga)o.-

Preuve : APy étant un sous-espace vectoriel fermé de L(Q)(w), on en déduit que ®g est
un sous-espace vectoriel fermé de @, par définition de la norme || - |-
Il reste a vérifier que ®g est bien égal a P RT
— soit ¢ € ®g : alors A¢ appartient a N, ce qui entraine, par définition de N, que
(¢Rr, ®)s = 0, pour tout élément ¢r de Pr. ¢ est orthogonal a P p.
— soit ¢/ € ®p't : par définition, p = A¢’ appartient L3(w) et vérifie (A¢r,p)o = 0,
pour tout élément ¢ de . Il appartient & N, d’apres (5.14), et son antécédent ¢,
a dg.
|

En reproduisant le méme raisonnement dans V', muni de || - ||y/, on démontre que le sous-
espace Vg des antécédents d’éléments de N par I'opérateur rot est tel que

Corollaire 1.3 L’ensemble des champs électriques tranverses V peut étre décomposé en

1
V=Vr & Vg, (5.16)
ot l'orthogonalité est prise au sens du produit scalaire (vi,va)y = (rot vi,rot va)o.

On en déduit pour finir que les espaces des singularités du laplacien ®g et/ou du champ
électrique transverse statique Vg sont de dimension finie, égale au nombre de coins ren-
trants du bord. Dans la suite, on notera (vjs)lngK une base de Vg.
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2 Caractérisation des singularités en temps

En ce qui concerne les équations de Maxwell dépendant du temps, nous avons rappelé
que le champ E appartient & C°(0,T; V). Ceci signifie qu’a tout instant, on peut écrire

E(-,t) = Eg(-,t) + Eg(-,t), avec Eg(-,t) € Vg, Eg(-,t) € Vs.
Qui plus est, cette décomposition est continue en espace, puisque de
IEC, DI = IERC, DI + IEs(, )7
on en déduit alors que
Er € C%0,T;Vg),

(5.17)
Es €C%0,T;Vs).

Remarque 2.1 Supposons que l’on puisse écrire une somme directe et continue de V,

sous la forme V = Vg é Vi, c’est-a-dire qu’il existe C > 0 tel que
Va eV, g ub) € Vi x Vi, u=up+s, et [l < Clully, [l < C v,

Alors, a tout instant, on peut écrire E(-,t) = Egr(-,t) + Eg(-,t), avec Er(-,t) € Vg,
E5(-,t) € Vs, avec

E/R S CO(O,T; VR),
EY € C°(0,T; VY).

Comme Vg est de dimension finie égale & K, on peut écrire

K
Es(,t) = Y r;(t) V(). (5.18)
j=1

Commentons ce premier résultat :

— Dans (5.18), les dépendances en temps et en espace sont découplées, ie. (k;)i<j<k
sont des fonctions de t, et (Vé)lsjs Kk est une fonction de la variable d’espace.

— Par construction, les fonctions x; sont des fonctions continues du temps, comme
composées de fonctions continues (la fonction qui a ¢ associe Eg(-,t), composée a la
fonction qui & Eg associe sa décomposition dans la base (v§)i<j<k-)

— Dans les cas particuliers ol Eg = 0, on a évidemment E = Eg € H'(w)?. Cette
propriété doit étre conservée par une méthode numérique.

Nous allons voir dans la suite, comment il est possible d’améliorer le deuxiéme point. Pour
cela, nous allons utiliser des résultats qui ont été prouvés pour ’étude de I’équation des
ondes scalaires (cf. [41, 56]). De fait, on montre dans la suite qu’en passant au potentiel
scalaire ¢, tel que E = rot ¢, il est possible de ramener le probleme vectoriel en E a un
probleme scalaire en ¢. En effet, d’apres la proposition 1.1, il existe une fonction unique
¢ appartenant a C°(0,T; ®) et telle que E = rot ¢.

Comme E se trouve également appartenir & C!(0, T; H(div 0,w)), on trouve

(p,8") € C°(0,T;®) x C°(0,T; H (w) N LE(w)). (5.19)
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Par ailleurs, d’apres (5.6), on a

¢(-,0) = ¢o € @, (5.20)
%(',0) = ¢ € H'(w) N L(w). (5.21)

De méme, on veut introduire un potentiel scalaire de J (cf. (5.3)). Or, la donnée J vérifie

g—j e L*(0,T; H(div 0,w)),

de telle sorte que le potentiel scalaire g de J, c’est-a-dire tel que J = rot g, est tel que

% € L*(0,T; H' (w) N L3(w)).

D’apres les équations de Maxwell du premier ordre en temps, et (4.22) en particulier, on
peut alors écrire que

rotu=0, avecu=¢90— — H+g.

ot
Par définition, u appartient & C°(0,T; H'(w) N LE(w)). Qui plus est, dans H'(w) N L3(w),
v +— ||[rot v||p définit une norme; u est donc nulle, ce qui revient a I'identité

— —H = —qg.
ant g

En dérivant une fois par rapport au temps la relation ci-dessus et en utilisant (4.23), on
trouve que ¢ satisfait a (5.19)-(5.21) ainsi qu’a I’équation des ondes

d? 10
8—;2[5 — 2 Ap=f, avec [ := _58_? (5.22)

Par construction, f € L*(0,T; H'(w) N Li(w)). En utilisant & nouveau la théorie de Lions
et Magenes [54], on démontre que ¢ est la solution unique de I’équation des ondes (5.22)
appartenant a C°(0,7;®) N CH(0,T; H (w) N L3(w)).

Or, il se trouve que la régularité en temps des coeflicients singuliers associés a la solution
de 'équation des ondes a déja été étudiée par Grisvard [41], et Moussaoui et Tran [56].
Par régularité des coefficients singuliers, nous renvoyons ici a la décomposition suivante

qb("t) = ¢R('7t) + ¢S('7t)7 avec ¢R('7t) € Pp, ¢S('7t) € @g,

ol ((;%)1951( est une base de ®g, avec gb{g tel que Vé = rot gbg, pour 1 < j < K.
Proposition 2.1 Les coefficients r; et /1;» sont égaux, pour j compris entre 1 et K.

Preuve : D’aprés I'unicité du potentiel, on sait que 'on a E(-,t) = rot ¢(-,t), pour tout
instant ¢. On trouve alors

ER(-, t) + ES(‘, t) =rot gbR(', t) + rot gbg(-, t), soit

{ER('a t) —rot ¢R('7 t)} + {ES('a t) —rot ¢S('7 t)} = 0.
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Le premier terme appartient & Vi par construction (rot ®p = V), et le second a Vg. Leur
somme étant nulle, ils sont tous deux nuls. Pour ce qui est du second terme, on trouve,
puisque v = rot ¢%, pour 1 <j < K :

K .
> (k= E) (VL = 0.
j=1
(Vg)lngK étant une base de Vg, on a bien (k; — £)(t) = 0, a tout instant. ]

Nous allons refaire le méme type de raisonnement dans la suite, pour identifier & nouveau
les coefficients issus de deux représentations distinctes de la solution de I’équation des
ondes scalaires (5.22).

En effet, reprenons maintenant la théorie développée dans [41, 56]. Appelons (; la
valeur de Pangle au sommet au j®™© coin rentrant, et «; le rapport 7/3; qui appartient
donc & |1/2,1[. Soit n € C*°(R4) une fonction de troncature, égale & un dans un voisinage
de zéro et a zéro au voisinage de l'infini. Soit enfin (r;,6;) les coordonnées polaires par
rapport au coin rentrant, de telle sorte que la frontiere du domaine soit localement décrite
par 0; =0 et §; = ;. En suivant par exemple [41], si on pose

ggfg(rjﬁj) =n(r;) r* cos(a,b;),
on peut alors décomposer ® sous la forme
d=>Tpd® Dg avec Pg = Vect{gz%}lgng.

La somme reste directe, mais elle n’est plus orthogonale. D’aprés [41, Thm 5.3.1. page 160]
et [56], apres transposition de leurs résultats au cas d’un probléme avec une condition aux
limites de Neumann homogene, si on écrit cette fois ¢(t) comme

B(t) = dr(t) + > K}(t) P, (5.23)

1<j<K
avec ¢p € CO(0,T; ®R), on a les résultats
Théoréme 2.1 Supposons que J € C1(0,T; H(div0,w)). Alors,

K€ COlTNTE(0, T R) N HY?7(0,T;R), 1< j <K, Ve>0.

3 Discrétisation

Dans cette section, nous considérons le probleme de la discrétisation des équations
de Maxwell statiques et/ou dépendant du temps, ¢ la lumiére des résultats obtenus
précédemment. Ceci signifie, en particulier, que nous allons distinguer les parties réguliere
et singuliere, lors de la discrétisation. Notons que pour la discrétisation proprement dite
des équations de Maxwell dépendant du temps, nous procédons en deux étapes, comme
cela se fait classiquement, en commencant par une semi-discrétisation en espace, puis en
finissant par la discrétisation en temps. Pour résumer :

— Discrétisation des éléments réguliers de Vg ;

— Discrétisation des éléments singuliers de Vg ;

— Discrétisation en temps, lorsque les champs en dépendent.
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Dans la suite, nous présentons les méthodes dans le cas d’un seul coin rentrant, et nous
évoquons brievement le passage au cas de plusieurs coins rentrants.

Remarque 3.1 En adoptant ce type incrémental de discrétisation, c’est-a-dire avec les
parties réquliére et singuliere séparées, on respecte la structure de certains codes de calcul
[44, 7]. En effet, supposons que l'on n’ait pas pris en compte la discrétisation de la partie
singuliere. Le code fournit néanmoins des résultats corrects, des lors que l’on résout les
équations de Mazwell dans un domaine polygonal convexe, ou dans un domaine a bord
régulier, puisqu’il n’y a pas de partie singuliére (il n’y a donc aucune raison de la prendre
en compte numériquement) ! L’ajout de la discrétisation de la partie du champ se trouvant
dans Vg permet alors d’augmenter les possibilités du code de calcul.

3.1 En espace : partie réguliere

Pour discrétiser la partie réguliere, on adopte ’élément fini de Hood-Taylor (cf. la
sous-section 3.5.1 du chapitre 3). Rappelons que cet élément requiert la construction de
deux maillages triangulaires, I'un grossier, et 'autre fin. Le champ est de type P; sur le
maillage fin, et le multiplicateur de Lagrange qui assure la condition de divergence nulle
du champ (p = 0), est de type P; sur le maillage grossier. Nous n’insistons pas plus sur
la méthode, qui a été abondamment décrite au chapitre 3. Ceci étant, il est primordial de
noter que

Cette discrétisation ne permet pas d’approcher la solution entiére,
partie réquliere plus partie singuliére, dans un domaine non conveze.

En effet, supposons que 'on approche le champ uniquement par I'élément de Hood-Taylor.
Notons E” la solution approchée. Par construction, E’j € H'(w)?, puisque la méthode
d’élément fini P; est conforme dans H'. Ainsi, comme E; appartient! & V, on en déduit

Eh € Vg.

Or, on cherche a approcher E, que I'on peut écrire sous la forme E = Eg + Eg, Er et Eg
étant orthogonales dans V' d’apres (5.16). On arrive donc a

B — B2 = |Eg — B"2 + |Es|Z > |Es?,

et ceci, quel que soit le maillage retenu. En conclusion, des lors que Eg est non nul, la
méthode numérique ne converge pas!

Il est donc bien nécessaire de définir une méthode d’approximation de la partie sin-
guliere de la solution, et c’est I'objet de la sous-section suivante.

3.2 En espace : partie singuliére

Rappelons que nous nous sommes placés dans le cas d’un unique coin rentrant. Dans
ce cas, ’espace Vg est de dimension un, et il suffit donc de déterminer vg, un vecteur de
base. Notons que N et &g sont aussi de dimension un.

Pour calculer vg, on utilise ’algorithme suivant :

1Si ’on suppose pour simplifier que les conditions sur la divergence et sur la condition aux limites sont
exactement prise en compte.
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— Premiere étape
On calcule d’abord une base de N, c’est-a-dire un élément pg non nul de L%(w) qui

vérifie
Apg = 0 dans w, (5.24)
Ips
9PS 0, 1<k< Ny 5.25
o |y ( )

— Deuxiéme étape
On cherche ensuite vg € H(rot,w) solution de

rotvg = pg dans w, (5.26)
divvg = 0 dans w, (5.27)
Vg7, =0. (5.28)

Plutot qu’une résolution directe de (5.26-5.28), il est plus simple d’utiliser 1'isomor-
phisme de la proposition 1.2. A vg € V correspond un potentiel unique ¢g, élément
de H'(w) N L3(w), et tel que

—A¢g = ps dans w, (5.29)
0ps
By = (5.30)

Comme ¢g est dans H'(w), on peut résoudre ce probleme & I’aide d’une formulation
variationnelle, cf. (5.13). On sait alors que vg = rot ¢g.
Ci-dessous, nous exposons une méthode numérique d’obtention d’une base de Vg, que
nous appelons méthode de la partie principale. Une méthode alternative est exposée dans
I’Annexe.

Premiere étape : Calcul d’une base de N Avant de commencer, rappelons les
propriétés suivantes, établies par Grisvard [41].

Proposition 3.1 Soit ps un élément de N. Alors
— ps appartient 6 C*°(w \ Vi), pour tout voisinage Vy. de tous les coins du bord = ;
~ de plus ps appartient o H'(@ \ V,), hors de tout voisinage V. du coin rentrant.

On suit plus ou moins librement la méthode exposée dans [55]. Les propriétés de pg,
ainsi que 'expression de sa restriction (voir (5.79) en Annexe), nous permettent d’écrire
la décomposition suivante, en coordonnées polaires centrées sur le coin rentrant, valable
dans tout w :

Ps=F+pp B EH'W), py(r.0) = cos(ad). (5.31)

On appelle p, partie principale de la singularité pg.

Bien évidemment, pg appartient a L%(w), et reste caractérisé par les propriétés (5.24-
5.25). On en déduit alors que p, élément de H'(w), est I'unique solution du probléme
ci-dessous.

Ap =0 dans w, (5.32)
O _ %

— = , 1<k <Ny 5.33
oV |y, o |y, ( )
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NB. Par construction, la partie principale p, est a laplacien nul.

En ce qui concerne les égalités (5.33), aréte par aréte, on peut faire les commentaires
suivants :
— Sur les deux arétes dont une des extrémités est le coin rentrant, on sait que d,p, = 0.
— Sur les autres arétes, d,p, est une fonction réguliere, puisque p;, est C°° hors de tout
voisinage du coin rentrant.
— Ainsi, si on définit ¢, comme la trace normale 9, p, sur toutes les arétes ne touchant
pas le coin, et 0 sur les deux arétes restantes, on en déduit d'une part que ¢, € L3(%)
(et méme t, € H'"(y), 0 < n < 1/2) et que (5.33) peut étre remplacée de facon
équivalente par
op

— = —t,surn. 5.34
81/"% p vy ( )

Notons pour finir que p, solution de (5.32) et (5.34), est connue & une constante pres.

Pour résoudre numériquement ce probleme, on introduit un maillage triangulaire de
w. On discrétise I'espace H'(w) & I'aide de 'élément fini de Lagrange P;. On note Vj,
le sous-espace de dimension N issu de cette discrétisation. On désigne par py la solu-
tion discrete qui s’écrit pp, = vazhl Di Ai, ot (Ai)1<i<n, sont les fonctions de base de V},.
Apres discrétisation, la formulation variationnelle associée a (5.32) et (5.34) prend la forme
matricielle suivante (avec des notations évidentes) :

K.p =B. (5.35)

La matrice de rigidité K, est une matrice creuse (en moyenne, sept éléments non nuls par
ligne). Ce systéme matriciel n’est pas inversible, puisque I’on n’a pas pris en compte le fait
que la solution pg = Py, + pp est a moyenne nulle. En pratique, on fixe (arbitrairement) la
valeur de en py, un point du bord, puis, une fois la solution numérique calculée, on utilise
la condition pg € L3(w), c’est-a-dire
/ pldw =0
w

pour déterminer la valeur de la constante.

Pour ce qui est de 'ordre de la méthode, on peut prouver que

Ve >0, 3C. > 0, |lps — pllo < C- h2*7¢. (5.36)

Deuxiéme étape : Calcul de vg Comme nous l'avons dit, nous commencons par
calculer ¢g. Cette fois, il est loisible de prouver les résultats ci-dessous

Proposition 3.2 ¢g appartient a C°(w \ Vi), pour tout voisinage Vi. de tous les coins
du bord .

D’aprés ce résultat de régularité, et d’apres le développement local obtenu dans I’Annexe
(cf. (5.90)), on peut écrire

s =b+ B¢y, ¢ H (W), ¢p(r,0) =r*cos(al), §€R. (5.37)
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On sait par ailleurs que ¢g est un élément de H'(w) N LZ(w), solution de (5.29-5.30).
Pour déterminer une approximation numérique de ¢g, on procede alors comme suit. Tout
d’abord, ¢ vérifie

A¢ = —pg dans w, (5.38)
09 Oy

— =-p322 _1<k<Nj4. 5.39
oV |y, oV |y, 4 (5.39)

1. Calcul de la constante 3.

1
On peut vérifier que I'on a lidentité 8 = —||pg||3. Ceci permet de calculer une valeur
0

1
numérique [, de la constante, a ’aide de la formule approchée g;, = —| |pg|\(2) A Taide
T

de (5.36), on déduit immédiatement que
Ve >0, 3C. >0, |8 — Bu| < C. h**~=. (5.40)

2. Détermination de ¢y, approximation de ¢, solution de (5.38-5.39) : on procede comme
pour le calcul de py,... Apres discrétisation, la formulation variationnelle associée a
(5.38)-(5.39) prend la forme matricielle suivante (avec des notations évidentes) :

K,$ =B'. (5.41)
On obtient donc 'approximation gbg = op + Br¢p. On peut vérifier que

lps — ¢&ll1 = O(h). (5.42)

NB. Ceci signifie que 'on retrouve 'ordre de convergence optimal pour la méthode
des éléments finis de Lagrange P;, que 'on connait bien lorsque le domaine est
convexe.

On finit par le calcul de vg, que 'on décompose selon

sin(af)
vs =V +0v, veH (w)? vy(ro)=ar*? , (5.43)

cos(af)
ou  a été calculée ci-dessus, et v = rot (;3 On peut choisir d’écrire simplement yg =
rot ¢p, + O vy. D’apres (5.42), on infere
Ivs = v§llo.aiv = O(h). (5.44)

Le champ discrétisé v% appartient seulement a H(div,w) (et pas & X). Par ailleurs, cha-
cune des deux composantes de rot ¢;, est seulement Py, c’est-a-dire constante par triangle.

Pour remédier & cette difficulté, on effectue une projection sur L?(w)? :
Trowver v € L*(w)? tel que

/{f-)\dw:/rot<13~)\dw, VA € LP(w)2 (5.45)

Pour calculer une approximation numérique v, on discrétise la formulation (5.45) a 'aide
de I’élément fini de Lagrange P;, composante par composante. On obtient le systeme
matriciel suivant :

M,V = R,®, (5.46)
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ou R,, désigne la matrice du rotationnel.

NB. Le vecteur solution Vg contient les deux composantes de vy,. Le systéme linéaire &
résoudre est donc de taille (2 Np,) x (2 Np).

On appelle alors vg I'approximation finalement calculée, soit
Vi =V, + Brvy. (5.47)

Par rapport a Xg, cette approximation présente ’avantage d’appartenir a X. Par
contre, on n’a plus la relation div vf’g = 0. Quoiqu’il en soit, c’est 'approximation numérique
finalement retenue, car elle posséde les propriétés suivantes :

— La partie principale est tres correctement approchée, puisque 'on a approché (v,

par (3,v,, avec

Ve >0, 3C: >0, [|Bvy — Buvypllx < Ce h?*7e, (5.48)
— Pour ce qui est du champ total, on peut prouver que
Ivs = villo = O(h). (5.49)

— La partie v, est un élément fini de Lagrange P;, composante par composante. Comme
on l'a déja annoncé plus haut, on utilise la méme approximation pour la partie
réguliere de la solution, ce qui rend la programmation plus homogene.

— La méthode numérique est simple a mettre en ceuvre (par exemple, par comparaison
avec la méthode décrite en Annexe.)

Remarque 3.2 Une méthode alternative de calcul, qui fait appel I’écriture de la solution
sous la forme d’une série au voisinage des coins rentrants, est exposée en Annexe.

Si, pour f € L3(w), on veut résoudre un probléme en rot-div :
Trouver E € H(rot ,w) tel que

rot E = f,
divE =0,
E'T‘,y :0,

il suffit de décomposer la solution sous la forme E = Er + kvg, avec vg la base de Vg, et
ERr € Vi et K € R a déterminer. On calcule k par V-orthogonalité de Er et de vg, soit

/rotErotvsdw:/frotvsdw:m/rotvsrotvsdw.
w w w

/wfpsdw

2
Ipsllg
Bien sur, on peut en calculer une approximation, notée kj, en remplacant les valeurs
exactes par les valeurs numériques. De (5.36), on déduit alors

Ve >0, 3C. > 0, |k — k| < C. B2, (5.50)

En utilisant (5.26), on trouve

R =

Rappelons que le calcul de la partie réguliere Eg se fait par une méthode numérique
classique, c’est-a-dire en utilisant 1’élément fini de Lagrange P, composante par compo-
sante.

En conclusion, on constate qu’il n’y a que peu de modifications a effectuer si on dispose
au préalable d’un code de calcul résolvant le probleme pour des domaines réguliers.
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3.3 Résolution du probleme d’évolution
La formulation variationnelle

On commence par écrire le probleme (5.1-5.4) sous une forme variationnelle classique, soit
Trouver B € V tel que
d? 1d

—(E,F 2(rot E,rot F)g = —— —(J,F F ) 51
dt2( ,F)o + c*(rot E, rot F)g Eodt(J’ )o, VF eV (5.51)

En utilisant la décomposition orthogonale de l’espace des solutions V' = Vg Gg Vs,
ainsi que de la solution E(t) = Er(t) + k(t)vs (cf. (5.18) avec K = 1), on introduit une
nouvelle formulation variationnelle, en ajoutant a ’espace des fonctions test Vg la fonction
vg. Avec cette décomposition, la formulation variationnelle ci-dessus s’écrit, pour F € Vi
(en utilisant I'orthogonalité de la décomposition.)

Trouver Eg € Vi tel que
2
%(ER, FR)O + 62(I‘Ot Eg, rot FR)O :—5—10%(‘], FR)O
—k"(t)(vs,FRr)o, VFr € Vr. (5.52)

Ce systeme fait apparaitre comme inconnue supplémentaire x”(t), la dérivée seconde de
k(t) par rapport au temps. On lui adjoint donc une équation supplémentaire, obtenue
cette fois-ci en prenant vg comme fonction test, soit

d? 1d

2 2 2
@(ER,VS)O + £ (t)Ivsllg + (t)|lpsll = —E—Oa(J,Vs)o - (5.53)

Remarque 3.3 Lorsque le domaine w posséde K coins rentrants, la solution s’exprimant
suivant (5.18), on ajoute a l’espace des fonctions test Vg les K fonctions (v)i<i<k. La
formulation variationnelle (5.52) devient alors, pour F € Vg

Trouver Er € Vg tel que

@ 2 1d
W(E}%FR)O + c“(rot Eg,rot Fr)o :_SE(J’FR)O
— Y Kj(t)(v&Frlo, VFrEVr. (5.54)
I<G<K

Ce systéme fait apparaitre les K inconnues supplémentaires (kf(t))1<j<x. On lui adjoint
donc K équations, obtenues en prenant comme fonctions test les K fonctions vg. On a
alors, en utilisant ’orthogonalité de (rot qu)1§z'g1< ettot Fp

d? 1d

W(ERﬂ Vg)o + Z ﬁ;'/(t)(vfg? Vfg)O + CQKi(t)(pfg,pfg)o :_aa('L Vé’)o )
1<<K

1<i<K. (5.55)

Discrétisation de la formulation (5.52-5.53)

On procede d’abord & la semi-discrétisation en espace du probléme variationnel (5.52-
5.53). On désigne par V}% C Vg lespace des fonctions test régulieres, et par EF(t) =
E%L(t) + k(t)vs la solution discrete. On a
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avec (Cb?;)lgig Ny, 1<k<2 les fonctions de base de la méthode d’éléments finis. Ici, on discrétise
un champ de vecteurs : on considére donc ¢4 = (\;,0)7 et ¢ = (0, \;)7, pour 1 < i < Ny,
avec (A")1<i<n, les fonctions de base usuelles, i.e. scalaires. On suppose de plus que vg est
connue de maniere exacte. La formulation variationnelle semi-discrétisée en espace s’écrit
alors comme la formulation continue (5.52-5.53). Nous ne la réécrirons pas ici.

Remarque 3.4 Nous présentons la formulation dans le cas d’une approximation interne
VIQ’ C Vg, pour simplifier la présentation. Cette hypothése n’est pas nécessaire, et me cor-
respond d’ailleurs pas auz formulations mixtes présentées au chapitre 3, dans lesquelles
on a dualisé les contraintes sur la divergence des champs. Dans ces conditions, les fonc-
tions de l’espace d’approximation noté WI% ne sont plus a divergence nulle, et l’introduc-
tion du multiplicateur de Lagrange p" (qui dualise la condition sur la divergence discréte
divE?% = 0) ajoute un terme en (p",divFg)o @ la formulation variationnelle. Enfin, la
perte de l'orthogonalité entre Vg et Wg (puisque Wg ¢ Vr) entraine l'apparition d’un
terme supplémentaire a priori non nul dans la formulation (5.52), du type (rot vg,rot wh)o
pour W% € W}%, dont Uapproximation numérique ne pose pas de difficulté supplémentaire.

Avancement en temps du schéma

La formulation (5.52) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

d? = = 1d - >

—M, E R, Er = ———M, J —&"(t) N, 5.56

dt2 W R + & w R 50 dt w R ( ) ( )
ou M, désigne la matrice de masse, R, la matrice rotationnelle, et A le vecteur obtenu en
intégrant sur w la fonction vg contre 'ensemble des fonctions de base (¢") de V}’%.

NB. On a des identifications du type (E%, vg)o = (ER|K), par définition de Eg et A, et
ainsi de suite...

Comme vg est singuliere, ce calcul doit se faire avec précision au voisinage du coin
rentrant. Nous détaillerons ce point un peu plus loin.

A partir de ’équation scalaire (5.53), on exprime x”(t) par

1 L
= a5 - Allpsls #(t) — (ERIA)) (5.57)
0

K;,/ (t)

ot / désigne la dérivée premiere par rapport au temps, et on substitue cette expression
dans le systeme (5.56). On obtient

1 -

_ o 1 . o S o o
M, E% + R, Er = —aMw J+ (—IN) + A|lps|3 &) + (ERIN) A, (5.58)

Ivsllg <o
qui est implicite en E}’% Apres discrétisation en temps de cette expression par un schéma
explicite du second ordre (saute-mouton), on obtient

1

[vsllZ

ott la notation X™ (resp. X" *!) désigne une variable X & l'instant " = nAt (resp. t"*! =
(n+1)At), avec At le pas de temps, et G" = (G2, GZ)T I'ensemble des quantités connues

M, E%tt — (EXHA) A =G, (5.59)
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a I'instant n. On pose

. 1 -
Ui=—75
[vsll5
de sorte que (5.59) peut s’écrire
(M, — UAT) ERHt = G". (5.60)

On peut facilement résoudre ce systeme par exemple a l'aide de la formule d’inversion
suivante (voir [42])

(M, — UNT)™' = Mt + MO — ATV 0) AT (5.61)
qui ne nécessite, comparé a la résolution du systeme obtenu sans traitement des sin-
gularités, soit M, E%H = é", que l'inversion supplémentaire de la ”matrice” (I —
KTM; 10), qui est ici un scalaire! Rappelons que la matrice de masse M, que nous uti-
lisons est diagonalisée a 1’aide d’une formule de quadrature (voir la sous-section 3.5.3),
ce qui a été d’ailleurs un critere important dans le choix de la méthode de résolution des
équations de Maxwell instationnaires, de sorte que la formule (5.61) est tres facile a utiliser
numériquement.

Remarque 3.5 1. Lorsque le domaine w possede K coins rentrants, on obtient une
expression analogue & (5.60) et (I — NTM'U) est une matrice de taille K x K,
puLsque A et U sont cette fois des matrices de taille 2Ny, x K. Ce systéme apparait
donc comme une perturbation de rang K du systéme obtenu sans prendre en compte
les singularités.

2. Pour w ne possédant qu’un seul coin rentrant, le systeme d’équations (5.59) peut
s’écrire pour chaque ligne i, sous la forme générale :

A Xi =) BjX; =F;,
J

dont on peut obtenir, apres quelques manipulations algébriques, une expression de la
solution X; donnée par :

Une fois calculée la valeur de I_E’Y}L;rl, on en déduit facilement, a chaque pas de temps, la

valeur de ﬁ"“d:ef/i(tnﬂ), a l’aide d’une discrétisation en temps de ’équation différentielle
(5.57). Pour des raisons pratiques, on utilise aussi le schéma saute-mouton. On obtient
ainsi

L —gpn =l (2042 ||p5||(22) n
Ivslls
(En+ — 2E% + ER1IA) At
Ivsll3 eollvs|3

(JrH12 218 (5.62)

Remarque 3.6 En termes de mise en cuvre informatique, la prise en compte des singu-
larités par cette méthode ne génére que les modifications suivantes :

1. Uajout dans la formulation classique (5.56) du terme en " (t) A, et donc Uutilisation
de la méthode d’inversion,

2. la résolution (quasi-immédiate) de l’équation supplémentaire (5.62).
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3.4 Quelques détails d’intégration numérique

Pour conclure cette Section, nous allons présenter succintement le principe du calcul des co-
efficients ||ps||3 et ||vs||2 qui interviennent dans 'expression de la constante 3 et de I’équation
différentielle, ainsi que pour le calcul de A.

1. Calcul de ||ps||2 et de ||[vs]|3
Pour le calcul de ||ps||3, on décompose pg en partie réguliere p et partie principale p,, suivant
(5.31), de sorte que l'intégrale sur w de p% s’écrit

||pSH3:/(ﬁ+pp)2dwZ/ﬁQdW-FQ/ﬁppdw—i—/pgdw-

En utilisant la représentation discrete py, = Ziv:hl Di A pour (A;)i<i<n, fonctions de base de
Vi, on a alors

Np, Ny,
Ip%l3 = Z ﬁiﬁj()\ia)\j)o+2Zﬁj(]ﬂp,)\j)o+/ngacosg(aﬁ) dw .
ij=1 j=1 w

Cette expression peut se mettre sous la forme
I413 = QULpIR) + 208 + [ 12 cos?(a) drds. (5.63)

ot S est le vecteur obtenu en intégrant sur w la partie principale pp contre ’ensemble des
fonctions de base (A;) de V4,. Tous ces termes peuvent se calculer numériquement. Le premier
terme ne pose pas de difficulté particuliere. Comme pp est singulier, le calcul de S doit se
faire avec précision, au méme titre que celui de A. Le dernier nécessite également un calcul
précis au moins au voisinage du coin rentrant. Une méme formule peut étre utilisée pour
traiter ces 3 cas. C’est 'objet du point 2.

Le calcul de ||vs]||Z se fait suivant les mémes principes.

—

2. Calcul de A et de S _
Les quantités A et S ne dépendant pas du temps, elles peuvent étre calculées une fois pour
toutes. Pour A, on décompose (comme pour le calcul de [p%||2 ci-dessus) v en parties
réguliere v, et partie principale v,, suivant (5.47), de sorte que, pour une fonction de base

¢, donnée, (VL ¢,)o s'écrit

(V& b:)o = (¥, ;)0 + Br(vp, d:)o-

En utilisant la représentation discrete de V (ol V désigne le vecteur associé a la partie réguliere
Vv,) sur ensemble des fonctions de base ¢;, on a alors

A = M,V + BrAs

ot Ag est le vecteur obtenu en intégrant sur w la fonction v, contre I’ensemble des fonctions
@;. Le premier terme se calcule facilement.

Pour le calcul de S et KS, on utilise les expressions analytiques des parties principales p,
(5.31) et v, (5.43) dans une formule d’intégration numérique. Pour ce faire, on fait appel a
une formule de quadrature de Gauss exacte a 'ordre 5, construite sur 7 points par triangle
(cf. par exemple [70]), dont aucun n’est situé sur les arétes ou les sommets des triangles.
Cette formule ne nécessite donc pas la valeur des fonctions singulieres au coin rentrant, qui
sont infinies!
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4 Le cas d’une condition aux limites de Silver-Miller

On suppose dans cette section que seule une partie y¢ de la frontiere v est un conducteur
parfait. Sur 'autre partie, notée 4, on modélise une condition d’ondes entrantes ou ab-
sorbantes (voir chapitre 3). Dans le cas que nous avons choisi de présenter ici, c’est-a-dire
données et champs indépendants de z, cette condition s’écrit en dimension 2 sur le systeme
en (E,B) :

E-7+cB=g-7 survya. (5.64)

g est du ici a une onde incidente, qui est un champ donné ”suffisamment” régulier, défini
sur y4, ou g = 0 pour une condition absorbante.

Remarque 4.1 Sans restreindre la généralité, on peut toujours choisir la position de la
frontiére artificielle v4 de sorte qu’elle n’intersecte pas la singularité géométrique. Autre-
ment dit, il existe un voisinage du coin rentrant V. tel que V. Ny4 = (0. Cette hypothése
permet de montrer que la trace tangentielle de E sur le bord vya, E-7 :=cB +g -7 est
réquli¢re. Elle appartient ¢ HY/? aréte par aréte de YA, et se recolle en zéro en chaque
extrémité (i.e. les points composant 7, N 7o) qui n’est pas un coin de Ow : on note cette

proprié¢té E - 7, € Hi/z(fyA), cf. [19].
On désigne dans ce cas par W ’espace des solutions défini par
W ={E € H(rot,w), ivE =0, E-7,, =0, E-7,, € H*(74)}. (5.65)

De méme que dans le cas ol toute la frontiere est conducteur parfait, W n’est pas inclus
dans H'(w)2. On introduit donc I'espace régularisé Wg de W :

Wr=WnH'w)’={E€H (w)? dvE=0, E-7,, =0} . (5.66)

Comme nous ’avons vu au chapitre 3 sous-section 3.5.2, la prise en compte de cette
condition fait apparaitre dans la formulation variationnelle, des termes intégraux supplé-
mentaires sur la frontiére v4, et le probleme & résoudre s’écrit :

Trouver E(t) € W tel que

2
d—2(E,F)0—|—ci/ E-7F-7do+ c(rot E,rot F)g
dt dt /,,
1,0J d
—  (E F)yt e 7F-rdo VF .
Eo(at’ )0+cdt VAg 7F - 7do ew, (5.67)
divE = 0 dans w, (5.68)
E -7, =0. (5.69)

4.1 Décomposition de la solution en parties réguliére et singuliere

La singularité étant de nature géométrique, on choisit de garder le méme espace Vg de
solutions singulieres. Ainsi, on peut montrer (voir [37]) que Pespace des solutions W se
décompose en

W =Wgrea Vg, (5.70)

avec Wg défini par (5.66), et Vg précédemment introduit. Dans ce cas, la décomposition
n’est plus orthogonale, mais elle est cependant préférable a une décomposition orthogo-
nale, car elle permet d’utiliser comme fonction test vg, base de Vg, qui ne dépend pas du
temps, et dont le calcul est effectué une fois pour toutes (voir la remarque ci-dessous).
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Remarque 4.2 1. La perte de l'orthogonalité n’a que peu de conséquence d’un point de
vue numérique. Elle fait apparaitre dans la formulation finale deux termes supplémen-
taires que nous détaillerons plus loin.

2. On pourrait aussi décomposer W en W = Vg @ Vg @ Vu (en particulier vg € Vi

est tel que vg - 7|, = 0), et V4 se caractérisant comme ’ensemble des solutions du
probléme elliptique (cf. [37]) :

rot vq = Cste dans w, (5.71)
divva =0 dans w, (5.72)
va-T=0 surc, (5.73)
va-T=cB(t)+g(t) T surya. (5.74)

Avec cette décomposition, le terme non nul (rot wg,rot vg)o, pour wg € Wg et
vg € Vg se réduit a (rot va,rot vig)o, ce qui met en évidence que Wg est "presque”
orthogonale a Vg. Cependant, l'utilisation dans une méthode numérique d’une telle
décomposition nécessiterait le calcul de v, a chaque pas de temps, et rendrait la
méthode numérique tres couteuse.

Avec cette décomposition , et en notant encore Er(t) la partie réguliere de la solution
appartenant a Wg, la formulation analogue a (5.52) s’écrit,
Trouver Er € Wg tel que

d? d
ﬁ(ER, Fgr)o + e Er -7 Fg-7do+ Z(rot Eg,rot Fg)g + ¢?k(t)(ps,rot Fr)o
N
1d d
= —SE(J,FR)()—FC% g7 FR'TdO'—/i”(t)(VS,FR)O, VFr e Wy, (5.75)

YA

ot le seul terme supplémentaire di & la non-orthogonalité est c?(t)(ps,rot Fr)o.

On ajoute aussi une équation pour calculer la fonction x(t), obtenue de méme en prenant
vg comme fonction test. On a alors :

d2 " 2 2 2 2 1d

3 Erovsha + K O][vs |} + ot Br.ps)o +er(t)lps|f = —— L @.vsh - (5:70)
Dans ce cas, le terme di & la non-orthogonalité est c?(rot Eg, pg)o. Il est intéressant de
noter qu’il n’y a pas de termes sur v4 dans l’équation (5.76), puisque vg - Ty, = 0. Clest
aussi un des intérets de la décomposition retenue.

Il reste alors & semi-discrétiser en espace la formulation (5.75-5.76), ce qui se fait sans
difficulté particuliere par rapport au cas ou toute la frontiere est un conducteur parfait.
Apres discrétisation en temps par un schéma explicite, on vérifie que les termes supplémen-
taires sont connus a l'instant n pour le calcul de E’]{rl. Le schéma peut alors s’écrire sous
une forme analogue a (5.56), et le méme algorithme peut étre utilisé pour la résolution.

5 Résultats numériques

Nous concluons ce chapitre par quelques exemples de résolution numérique de problemes-
test. De maniere générale, notons que la place mémoire supplémentaire, nécessaire au
traitement des singularités, est négligeable, et que le temps nécessaire au calcul initial
d’une base de Vg, et a la résolution a chaque pas de temps de ’équation supplémentaire,
induite par la méthode, est minime.
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5.1 Calcul numérique de la partie singuliere

Nous allons construire un cas-test pour lequel on sait déterminer des solutions analytiques
P, ¢ et v§. Pour cela, on considere un domaine w constitué de 3/4 de cercle, centré en
Porigine, de rayon R., dont la frontiere présente un coin rentrant d’angle 5 = 37 /2.

Remarque 5.1 Le domaine w n’est pas polygonal. Cependant, les résultats des sections
précédentes restent valables, puisque w est convere au voisinage des points non réguliers
autres que le coin rentrant. De plus, le maillage constitue une approrimation polygonale
de w.

Pour exhiber une solution analytique du probleme (5.24-5.25), on se place en géométrie
radiale (r,6) centrée sur le coin rentrant, et on cherche une solution sous la forme

p(r,0) = Z Apr™® cos(nad) (5.77)
n>—1
R 2
avec A_j arbitraire (fixé égal a 1). La valeur Ay Te étant la moyenne de pg, ps € Li(w)
entraine Ap = 0. On calcule A; en imposant la condition aux limites Op¢/0v(R.,8) = 0
sur le bord extérieur, ce qui entraine 4y = A_; R_2*. L’unicité de la solution nous permet
de conclure que A,, =0, Vn > 2.

On peut de la méme fagon chercher une solution ¢¢ de (5.29-5.30) sous la forme (5.90),
soit

B A
PG = — Z n—gr"a cos(nad) — Z mr”aw cos(nad) ,
n>1 n>—1,n#0

et calculer By de sorte que la condition aux limites 0¢%/0v(R.,0) = 0 sur le bord extérieur
soit vérifiée. On obtient B} = 4"&__24 A_gR272 4 fa—ﬁAle. Puisqu’il y a unicité de la so-
lution, on déduit que B,, = 0, Vn > 2.

Enfin, A, et B, étant désormais connus (en fait seuls A_;, A; et B; sont non nuls) on
peut vérifier que I'expression v donnée par (5.96) pour ces valeurs de A_, A; et By est
bien la solution v§¢ recherchée.

Nous avons représenté sur la figure 5.3 les solutions analytiques et calculées (& la méme
échelle). En ce qui concerne la représentation graphique, nous avons choisi d’exclure le
nceud singulier de la représentation plutot que de tronquer la valeur infinie en ce nceud,
afin de ne pas ”écraser” l'image par une valeur arbitrairement grande.

Sur la figure 5.3-a, on constate que la méthode permet bien de calculer vg € Vg, ce
qu'une méthode d’éléments finis classique P; conforme ne permet pas de faire. Sur la
figure 5.3-b, on peut vérifier que la méthode est également efficace pour le terme le plus
singulier, ce qu’une méthode d’éléments finis d’aréte (conforme dans H(rot,w)) ne permet
pas d’appréhender aisément. Enfin, avec le résultat du calcul de la fonction ¢ (voir figure
5.3-c), qui est réguliere (¢ € H'T*"¢ ¢ > 0), on vérifie le bon comportement de cette
méthode pour une solution réguliere.

5.2 Cas d’évolution

Dans cette section, nous présentons les résultats de deux cas-test, représentatifs de problemes
d’électromagnétisme. Le premier cas consiste a calculer les champs électromagnétiques in-
duits par un courant, dont les caractéristiques spatiales et temporelles évoquent 'effet d’un
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faisceau de particules. Le second cas concerne I’étude d’une onde guidée dans un type de
géométrie fréquemment rencontrée, par exemple dans des dispositifs hyperfréquences.

Exemple avec un courant J

On considéere un domaine w en forme de "L”, dont la géométrie est représentée sur la
figure 5.4. On impose sur la frontiére une condition aux limites de conducteur parfait.
Les conditions initiales sur le champ électromagnétique sont identiquement nulles. L’onde
électromagnétique est générée par un courant J(x,t) = (Jy,J,)T, dont le support est
représentée sur cette méme figure, avec (J,, J,) = (0,10sin(¢t)), ou ¢ désigne la pulsation
associée a la fréquence de 2,5.10° Hertz.

Ce courant est la source d’une onde qui va se propager dans le sens des x positifs et
négatifs. Physiquement, pour une donnée initiale identiquement nulle, le champ solution
reste régulier tant que ’onde n’a pas atteint le coin rentrant, ce qui définit un instant .
En d’autre termes, si on écrit

E(x,t) = Er(x,t) + k(t)vs(x),

k(t) reste nulle pout tout temps ¢ inférieur a un temps t5, et Er(x,t) coincide avec E(x,t).
Par contre, pour ¢t > t, , k(t) # 0, et vg(x) étant & support dans tout le domaine w, on
a k(t)vs # 0. Cependant, on souhaite obtenir le comportement physiquement évident
suivant : le champ en un point x et a l'instant ¢ est nul, pour tout temps ¢ < tx, ou tx
désigne le temps mis par I'onde pour atteindre le point x.

On vérifie alors (voir figure 5.5) que Er(x,t) devient non nulle et ”compense” la valeur
k(t) vg(x), soit Eg(x,t) = —k(t) vs(x), de sorte que E(x, t) reste effectivement nulle tant
que tg <t < tx.

Un cas de guide d’ondes

Dans ce dernier exemple, nous présentons 1’étude de la propagation d’une onde TEM dans
une géométrie singuliere. Ce cas permet d’illustrer le bon comportement de la méthode
avec une formulation plus complete, c’est-a-dire avec différents types de conditions aux
limites sur le bord et plusieurs coins rentrants. On considere un guide d’onde "en T”, dont
la géométrie et les données sont invariantes suivant la direction z. Ainsi, le domaine de
calcul se réduit & une coupe transversale de ce guide (voir figure 5.6).

Une onde incidente pénetre dans le guide par la frontiere v} (bord gauche), et en sort par
la frontiere 74 (bord droit). La condition aux limites sur v4 s’exprime ici par

E-r—cB=g, g(t),, =Csin(C), gt),2=0, (5.78)

ot C désigne une constante et ¢ est associée & la fréquence 2,5.10° Hertz. A l'instant
initial, le champ électromagnétique a l'intérieur du guide est identiquement nul. Comme
dans le cas précédent, le champ est régulier tant que l'onde incidente n’a pas atteint le
premier coin rentrant, puis devient singulier.

Le résultat obtenu par une méthode d’éléments finis nodal sans traitement des singularités
est représenté sur la figure 5.6 (image de droite), et montre une solution peu vraisemblable,
avec une erreur sur la solution qualitativement trés importante.

Nous avons ensuite effectué ce méme calcul, mais avec la méthode du complément singulier
qui prend en compte la singularité. La méme figure 5.6 représente des isovaleurs du champ
électrique obtenu apres 1000 pas de temps.
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On constate sur ce cas-test également que la méthode proposée permet effectivement de
capturer la singularité, et ce avec une trés bonne précision, y compris dans un voisinage
du coin rentrant.
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Annexe : méthode Dirichlet-Neumann

Nous décrivons ici une seconde méthode numérique de calcul d’une base de Vg, vg. L’algorithme
reste semblable a celui de la section 3.2, c’est-a-dire que nous passons toujours par les étapes
intermédiaires du calcul d’une base de N, pg, puis de ¢g, 'antécédent de pg par I'isomorphisme
—A.

Premiere étape : Calcul de pg Afin de tirer parti le plus possible de la connaissance de ’ex-
pression locale (dans un voisinage du coin rentrant) des singularités, il est intéressant de construire
les algorithmes de calcul & partir d’'une méthode de décomposition de domaine [6]. Avec cette
approche, on obtient une expression explicite de pg au voisinage du coin rentrant. En dehors de ce
voisinage, pgs est réguliere (ie. de régularité au moins H'), on peut donc utiliser une formulation
variationnelle pour la déterminer. De plus, la connaissance explicite de ps permet de conserver
Porthogonalité entre les parties réguliere et singuliere de la solution.

(o

F1G. 5.2 — Le voisinage du coin rentrant et le domaine w®.

On considere le domaine w représenté sur la figure 5.1, qui posséde un coin rentrant, composé
localement de deux segments de droite se rencontrant en un point selon un angle 8 = 7/a, avec
a €]1/2,1[. On introduit une partition de w en w® et w®, olt w® désigne un secteur angulaire de rayon
R, centré sur le coin rentrant, et w® l'ouvert tel que w®Nw® = () et @ UL® = w. Enfin on note v¢
(resp. v¢) la frontiere de w® (resp. w®), que I'on décompose en BU~¢ (resp. BU~¢), ol B est I'inter-
face y¢N~¢. Dans la suite, on notera par un exposant ¢ ou € la restriction d’une quantité & w® ou w*®.

Premiere étape : Calcul d’une base de N Détaillons le processus de calcul de pg. I est
divisé en quatre étapes. Les deux premieres étapes sont ”formelles” (mais justifiées mathématique-
ment) ; les deux suivantes permettent de calculer numériquement pg.

Les étapes 1 et 2 consistent respectivement a construire une expression de pg sous la forme d’une
série, puis a déterminer les coefficients de la série en fonction de la trace de p& sur l'interface,
c’est-a-dire pg‘ 5> €t enfin & calculer un opérateur de transfert sur 5.

Ces deux étapes permettent de poser le probleme a résoudre dans w® pour pouvoir calculer pg
numériquement (étape 3). A partir de 1a, & I'étape 4, on calcule les coefficients de la série, en
utilisant le raccord des trace sur 'interface (pfgl B= pgl ), pour obtenir finalement une expression
numérique de pg.

1. Calcul de la solution locale pg : que sait-on de la restriction de pg a w®?

C

op§ _
o |ye

pS € L*(w®), Ap$ =0 dans w°,

En utilisant la méthode de séparation des variables (justifiée mathématiquement & partir de
la régularité de pg, rappelée a la proposition 3.1), on détermine analytiquement la solution
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locale singuliere au voisinage du coin rentrant. On obtient, en coordonnées polaires centrées
sur le coin rentrant, i.e. 0 <r < R,0<60 < (3,

pS(r,0) = Z A, cos(naf) = Ag + Z (A_pr™™® 4 Apr™®) cos(nad).
ne’ n>0

Par ailleurs, on sait que les fonctions 6 — cos(nafd) sont deux a deux orthogonales sur |0, 5[;
en effet, pour (m,n) € N2,

0 sim#n
B
/ cos(mab) cos(nab) df = B/2 sim=neN*
0

16} sim=n=0.

On en déduit que

2
R B
/ ps(r,0) dw = / / (Ao + Z (A_pr™" + Apr™®) cos(noz@)) rdrdf
we 0 0

n>0

_B
)

R
A%R2 + Z / (A_nr_”o‘ + A,LT”O‘)Q rdr] .
0

n>0

Comme p§ est un élément de L?(w®), on en déduit immédiatement que tous les termes de la
série sont nécessairement bornés. Or, on peut vérifier & partir d’'un calcul élémentaire, que
ceci implique que A_,, = 0, pour tout n > 1. Au final,

ps(r,0) = Z A,r™® cos(nab). (5.79)

n>—1

Remarque A.1 Si A_; = 0, tous les termes se trouvent appartenir a H'(w®), et on peut
en déduire que pG est de régularité H' au voisinage du coin rentrant. Dans la suite, nous
allons supposer que A_1 est non nul, et nous verrons en conclusion de ce qui se passe, si tel
n’est pas le cas...

Comme on ’a remarqué, les termes de la série sont deux a deux orthogonaux (sauf pour
n = 1), lorsqu’on les integre le long de U'interface B. Chacun des A,, s’exprime donc sous
forme intégrale a partir de p$ :

a P

=2 [ psr0)as. (5.80)
T Jo
200 _,, A c —2a

A = 7R pS(R,0)cos(af)dd — R™“*A_q, (5.81)

0

20 A

Ap=—RT" [ pS(R,0)cos(nab)dd, Vn>2. (5.82)
m 0

NB. Ci-dessus, Ay est calculé en fonction de A_;.
. Calcul de l'opérateur capacité T, qui a pg‘ 5 associe 81;5 5

On désigne par v° la normale unitaire sortante & w®. D’apres (5.80-5.82), on définit alors
Iopérateur capacité par dérivation terme a terme de la série, ce qui donne

_ 202

B A,
(%) Zn{ /O pg(R,H’)cos(naG’)dG’} cos(na) ~ 204k cos(ad).  (5.83)

TR
n>1

Ensuite, on isole le terme qui dépend de A_1, puisque 'on a vu que les coefficients sont tous
déterminés par la donnée de pg‘ g et de A_;. En notant T3 le premier terme du membre de
droite, on a

. . A
T(ps) = Ty (p5) — 205 — cos(af)) (5.84)
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3. Résolution du probleme extérieur en p§ : que sait-on de la restriction de pg & w®?

opg

¢ e H'(w®), Ap% = 0 dans w®, =
s € H'(W), Ay =0 dans o, T2

Pour pouvoir caractériser pg, il reste a obtenir une condition aux limites sur l'interface
B. Comme pg est de régularité H' hors de tout voisinage du coin rentrant, et donc dans
un voisinage de B, et comme Apg appartient & L?(w), on en déduit? les conditions de
ors  _ Ops
ove s Ove B
B pour le probleme extérieur, posé dans w®. En notant ¢ la normale unitaire sortante a w®,
le probleme devient

Trouver p$ € H(w°)/R tel que

transmission p§ 5 = p§|p et . On obtient alors la condition aux limites sur

Ap = 0 dans w®, (5.85)
gﬁ% =0 (5.86)
ZIZ% +T1(p%) = 2a% cos(af) sur B, (5.87)
qui s’écrit sous forme variationnelle
/c grad p§ - grad g dw + /B Ty (p%)gdo = 2;(1—{:11 /B cos(af)q do,
’ Vg € H'(w°)/R. (5.88)

Comme la forme bilinéaire (p,q) — / T1(p)qdo est symétrique positive, ce probleme est
B

bien posé, a A_; fixé.

Pour résoudre numériquement le probleme extérieur, on introduit un maillage triangulaire
de w®. On discrétise 'espace H'(w®)/R a l'aide de I’élément fini de Lagrange P;. Pour lever
I'indétermination sur les constantes, on fixe (arbitrairement) la valeur de p§ & zéro en un des
sommets du bord. On note V)¢ le sous-espace de dimension N issu de cette discrétisation.
On désigne par p§ la solution discrete qui s’écrit p§, = Zi\f:ﬁ Pi Aiy o0 (Ai)i<i< ng sont les
fonctions de base de Vi°. Apres discrétisation, la formulation variationnelle (5.88) prend la
forme matricielle suivante (avec des notations évidentes) :

(Kye +Tp) p% = A1 F. (5.89)

La matrice de rigidité K . est une matrice creuse. Par contre, la matrice de transfert Ty est
pleine, mais étant définie sur U'interface B, elle reste de petite taille.

4. Le calcul des (A,)n>0 se fait simplement & partir des formules (5.80-5.82), a I'aide de la
condition de transmission p§ 5 = p§z- On reconstruit ainsi la solution dans tout I'ouvert.
Mais pas au nceud singulier, qui se trouve sur le bord ; de toutes facons, la valeur limite de
ps est indéterminée en ce point, d’apres I'expression (5.79).

5. Pour déterminer complétement la solution (connue a une constante pres), on impose la condi-
tion/psdw =0, i.e. / p%dw—i—/ ps dw = 0.
w we we

Remarque A.2 Si A_; est nul, la solution de (5.88) est pg = 0. Et le calcul des coefficients
(An)n>0 donne également un résultat nul. ps est donc nul dans ce cas. C’est pourquoi on a supposé
la non nullité de A_y au départ.

Une autre fagon de se rendre compte qu’il faut que A_1 soit non nul est que, dans le cas contraire,
ps appartient & H*(w), et qu’il est solution du probléme de Neumann homogéne (5.24)-(5.25). 1l
est donc normal de retrouver une solution nulle.

2Le lecteur intéressé par 'obtention de ce type de condition peut utiliser avec profit la technique de la
sous-section 2.2.2 du chapitre 2.
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Deuxieme étape : Calcul d’une base de Vg
— Calcul de ¢g :
On résout tout d’abord le systeme (5.29-5.30), de fagon semblable & ce que nous venons de
voir pour pgs, sachant que cette fois, la solution est de régularité H'.

1. Expression de la solution locale ¢% : grace aux résultats de régularité de la proposition
3.2, on peut appliquer la technique de séparation des variables, pour trouver

c Bn no . ATL na+2
oG =— Z o cos(naf) — ;1 mr cos(nad). (5.90)

n>1

La premiere somme correspond & la solution du probleme de laplacien nul; notons
que la sommation ne comprend aucune indice négatif, puisque cette fois la régularité
minimale est H' ; il n’y a pas non plus de terme constant, car sa valeur sera imposée par
le fait que ¢g est & moyenne nulle. La seconde sommation exprime la dépendance par
rapport & la décomposition de pg (5.79). Les (By)n>1 peuvent étre écrits en fonction
de la trace de ¢§ sur B, soit :

2042 B8
n=1B =20 / 65(R, 0) cos(af) df
0

@ 22 « 2
(Taa A B+ o AR, (5.91)
0> 2B, — 2 /ﬁ ¢%(R, 0) cos(nad) df — ——— A, R? (5.92)
=TT gRne o TSVD dno+4"" '
2. L’opérateur capacité t est égal a :

c c 1 " c o 11—«

t(oS) =Ti(dS) — = ps(r,0)dr + A_1R % cos(al) . (5.93)
2/ 2 2a

3. Le probleme extérieur en ¢¢ est équivalent & la formulation variationnelle :
Trouver ¢% € H'(w®)/R tel que

B
/e grad ¢% - grad ¢ dw + R/o T1(¢%) Y(R,0) dd =

Lepgwdw+%R/Oﬂ {/ORPE(T,H)dr}q/)(Rﬁ)dQ

«
2 -2«

B
A RO / cos(ab)(R, 0)db, b € H (wF)/R. (5.94)
0

La résolution du probleme extérieur s’effectue en discrétisant la formulation (5.94).
On note ¢f la solution discrétisée sur les fonctions de base de V)¢, de sorte que ¢} =

Zivjl fi Ai est solution du systéeme matriciel suivant :
(Kye +Tg) 5 = My ps + A1 G (5.95)

ol M. désigne la matrice de masse, c’est-a-dire la matrice associée au produit scalaire
dans L2(w®) (elle possede la méme structure logique que K., et elle est donc creuse).
Ce systeme étant analogue a celui obtenu pour le calcul de p¢, la programmation de
cette formulation ne requiert que la modification du second membre.

4. On calcule alors les (By)n,>1 & partir des formules (5.91-5.92), et on reconstruit la
solution dans tout le domaine w.

— Calcul de vg :
On calcule vg en prenant le rotationnel vectoriel de ¢g.
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1. Calcul de la solution locale v§ :

vt — Z B, ot sin(na#) N Z et Thaz sin(nad) |
n>1 cos(nad) n>-1 Fot2: cos(nad)
avec By # 0. (5.96)
2. Pour calculer v, on réalise la projection sur L?(w®)? :
Trouver v € L*(w®)? tel que
/ vé - Adw = / rot ¢% - Adw, VA € L?(w°)% (5.97)

Pour calculer une approximation numérique v, de vg base de Vg, on projette ’expression (5.96)
de v§ aux nceuds du maillage de w®, les coefficients (A, )n>—1 et (Bp)n>1 ayant été calculés, pour
obtenir v§. Pour le calcul de v}, approximation de vg, on discrétise la formulation (5.97) et on
obtient le systeme matriciel suivant :

My Vs = R, %, (5.98)

ou R, désigne la matrice du rotationnel.

NB. Le vecteur solution V¢ contient les deuz composantes de v§. Le systeme linéaire a résoudre
est donc de taille (2 Nf) x (2 Ny).

Remarque A.3 Les solutions analytiques locales p%, ¢% et v sont données sous forme de série;
on doit pour le calcul numérique les tronquer. Cependant, ces séries convergent trés vite, ce qui
signifie que peu de termes (moins d’une dizaine) suffisent pour obtenir une solution précise. Notons
que, pour le calcul de ¢g, cette technique est semblable a la méthode des éléments finis localisés cf.

[52].

Pour conclure cette Annexe, nous allons présenter succintement le calcul des coefficients ||ps||
et |[vs||2 qui interviennent dans I’équation différentielle, ainsi que le calcul de A.
1. Calcul de ||ps]|3 et de ||vs]|
Pour le calcul de ||pg]|3, on décompose I'intégrale sur w en la somme d’une intégrale sur w® et
d’une intégrale sur w®. Dans w®, on utilise I’expression analytique de p%, donnée par (5.79).
Dans w®, on utilise la représentation discrete p§ = Zivjl i i pour (\;)i<i< n¢ fonctions de
base de V¢, I’espace d’approximation de L?(w®). On a alors

Nh
||pSHO—/ / Z Apr® cos(nad) | rdrdf + > pipi(Ai, Aj)o.we-
4,5=1
Le premier terme se calcule analytiquement, le second numériquement, ce qui donne
hy2_ B 2 2p2 R2+2m
=—(A_1A1R" + AR A2 M, p' . 5.99
n;é()

Le calcul de ||[v%]2 se fait suivant les mémes principes.

2. Caleul de A
Pour A, qui ne dépend pas du temps et peut étre calculé une fois pour toutes, on partitionne
le domaine w en 3 sous-domaines w;, 1 < i < 3. On décompose

3

(v, ®)o =Y _(Vs, o, (5.100)

i=1
et on utilise dans chaque sous-domaine une méthode d’intégration numérique différente selon
la régularité de vg.
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Le domaine w; est le plus intérieur et correspond a la premiere couronne de mailles
autour du coin rentrant. On peut, sans restreindre la généralité, construire un maillage
tel que wy soit constitué de m triangles (T});=1,...m isoceles, d’angle 66 := % au coin
rentrant, et de coté r1. Dans ces conditions, (vg, ¢)ow, se décompose en

> [ vs-éyrix
j=1"Ti

On exprime d’une part le domaine d’intégration de 7T en coordonnées polaires (r, 0)
centrées sur le coin rentrant, de sorte que

Oi+1  prafi(0)
- dx s’écrit comme / / - rdrdf

ot @ — 1 f;(6) décrit le coté du triangle T; opposé au coin rentrant. On exprime d’autre
part chaque fonction de base A restreinte & T; en coordonnées polaires (rappelons que
¢ = ()\,0)T ou (0, \)T). On obtient les expressions suivantes

r
ANr,0)=1— ——— fonction associée au coin rentrant
r1f5(0)
sin 6, cosf;
A(r,0) = PG | cosg — 87541, sin(#) deuxieme fonction
71 8in 66 r1 sin 66
sin 6 cosf;
A(r, 0) = — — "y cosf + ——L rgin Btroisieme fonction.
71 sin 96 r18in 66

Enfin, en utilisant les expressions analytiques de vg (voir (5.96)), on calcule analytique-
ment en variable r la quantité (vg, ¢)o ., - Ainsi, le seul terme a approcher numérique-
ment (en variable 6) est de la forme

/% cos((na + k)0)
0

(cos §)(natl) a9,

ou k et [ prennent des valeurs comprises entre —1 et 4. On le calcule a I'aide d’une
formule de Lobatto a 7 points utilisée entre deux zéros successifs de 'intégrande.

Le domaine ws correspond a w®\ w1, dans lequel l'expression analytique (5.96) de vg
est toujours valable. Par contre, on ne connait pas une expression facilement utilisable
des fonctions de base, du fait du maillage non structuré. On utilise alors ’expression
(5.96) dans la formule d’intégration numérique retenue, en 'occurence une formule de
Gauss sur 7 points exacte a 'ordre 5.

Dans le domaine le plus extérieur ws (en pratique, on prend w®), la fonction vg est
réguliére, et a été approchée numériquement sur les fonctions de base de V]—"Z' Ainsi,
(vs, @)o,w, se calcule avec la méme formule de quadrature que celle utilisée dans le cas
de fonctions régulieres.



Figure 5.3

Figure 5.3-a v% analytique et calculé.

Figure 5.3-b pg analytique et calculé.

Figure 5.3-c ¢s analytique et calculé.



Figure 5.4 support de J. X

I

Figure 5.5 comparaison en en point x de Eg(x,¢) (en haut)

et de E(x,¢) (en bas) en fonction du temps.
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Figure 5.6 Champ EM, avec et sans traitement des singularites
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