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Résumé

Dans cette Note, nous étudions le système de Stokes avec flux de vitesse et pression imposés, dans un domaine b
régulier par morceaux.Pour citer cet article : P. Ciarlet, Jr., C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Stokes equations with given velocity fluxes and pressure.In this Note, we study the Stokes equations with imposed velo
fluxes and pressure, in a bounded domain, with a piecewise smooth boundary.To cite this article: P. Ciarlet, Jr., C. R. Acad.
Sci. Paris, Ser. I 337 (2003).
 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

Bracketed numbers refer to the French version. The curl operator is calledrot in the French version.
Let Ω be a bounded domain ofRd , d = 2,3, with a polygonal (d = 2) or Lipschitz polyhedral (d = 3)

boundary∂Ω . Ford = 3, S denotes the skeleton made up of edges (including endpoints) of∂Ω . The boundary is
split in three partsΓ1, Γ2 andΓ3: ∂Ω = �Γ1 ∪ �Γ2 ∪ �Γ3, and, ifd = 3,∂Γij = �Γi ∩ �Γj is Lipschitz, for 1� i < j � 3.

In [5,1], the Stokes equations have been considered, withnonstandardboundary conditions. Instead of th
standardsystem (1), (2) (cf. [9]), another set of boundary conditions (3) is prescribed: the pressure is im
on Γ2, and there is a slip condition onΓ3. Two approaches are then studied. The first one [5] relies on the
assumption that the velocity isregular, in the sense that it belongs toH1(Ω). Recently, a second approach has b
introduced [1], in the 2D case (d = 2). A moresingularbehavior of the velocity is possible in theory, since it
only assumed that it belongs toH(curl,Ω)∩ H(div,Ω).

In this Note, we analyze both approaches ford = 2,3. We prove rigorously the existence and uniqueness o
velocity–pressure solution. For convenience, the kinematic viscosityν is set to one.

For theregular velocity formulation, one can assume that the dataf, u0, p0, h, a andb (andu∗) satisfy (4).
Then, the spacesX andQ are introduced, together with the (bi)linear formsa, b and l, defined respectively o

Adresse e-mail :ciarlet@ensta.fr (P. Ciarlet Jr.).
1631-073X/$ – see front matter 2003 Académie des sciences. Publié par Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits
réservés.
doi:10.1016/S1631-073X(03)00270-X
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X × X, X ×Q andX, see (5), (6). The variational form of the nonstandard Stokes equations can be wri
the saddle-point, or constrained, problem (7), with solution(u0,p) in X ×Q. Then, the actual velocity–pressu
couple is(u,p)= (u0 + u�,p). There holds, following Proposition 3.5 of [4],

Proposition 0.1.Thediv mapping fromX toQ is onto: divX =Q.

In order to avoid unnecessary difficulties, related to constant velocity test-fields, one assumes the simp

(H)

{
eitherΓ1 �= ∅,
or the set of directions parallel ton|Γ3, or perpendicular ton|Γ2, spanRd .

Then, if (H) is fulfilled, there follows successively

Proposition 0.2.In X, | · |1,Ω is a norm, which is equivalent to‖ · ‖1,Ω .

Theorem 0.3.There exists one, and only one, solution(u0,p) to problem(7).

Starting from (7), one can now rigorously reach (1) and (3) in the sense of distributions. Fori = 2,3, let
(Γ

f

i )f=1,Fi denote the intersection of the faces of∂Ω with Γi . The proof is detailed in the French version.

Theorem 0.4.The couple(u,p) satisfies(1) and(3a).
If, moreover,f belongs toH(curl,Ω) ∩ H(div,Ω), the boundary conditions(3b) respectively hold in the dua

spaces of
∏
f=1,F2

H
1/2
00 (Γ

f

2 ), and of
∏
f=1,F3

H1/2
00 (Γ

f

3 ), with vanishing normal trace for the latter.

For thesingular velocity formulation, the data satisfy (8). The larger spaceX of velocity fields is considered
together with the (bi)linear formsa, b and l, see (9), (10). The variational form is written as the saddle-p
problem (11), with solution(u0,p) in X × Q: the velocity–pressure couple is(u,p) = (u0 + u�,p). In the
space of distributions, the Stokes equations read like (12). Fora to be coercive onX, one simply has to be in
theL2-orthogonal of thefinite dimensionalvector spaceH := {v ∈ X: divv = 0, curl v = 0}, cf. Corollary 5.2 and
Proposition 7.4 of [8]. In this case, there holds

Theorem 0.5.There exists one, and only one, solution(u0,p) to problem(11).

If, for d = 3, (∂Γij )1�i<j�3 are polygonal subsets of∂Ω with vertices inS, one can prove

Theorem 0.6.The couple(u,p) satisfies(1) and(3a).
If, moreover,f belongs toH(curl,Ω) ∩ H(div,Ω), the boundary conditions(3b) respectively hold in the dua

spaces of
∏
f=1,F2

H
1/2
00 (Γ

f

2 ), and of
∏
f=1,F3

H1/2
00 (Γ

f

3 ), with vanishing normal trace for the latter.

Both approaches can be easily compared, with the help of aCostabel identity[6,7].

Proposition 0.7.∀(v,w) ∈ X × X, (∇v,∇w)0,Ω = (curl v ,curlw)0,Ω + (divv,divw)0,Ω .

Corollary 0.8. X is closed inX.

From Proposition 0.7, ifX = X, (u,p) = (u,p) (with the same data set). It is true iffX ⊂ H1(Ω). More
precisely:

Theorem 0.9.(i) A diedral angle of∂Γ23 is greater thanπ : X �⊂ H1/2(Ω).
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(ii) All diedral angles of∂Γ23 are lower than or equal toπ/2, and, for any point ofΓ2 ∪ Γ3, there exists a
neighborhood such that its intersection withΩ is convex: X ⊂ H1(Ω).

(iii) In the remaining cases: X �⊂ H1(Ω), but there existsσ ∈]0,1/2[ such thatX ⊂ H1/2+σ (Ω).

The proof is detailed in the French version.

Nous considérons les équations de Stokes décrites dans [5,1]. Elles sontnon standardspar opposition à (1)
(2) ci-dessous. Soit un domaine bornéΩ de R

d , d = 2,3, de frontière∂Ω polygonale (d = 2) ou polyédrique
lipschitzienne (d = 3). Notons(Γ f )f=1,F les arêtes (d = 2) ou faces (d = 3) de∂Ω . Pourd = 3, nous appelonsS
le squelette formé par les arêtes (extrémités incluses) de la frontière. Les équations de Stokes standa
forme [9].

Trouver(u,p) ∈ H1(Ω)×L2
0(Ω) tel que

−ν�u + ∇p= f et divu = 0 dansΩ ; (1)

u|∂Ω = u0. (2)

Les données vérifientu0 ∈ H1/2(∂Ω), (u0 · n,1)0,∂Ω = 0 et f ∈ H−1(Ω). Dans la suite, la viscositéν est fixée à
un. Habituellement,u0 est égale à zéro sur une partie de la frontière (non-glissement), et sa donnée cor
ailleurs à la vitesse d’injection ou de sortie. Dans [5,1], d’autres conditions aux limites ont été choisies. Su
que la frontière soit divisée en trois partiesΓ1, Γ2 et Γ3 ; plus précisément,∂Ω = �Γ1 ∪ �Γ2 ∪ �Γ3, avec, pour
1 � i < j � 3, ∂Γij = �Γi ∩ �Γj lipschitzienne (sid = 3). Si nous appelonsn la normale unitaire extérieure
∂Ω , nous remplaçons (2) par{

u|Γ1 = u0, u × n|Γ2 = a× n, u · n|Γ3 = b · n,
p|Γ2 = p0, (rotu)× n|Γ3 = h × n.

(3)

La pression est donnée surΓ2, et une condition de glissement est imposée surΓ3.

1. Équations de Stokes avec vitesse dans H1(Ω)

A la suite de [5], pour résoudre le problème avec une formulation variationnelle pour la vitesse conform
H 1 (u ∈ H1(Ω)), on peut choisir par exemple les conditions suivantes sur les données :{

f ∈ L2(Ω), p0 ∈ L2(Γ2), h ∈ L2(Γ3),

∃u� ∈ H1(Ω) tel que divu� = 0, u�|Γ1 = u0, u� × n|Γ2 = a× n, u� · n|Γ3 = b · n.
(4)

Le cadre variationnel est alors défini comme suit. Soient les espaces

X := {
v ∈ H1(Ω): v|Γ1 = 0, v × n|Γ2 = 0, v · n|Γ3 = 0

}
,

{
Q= L2

0(Ω) si Γ2 = ∅,
Q= L2(Ω) sinon,

(5)

et les formes (bi)linéaires surX × X, X ×Q et X,

a(u,v)= (∇u,∇v)0,Ω, b(v, q)= −(divv, q)0,Ω,
l(v)= (f,v)0,Ω − (p0,v · n)0,Γ2 + (h × n,v)0,Γ3.

(6)

Nous choisissons de résoudre la formulation variationnelle de type point-selle
Trouver(u0,p) ∈ X ×Q tel que{

a(u0 + u�,v)+ b(v,p)= l(v), ∀v ∈ X,
b(u0, q)= 0, ∀q ∈Q. (7)
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Nous énonçons les principales étapes pour démontrer l’existence (et l’unicité) de la solution(u0,p) de (7),
lorsque le bord∂Ω est régulier par morceaux. Nous montrons également que cette formulation point-se
bien équivalente au problème d’origine (1), avec les conditions aux limites (3), en posantu = u0 + u�. En adaptan
tout d’abord la preuve de la Proposition 3.5 de [4], on déduit la

Proposition 1.1.L’opérateurdiv est surjectif deX dansQ : divX =Q.

Pour poursuivre, nous avons besoin d’une hypothèse sur la forme, et sur le découpage, du bord du dom∂Ω ,
que nous supposons vérifiée dans la suite.

(H)

{
soitΓ1 �= ∅,
soit l’ensemble des directions parallèles àn|Γ3, ou perpendiculaires àn|Γ2, engendrentRd .

En raisonnant par l’absurde, on vérifie facilement la

Proposition 1.2.DansX, | · |1,Ω est une norme, équivalente à‖ · ‖1,Ω .

A partir de ces deux résultats, en utilisant le cadre théorique inf–sup développé par Babusba–Brezzi
exemple [9]), nous déduisons

Théorème 1.3.Il existe une solution unique(u0,p) au problème(7).

Nous en arrivons à l’interprétation mathématique rigoureuse du problème variationnel (7) : posons(u,p) =
(u0 + u�,p), et appelons, pouri = 2,3, (Γ fi )f=1,Fi les intersections entre les faces de∂Ω etΓi .

Théorème 1.4.Le couple(u,p) vérifie(1) et (3a).
Si, de plus,f ∈ H(rot,Ω)∩ H(div,Ω), alors les conditions aux limites(3b)sont respectivement vérifiées da

les espaces duaux de
∏
f=1,F2

H
1/2
00 (Γ

f

2 ), et de
∏
f=1,F3

H1/2
00 (Γ

f

3 ), avec composante normale nulle.

Démonstration. D’après (7b), divu0 = 0, et ainsi divu = 0.
Si on considère une fonction-testv ∈ H1

0(Ω) dans (7a), on retrouve (1a), dansH−1(Ω).
Par définition deu�, u0 appartenant àX, il est clair queu vérifie (3a).
Pour retrouver les deux autres conditions aux limites, nous procédons comme suit.
Comme f ∈ L2(Ω), ∇p = f − rot rotu appartient au dual deH0(rot,Ω). Donc, on peut considérer l’Éq

(3a) dans cet espace, et pour tout élémentv de X0,Γ3 := {v ∈ X: v × n|Γ3 = 0}, on arrive facilement à
〈∇p,v〉H0(rot,Ω) + (p,divv)0,Ω = (p0,v · n)0,Γ2, ∀v ∈ X0,Γ3. Pour retrouver la condition sur la pression, no
supposons que divf ∈ L2(Ω) : ainsi, p appartient àD(�,Ω) := {q ∈ L2(Ω): �q ∈ L2(Ω)}. D’après la
Proposition 2.5 de [4], pour toute faceΓ f du bord,p|Γ f appartient au dual deH 1/2

00 (Γ
f ), et 〈∇p,v〉H0(rot,Ω) +

(p,div v)0,Ω = ∑
f 〈p|Γ f ,v ·n|Γ f 〉H1/2

00 (Γ
f )
, ∀v ∈ X0,Γ3. Comme l’application trace normale surΓ f2 est surjective

(Proposition 2.2 de [4]) deX0,Γ3 dansH 1/2
00 (Γ

f
2 ), pour toute facetteΓ f2 incluse dansΓ2, on en déduit que

p|Γ f2 = p0, dans le dual deH 1/2
00 (Γ

f

2 ).

Pour retrouver la seconde condition, on raisonne de façon similaire :rot rotu est dans le dual deH0(div,Ω),
ce qui amène à considérer des fonctions-test dansX0,Γ2 := {v ∈ X: v · n|Γ2 = 0}. Dans ce cas,

−〈rot rotu ,v〉H0(div,Ω) + (rotu , rotv )0,Ω = (h,vT )0,Γ3, ∀v ∈ X0,Γ2.

Si de plusrot f ∈ L2(Ω), rotu ∈ D(�,Ω). L’application trace des composantes tangentielles sur toute facetΓ
f

3

étant surjective deX0,Γ3 dansH1/2
00 (Γ

f
3 ) (avec composante normale nulle), cf. [3], on en conclut cette fois

rotu × n|Γ f = h × n dans le dual deH1/2
00 (Γ

f

3 ). ✷

3
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2. Équations de Stokes avec une vitesse « singulière »

Cette approche correspond à celle développée par Amara et al. [1] dans un domaine polygonal, q
généralisons ici au casd = 3. De plus, nous expliquons comment on peut retrouver les conditions aux limite
Pourd = 3, nous supposons que(∂Γij )1�i<j�3 sont des polygones dont tous les sommets appartiennent àS. Pour
les données :{

f ∈ L2(Ω), p0 ∈H 1/2
00 (Γ2), h ∈ H1/2

00 (Γ3),

∃u� ∈ H1(Ω) tel que divu� = 0, u�|Γ1 = u0, u� × n|Γ2 = a× n, u� · n|Γ3 = b · n.
(8)

Nous nous plaçons cette fois dansX ×Q, avec un espace des vitesses plus grand

X := {
v ∈ H(rot ,Ω)∩ H(div,Ω): v|Γ1 = 0, v × n|Γ2 = 0,v · n|Γ3 = 0

}
, (9)

et nous introduisons les formes (bi)linéaires surX × X, X ×Q et X,

a(u,v)= (rotu , rotv )0,Ω, b(v, q)= −(divv, q)0,Ω,
l(v)= (f,v)0,Ω − 〈v · n|Γ2,p0〉H1/2

00 (Γ2)
− 〈v × n|Γ3,h〉H1/2

00 (Γ3)
. (10)

Nous résolvons alors la formulation variationnelle
Trouver(u0,p) ∈ X ×Q tel que{

a(u0 + u�,v)+ b(v,p)= l(v), ∀v ∈ X,
b(u0, q)= 0, ∀q ∈Q. (11)

Les équations de Stokes s’écrivent alors, au sens des distributions, avecu = u0 + u∗,

rot rotu + ∇p = f, et divu = 0. (12)

Suivant [8], notonsH := {v ∈ X: divv = 0, rotv = 0}. Alors, cf. Corollaire 5.2 et Proposition 7.4 de [8],

Théorème 2.1.L’espace vectorielH est de dimension finie. De plus, il existec > 0 telle que,

‖v‖0,Ω � c
(‖ rotv‖2

0,Ω + ‖divv‖2
0,Ω

)1/2
, ∀v ∈ X ∩ H

⊥.

Nous supposons maintenant que (11) est posé dans l’orthogonal deH (pris dansL2(Ω)), on le complétant le ca
échéant de conditions d’orthogonalité. Comme à la section précédente, nous avons les

Théorème 2.2.Il existe une solution unique(u0,p) au problème(11).

Théorème 2.3.Le couple(u,p) vérifie(1) et (3a).
Si, de plus,f ∈ H(rot,Ω)∩ H(div,Ω), alors les conditions aux limites(3b)sont respectivement vérifiées da

les espaces duaux de
∏
f=1,F2

H
1/2
00 (Γ

f

2 ), et de
∏
f=1,F3

H1/2
00 (Γ

f

3 ), avec composante normale nulle.

3. Comparaison des formulations régulière et singulière

Nous commençons par un résultat préliminaire de typeidentité de Costabel.

Proposition 3.1.∀(v,w) ∈ X × X, (∇v,∇w)0,Ω = (rotv , rotw)0,Ω + (divv,divw)0,Ω .

Démonstration. On commence par démontrer le résultat pour des fonctions régulières, cf. [6]. Ensuite, on
à l’aide d’un résultat de densité, semblable à celui établi au Lemme 2.6 de [7].✷
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Corollaire 3.2. X est fermé dansX.

D’après la Proposition 3.1, lorsqu’on a l’égalitéX = X, il est clair que(u,p)= (u,p) (sous réserve d’un choi

de données identique). C’est le cas si, et seulement si,X ⊂ H1(Ω). Précisons, à l’aide du

Théorème 3.3.(i) Un angle diédrique de∂Γ23 est supérieur àπ . Dans ce cas,X �⊂ H1/2(Ω).
(ii) Tous les angles diédriques de∂Γ23 sont inférieurs ou égaux àπ/2, et, en tout point deΓ2 et deΓ3, il existe

un voisinage dont l’intersection avecΩ est convexe. Dans ce cas,X ⊂ H1(Ω).
(iii) On ne se trouve ni dans le cas(i), ni dans le cas(ii) . Dans ce cas,X �⊂ H1(Ω), mais il existeσ ∈]0,1/2[

tel queX ⊂ H1/2+σ (Ω).

NB. La question de la convexité d’un voisinage deΓ1 dansΩ ne se pose pas, puisque d’après le Théorème
de [2],H0(rot,Ω ′)∩ H0(div,Ω ′)= H1

0(Ω
′), dans tout domaineΩ ′ à bord lipschitzien.

Démonstration. Cas (i) : on construit un élément deX n’appartenant pas àH1/2(Ω), sous la forme d’un gradien
d’une fonction scalaire, non nulle au voisinage de l’arête de∂Γ23 d’angle diédrique supérieur àπ .

Raisonnons localement pour les cas (ii) et (iii), à l’aide d’une partition de l’unité.
Cas (ii) : on peut utiliser une technique de prolongement, au travers deΓ3, pour arriver dans un domaine conve

sur lequel la condition aux limites est uniquement du typev × n = 0. Le Théorème 2.17 de [2] permet de conclu
Cas (iii) : on reprend la même technique, pour arriver cette fois dans un domaine polygonal ou poly

quelconque. La Proposition 3.7 de [2] permet alors de conclure.✷
Remarque.Dans le cas (iii), on av|∂Ω ∈ L2(∂Ω) pour toutv dansX, ce qui permet de revenir à (4a).
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