A0O101 2002-2003

Optimisation et algebre linéaire

Patrick Ciarlet et Pascal Joly



Ciarlet et Joly



Optimisation et algebre linéaire.

Table des matieres

Avant-Propos
Premiere partie: Optimisation
Avant de commencer...

1 Introduction
1.1 Cadreduprobleme . . .. .. .. ...
1.2 Existence d’un minimum : résultats généraux . . . . . . . ... . ... ... ...
1.3  Exemple de résolution d’un probleme de minimisation . . . . . .. .. ... ...
1.3.1 Dans R . . . .. .o
1.3.2 Dans R™ . . . . . e
1.4 Parlasuite . . . . . . . . e

2 Minimisation
2.1 Introduction . . . . . . . . . .. e
2.2  Conditions nécessaires . . . . . . . . ... e e e e
221 Casgénéral . . . . . . L
2.2.2  Cas CONVEXE . . v v v vt it e e et e e e e e e
2.2.3  Contraintes d’égalité affines . . . . . .. ... ... ... ...
2.24 Le Lagrangien . . . . . . . . . .. L e
2.2.5  Fonctionnelle quadratique et contraintes d’égalité affines . . .. .. ...
2.3  Convexité et conditions suffisantes . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...
2.3.1  Définition, propriétés . . . . . . . .. .o
2.3.2 Conditions suffisantes . . . . . . . . ... ... Lo

3 Moindres carrés linéaires
3.1 Problematique . . . . . . ...
3.2  Le formalisme abstrait et son étude: pourquoi des carrés? . . ... .. .. ...
3.2.1 L’approchedirecte . . . . . . . . .. .
3.2.2 Uneastucedecalcul . . . . . . ... ... ...
3.2.3 Existence du point de minimum . . . . . ... ...
3.2.4  Moindres carrés contraints . . . . . .. ... L L
3.3  Décomposition en valeurs singulieres . . . . . . .. ... L.

4 Algorithmes numériques de minimisation : fonctionnelles quadratiques
4.1 Critéres associés a la convergence . . . . . . . . . .. .o
4.2 Algorithmes pour problémes sans contraintes . . . . . . . ... ... ... ....
4.2.1  Principe des méthodes étudiées . . . . . . . . .. ... ... ...
4.2.2  Relaxation . . . . . .. e
4.2.3 Gradient a pas fixe, a pasoptimal . . . . . . ... ..o



Gradient conjugué
Extensions
Algorithmes pour problemes contraints
Elimination des contraintes
Techniques de pénalisation

Extensions
Deuxiéme partie: Algébre linéaire

Un probléeme modéle
Introduction
La masse oscillante
Une structure déformable
Conclusion

Autre motivation

Les méthodes directes
Introduction
Formules de Cramer
Déterminant d’une matrice triangulaire
Systeme linéaire a matrice triangulaire
Partition des matrices en blocs
Exercices sur les matrices triangulaires
Déterminant d’une matrice carrée
La méthode d’élimination
La méthode de factorisation
Le complément de Schur
Stabilité numérique
Les méthodes directes
Algorithme de factorisation de Gauss
Cott calcul
Factorisation de Gauss-Jordan. Factorisation de Crout
Factorisation de Cholesky
Cott calcul
Factorisation par blocs
Profil et conservation du profil

Normes vectorielles et matricielles
Introduction
Normes de vecteurs
Normes de matrices
Valeurs propres
Normes des matrices et valeurs propres
Suites de vecteurs. Suites de matrices

Conditionnement des matrices

Séries de vecteurs. Séries de matrices

Ciarlet et Joly



Optimisation et algebre linéaire.

8 Les méthodes itératives

8.1
8.2
8.3
8.4
8.5
8.6
8.7
8.8
8.9
8.10
8.11
8.12
8.13
8.14
8.15
8.16

Introduction . . . . . . . .
Décomposition réguliere . . . . . . . ...
Itérations par points — Itérations par blocs . . . . . . . . . . ... .. ... ...
Critere de convergence . . . . . . . . . . e e
Méthode de Jacobi. . . . . . . . . . .
Méthode de Gauss-Seidel . . . . . . . . . . . .. ...
Méthode de relaxation . . . . . . . . . ...
Matrices tridiagonales par blocs . . . . . . . . .. oo
Méthode de Jacobi relaxée . . . . . . . . . .
Méthode de Richardson . . . . . . . . . . . ...
Méthode de Richardson a pas variable . . . . . . . .. .. .. ... ... ...,
Matrices a diagonale dominante . . . . . . . .. ... Lo
Double décomposition réguliere de matrices . . . . . . . . . ... ... L.
Méthode de relaxation symétrique (S.S.O.R.) . . . .. .. .. ..o L.
Etude d’'un exemple simple . . . . .. .. L Lo

9 Les méthodes de Krylov

9.1
9.2
9.3
9.4
9.5
9.6

Introduction . . . . . . ..
Un probleme modele: rappel . . . . . . . . . ...
Un algorithme de résolution . . . . . . . . . ... ... .. ... .. ... ...,
Propriétés de l'algorithme . . . . . . . . . . . .. ... ...
L’algorithme du gradient conjugué . . . . . . . . . ... ... ... ... .. ..
Sous—espace de Krylov . . . . . . . . ..

10 Valeurs propres et vecteurs propres

10.1
10.2
10.3
10.4
10.5
10.6
10.7

Introduction . . . . . ...
Rappels . . . . . o o e
Cas des matrices diagonalisables . . . . . . . ... ... .. L oL
Localisation des valeurs propres . . . . . . . .. . . .. . ... ... ... ...
Lecasgénéral . . . . . . . ..
Forme de Jordan . . . . . . .. ..
Décomposition spectrale d’'une matrice . . . .. ... ... ... ... ... ...

11 Méthode de la puissance itérée

11.1
11.2
11.3
114
11.5
11.6
11.7
11.8
11.9

Introduction . . . . . . L
Etude d’'unexemple . . . . . . . ...
Méthode de la puissance inverse itérée . . . . . . . . ...
Technique de translation . . . . . . . ... . ... ... ... ... ...
Méthode de l'itération inverse de Rayleigh . . . . . . .. .. .. ... ... ...
Technique de déflation . . . . . . . . . . . . . . .. ..
Factorisation QR d’une matrice . . . . . . . .. . ... ...
Méthode du sous—espace . . . . . . . . . . e
Méthode QR . . . . . . . . e

11.10 Méthode QR avec translation . . . . .. . . .. . ... ... ..

117
117
117
119
120
121
121
122
123
126
128
128
130
131
132
133
136

139
139
139
140
140
143
143

147
147
147
149
153
157
159
163



6 Ciarlet et Joly

12 Matrices tridiagonales 181
12.1 Introduction . . . . . . . . . 181
12.2 Méthode de la bissection (théorie) . . . . .. . ... ... .. L. 181
12.3 Méthode de la bissection (pratique) . . . . . .. ... ... ... ... ... 184
12.4 Un calcul explicite . . . . . . . . . . e 185
12.5 Méthode de Householder . . . . . . . .. .. ... .. .. .. ... .. 186
12.6 Tridiagonalisation d’une matrice . . . . . . . .. .. .. ..o 188
12.7 Matrice compagnon . . . . .. ..o e e 188

13 Méthodes de projection 191
13.1 Imtroduction . . . . . . . . . . e 191
13.2 Meéthode de projection . . . . . ... L Lo 191
13.3 Meéthode de Rayleigh-Ritz . . . . . ... .. ... ... oo 191
13.4 Cas particulier: A est hermitienne . . . . . . . . . ... ... ... .. .. ..., 193
13.5 Méthode du sous—espace avec projection . . . . . . . . . ... ... ... 194
13.6 Méthode d’Arnoldi. . . . . . . . . . . e 194
13.7 Méthode de Lanczos . . . . . . . . . . 198
13.8 Lien avec la méthode du gradient conjugué . . . . .. .. ... ... ... .... 198
Annexe 201

14 Quelques rappels de calcul différentiel 203
14.1 Différentiabilité . . . . . . . . . . 203
14.2 Propriétés de la différentielle . . . . . . . . .. oo oo 208
14.3 Différentielles d’ordre supérieur et formules de Taylor . . . . . ... ... . ... 210

14.3.1 Différentielles d’ordre supérieur . . . . . . . . . ... ... 210
14.3.2 Formules de Taylor . . . . .. .. .. . .. ... .. 211

15 La méthode des différences finies 213
15.1 Introduction . . . . . . . . . . 213
15.2 Un probleme monodimensionnel . . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 213
15.3 Un probleme multidimensionnel . . . . . . ... ... . ... L L. 219

16 Mise en ceuvre pratique 225
16.1 Introduction . . . . . . . . . . . . 225
16.2 Structure des matrices . . . . . . . .. 225
16.3 Stockage profil . . . . . . .. L 227
16.4 Numérotation et stockage profil . . . . . .. ... ... L. 228
16.5 Stockage condensé . . . . . . ... 230
Bibliographie 234

Index 235



Optimisation et algebre linéaire. 7

Avant-Propos

Cet ouvrage constitue le support de cours d’un enseignement de premiere année de 'ENSTA.
A ce titre, il s’agit d’une introduction aux matieres abordées, 'optimisation et ’algebre linéaire.
Notons tout de suite que, par rapport aux enseignements dispensés en Classes Préparatoires,
ce cours présente l'originalité de méler étroitement les deux disciplines que sont 'algebre et
I’analyse.

Comme ces deux matiéres sont traitées au sein d’un méme cours, en commencant par
Ioptimisation, et en poursuivant par 'algébre linéaire, nous avons essayé, autant que faire
se peut, de les relier. Notamment, dans la premieére partie, un certain nombre de problemes
de minimisation sont étudiés, qui peuvent ensuite étre résolus a l'aide de méthodes d’algebre
linéaire. Par exemple, nous considérons les moindres carrés lincaires, ainsi que des algorithmes de
minimisation de fonctionnelles quadratiques. On montre que ces problémes particuliers peuvent
étre ramenés a la résolution de systemes linéaires. Dans la deuxiéme partie, on revient sur ces
liens, lorsque 'on aborde les méthodes itératives de résolution de systemes linéaires.

Plus généralement, ces thémes sont repris, développés, voire plus simplement utilisés comme
outils, dans un certain nombre d’autres enseignements dispensés a 'ENSTA, en premiere, deuxie-
me ou troisieme années. Remarquons, et c’est fondamental, que les enseignements évoqués ne se
limitent pas aux Mathématiques Appliquées!

Enfin, les auteurs tiennent & remercier chaleureusement les personnes suivantes pour leur

relecture attentive, ainsi que pour les conseils qu’ils ont prodigués lors de I’élaboration de ce
manuscrit : P. Carpentier, F. Jean, O. Kaber, E. Lunéville et M. Postel.

Patrick Ciarlet et Pascal Joly
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Avant de commencer...

Un ouvrage mathématique ne contient pas toute la théorie du sujet qu’il aborde, et a plus
forte raison les démonstrations des résultats fondamentaux sur lesquels il repose. Aussi, nous
nous contentons d’évoquer les prérequis en algebre linéaire et en analyse, ainsi que quelques
éléments de démonstration, nécessaires a une bonne compréhension des notions abordées dans
la Partie 1.

Pour ce qui est de 'algebre linéaire, nous nous plagons dans un espace vectoriel E de
dimension finie, et soit F un sous-espace vectoriel de E. Dans la suite, nous étudierons essentiel-
lement des espaces vectoriels définis sur R.

Rappelons quelques résultats bien connus concernant les sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires.

Il existe G un sous-espace vectoriel de E tel que E = F 4+ G, et FNG = {0}; de plus,

dim(E) = dim(F) + dim(G). La preuve de ce résultat repose sur le théoréme de la base
incomplete.

E E
En particulier, on en déduit que dim(=) = dim(E) — dim(F), car F est isomorphe a G.

De la, on prouve que, pour toute application linéaire u de [E dans un autre espace vectoriel,

dim(E) = dim(Ker u) + rg(u), avec le rang rg(u) = dim(Imu).

(On utilise le fait que est isomorphe a Imwu.)

eru

A toute application linéaire d’un espace vectoriel E dans un espace vectoriel E’ (tous deux de
dimension finie), on peut associer une matrice, qui dépend des bases de E et E’ choisies. Si E est
de dimension m et E’ de dimension n, les matrices appartiennent & R™*™, c’est-a-dire qu’elles
possedent n lignes et m colonnes.

Ceci permet de définir entre autres la transposée, le rang, les vecteurs propres et wvaleurs
propres d’une matrice, par référence aux notions correspondantes pour les applications linéaires.
En particulier, si note A une matrice, et (A4;;)i<i<n,i<j<m Ses €éléments, on a par définition
A;':j =Aj;.

Rappelons également que 1'on peut démontrer que le rang d’une matrice est égal a la taille
maximale d’une famille libre de ses vecteurs colonnes. On peut aisément en déduire que pour
toute matrice A,

rg(A) =rg(AT).

A partir de la transposition, on définit la classe des matrices symétriques, c’est-a-dire le sous-
ensemble des matrices carrées, telles que A = AT.
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Enfin, dans un espace vectoriel (défini sur R, rappelons-le!), nous considérons que les notions
de produit scalaire et d’espace vectoriel euclidien sont connues (ainsi que celle de base orthonormale,
etc.). Le résultat fondamental est le suivant :

Toute matrice symétrique est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres:
si A est symétrique, il existe une base orthonormale, notée (p;)i1<i<n, telle que

Api = Nipi, 1 <i<n.

Ou, de facon équivalente: il existe O une matrice orthogonale et D une matrice diagonale, telles
que

D =0"140.

Nous supposons pour finir que le lecteur est familiarisé avec la notion de dérivation d’une
fonction de la variable réelle, a valeurs dans R, R™ ou dans un espace vectoriel normé sur R. Si
~ est une telle fonction, on dénotera par ~'(t) :

la dérivée en ¢ (si 7y est a valeurs dans R), ou

le vecteur dérivé en ¢ (dans les autres cas).
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Chapitre 1

Introduction

L’optimisation est un concept qui fait partie intégrante de la vie courante. Citons quelques
exemples tout a fait banals, mais représentatifs :

Quel est le meilleur itinéraire pour aller d’un point A & un point B en voiture?
Au tennis, comment maximiser 'effet, la vitesse d’une balle de service?
Peut-on gagner contre la banque a la roulette au casino?

A la bourse, comment maximiser les profits tout en minimisant les risques?
Pourquoi tel composant chimique réagit-il avec tel autre?

ete.

Une stratégie raisonnable est d’essayer de modéliser chacun de ces problemes, c’est-a-dire de
les reformuler sous une forme mathématique, puis de résoudre/optimiser les modeles mathématiques
ainsi obtenus, et enfin de tester les résultats sur les situations pratiques... La modélisation, la
mise en équations, ne sera que tres marginalement étudiée dans ce cours (voir le chapitre 3). De
fait, cette activité est du ressort du physicien, du chimiste, de I’économiste, du joueur (!)...
L’ingénieur, & qui revient la charge de résoudre ces modeles, se doit de les bien connaitre,
notamment en ce qui concerne les hypotheses sous lesquelles le modele est valide, avant d’envisager
leur résolution. Dans cette optique, le théme de ce cours est la construction, et la justification
mathématique, de méthodes de résolution de ces modeles. Nous considérerons principalement
des modeles simplifiés, que nous nous attacherons & analyser (mathématiquement) en détail.
Nous proposerons également des méthodes de résolution approchées, c’est-a-dire leur résolution
numérique sur ordinateur. En particulier, nous ferons appel & des outils d’analyse (topologie,
calcul différentiel, convexité), mais aussi & de nombreuses branches d’algebre linéaire. En ce sens,
la distinction algebre/analyse, classique en classes préparatoires, s’estompera.

1.1 Cadre du probleme

En pratique, lorsque 'on résout un probleme d’optimisation, on utilise des algorithmes
permettant d’approcher numériquement la solution d’un probleme du type

Trouver u € K, tel que J(u) = in}f{ J(v), ou bien J(u) = sup J(v),
ve vEK
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ol J est une fonctionnelle définie sur un ensemble K non vide, a valeurs dans R.
Avant d’envisager l'utilisation d’un algorithme, il est naturel! de répondre aux questions ci-
dessous (dans cet ordre!):

(i) Existe-t-il une solution u? Est-elle unique?
(ii) Comment la caractériser?

(iii) Quel(s) algorithme(s) permet(tent) de calculer la solution?
S’il y a un choix a faire, quel est I'algorithme le plus efficace?

Pour commencer, nous allons démontrer quelques résultats élémentaires concernant le point
(i), puis nous étudierons un exemple simple de détermination d’un minimum.

1.2 Existence d’'un minimum : résultats généraux

Placons nous dans la situation abstraite suivante: soit |E un espace vectoriel normé, K un
sous-ensemble non vide de E et J une fonctionnelle définie sur K, a valeurs dans R.

Définition 1.2.1 u est un point de minimum local de J sur K si, et seulement si
>0, WwekK, [v—ul|<n=Ju)<J).
u est un point de minimum global de J sur K si, et seulement si
Voe K, J(u) < J().

Définition 1.2.2 On dit qu’une suite (uy)ren d’éléments de K est une suite minimisante si,
et seulement si,
lim J(ug) = inf J(v).
k—+o00 ( k) veEK ( )

Remarque 1.2.1 Par définition de la notion d’infimum, il existe toujours des suites minimisantes !

Commencons par rappeler le résultat suivant, bien connu.

Théoreme 1.2.1 Si K est compact et J est continue sur K, elle atteint ses extréma :

Umin, Umaz) € K X K, tels que J(umin) = inf J(v), J(Umaz) = sup J(v).
veK vEK

On peut montrer une variante du théoreme 1.2.1, valable lorsque E est de dimension finie. Ce
résultat est fort utile si K est non compact.

Définition 1.2.3 On dit qu’une fonctionnelle J est infinie a l'infinie si, et seulement si,

lim J(v) = +o0.

v, ||vl|=+o0

Proposition 1.2.1 Dans R", si K est un fermé, et si J est continue et infinie a l’infini, alors
elle admet un minimum global sur K. De plus, de toute suite minimisante, on peut extraire une
sous-suite qui converge vers un point de minimum.

1. Méme si cette procédure n’est pas toujours respectée en pratique.. .
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Preuve : Soit (ug); une suite minimisante.

— (uk)k est bornée: en effet, supposons qu’il existe une sous-suite extraite, (ug )y, telle que
|lug || — +00; comme J est infinie & 'infini, on infére que J(uy) — +00, ce qui contredit
le fait que (ux) est une suite minimisante (en particulier, limy J(uy) < +00.)

— Comme (ug)x est bornée, on peut en extraire une sous-suite, toujours notée (ug )xs, qui
converge vers un point u. C’est une suite d’éléments de K qui est fermé, donc u € K.

— Par ailleurs, comme J est continue, limy J(ug) = J(u). Enfin, la sous-suite (ug/)x reste
minimisante: J(u) = infyex J(v), et u est un minimum global de J sur K.

Q Lorsque la dimension de E est infinie, la proposition précédente est fausse?! On peut en
effet construire des contrexemples, lorsque la dimension est infinie.

Q Il est également indispensable que I’ensemble K soit fermé. Si on considére par exemple la
fonction = +— 2 sur K = R}, on a bien une fonction continue, et infinie & I'infini, définie sur K
non vide, mais pas fermé... Elle n’admet pas de point de minimum sur K.

Remarque 1.2.2 Dans [’énoncé de la proposition ci-dessus, on se convainc facilement que l’on
peut remplacer ’assertion J infinie a Uinfini par J infinie a Uinfini sur K, c’est-a-dire

lim J(v) = +o0.
VEK,|[v]|—+o0

1.3 Exemple de résolution d’un probleme de minimisation

Dans cette section, nous allons résoudre compléetement un probleme de minimisation “classique”.
Qui plus est, nous en tirerons des enseignements généraux, enseignements qui nous permettront
de développer la théorie liée a 'optimisation de fonctionnelles différentiables et/ou convezes.

On considere le probleme de la minimisation d’une fonctionnelle quadratique qui dépend de n
variables ; soit donc un polynéme de degré 2 en xy,-- -, x,, c’est-a-dire:

P(zy,,an) =YY aijaizy— > Bz +7. (L.1)
k=1

i=1 j=1

On va étudier 'existence de minima locauz ou globauz, lorsque (z1,---,x,) parcourt R™.

Tout d’abord, essayons de nous servir des résultats généraux de la section précédente. Le
théoreme 1.2.1 ne s’applique pas, puisque R” n’est pas compact. Quant a la proposition 1.2.1,
il est difficile de savoir si on peut l'utiliser, car vérifier que P est bien infini & l'infini n’est
pas aisé! Bref, nous allons développer de nouveaux outils, (mieux) adaptés au probléeme de la
minimisation de (1.1).

2. Nous allons expliquer pourquoi la démonstration de la proposition ne s’applique pas dans un espace de
dimension infinie. Pour cela, rappelons un théoréme da a Riesz.

Théoréme 1.2.2 Soit E un espace vectoriel normé et B(0,1) = {v € E : |jv|| < 1} sa boule unité fermée. Alors,
E est de dimension finie si, et seulement si, B(0,1) est compacte.

A partir de ce résultat, on voit qu’il ne sert a rien de se ramener & une suite bornée, si ’on reprend la démonstration
dans le cas de la dimension infinie. En effet, les éléments de la suite appartiennent bien & une boule fermée et
bornée, mais celle-ci n’est plus compacte. On ne peut alors plus considérer une sous-suite qui converge...



16 Ciarlet et Joly

1.3.1 Dans R

Considérons brievement le cas d’'un polynéme d’une seule variable. Bien évidemment, si
n=1, Px)=az?— Bz +".
Si g est un minimum local de P, il existe n > 0 tel que, pour tout h vérifiant |h| < 7, on ait
P(zo+ h) > P(xg). Par différence, on obtient h(2axo+ ah — 3) > 0.
Si on choisit h dans ]0,7[, on a alors 2azg + ah — > 0; on fait tendre h vers 0, pour arriver
a2axyg— £ >0.
En prenant h négatif, on obtient cette fois 2axg — 5 < 0.
Ainsi, une condition nécessaire d’existence de minimum est que

209 = S. (1.2)

Réciproquement, si g est tel que 2axg = 3, on trouve P(zo+h) = P(xo) + « h2. Pour garantir
Pexistence d’un minimum (qui sera d’ailleurs global), « doit étre positif ou nul. Notons enfin
que pour que (1.2) posseéde une solution, il faut soit que a # 0, soit que &« = 3 = 0. Dans le
premier cas, il existe une solution et une seule, et dans le second cas, x( est quelconque.

En conclusion, nous sommes arrivés au résultat suivant :

(I) @ < 0: la condition nécessaire d’existence de minimum (1.2) n’est jamais suffisante. Il
n’existe pas de minimum.

(II) @ > 0: la condition d’existence de minimum (1.2) est nécessaire et suffisante. Qui plus
est, la résolution de (1.2) permet de caractériser les minima, qui sont automatiquement
globaux.

Si a > 0, il existe un minimum z( unique, égal & z¢o = 3/2 .
Sia=0et =0, tout élément de R réalise le minimum.

Sia=0et (#0, il n’existe pas de minimum.

a<0 a>0  a=p=0 a=0, p£0
D (I1)

Fia. 1.1 — Petit récapitulatif "visuel’.

1.3.2 Dans R"

Ci-dessous, nous allons faire usage des prérequis d’algebre linéaire rappelés dans 1I’Avant-
Propos.
Dans le cas général (n > 2), on peut se ramener & une forme “condensée”, qui permet de
simplifier ’étude que 1'on se propose de réaliser, en la rapprochant du cas a une variable.

En effet, si on note: v = (21, -+, z,) et b= (B1,--+,B,) T, on a Y p_, B;x; = (b,v), ou (.,.)
est le produit scalaire usuel de R".
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Qu’en est-il pour le terme quadratique de P? Soit A = (A;;)i<ij<n une matrice de R™*";
comparons %(Av, v) au premier terme de P:

ZZAi,jwjxi: ZAH%-’EH—ZZ {Aij + Ajitai .
i=1 j=1

=1 j<i

Av@

l\'>|’—‘

En identifiant les coefficients terme a terme, on arrive a:

Aii =25, 1<i1<n.
Ai,j+Aj,i:2aija 1<i<n, 1 <5<

Il y a plus d’inconnues que d’équations. Ceci étant, si I'on suppose que A est symétrique, on
peut déterminer A, puisqu’on obtient A;; = 2ay;, pour 1 <i < n, et A; ; = a;;, pour 1 <i < n,
1 < j < i. En résumé, on vient de démontrer le résultat élémentaire suivant :

Proposition 1.3.1 A tout polynéme P de n variables et de degré 2, on peut associer un unique
triplet (A,b,c), ot A est une matrice symétriqgue de R™™ b un vecteur de R™, et ¢ un réel, tel
que

1
Vo= (21, - ,2n) €R™,  P(x1, --,x,) = E(Av,v) — (b,v) +c
Pour A symétrique, on introduit la fonctionnelle Jy : R® — R, définie par
1
Yo eR", Jy(v) = §(Av,’u) — (b,v) +c. (1.3)

On s’intéresse aux problemes de minimisation suivants :

Probleme local Trouver u € R", solution de (1.4)
In >0, VheR" || <n= Jo(u) < Jo(u+h). '
. Trouver u € R", solution de
Probleme global { Yh e R, Jo(u) < Jo(u+ h). (1.5)

Considérons tout d’abord le probleme (1.4).

e Si u € R" est un minimum local, il existe n > 0 tel que, pour tout h de norme plus petite
que 1, Jo(u + h) > Jo(u).
Par différence, on obtient :

Jo(u+ h) — Jo(u) = %(A{u—i— h},u+h)— (byu+h)+c— %(Au,u) + (b,u) — ¢
_ %(Au, h) + %(Ah, ) + %(Ah, h) — (b,h)
— (Au—bh)+ %(Ah, b, (1.6)

Comme dans le cas monodimensionnel, considérons maintenant des petites variations. Pour tout
vecteur non nul d de R, Ad est de norme plus petite que 7 dés lors que |A\| < n/||d||. On arrive
alors a

A
VA tel que [A| < n/lld]l, M (Au—b,d) + §<Ad’ d)} = 0.

En faisant tendre A vers zéro par valeurs supérieures (A > 0), on en déduit qu'une condition
nécessaire d’existence d’un minimum est

Vd € R", (Au—b,d) >0, (1.7)
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ou, de facon équivalente, puisque d parcourt I’ensemble des directions possibles dans R"”,
Au = b. (1.8)

e Comme dans le cas monodimensionnel, examinons la réciproque:

si (1.8) est vérifiée, on a I'égalité Jo(u+h) = Jo(u)+ 3(Ah, h), pour tout h. En conséquence,
pour que u soit bien un minimum, A doit étre positive, c’est-a-dire que

VheR", (Ah,h) > 0.

Dans ce cas, le minimum est global. Si A n’est pas positive, il n’existe pas de minimum.

Bien évidemment, pour que (1.8) possede une solution, il faut et il suffit que b appartienne a
I'image de A, notée Im A. Comme A est symétrique, ceci équivaut & ce que b soit orthogonal &
Ker A. En effet,

Lemme 1.3.1 Soit A une matrice de R™*", alors Im A = (Ker AT)*.

Preuve : Prouvons pour commencer que Im A C (Ker AT)%. Soit donc x un élément de Im A ;
il existe v € R™ tel que x = Av. Alors, pour tout élément y appartenant & Ker AT, on a

(@, y)m = (Av,y)m = (U,ATy)n =0.

Pour prouver ’égalité entre ces deux sous-espaces vectoriels de R™, vérifions qu’ils ont méme
dimension. D’une part, puisque Ker A et (Ker AT)L sont supplémentaires,

m = dim[Ker AT| + dim[(Ker AT)*].
Et, d’autre part, comme AT : R™ — R™, d’apres le théoréme du rang (rg(A)=rg(A")), on trouve
m = dim[Ker AT] + dim[Im AT] = dim[Ker AT] + dim[Im A].

On a bien I'égalité entre les dimensions, dim[(Ker AT)*] = dim[Im A], ce qui permet d’arriver
a I’égalité annoncée. [

Résumons: lorsque A est positive, on a deux possibilités, selon que A est inversible ou non.
Si A est inversible, il existe une unique solution a (1.8). Si A n’est pas inversible, on sait que
I’ensemble des solutions de (1.8) est égal a l'espace affine ug + Ker A, ol ug est une solution
particuliere de I’équation.

Avant de conclure, relions 'inversibilité de A au fait qu’elle est définie positive, i. e.

Vh e R"\ {0}, (Ah,h)> 0.

Proposition 1.3.2 Soit A une matrice symétrique et positive. Alors A est inversible si et
seulement elle est définie positive.

Preuve : Supposons que A est inversible. Soit w tel que (Aw,w) = 0. On va montrer que w est
en fait égal a zéro. On va se servir encore une fois de petites variations autour de w, selon une
direction d de R™ (d # 0) : soit donc enfin A > 0. Comme A est positive et symétrique:
0 < (A{w+Ad},w+ Ad) = 2\ (Aw, d) + \?(Ad, d).

En mettant A en facteur, puis en faisant tendre A vers 0 dans le facteur restant, on obtient
(Aw,d) > 0. Comme c’est valable pour toute direction, on en déduit que Aw = 0, ce qui conduit
enfin & w = 0 par hypothese sur A.

La réciproque est aisée et classique. En effet, si A est définie-positive, Aw = 0 entraine que
(Aw,w) = 0, et donc que w = 0: par conséquent, A est inversible. [ |

Dans R, nous avons résolu les problemes (1.4) et (1.5):

(IIT) A n’est pas positive: la condition nécessaire d’existence de minimum (1.8) n’est jamais
suffisante. Il n’existe pas de minimum.



Optimisation et algebre linéaire. 19

est positive: la condition d’existence de minimum (1.8) est nécessaire et suffisante. Qui

IV) A est iti 1 dition d’exist d ini 1.8 t né ) t t i
plus est, la résolution de (1.8) permet de caractériser les minima, qui sont automatiquement
globaux.

Si A est définie-positive, il existe un minimum u unique, égal & u = A~ 'b.
Sinon,

sib L Ker A, I'espace des minima est égal a ug + Ker A.
Sib Y Ker A, il nexiste pas de minimum.

Exercice 1.3.1 1. Essayer de résoudre directement le probleme de la minimisation du polynéme
P défini par (1.1).

2. Résoudre les problemes de minimisation avec une fonctionnelle Jy définie a partir d’une
matrice A quelconque (voir (1.3)).

3. Vérifier directement que si A n’est pas positive, il n’existe pas de minimum global.

4. Montrer que A est définie-positive si et seulement si il existe v > 0 telle que, pour tout vecteur
v, (Av,v) > v|v|?.

5. En économie, on mazimise le profit: résoudre les problémes de maximisation quadratiques
associés.

La fagon dont nous avons résolu le probleme posé est riche d’enseignements :

11 est utile de condenser les notations, en passant de (1.1) & (1.3). Les sceptiques sont
invités & examiner la question 1 de I’exercice 1.3.1! Ceci reste vrai lorsque ’on est confronté
a un calcul de différentielle.

Or, la condition nécessaire d’existence d’'un minimum est obtenue a l'aide de calculs
de petites variations, autour d’un point de minimum. Ceci nous conduira naturellement,
dans la section suivante, a utiliser les notions indispensables de calcul différentiel dans
des espaces vectoriels normés, et plus particulierement dans R™, en vue de résoudre des
problemes d’optimisation.

Le fait que la condition d’existence d’un minimum est suffisante découle de la positivité
de A, qui est elle-méme équivalente a la convexité de la fonctionnelle Jy, comme on le
verra section 2.3, qui traite en particulier d’optimisation convexe. On prouvera aussi
que la condition qui garantit 'existence (et I'unicité) du minimum est I'a-convexité de
Jo.

Enfin, lorsque A est symétrique définie-positive, ces résultats théoriques, qui lient minimisation
(cf. (1.5)) et résolution du systeme linéaire en A (1.8), ont des conséquences pratiques
importantes. En effet, ils sont a la base de nombreux algorithmes de calcul numérique qui
seront étudiés dans la suite du cours.

1.4 Par la suite

A partir de ’exemple précédent, nous allons définir les outils mathématiques adaptés a des
problemes plus généraux.
Dans I’Annexe, au chapitre 14, nous rappelons les notions élémentaires, ainsi que les théoremes
fondamentaux, associés a la différentiabilité d’une fonctionnelle définie sur un espace vectoriel
normé, a valeurs dans un espace vectoriel normé.
Nous abordons les problemes de minimisation proprement dits au chapitre 2: la fonctionnelle
est a valeurs réelles. Pour ce qui est de la caractérisation d’un minimum, nous commencgons
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par les conditions nécessaires d’existence. Nous nous attachons en particulier a 1’étude de
problemes posés non pas sur ’espace entier, mais plutét sur une partie de celui-ci; on parle
alors de probléeme de minimisation avec contraintes. Dans un second temps, nous déterminons
des conditions suffisantes d’existence, qui sont liées a la convexité de la fonctionnelle étudiée.
Dans le chapitre suivant, nous étudions un probleme classique de minimisation, appelé moindres
carrés linéaires, qui peut étre pergu comme une généralisation de la résolution d’un systeme
linéaire tel que (1.8). En effet, pour A une matrice de R™*™ et b un vecteur de R™, on considere
la minimisation de la fonctionnelle

fiR'=R, fv) =] Av = blm.

Le point fondamental est, qu’en général, on ne peut pas déterminer/calculer u tel que f(u) =0,
c’est-a-dire qu’il n’existe pas de solution au probleme Au = b. Malgré tout, nous vérifierons qu’il
existe toujours des points de minimum.

Enfin, dans le dernier chapitre, nous construirons des algorithmes permettant de calculer numéri-
quement une approximation du minimum. Deux points-clefs sont a noter deés a présent au sujet
de ces algorithmes :

Ils sont basés sur les caractérisations obtenues dans les chapitres théoriques.

0

Ils sont itératifs : & partir d’une initialisation u°, on calcule u!, puis u?, etc. jusqu’a arriver

a une solution numérique correcte.

Dans la suite du cours (cf. la Partie 2), nous revenons en détail sur la résolution de systemes
linéaires comme (1.8), en définissant des algorithmes avancés de résolution. Nous ne nous limitons
pas au cas de matrices symétriques ; en effet, nous considérons des matrices quelconques, sous
réserve qu’elles soient inversibles.

Bien stir, la recherche en optimisation est tres dynamique, et la théorie en constante évolution.
Aussi, les résultats présentés ci-apres ne représentent qu’une petite introduction & l'art de
Ioptimisation. Des généralisations et approfondissements seront proposés lors d’autres cours de
IENSTA, en deuxiéme (cf. [10]) et troisieme années (Filiere optimisation et recherche opérationnelle).
Nous renvoyons également le lecteur aux ouvrages [6, 2|, qui proposent de nombreuses extensions,
tout en restant tout & fait abordable pour le (futur) ingénieur...
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Chapitre 2
Minimisation

2.1 Introduction

Dans ce chapitre on considere les fonctionnelles dérivables au sens de Gateaux (cf. le chapitre
14), sauf mention explicite du contraire. Bien évidemment, comme on parle de minimisation,
I’espace d’arrivée I sera égal a R. Dans la premiere partie, nous allons traiter de conditions
nécessaires d’existence d’un minimum. Dans la seconde, nous étudierons les conditions suffi-
santes. Soit donc E = R".

Sauf mention explicite du contraire, les résultats, définitions et notations de ce chapitre sont
valables lorsque E est un espace vectoriel normé complet de dimension infinie, muni d’un produit
scalaire. On dit alors que E est un espace de Hilbert (voir par exemple [3, 15]).

Nous commencons par introduire la notion de chemin, et rappeler celle des tangentes.

Définition 2.1.1 On appelle chemin réel une fonction dérivable v : t — ~(t) de R dans E. On
appelle tangente au chemin en ty la droite passant par (to) et de direction ' (tg). On appelle
chemin une fonction de [0,a[ a valeurs dans E, dérivable sur ]0,«f et dérivable a droite en 0,
avec o > 0. Dans ce cas, la tangente en 0 est une demi-droite, passant par v(0), et de direction
75(0), c’est-a-dire: {fw € E = In >0, w=(0)+nv,0)}.

v(0)

Fi1c. 2.1 — Tangentes
On rappelle que, lorsque la variable est réelle,

v(to +0) —(to) v(to +0) —7(750).

= lim
6—0 0 —0+ 0

7 (to) = lim , et (o)

Proposition 2.1.1 Soit v un chemin. On a, pour ty €]0,a, avec a >0
d"}/(to)-h = h"}/(to), Vh € R.
Preuve : Il suffit de comparer la définition 14.1.1 & celle de la dérivée usuelle

v(to + h) = y(to) + hy/(to) + o(h), Vh €] —to,a —to.
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On en déduit donc que l'on a 'égalité dy(tg)-h = h+/(ty), pour h suffisamment petit. Comme
dv(tg) est une application linéaire, I’égalité précédente est vraie pour tout h de R. [

Remarque 2.1.1 La dérivée a droite peut étre vue comme une dérivée directionnelle (cf. définition
14.1.8) dans le sens positif. En effet,

m Y(to + 0 (+1)) —(to)
6—0t 0

= dy(to)-(+1).

Soit maintenant f une application Fréchet-différentiable de E dans F (cf. le chapitre 14). On
construit g = f o+, une fonction de la variable réelle a valeurs dans . Tous les résultats connus
s’appliquent sur une telle fonction (théoréme des accroissements finis, formules de Taylor, etc.).
1 est dérivable, comme composée d’applications différentiables, et on a

du(to)-h = df (v(to))-(dy(to)h), ~ VhER
= hil(to) = df (v(to))-(hy'(to)),  VheER
= h'(to) = hdf(y(to))7 (to),  VhER,

puisque df (7(tg)) est linéaire, soit finalement
1 (to) = df ((t0))Y' (to)- (2.1)

Si J est une fonctionnelle Fréchet-différentiable de [E = R™ dans F = R, si on pose u = J oy, on
infere que (cf. (14.5))
1 (to) = (VI (7(t0)), 7 (to)), (22)

et si enfin y(t) = u + tw, avec u,w € R™, on a +/(ty) = w, ce qui donne
W (to) = (VJ(u+ tow),w). (2.3)
Proposition 2.1.2 Si J est de classe C?, on a
1 (to) = (V2T (u + to w)w, w). (2.4)
Preuve : On écrit

W (to+h) — i (to) = (VJ(u+tow + hw) — VJ(u+tow), w)
— (W2 + towhw + [hwle(hw), w) = A(V2T(u + o), w) + ofh),

puisque V.J est de classe C! de R" dans R, cf. (14.6). D’out finalement

W (to+h) = p(to)
") = | M(O
p (to) = lim W

= (V2] (u + tow)w, w).
|

Notons que si J est simplement Gateaux-différentiable, on se limite aux chemins inclus dans des
droites, c’est-a-dire de la forme y(t) = u + tw.

2.2 Conditions nécessaires

On considére K un sous-ensemble non vide de E, et J une fonctionnelle de K dans R.
Dans cette section, nous allons déterminer des conditions nécessaires d’existence d’un point de
minimum de J sur K. On va commencer par le cas général, poursuivre par celui d’un sous-
ensemble convexe, et finir par le cas d’un sous-espace affine.
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2.2.1 Cas général

Dans le cas le plus général, il est pratique d’introduire le cone des directions admissibles.

Définition 2.2.1 Soit K un sous-ensemble non vide de E, et v un point de K. On appelle céne
des directions admissibles l’ensemble K (v) des tangentes en v auzx chemins inclus dans K et

commengant en v.

Fi1Gc. 2.2 — Exemples de cones de directions admissibles

En d’autres termes, w appartient & K (v), si, et seulement si, il existe un chemin ~: [0, a[— K
(a > 0) tel que v(0) = v et w = 7);(0). Dans ce cas, on a

Théoreme 2.2.1 Soient K un sous-ensemble non vide de E, u un point de K et J une fonctionnelle
de K a valeurs dans R. On suppose que J est Fréchet-différentiable en u. Si u est un point de
minimum local de J sur K, on a nécessairement

(VJ(u),w) >0, Yw € K (u). (2.5)

Preuve : Si w = 0, 'inégalité est une égalité...
Si w est un élément (non nul) de K (u), il existe un chemin «: [0, a[— K (o > 0) passant par u
en t = 0 tel que w = +/(0). Pour ¢ suffisamment petit, v(¢) est proche de u. Ainsi,

Jo~(t) > Jox(0), t €[0,%o[.

Or, J o~y est dérivable a droite en 0, puisque ceci correspond a la Gateaux-différentiabilité. En
effet, on peut écrire v sous la forme ~(t) = u + tw + o(t), pour ¢t € [0, a[. On a alors

Jon(t)=J(u+tw+o(t)) = J(u+h), avec h = tw + o(t).

Or, ||h]| tend vers 0 lorsque ¢ tend vers 07, puisque ||| < 2t|lw]|, pour ¢ suffisamment petit. Par
application de (14.6), on trouve alors

Jox(t)=Ju)+ (VJ(u), tw+o(t)) + o(t) = J(u) + t(VJ(u),w) + ot).
D’on le passage a la limite

Joy(t) = T 0~(0)
t

t
= (va)w) + 40 - (), ).
L’inégalité initiale implique que (VJ(u),w) > 0. ]

2.2.2 Cas convexe

Définition 2.2.2 On dit qu’un sous-ensemble K de E est convexe si, et seulement si, pour tout
couple d’éléments (u,v), le segment [u,v] est inclus dans K : Yu,v € K, Vt € [0,1], u+t(v—u) =
1-thu+tveK.
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convexe non convexe

Fi1G. 2.3 — Convexe ou non convexe

Lorsque 'on se place dans un ensemble convexe, on obtient la premiere condition nécessaire
d’existence d’un minimum local, dite inéquation d’Euler.

Théoreme 2.2.2 Soient K un sous-ensemble convexe non vide de E, u un point de K et J une
fonctionnelle de K a valeurs dans R. On suppose que J est différentiable en u. Si u est un point
de minimum local de J sur K, on a nécessairement

(VJ(u),v —u) >0, Vv e K. (2.6)

Preuve : Soit v € K.

Par définition de la convexité, on sait que u + t(v — u) appartient & K, pour ¢ € [0, 1].

Puisque u est un minimum local, il existe g > 0 tel que J(u + t(v — u)) > J(u), pour tout ¢
dans |0, to].

Si lon remplace J(u+t(v —u)) — J(u) par la valeur donnée par la formule (14.4), on en déduit

(VJ(u),t(v —u)) + o(t) >0, vt €]0,to].

Suivant la méthodologie des petites variations, on peut mettre ¢ en facteur, ce qui laisse

t
(VJ(u),v—u)—i—Q >0, vt €]0, to.
En faisant tendre t vers 0, on infére le résultat annoncé. [ |

Remarque 2.2.1 Si J est Fréchet-différentiable, on note que la définition de la convexité
permet d’affirmer que v : [0, 1[— K défini par v(t) = u+ t(v —u) est un chemin inclus dans K,
tel que ¥(0) = u et 7,(0) = v — u. Le théoréme 2.2.1 permet de conclure directement.

A partir de ce résultat, tres simple & démontrer, on arrive & ’équation d’Euler.

Corollaire 2.2.1 Si K = E (ou si u est intérieur a K ), l'inéquation (2.6) devient
VJ(u) =0. (2.7)

Preuve : (i) K = E: il suffit de remarquer que (2.6) est valable pour tout v.
On a tout d’abord (VJ(u),w) > 0, Vw € E.
En prenant —w, on arrive a (VJ(u),w) =0, Yw € E, et la conclusion suit.

(ii) w €K : par définition (cf. [3]), il existe une boule ouverte B(u,#), 8 > 0, telle que B(u, )
est incluse dans K. Or, B(u, ) est conveze et contient toutes les directions w issues de u. En
effet, pour w # 0, u 4+ t w appartient & B(u,0) dés que ||u + tw|| = |t||Jw| < 6. En particulier,
u+ mw appartient toujours a B(u,6) C K, et on peut appliquer (2.6) avec cet élément

w
pour retrouver (VJ(u),w) > 0. On conclut comme au (i). |

Exercice 2.2.1 Dans le cas d’une fonction dérivable d’un sous-ensemble de R dans R, que
signifie la distinction entre le théoréme et son corollaire ?
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Remarque 2.2.2 5i R" est muni d’une base orthonormale, la condition nécessaire d’existence
d’un minimum, dans les conditions du corollaire, peut étre écrite sous la forme

oJ aJ oJ

Corollaire 2.2.2 Supposons que les hypothéses du corollaire ci-dessus sont vérifiées, et que J
est deuz fois® différentiable en u. Alors, si u est un minimum local de J, on a

(V2J(u)h,h) >0,  VheE. (2.8)

Preuve : Comme J est deux fois différentiable en u, on peut écrire le développement limité de
J en u & lordre 2. Pour h un élément de E et A > 0 petit, on a, cf. (14.10) :

Ju+ Xh) = J(u) + X (VJ(u),h) + %Q(VQJ(u)h, Rh) 4 ro(\h).

D’apres le corollaire précédent, V.J(u) = 0. Bien siir, u est un minimum local de J:

A2 2
3(V2J(u)h, h) +r2(Ah) >0, soit (V2J(u)h, h) + ﬁrQ(A h) > 0.
2
Faisons tendre A\ vers 07. Le premier terme est indépendant de A, et limy_,o+ prg()\ h) =0,
d’apres le théoreme de Taylor-Young 14.3.5. Ainsi, on trouve bien (V2J(u)h,h) > 0. [

2.2.3 Contraintes d’égalité affines

Supposons, ce qui est un cas relativement courant en pratique, que la fonctionnelle J soit
définie sur 'espace affine
K*=wug+ K,

ou ug et K sont respectivement un vecteur et un sous-espace vectoriel de E. En d’autres termes,
v* € K* si, et seulement si, Jv € K tel que v* = ug + v. Alors, d’apres le théoreme 2.2.2,
puisque K* est un convere non vide, si u* est un point de minimum local de J sur K*, et si J
est différentiable en u*, on a nécessairement

(VJ(u*),v* —u*) >0, Yo*e K~

Or, on a u* = ug + u et v* = ug + v, ol u et v sont deux éléments de K: v* —u* =v —u € K.
Qui plus est, 'ensemble {w € E : Jv € K, w = v — u} est égal & K (K est invariant par
translation de vecteur un de ses éléments.) Enfin, puisque —w est un élément de K deés lors que
w en est un, on en déduit qu'une condition équivalente a 1'inégalité ci-dessus est

VJ(u*) e K.

Soit (a1, -,a,) une base? de K ; ceci revient a affirmer que
P
(A1, Ap) €RP VI (u?) + Z Agar = 0.
k=1

Par ailleurs, la différence u* — ug est orthogonale aux vecteurs (ai,---,ap), ce que I'on exprime
sous la forme
(u* —ug,ar) =0, 1 <k <np.

1. on considére donc une fonctionnelle Fréchet-différentiable.
2. Si E est un espace de Hilbert, on suppose ici que K est un sous-espace vectoriel de codimension finie.
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On a donc démontré le résultat suivant, dit de Karush, Kuhn et Tucker (K.K.T.).

Théoreme 2.2.3 Soit (a1,---,a,) une famille libre de E, K le sous-espace vectoriel tel que
K+ =Vect(ay,--- ,ap), et ug un vecteur de E. Soient K* lespace affine ug + K, u* un point de
K* et J une fonctionnelle de K* a valeurs dans R. On suppose que J est différentiable en u*.
St u* est un point de minimum local de J sur K*, on a nécessairement

p
(A1, Ap) ERP VI(Wh) > Aay =0 (2.9)
k=1 ’

(U*_u())ak):()) ]-Skgp

Une reformulation pour conclure. On a parlé de contraintes affines dans le titre de cette sous-
section. Supposons explicitement que E = R™; dans ce cas, la seconde suite d’équations de
(2.9) est affine en les composantes de u*. En effet, si 'on note C' la matrice de RP*™ telle que
Ci; = (a;); et f le vecteur de R? de composantes f; = (ug,a;), on peut la réécrire de fagon
équivalente

Cu*—f=0.

De plus,
P

P P P
O Mar)i =D Melan)i =Y MCri= > (CT)ipdr = (CTN);,
k=1 k=1 k=1 k=1
ol A est le vecteur de RP de composantes \,. Ainsi, lorsque 'on cherche un point de minimum
u* du probleme
min  J(v),
v, Cv—f=0

la condition nécessaire (2.9) peut étre reformulée sous la forme

P * Ty _
{HAER, VJw)+C'A=0 (2.10)

Cu—f=0

Remarque 2.2.3 Pour obtenir un résultat de caractérisation similaire lorsque les contraintes
d’égalité ne sont plus affines, mais quelconques, il faut disposer du théoréme des fonctions
implicites. Le lecteur intéressé est renvoyé a [10].

2.2.4 Le Lagrangien

Reprenons le probleme de la minimisation de J sur K*, tels que définis dans la sous-section
précédente. Nous allons voir qu’il est particulierement intéressant d’introduire la fonctionnelle

L(v,p) = J(v) + Zﬂk (ag,v —up), V(v,p) € E x RP. (2.11)
k=1

On lappelle le Lagrangien, associé au probléme de la minimisation de J sur K*. Ici, v parcourt
E entier, et non plus K* uniquement. On dit que 'on a dualisé les contraintes, et les éléments
v de R sont appelés multiplicateurs de Lagrange.

Pourquoi est-ce utile? Pour le comprendre, étudions la différentielle partielle par rapport a v de
L (c’est-a-dire que I'on raisonne a p fixé):

Lw+0h,pu)—L(v,u)=Jv+0h) —J(U)—FZuk (ak,0h).
k=1
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Des lors que J est différentiable en v, on en déduit que L est différentiable par rapport a v en
(v, p), puisque

p
Lv+60h,p)—L(v,p) =60(VJ(v,h)+ Zukak, h) + o(9).
k=1
Ainsi, la différentielle et le gradient partiels de £ par rapport a v sont égaux a
P
dyL(v, ) h = (VoL(v, 1), h),  Vol(v,u) = VI(0,h) + > ppa. (2.12)
k=1

Qu’en est-il de la différentielle partielle par rapport a p?
P
L(v,p+0n) — L(v, 1) =0 nelak, v — uo).
k=1

Cette fois, la différentielle et le gradient partiels de £ par rapport a u valent
dpL(v, p)n = (VLo pn);n), (VLo p))k = (ar,v —up), 1 <k <p. (2.13)
Le point de minimum local u* est donc tel que

Corollaire 2.2.3 On reprend les hypothéses du théoréeme 2.2.3. Siu* est un point de minimum
local de J sur K*, on a nécessairement

Vo L(u ;) =0
P v ’
JA € RP tel que { VL0t ) = 0 (2.14)
Preuve : on reprend (2.9), et les expressions (2.12) et (2.13). ]

Lorsque l'on considere le Lagrangien associé au probleme de minimisation, outre les expressions
(2.14), il est primordial de noter que dans la définition de L, v appartient & E entier. Ainsi, on
a troqué appartenance a K* pour un terme additionnel, dans la fonctionnelle & étudier.

Remarque 2.2.4 || est loisible de définir le Lagrangien de beaucoup d’autres problémes de
minimisation, que ce soit pour des problemes avec contraintes d’égalité quelconques, ou pour des
problémes avec contraintes d’inégalité [10]. Encore une fois, nous invitons le lecteur intéressé a
patienter pendant quelques mois...

Exercice 2.2.2 Vérifier que si J est différentiable en v, alors L Uest en (v, ), pour tout u de
RP, et étudier la réciproque.
2.2.5 Fonctionnelle quadratique et contraintes d’égalité affines

La fonctionnelle est, dans cette sous-section, quadratique en v; c’est Jy, définie pour des
éléments de R™, par (1.3), c’est-a-dire

1
Jo = §(A’U,’U) - (b,’U) +c

avec A une matrice symétriqgue de R™*" b un vecteur de R™ et ¢ un réel. On considere ses
variations sur I'espace affine

K*={veR" : Cv=f}
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avec C appartenant a RP*™ de rang p, et f un élément de RP.
D’apres l'expression (2.9), si u* est un point de minimum de Jy sur K*,

Auvr+CTA=0b

Cur— f (2.15)

X € R? tel que {

En d’autres termes,

Corollaire 2.2.4 Si u* est un point de minimum de Jo sur K*, alors il existe A un élément de
RP tel que le couple (u*,\) de R™ x RP soit solution du systéme linéaire

(e 0)()=(%) @

2.3 Convexité et conditions suffisantes

Une catégorie tres importante parmi les fonctionnelles est celle des fonctionnelles convexes,
pour lesquelles on peut obtenir la caractérisation des minima. En effet, les conditions nécessaires
de la premiere section deviennent nécessaires et suffisantes, lorsque la fonctionnelle est
convexe (et différentiable). Qui plus est, le minimum, qui a priori peut-étre local, devient global.

2.3.1 Définition, propriétés

Définition 2.3.1 Soit J une fonctionnelle définie sur un sous-ensemble convexe non vide K de
E, a valeurs dans R. On dit que J est convexe si et seulement si

Yu,v € K, u#wv, V0€]0,1] J(Ou+ (1 —0)v) <0J(u)+ (1 —6)J(v).

Dans le cas d’une inégalité stricte, on dit que la fonctionnelle J est strictement convexe.
Enfin, pour étre complet, nous dirons que, s’il existe a > 0 tel que

Vu,v € K, u#v, V0€0,1] JOu+(1—-0)v) <0J(u)+(1—0)J(v) — %0(1 —0)||u—v|?

J est a-convexe.

J(x) J(x)

L'x L'x
J(x)\ J(x)
L'x L'x
Fi1G. 2.4 — Ezemples de fonctions convexes
Remarque 2.3.1 (géométrique) La converité de J signifie que le graphe de J est au-dessous

de toutes ses cordes.

Exercice 2.3.1 Montrer que si J est continue et a-convexe, alors elle est strictement convexe.
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Exercice 2.3.2 Montrer que si J est a-convezxe et différentiable en un point, alors elle est
infinie a Uinfini (NB. On ne fait aucune hypothése de continuité sur J.)

Proposition 2.3.1 Soit J une fonctionnelle convexe définie sur un convexe non vide K.
Siu et v sont deux points de minimum locauz, alors J(u) = J(v).
Si de plus J est strictement convexe, alors u = v.

Preuve : Soient u et v deux minima.
Comme J est convexe,

Ju+0(v—u)=J((1-0u+6v)<(1-0)J(u)+60J(v), VO€]0,1]
Si on suppose que J(v) < J(u), on infere que
Ju+0v—u)) < (1-0)J(u)+0J(u)=Ju), V0ecl,1]
ce qui contredit le fait que w est un minimum local (€ proche de 0).

De la méme fagon, si 'on suppose que J(u) < J(v), on en déduit cette fois que
Ju+60(v—u) <(1-0)J(v)+0Jw)=Jw), V0e€0,1],
ce qui contredit cette fois le fait que v est un minimum local (0 proche de 1).
On a donc bien J(u) = J(v).
Supposons que J est strictement convexe. Si u et v sont deux points de minimum, on a vu que
J(u) = J(v). Siu et v sont distincts,
Ju+0v—u) <(1-0)J(u)+0Jw)=Ju), V0€|0,1],

ce qui contredit le fait que u est un minimum local.
On a donc bien v = v. [

Remarque 2.3.2 Ceci signifie en particulier que

tout point de minimum local d’une fonctionnelle conveze est en fait un point de minimum
global. En effet, si on reprend le raisonnement ci-dessus avec u minimum local et v tel
que J(v) < J(u), on trouve J(u+60(v —u)) < J(u), pour tout 6 dans ]0,1[ : ceci contredit
Uhypothése lorsque 0 est proche de 0!

le point de minimum d’une fonctionnelle strictement convexe, s’il existe, est unique.

Avant de démontrer les résultats portant sur les conditions suffisantes, lorsque la fonctionnelle
est convexe, nous allons commencer par relier cette notion dans E a celle, plus connue, de la
convexité dans R. Pour cela, pour tout couple (u,v) € K x K, nous introduisons la fonction

P = 0= J((1—0)u+60v)=J(u+6(v—mu)),de|0,1] dans R
(la dépendance de p,, , par rapport a u et v est sous-entendue dans la suite.)

Théoréme 2.3.1 Soit J définie sur un convexe non vide K. Alors J est (strictement) conveze
si, et seulement si, p est (strictement) conveze pour tout couple (u,v) de K X K.
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Preuve : Supposons pour commencer que J est strictement convexe. Soient u et v deux éléments
de K, p la fonction associée, 0 <z <y <1, et § €]0,1][.

n(Br+(1—B)y) (1-Bz—(1-B3)yu+(Bz+(1-p)yw)
u+f(—zu+zv)+ (1= p)(~yu+yv))
B+A =P u+p(—zu+zv)+(1-PF)(~yu+yv))
Bl —z)u+zv)+ (1 -B)((1—yu+yv))
J(I—=2)u+zv)+ (1 - B)J((1-yu+yv),

J

(
(
(
(

J
J
J
&

A\

soit finalement (B + (1 — B)y) < Bpu(x) + (1 - Auly).
Réciproquement, si p est strictement convexe pour tout couple (u,v), on écrit, 6 €]0, 1],

JOu+(1—-0)v)=pl—0)<u0)+ (1 —-0)pl)=0Ju)+(1—20)J(v).

Bien évidemment, on peut reprendre le raisonnement ci-dessus pour la convexité simple, en
remplacant les inégalités strictes par des inégalités larges. [ |

Rappelons maintenant quelques résultats concernant la (stricte) convexité des fonctions:

Proposition 2.3.2 Soit  une application de [0,1] dans R.
| est convexe si et seulement si

1) — pwo) _ plwe) — p(wo) _ plw) — pu(n)
1 — T - X9 — X - To — IT1 '

Vo, z1,22 € [0,1], zo < 21 < X2,

Si de plus 1 est dérivable alors 1 est convexe si, et seulement si, i’ est croissante.
Si enfin u est deuz fois dérivable alors p est convexe si, et seulement si, u” est positive.
1 est strictement convexe si et seulement si

(1) — p(xo) - p(x2) — p(xo) - p(z2) *M(xl)_

Vao, 1,22 € [0,1], 20 < 21 < 29,
T — To Ty — Tg Ty — T

Si de plus p est dérivable alors u est strictement conveze si, et seulement si, ' est strictement
croissante.
Preuve : Elle est laissée en exercice... ]

A partir de ces rappels, nous sommes en mesure d’énoncer le théoréme principal de caractérisation
des fonctionnelles différentiables convexes.

Théoreme 2.3.2 Soit J une fonctionnelle différentiable sur un sous-ensemble K conveze.
Les assertions suivantes sont €quivalentes.

(i) J est conveze sur K.
(i1) Yu,v € K, u#v, Jv) > J(u)+ (VJ(u),v —u).
(111) Yu,v € K, u#v, (VJ(u) —VJ(v),u—v)>0.
De méme, les assertions sutvantes sont €quivalentes.
(iv) J est strictement conveze sur K.
(v) Yu,v € K, u#v, J() > J(u)+ (VJ(u),v — u).
(vi) Yu,v € K, u# v, (VJ(u) —VJ(v),u—v) >0.
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Preuve : Comme pour le théoreme 2.3.1, nous considérons uniquement le cas de la stricte
convexité.

Montrons tout d’abord que (iv) = (v).

Soient donc u et v deux éléments distincts de K, et u la fonction associée ; d’apres le théoreme
2.3.1, u est strictement convexe. D’apres la proposition ci-dessus, ceci est équivalent au fait que
1’ est strictement croissante. Si I’on applique le théoréme de Rolle entre 0 et 1, on trouve

Je €]0, 1] tel que p(1) — u(0) = (c).

Comme 4/ est strictement croissante, ceci implique
p(1) = p(0) > 1/(0).
Il ne reste plus qu’a revenir a la fonctionnelle J. Or, par définition (cf. (2.3)), on a
W)= (VJ(u+0(v—u))v—u).
On en déduit finalement que
JW) = J(u) > (VJ(u),v — u),

c'est-a-dire (v).

Montrons maintenant que (v) = (vi).

Pour cela, il suffit d’appliquer (v) au couple (u, v), puis au couple (v, u), et de faire la somme.
Finalement, il reste a vérifier que (vi) = (iv).

Soient donc u et v deux éléments distincts de K, et u la fonction associée ; nous allons montrer
que p’ est strictement croissante. La proposition ci-dessus et le théoreme 2.3.1 permettront alors
de conclure. Soient donc 0 <z <y < 1:

p(y) = ') = (VI (u+y( —u) = VJ(u+ 20— u),v —u)

[uty(v—u)] —[utzv—u)
Yy—x

= (VJ(u+y(v—u)) = VJ(u+2z(v—u),

)

> 0, d’apres (vi), puisque y > x.
|

Remarque 2.3.3 (géométrique) La convexité de J (ii) signifie que le graphe de J est au-
dessus du graphe de Uapplication affine tangente a J en u, c’est-a-dire v — J(u)+(VJ(u),v—u),
en tout point u de K.

Remarque 2.3.4 En ce qui concerne l'a-converité, on peut prouver les équivalences ci-dessous.
Soit J une fonctionnelle différentiable sur un sous-ensemble K.
Les assertions suivantes sont €quivalentes.

(vii) J est a-convexe sur K.
(viii) Yu,v € K, u v, J(v) > J(u) + (VJ(u),v —u) + %Hu — )%
(iz) Yu,v € K, u# v, (VJ(u) — VJ(v),u —v) > alu —vl|?.
Théoréme 2.3.3 Soit J une fonctionnelle de E de classe C2. Alors J est convexe si, et seulement

s,

Vu,v €E, (V2J(u)(v —u),v —u) >0
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Preuve : Si J est convexe, u l'est également pour tout couple (u,v). Par ailleurs, de (2.4), on
tire

p'(0) = (V2 (u+0(v — ) (v — u),v — u).

Comme p” est positive par hypothese, il suffit d’utiliser la formule ci-dessus en § = 0.

Réciproquement, supposons que (V2J(u)(v — u),v — u) > 0, pour tout couple d’éléments
(u,v) de E x E.
On peut reformuler cette condition en la condition équivalente (V2J(u)h,h) > 0, pour tout
couple d’éléments (u, h) de E x E, et remplacer pour finir v par u + 6 h.
Ceci étant noté, nous appliquons la formule de Taylor-Mac Laurin (cf. théoréme 14.3.3), en u et
en v.

J(u+h)=J(u)+(
> J(u) + (

(V2JI(u+60h)h,h), 6¢€]o,1],

N

VJ(u), h) +
VJ(u),h).

(u),

On choisit h = v — u, pour trouver J(v) > J(u) + (VJ(u),v — u), ce qui correspond bien a la
condition de convexité (ii) de J. ]

Pour finir, notons que lorsque ’on sait qu’une fonctionnelle est convexe, on peut démontrer des
résultats généraux concernant sa régularité (nous renvoyons le lecteur a [10]).

2.3.2 Conditions suffisantes

Pourquoi avoir passé quelques pages a établir ces caractérisations de la convexité d’une
fonctionnelle différentiable J7 Comme le suggere le titre du paragraphe, la raison principale est
que, lorsque J est convexe, les conditions qu’elle doit vérifier en un point u, qui sont simplement
nécessaires dans le cas général, deviennent nécessaires et suffisantes.

Reprenons donc pour finir les principaux résultats portant sur les conditions de réalisation d’un
point de minimum.

Théoreme 2.3.4 Soient K un sous-ensemble convezre de E, u un point de K et J une fonctionnelle
conveze et différentiable de K. Alors u est un point de minimum global de J sur K si, et
seulement si,

(VJ(u),v —u) >0, Vv e K. (2.17)

Preuve : Si u est un point de minimum de J, nous savons déja que I'inéquation d’Euler (2.17)
est vérifiée.

Réciproquement, du fait de la convexité, la condition (ii) nous dit que u est un point de minimum
global. [

On se place maintenant dans le cas d’un convexe K* égal & un espace affine (voir la sous-section
2.2.3), défini par
K*={veE : (v—ugp,ar) =0, 1 <k <p},

ol (ag)i<k<p est une famille libre de E, et up un vecteur de E. On infere du théoreme ci-dessus
un second résultat dii & Karush, Kuhn et Tucker (K.K.T.).

Corollaire 2.3.1 Soient u* un point de K* et J une fonctionnelle convexe et différentiable de
K*. Alors u* est un point de minimum global de J sur K* si, et seulement si,

p
INERP, VJ(W)+ > Apap =0 (2.18)
k=1
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Preuve : Si v* est un point de minimum, le théoreme 2.2.3 nous permet d’affirmer qu’il existe
un élément A de RP tel que (2.18) soit vérifiée.

Réciproquement, s'il existe A tel que (2.18) soit vraie, on en déduit que le gradient V.J(u*) est
orthogonal a toute différence de deux éléments de K*, c’est-a-dire que

(VJ(u*),v* —u*) =0, Yo*e K"
Le théoreme 2.3.4 nous permet de conclure. [ |

Enfin, pour en finir ici avec les problemes avec contraintes, revenons a la minimisation quadratique
sous contraintes d’égalité. Considérons la fonctionnelle Jy définie comme d’habitude par (1.3)
pour des vecteurs de R™, ou 1'on suppose cette fois que la matrice A est symétrique et positive.
L’espace K* est quant & lui défini par

K*={veR" : Cv=f}
ou C' est une matrice de RP*™ de rang p, et f est un vecteur de RP. On a alors le

Théoréme 2.3.5 u* est un point de minimum de Jy sur K* si, et seulement si, il existe un
élément \ de RP tel que le couple (u*,\) soit solution de

(5 )0)=(5) @19

Si de plus A est (symétrique) définie-positive, le systéme linéaire (2.19) admet une solution
unique. En d’autres termes, il existe un point de minimum global de Jy sur K* et un seul.

Preuve : Si u* est un point de minimum, on applique le corollaire 2.2.4.

Réciproquement, nous allons vérifier que Jy est convexe. En effet, on sait que V.Jy(v) = Av—b,
puisque A est symétrique. De plus,

(Vdo(v) = Vdo(u),v —u) = (A(v — u),v —u) >0,

puisque A est positive. D’apres (iii), Jy est convexe. On se retrouve dans la situation du corollaire
précédent, ce qui acheve la démonstration du premier point.

On suppose ici que A est symétrique définie-positive. La matrice

T
( él' (? > appartient a R(n+p) X (n+p)

Pour prouver que le systéme linéaire (2.19) admet une solution unique, il suffit de vérifier que
le noyau de Papplication linéaire associée est réduit a {0} (pour une application linéaire d’un

espace vectoriel de dimension finie dans lui-méme, bijectivité <= surjectivité <= injectivité.)
Soit donc un couple (u, A) de R™ x RP tel que

A CT u) (0
(a5 )(3)-(0)
Comme A est inversible, on infére, par implications successives que
u=—A"TCT\ (premiere ligne) ; CA~'CTA = 0 (seconde ligne) ;
(CA=ICTA,N), = 0 (produit scalaire par A); (A~1CTA,CTA) = 0 (transposition) ;
Comme A est symétrique définie-positive, A~! 'est également, et ainsi

CTA=0.
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Pour conclure, on note que I’application linéaire associée & C'T va de RP dans R”, et qu’elle est
de rang p. Par conséquent, dim(Ker(CT)) = 0, dont on déduit que A = 0, puis finalement que
u = 0 par retour a la premiere ligne du systéme linéaire. La conclusion suit. [

En ce qui concerne les problemes sans contraintes, on a immédiatement le

Théoreme 2.3.6 Soient K un sous-ensemble convezre de E, u un point de K et J une fonctionnelle
conveze et différentiable de K. Si K = E (ou si u est intérieur a K ), alors u est un point de
minimum (global) de J si, et seulement si,

VJ(u) =0. (2.20)
La démonstration, immédiate, est laissée au lecteur.

Exercice 2.3.3 On reprend Jo(u) = 1(Av,v) — (b,v) + ¢, définie sur R™.
1. A quelle(s) condition(s) Jy est-elle convezxe, strictement convexe, a-conveze ?
2. Retrouver les conclusions concernant [’étude des problémes (1.4) et (1.5).

Exercice 2.3.4 Soit J une fonctionnelle a-convezxe et différentiable sur R™. Montrer que J
admet un minimum global, et le caractériser.



Optimisation et algebre linéaire. 35

Chapitre 3

Moindres carrés linéaires

Nous considérons dans ce chapitre un probleme de minimisation, relativement courant en
pratique, appelé probleme de moindres carrés. Nous nous contentons de considérer le cas particulier
des moindres carrés linéaires, car on verra que ces problemes ont de tres fortes ramifications avec
la Partie 2, qui traite d’algebre linéaire.

3.1 Problematique

De prime abord, il est rassurant (!?) de résoudre exactement un probléme. En pratique,
cependant, on se rend compte que, dans de nombreux cas, il n’existe pas de solution ”exacte”
(voir la note de bas de page). C’est souvent le cas lorque ’on désire réaliser opération suivante :

A partir d’un nombre fini (parfois trés grand) de mesures, inférer un comportement valable
dans tous les cas, passés, présents ou a venir.

Typiquement, d'une part on dispose d’un modele abstrait, et d’autre part de données, et
I’on souhaite fusionner I'un et 'autre, pour disposer d’'une modélisation concrete du phénomene
étudié, et/ou d’outils de prédiction. Prenons ’exemple suivant.

CARL FRIEDRICHS GAUSS (1777-1855) désirait déterminer la trajectoire de planétes, et notamment
celle d’Uranus, découverte 4 la fin du 18eme siecle. D’apres les lois de KEPLER, si I'on néglige la
présence des autres planetes autour du Soleil, Uranus décrit une ellipse. Si ’on suppose connus
le plan de la trajectoire (écliptique) ainsi que la direction du grand axe, sa trajectoire est une
ellipse E dans le plan de I’écliptique, dont I’équation est

(z — x0)?
CL2

2

it beO) ~1. (3.1)
L’ellipse E est donc caractérisée par quatre parametres, (zo, %o, a,b). Dés que l'on dispose de
quatre positions (ou plus) d’Uranus dans le ciel, il est possible de caractériser sa trajectoire
elliptique !... Pour cela, Gauss a inventé le principe dit des moindres carrés (en 1801). Disposant
de K mesures de la position d’Uranus My (zk, yx)1<k<k, on choisit (zo,yo,a,b), ce qui définit
une unique ellipse £ = Ey 0 A partir de 14, on introduit les points (M )1<r<x : pour chaque
valeur de k, M} est le point d’intersection de ’ellipse avec la droite passant par My, et le centre
de Dellipse, le plus proche de My, de coordonnées

_|_

), = pE(Truk), UL = qe(Te,u), 1<k <K (3.2)

1. Caractérisation de la trajectoire... Pour trois mesures ou moins, il existe une infinité de possibilités. Quatre
mesures sont idéales, puisque qu’il leur correspond une unique ellipse. A partir de cinq mesures ou plus, il faut
espérer que tous les points de la trajectoire, & partir du 5°™¢, se trouvent sur lellipse définie par les quatre
premiers! Cette prise de conscience (existence d’une surdétermination) est fondamentale, lorsque 1’on résout
ce type de problemes.
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o Mesures

e Projections

E(x,y.a,b)

F1G. 3.1 — Projections sur ellipse

Pour mesurer I'erreur commise entre les positions mesurées et leurs projections sur 'ellipse
FE, on forme la quantité

K
v="> MM, (3.3)
k=1

Si tous les points de la trajectoire mesurée se trouvent sur l’ellipse F, on obtient v = 0; dans
le cas contraire, v > 0. Précisons, avant de continuer, que les données sont (zy,yr)i<m<k, €t
que les inconnues sont (xg,yo,a,b). Comme les nombres (z, y.)1<k<xk sont caractérisés par les
relations (3.2), on peut donc introduire la fonctionnelle

K

v(20, Y0, a,b) = Z{HIk = pE @k, yo) |12 + lye — ap(ar yi)lI*- (34)
k=1

L’idée est de partir d’'une premiere ellipse, puis de la modifier, de facon a diminuer la valeur
de v correspondante, et ainsi de suite... Le but est de minimiser la valeur de v(xg, yo,a,b), le
quadruplet (xo,yo, a,b) décrivant R?:

Trouver (argpt,ygpt,a"pt,b‘)pt) e R,
tel que v(z", yoP", a%t bPt) = inf v(x0,Y0,a,b). (3.5)
(z0,y0,a,b)ER?
Idéalement, comme nous l'avons remarqué plus haut, si les mesures sont exactes, et si la
trajectoire est effectivement elliptique dans le plan de 'ecliptique, on détermine une solution

telle que
(g g, 0, b = 0.

Malheureusement, on sait que toute mesure est approchée, ce qui interdit de trouver un tel
résultat. Heureusement, ceci n’est pas incompatible avec la résolution du probleme (3.5).

Dans la suite, nous nous limiterons a 1’étude de modéles-type, pour lesquels la dépendance par
rapport aux inconnues est linéaire. A des fins illustratives, dans le formalisme adopté ci-dessus,
on aurait

17;6:akaO+Bky0+’Yka+5kb+f($layla"'axK’yK);
/ / / / !/ ! 1§k§K7
yk;:O‘kx0+/6k;y0+7ka+5kb+f(Ilyyla”'axKayK)a

soit v(v) = ||[Av — b|]?, v € RY, A € R* b e R2K. (3.6)

On parle alors de moindres carrés linéaires.

Remarque 3.1.1 Pour refermer la parenthése historique (voir [20] pour plus de détails), men-
tionnons que Gauss a mené a bien ses calculs (sans ordinateur!). A la suite de quoi, on s’est
apercu qu’au cours du temps la trajectoire elliptique optimale variait... Aprés avoir éliminé les
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incertitudes liées aux erreurs de mesure, on en a déduit que la trajectoire n’était pas une ellipse,
mais plutot une perturbation de trajectoire elliptique. L’influence des autres planétes a été prise
en compte, mais cela ne résolvait toujours pas la difficulté. URBAIN LE VERRIER (1811-1877)
a donc eu lidée de chercher une nouvelle planéte, introduisant une nouvelle perturbation, qui
validerait le modeéle : il a découvert Neptune en 1846.

3.2 Le formalisme abstrait et son étude: pourquoi des carrés?

Dans la suite, pour A une matrice non nulle de R™*™ et b un vecteur de R™, on considere
la résolution du probleme :

min f(v), avec f(v) = |[Av — bl|m.

veR?

m et n sont deux éléments quelconques de N*, a priori distincts. Pour cette raison, on indicera
les normes et produits scalaires par ,, ou , si nécessaire, pour éviter les confusions.
On remarque, avant de commencer ’étude proprement dite du probleme de minimisation, que
f est conveze. En effet, on vérifie que pour v et w deux éléments de R™, et 6 dans |0, 1], on a
I'inégalité

fOv+ (1= 0)w) <0f(v) + (1 —0)f(w) ;
comme f est a valeurs positives, il est équivalent de prouver que les carrés sont dans cet ordre.
Onposex =Av—bety=Aw—0:

fOv+ (1 —0)w)?* = ||A(Bv + (1 — O)w) — b|)?
= [|0z + (1 — 0)y|?
= 0%|lz|* +20(1 — 0)(z,y) + (1 - 0)*||y|”
< 6|z +20(1 — 0) ||zl [lyll + (1 — 0)*[ly]?
= [0l|] + (1 = 0)lyl]?
= [0f(v) + (1= 0)f(w)]*.

En conséquence, d’apres les résultats du chapitre 2, les conditions d’existence de minimum
seront nécessaires et suffisantes. Comment caractériser le minimum? C’est ’objet des deux
sous-sections ci-dessous...

3.2.1 L’approche directe

En vue d’appliquer les résultats du chapitre 2, calculons le gradient de f, sans toutefois
oublier de vérifier que f est différentiable.
Allons-y... Soient donc v et h deux éléments de R™, et 6 un réel destiné a tendre vers 0 par
valeurs positives.

f(v+0h) = f(v) =[x = OAR[| — ||z[|, avec z = Av —b.

On se place pour commencer dans le cas général x # 0.

1
|z — 0AR|| — ||z|| = [ll — 6AR|* — ||z[|?]
|z — 0AR|| + |||
1
= [20(x, AR)ym + 67| A|%]
|z — 0AR|| + |||
1

= 20(Az, h), + O(6%)].
To = 0AR] + o] 20 @ e O]
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Par ailleurs, ||z|| — [|[0AR|| < ||z — OAR| < ||z|| + ||0Ah||: on a donc ||z — 8AR| = ||z|| + O().
Ainsi, puisque z est fixé (avant-derniere égalité),

1 1 1 1
le—0ART ¥ o] ~ 2[el +00) _ 2=l + o) 2 )
ot (ATa, ) (AT Av — ATb )
A'z. h A'Av—A'b. h
z—0AR| — ||lz|| = 02— L O(92) =@ LT 1 o(6).
I I ol = 655 ) o (0)
On a donc trouvé - .
A'Av—A'b
Viw)=220"20 3.7
) = (3.7)

NB. On vérifie que f est Fréchet-différentiable selon une procédure similaire.
Que se passe-t-il dans le cas particulier z = 07 Supposons que f soit différentiable, de différentielle
h (g,h) (g € R™). Par définition de la Gateaux-differentiabilité :

fo+0h) — f(v) =0||Ah|| = 6(g,h) + 0o(F), Vh e R"™.
Prenons, pour les deux directions h et —h, la méme valeur de 6, soit
0(g,h) + o(0) = 0] Ah[| = O A(=h)[| = 0(g, =h) + o(0),

et divisons par 6, que l'on fait tendre vers 0. Il reste 2(g, h) = 0, pour toute direction h de R".
On infere la nullité de g, ce qui implique finalement

0|| AR = o(6),

soit Ah = 0 pour tout h, ou encore A = 0. Or, on a supposé que A est une matrice non nulle.
En conclusion, f n’est pas différentiable en 0!

Outre le fait que le calcul n’est pas immédiat, nous sommes confrontés a un probleme majeur.
f n’est pas différentiable en vy si Avy = b. Mais, si Avg = b, f(vp) = 0 et vy est un point de
minimum de f, puisque f est & valeurs positives! Les résultats du chapitre 2 ne sont donc pas
applicables, puisqu’ils requierent la différentiabilité au point de minimum. Comment remédier a
cette difficulté? C’est 'objet de la sous-section suivante.

3.2.2 Une astuce de calcul

Comme f est & valeurs positives, les minima et points de minimum de f sont identiques &
ceux de son carré, 2! On peut donc considérer le probleme de minimisation

min J(v), avec J(v) = ||[Av — b|]?,.
veER™

On vérifie sans peine que
J(v + 0h) — J(v) = 20(Av — b, AR),, + 6*||Ah||%, = 20(AT Av — ATb, h),, + o(6).

Ainsi, J est différentiable en tous points (la Fréchet-différentiabilité est obtenue de méme), et
lon a déterminé I'expression suivante du gradient

VJ(v) =2AT Av — 2A7b. (3.8)

Cette fois, on peut appliquer les résultats du chapitre 2. Pour commencer, J est convexe, d’apres
le point (iii) du théoréme 2.3.2, puisque

(VJ() — VJ(u),v —u) = 2(AT A(v — u),v — u), = 2||A(v —u)|?,.
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Qui plus est, on a le résultat ci-dessous:

Théoreme 3.2.1 u est un point de minimum global de J si, et seulement si, u est solution de

ATAu = ATb. (3.9)
Preuve : Ceci est une simple application du théoreme 2.3.6. [ |
Définition 3.2.1 L’équation AT Au = ATb est appelée équation normale.

@ 11 faut faire tres attention. Si bien sir Au = b entraine (3.9), la réciproque est fausse en
général...

3.2.3 Existence du point de minimum

On ale
Théoreme 3.2.2 [l existe au moins un point de minimum global.

Preuve : Ceci revient a montrer que le systeme linéaire (3.9) admet toujours au moins une
solution. Pour cela, nous allons utiliser la relation Im A = (Ker AT)*, énoncée et démontrée au
lemme 1.3.1.

Pour tout élément b de R™, on peut écrire b = by + b, avec by € Ker AT et b, € (Ker AT)L
Alors, ATb = ATb |, et d’apres la relation ci-dessus, il existe un élément u de R™ tel que b, = Au.
On en déduit finalement, pour ce vecteur u:

ATo=ATh, = AT Au.
||

On peut se servir d’outils différents pour retrouver ce résultat. Nous allons détailler la démarche,
car elle est fort instructive, et utile pour la suite du chapitre... La matrice AT A, qui apparait
dans le terme quadratique de J, est une matrice symétrique et positive ; en effet :

(ATA)T = ATA, et
(AT Az, x), = (Az, Az),, = ||Az|?, >0, = €R"

Par voie de conséquence, il existe (v;)1<i<pn une base orthonormale de R" de vecteurs propres, de
valeurs propres associées (\;)1<i<n, appartenant a Ry : AT Av; = M\vj, pour 1 <4 < n. Dans la
suite, on les classe par ordre décroissant, et 'on définit ¢, le cardinal de 'ensemble {\; : A; > 0},
c’est-a-dire que ¢ =rg(AT A). Notons que, puisque A n’est pas la matrice nulle, on a 1 < g < n.
Dans l'expression de J, on a également un terme linéaire, de la forme —2(b, Av),,. Soient donc
les vecteurs de R™ définis par

Pourquoi avoir introduit le facteur 1/4/\;? Parce que, pour 1 <i,j < ¢, on a la relation

Ai

(Wi, w))m = ( sz, (ATAvi,vj)n =\
J

1
¢— = (Wi i) = 04
iAj
En d’autres termes, (w;)i<i<q est une famille orthonormale de R™.

NB. Au passage, on vient de prouver que
dim[Im A] = dim[Vect(Avy,- -, Av,)] = dim[Vect(wr, - -, wq)] = q.
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Ceci signifie en particulier que rg(A)=rg(ATA) et ¢ < m.

On la complete, le cas échéant, en une base orthonormale de R™. On peut alors décomposer le
vecteur courant v ainsi que b sur les bases ad hoc, soit v = Z?Il T;v; et b = Zgl b;w;, pour
obtenir

J(v) = || Av = b|17,

q m
= 1> Vhimiw = b1,
i=1 i=1
q m
=3 (\/Ta; - bi)Q + ) b (3.10)
i=1

i=q+1
NB. Dans (3.10), la seconde somme peut étre vide (si ¢ = m).
Qu’en déduit-on?
Proposition 3.2.1 u est un point de minimum de J si, et seulement st,

n
1
U = ZQC?%’; avec x? =—0b;, 1 <1 <q, m? quelconques ,q+1 <1 <n. (3.11)
i=1

Vi

De facon équivalente, si on note u® = i z?

; Vi, v est un point de minimum si, et seulement si,

u € u’ + Vect(vgs1, -+, vn). (3.12)
Par construction (encore une fois!), 'ensemble des points de minimum est non vide...
Exercice 3.2.1 Vérifier que (3.11) ou (53.12) est équivalent a (3.9).

Ceci est un bon exemple de la propriété générale suivante. Supposons que, pour un probléeme posé
a laide d’une matrice, on puisse prouver que celle-ci est diagonalisable. Alors, sous réserve que
I'on connaisse ses éléments propres, résoudre le probleme initial revient a résoudre un ensemble
de problemes? dans R. Bien évidemment, le défaut majeur est qu’en général, il est beaucoup trop
couteux de calculer ’ensemble des éléments propres d’une matrice! Dans le cas des moindres
carrés linéaires, on choisit plutot de construire des algorithmes numériques directs ou itératifs
permettant d’”inverser” ’équation normale (c’est-a-dire de calculer un vecteur u solution de

(3.9)).

3.2.4 Moindres carrés contraints

Evoquons brievement ici, ce qui se passe lorsque le probleme est contraint, avec une contrainte

du type
veK*={veR" : Cv=f}

avec C' appartenant & RP*™ de rang p, et f un élément de RP.

Théoréeme 3.2.3 u* est un point de minimum de J sur K* si, et seulement si, il existe un
élément \ de RP tel que le couple (u*, \) soit solution de

(£ Ty () (). -

Si de plus ATA est inversible, le systéme linéaire (8.13) admet une solution unique.

Preuve : Ceci est une application du théoreme 2.3.5. [ |

2. Par exemple (classique), soit a calculer I'action d’un polynome R sur une matrice A de R™*™, pour laquelle
on suppose qu’il existe P inversible et D diagonale de R™*™ telles que D = P~'AP. Alors,

A*=pPDP'PDP ' =PD?*P', A =PD"P7' Wk, et R(A)=PR(D)P .
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3.3 Décomposition en valeurs singulieres

Dans cette partie, nous allons considérer un aspect algébrique lié aux problémes de moindres
carrés linéaires, celui de la factorisation de la matrice A de R™*™ sous la forme

A=wxvT (3.14)

ou W et V sont deux matrices orthogonales (appartenant respectivement a R™*™ et R™*™), et

3 une matrice dont les seuls éléments non nuls sont situés sur la diagonale, de R™*",

Remarque 3.3.1 [l est tout a fait possible de reprendre le raisonnement qui suit et de lappliquer
a une matrice de C™*™. Dans (3.14), W et V sont alors des matrices unitaires.

Pourquoi la décomposition de A (3.14), dite en valeurs singuliéres, est-elle liée aux problémes de
moindres carrés étudiés ci-dessus? Tout simplement parce que V est reliée a la base orthonormale
(vi)1<i<n de vecteurs propres de AT A, Y aux valeurs propres (Ai)1<i<n, et W ala base orthonormale
(wi)1<i<m. Ceci est résumé dans le

Théoréme 3.3.1 Soit A une matrice de R™*™. Il existe W et V deux matrices orthogonales
de R™*™ et R™*™ respectivement, et ¥ une matrice dont les seuls éléments non nuls sont situés
sur la diagonale, de R™*" telles que (3.14) soit satisfaite.

Preuve : Par définition des deux bases orthonormales, on a les relations
Avk:Jk’U)k, 1§k§n,

avec 0, = v/ Ak, pour 1 <k < n, ce que I'on peut réécrire sous la forme
Al v vy -+ vy | =] otwr - oggwg 0 -+ 0
Soit
AV = al.wl ce OqWg O O ,oulonaposé V=| v vg --- ’Un e R,

Par construction,V est orthogonale, puisque

n n n
VTV)ig =D (VDirVay = > ViV = D0k = (vi,0))n = 655
k=1 k=1 k=1
Si maintenant, on pose
W=| wi wy - wy, | €R™™et

O, ]-Slngqv Z:J

mxn R
YeR telle que ¥; ; { 0 sinon
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vérifions que l'on a l'identité
WX=| oowp -+ oqwg 0 --- 0

En effet,
pour 1 <i<m, 1<j<q:(WX);; =30 Wi ;=>4 (wi)iojok; = oj(w))i;

pour 1 <i<m,qg+1<j<n:(WX),;=>72 W1 Xr; =0 (la jé™e colonne de ¥ est
composée de zéros).

Par construction, W est elle aussi orthogonale, et I’on trouve finalement

AV = WE, soit A=WV,

Définition 3.3.1 On appelle (o)) les valeurs singuliéres de A.

Remarque 3.3.2 Quelle est l'apparence de ¥ ¢ Si on appelle r = min(n,m) on a

o 0 0
0 oo 0 '
Y= : : sir=n=m:;
0 Or—1 0
0 0 Or
o1 0 0 O 0
0 o3 O :
Y=\ . .. .10 ... sir=m<mn;
0 Or—1 0
0 0 o 0 0
g1 0 0
0 g9 0
= : 0 o1 0 sir=n<m;
0 .o 0 o
0 0 0
0O --- 0 0

Bien sur, on a toujours q < ...

Pour aller encore un peu de l'avant, démontrons a présent les identités matricielles de la
proposition ci-dessous: v de R! appartient aussi & R™>! et v & R et le symbole-représente
la multiplication matricielle.

Proposition 3.3.1

q q
A= E Uk'wk-”l)];r, ATA = E ak%k-vg.
k=1 k=1
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Preuve : Plutot que la simple vérification des résultats, construisons les identités, en commencant
par la premiere.
De (3.14), on tire, pour 1 <i<m, 1<j <n,

n

Ay = (W)W
k=1

(W) kVjx (pour k > g, la k™ colonne de W est composée de zéros)

M= 1

q
oWirVik = Z o (we)i(vk);
k=1

E
Il
—

o (wg)i1(v )1, (on passe des vecteurs aux matrices)

q

or(wpvf )iy = (O oxwivf )i
k=1

1 14

T
I

Pour la seconde identité, on procede de la méme fagon. Tout d’abord, on remarque que
ATA=VvETWTWEVT =VDVT, avec D = XY = diag(s;?) € R™*™.

(Ce qui exprime aussi le fait que (v;)i1<i<n est une base orthonormale de vecteurs propres de
AT A, de valeurs propres associées (0;2)1<i<n-)
A partir de 1a, on obtient, pour 1 <i<n, 1 <j <n,

n

(ATA)i; = (VD) Vi,

I
x

(=1
1L

(VD); xVjk (pour k > g, la k™€ colonne de VD est composée de zéros)

k=1
q q
2 2 T
=Y M VirVig == Q_ or’vrv] )i
k=1 poss}

Avant de vérifier I'utilité pratique des deux identités ci-dessus, introduisons le pseudo-inverse
de ¥: soit 1t la matrice de R"*™ définie par

1
D) ]- S 7:7 j S ) 7’: j
(=N =2 o 7= /
0 sinon
On vérifie immédiatement que 'on a
P sig=n
zis = Iy 0 sig<mn
0 0 1

A Taide de la décomposition en valeurs singulieres, nous pouvons maintenant définir le pseudo-
inverse de A.

Définition 3.3.2 On appelle pseudo-inverse de la matrice A de R™*™ la matrice AT de R™*™
définie par
AT =vVyiwT.
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A partir de 1a, on établit aisément les identités ci-dessous

Lemme 3.3.1
q

1
Al = Z U—kvk~wg, AAT = Zwk wy, ATA= ka Vg -
k=1

Preuve : La démonstration de la premiere égalité est semblable a celle de la premiere identité
enoncée pour A.

En ce concerne la deuxieme égalité, on a

q q q
1 Ok
AAt = TRWEVL —yw, | = Lo vpw)
( E k E s 1 E p k 1

1=1 k=1
q
Ok
= z 0_— ’Uk,Ul n’l,Ul 25kl—w1€wl —Z'LUkwk
ki=1 L k=1
La troisieme et derniere égalité se démontre a l'identique. [ |

On peut alors démontrer le résultat élégant ci-dessous.

Théoréeme 3.3.2 Un point de minimum du probléme de moindres carrés linéaires étudié précé-
demment est Afb.

Preuve : On écrit simplement

b (1) () £ )

k=1 i=1 k=1 e
b, q
0
= g = LU = X
R P
k=1 k=1
Or, 20 appartient & I’ensemble des points de minimum, d’apres (3.12). [

Examinons, pour conclure ce chapitre, I’expression du pseudo-inverse dans certains cas
particuliers.

Proposition 3.3.2 Si rg(A) =n, on a la relation AT = (ATA)"LAT,
Si rg(A) =n =m, on a la relation AT = AL,

Preuve : Supposons que rg(A) = n. On a vu que le rang de A et celui de AT A sont identiques
(et égaux & ¢). Dés lors que rg(AT A) = n, on peut inverser cette derniere. Cette constatation
étant faite, on a les relations:
n 1 n
ATAAT = (ATA)Y " —opw] =) opupw]l = AT
ATAA = (A3 ool =3 ]

On a utilisé le fait que les (vi)1<k<n sont les vecteurs propres de AT A, ainsi que la transposition
de la premiere égalité de la proposition 3.3.1. Comme AT A est inversible, la premiere égalité
suit.

Supposons que rg(A) = n = m. On se trouve ici dans le cas ol A est une matrice inversible de
R™ ™ D’apres ce que 'on vient de prouver, on déduit

Al = (ATA) AT = A7 AT 14T = AL
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Chapitre 4

Algorithmes numeériques de
minimisation : fonctionnelles
quadratiques

Dans ce chapitre, nous allons étudier des algorithmes qui permettent de calculer numérique-
ment la solution du probleme de minimisation,

Trouver u € R" tel que Jy(u) = m}? Jo(v).
veEK*

Ici, Jp est la fonctionnelle (cf. (1.3)) qui & v associe Jo(v) = $(Av,v)— (b, v). Nous supposons dans
la suite que A est une matrice symétrique définie positive de R™*™ et b un vecteur quelconque
de R™. L’ensemble K*, quant & lui, est soit égal & R™ entier (probléme sans contraintes), soit a
un sous-espace affine de R™ (probléme contraint), défini par

K*={veR" : Cv=f},

ou C appartient & RP*™ est de rang p, et f est un élément de RP.

Nous avons vu, aux chapitres 1 et 2, que la solution d’un tel probléme existe et est unique (sous
I’hypotheése que A est symétrique définie positive), et que ceci revient & résoudre les systeémes
linéaires

(Probléeme sans contraintes) Au=1b, ou (4.1)

(Probleme contraint) ( é gT ) ( K ) = < ?f > . (4.2)

Pour construire des algorithmes, nous choisissons un vecteur initial ug, puis nous construisons
une suite de vecteurs, notés (uy)r>1. L'idée de cette méthode itérative de résolution est de
s’assurer que la suite (ug)g converge vers la solution u recherchée. Pour que de telles méthodes
soient efficaces, il faut qu’elles possedent les deux propriétés suivantes :

La convergence de la suite (uy) est assurée, quel que soit le vecteur initial.
La convergence doit étre ”suffisamment rapide”.

Le premier critere admet une interprétation claire, d’un point de vue mathématique. Le sens du
second critere est plus flou, et nous essayerons de le préciser a la section ci-dessous.

Puis, pour les problemes sans contraintes, nous explorerons I'idée suivante : pour itérer, c’est-
a-dire calculer le vecteur ugy; a partir du vecteur uy, est-il possible de résoudre un probleme
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de minimisation ”simple” 7 Dans la suite, nous entendrons, par simple, la minimisation d’une
fonction réelle d’une seule variable réelle.

Pour les problemes avec contraintes, nous étudierons des méthodes qui permettent de se ramener
a des problemes sans contraintes, et donc d’utiliser les résultats obtenus pour celles-ci.

En particulier, les algorithmes que nous construisons ci-dessous permettent de résoudre les
problémes linéaires (4.1) et (4.2) en u, sous les conditions énoncées pour A.

Notons que nous nous concentrons a nouveau sur des problemes fortement liés a ’algebre
linéaire. Ceci étant, nous indiquerons quelques extensions possibles au cours de ’exposé, lorsque
la fonctionnelle n’est pas quadratique.

4.1 Criteres associés a la convergence

Tout d’abord, il faut étre conscient, lorsque 1’on effectue un calcul numérique, que la précision
est finie, a la différence du calcul formel, par exemple. La premiere question est donc, pourquoi
utilise-t-on une méthode numérique, a priori moins précise? La réponse est pragmatique: on ne
sait pas résoudre formellement un systeme linéaire, des lors que le dimension de la matrice A
est trop grande; ou de fagon encore plus pragmatique, le temps de résolution est de toute fagon
beaucoup trop important !

Que signifie alors I’association de termes convergence numérique? Avant de répondre a cette
question, nous allons détailler quelques probléemes inhérents au calcul numérique, par opposition
au calcul formel.

La finitude de la précision vient de la représentation en machine des nombres réels, sous la forme
générique !

+ag, a1 - ap 104, avec (ao,---,ap) € {0, - LY ag #0, d € {—dmaz, - dmaz }

ol p et dyqr dépendent du microprocesseur qui effectue les calculs. On dit aussi que p+1 est le
nombre maximal de chiffres significatifs de la représentation en machine, et que 10~%mas est la
précision machine. Cette représentation génere deux difficultés:

Tout nombre dont la valeur absolue est plus grande que 10%me=*1 est considéré comme
infini, et symétriquement, tout nombre dont la valeur absolue est strictement plus petite
que 10~%maz est considéré comme étant nul;

Les opérations sur ces nombres (addition, multiplication, etc. ; extraction de racine, exponentation,
etc.) sont effectuées en précision finie. Prenons 'exemple de la multiplication... Si les deux
nombres ont respectivement ¢ et ¢’ chiffres significatifs (¢,¢' € {1,---,p+1}), leur produit
posséde g+¢q’' —1 ou g+ ¢’ chiffres significatifs. Dés lors que g+¢'—1 > p+1, une troncature

est effectuée lors de la mise en mémoire du résultat (méme si le calcul était exact), puisque

la représentation de tout nombre comporte au plus p 4+ 1 chiffres significatifs.

C’est la raison pour laquelle les calculs numériques produisent en général des erreurs d’arrondi...
Par voie de conséquence, et pour revenir a notre probleme, il devient difficile d’obtenir un résultat
du type? Au—b = 0. Par ailleurs, on se contente en général d'une valeur approchée, c’est-a-dire
a € pres, pour éviter un cout calcul trop élevé (compromis cout calcul-précision). Nous venons
d’introduire la notion de calcul exact a € prés, qui est tres courante chez l'ingénieur. Petit a
petit, nous glissons du monde des mathématiques, en passant par celui du calcul scientifique,

1. Plus précisément, la représentation est du type indiqué ci-dessous, mais en base 2.
2. Et méme si Pordinateur affirme que Au — b = 0, ceci signifie uniquement que la différence est plus petite que
la précision machine, d’apres I’exposé précédent.
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vers celui de I'art de I'ingénieur. Ces mondes, bien qu’ils ne répondent pas aux mémes criteres,
n’en restent pas moins complémentaires, et indissociables.

Revenons aux mathématiques, apres cette bréve incursion. Quand on parle de calcul exact a
e pres, quel est le sens mathématique sous-jacent? Typiquement, si on note || - || une norme
quelconque, pour € € R, on cherche v, tel que

| Ave — b < e. (4.3)

Il est clair que ’ensemble des v. qui satisfont & (4.3) n’est pas réduit a un singleton ! Quoiqu’il
en soit, a € pres, 'obtention d’un tel v, est suffisante... On parle de convergence numérique.

Exercice 4.1.1 Quel est l’ensemble défini par (4.3)7

Comme nous le verrons dans la Partie 2, les résultats de convergence peuvent étre obtenus pour
des normes quelconques, ou pour des normes spécifiques, telle que la norme associée a A, et
définie par

o]l a = (Av,v)'/>2.

Exercice 4.1.2 Vérifier que, lorsque A est symétrique définie positive, ||| est bien une norme
dans R™.

A la notion de calcul a e pres correspond, par dualité, celle de la précision requise, ce qui permet
de déterminer un critére d’arrét pour notre méthode. En effet, pour ¢ € R} et ug donnés, on
va effectuer des itérations,

Pour k =0,1,- -, tant que ||Aug —b|| > e itérer up — upi1-

(Les itérations sont interrompues pour la plus petite valeur de k telle que [[Au, — b|| <e.)

A partir de 14, la voie est libre pour évaluer le cotit calcul d’'une méthode itérative.

La premiere quantité est le nombre d’itérations nécessaire a la validation du critere d’arrét.
Naturellement, on aura tendance a privilégier une méthode nécessitant peu d’itérations. C’est
effectivement un critére, mais ¢a n’est pas le seul. Baser une analyse de la qualité d’une méthode
itérative sur le nombre d’itérations uniquement est incorrect. Un second critere, complémentaire
du premier, est le cotit d’une itération. Typiquement, il s’agit du nombre d’opérations nécessaires
a la réalisation d’une itération, c’est-a-dire au calcul de ugy1, connaissant uy. A partir de ces
deux criteres, on obtient une idée du cotlit calcul en multipliant le nombre d’itérations par le
colit d’une itération.

Donnons deux exemples élémentaires d’estimation du nombre d’opérations dans R™.

1. Le produit scalaire de deux vecteurs, qui s’écrit

(@,y) = Y wiys,
=1

est effectué en n multiplications et (n — 1) additions. Usuellement, on ne conserve que le terme principal,
ce qui signifie que I'on considere que le produit scalaire requiert n additions et n multiplications.
2. La multiplication matrice vecteur, qui s’écrit composante par composante,

(A$)Z = ZAi’jmj’ 1 S 7 S n,

Jj=1

requiert n? additions et n? multiplications, ce qui laisse & penser qu'un produit matrice-vecteur est
équivalent a n produits scalaires... Ceci étant, que se passe-t-il si I’on sait que la matrice A est creuse,
c’est-a-dire avec K éléments non nuls par ligne, en moyenne, pour K tres petit devant n. On ne va stocker
que les positions, i. e. les paires d’indices (4, j), et les valeurs A; ; non nulles! Lorsque 'on multiplie A
par z, on n'effectue que les multiplications pour lesquelles A; ; # 0 (et les additions de termes non nuls).
En moyenne, on aura donc effectué Kn additions, et autant de multiplications...
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Pourquoi un tel exemple? Lorsque l'on résout un probléme par une méthode de différences finies ou
d’élément finis, la matrice obtenue comporte tres peu d’éléments non nuls par ligne, de 'ordre d’une
dizaine. Si la dimension de l’espace est n = 104 (ce qui est tres courant !), on voit que les deux évaluations
du coiit calcul donnent

2n? = 2108, et 2Kn = 1410%,

ou l'équivalent de 10.000 produits scalaires, contre 14.

Une autre facon d’estimer le cotit du calcul est de mesurer le temps de calcul, par I'intermédiaire
d’une horloge.

A priori, ces deux méthodes semblent tout & fait similaires. De fait, ceci dépend de la machine
sur laquelle on effectue le calcul numérique. La premiére objection concerne les opérations. Une
addition, une multiplication, une division ont-elles le méme coiit? Une réponse possible consiste
& compter précisément le nombre de chaque type d’opérations?... Un probléeme beaucoup plus
épineux est que la machine peut (pour simplifier, il existe d’autres modes de fonctionnement), soit
travailler séquentiellement, soit en paralléle. Dans le premier cas, les opérations sont exécutées
I'une apres 'autre. Dans le second cas, la machine est constituée de plusieurs processeurs, qui
peuvent alors exécuter simultanément des opérations, et échanger des données entre eux®. Dans
ce cas, supposons que 'on teste plusieurs fois le méme probleme, sur une machine disposant de
plus en plus de processeurs: le temps horloge diminue, alors que le nombre total d’opérations
restera constant ! Les deux estimateurs de cott calcul ne sont donc pas si similaires que ca...
Enfin, il peut également étre utile de quantifier le stockage mémoire requis pour 'exécution de
la méthode. Par exemple, lorsque ’on utilise une méthode itérative, on constate que le stockage
est beaucoup plus faible que pour une méthode directe, telles que celles qui seront étudiées dans
la Partie 2. Ceci ne préjuge cependant pas de la supériorité d’une méthode sur une autre...
Cette discussion est volontairement restée tres générale, et elle peut étre vue comme une introduction
a l'algorithmique numérique. Ce qu’il faut retenir, c’est qu’il convient d’étre prudent lorsque ’on
évalue la qualité d’une méthode numérique, car celle-ci résulte habituellement de compromis
entre les divers critéeres et contraintes que nous avons évoqués ci-dessus. Pour ce type de
problemes, il est fort utile d’acquérir de ’expérience, notamment en réalisant des comparaisons
entre plusieurs méthodes.

4.2  Algorithmes pour problemes sans contraintes

4.2.1 Principe des méthodes étudiées

Comme mentionné dans la partie introductive, on considere ici des algorithmes basés sur les
minimisations successives de fonctions réelles de la variable réelle. Comment? Supposons 'itéré
uy, connu : on choisit une direction, dite de descente , dj, et I’on minimise

Jg + p— Jo(uk + pdk). (4.4)

En d’autres termes, on minimise Jy sur la droite passant par wug, de direction di. Dans le cas
qui nous intéresse, plutoét que d’avoir recours & une formule de composition des dérivées©, telle

3. Typiquement, on peut prouver que K < 7 pour un calcul par éléments finis modélisant certains problemes
dans le plan.

4. Ceci étant, on raisonne usuellement en opérations flottantes par seconde, ou FLOPs = FLoating OPerations
per second, pour un processeur donné, sans distinguer les opérations entre elles.

5. On suppose l'algorithme de calcul le permet. Le fait qu'un algorithme est effectivement exécutable en
parallele, ou parallélisable, sort du cadre de ce cours...

6. C’est parce que nous étudions un probléeme quadratique qu’il est possible de faire le raisonnement qui suit.
Dans un cas plus général, il est nécessaire de calculer (formellement ou numériquement) le gradient de Jo pour
déterminer le minimum de la fonction Ji. Les problémes inhérents & ce type de calcul ne sont pas étudiés ici; ils
ont donné naissance & une riche littérature, et sont entre autres abordés dans [10].
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que (2.3), on remarque que

2
Jelp) = 5 (Ady, i) + p(Aus = b, di) + Jo(uwe).

C’est un polynome de degré 2, avec un coefficient strictement positif pour le terme d’ordre 2. Il
existe donc un point de minimum unique, py, caractérisé par J.(py) = 0, soit

(b— Auy, dy)

_ 4.5
Pk (Ady, dy) (4.5)
On infere alors immédiatement la caractérisation de uy41, i.e.
b— Auy,d
Mdk. (4.6)

Uk41 = Uk + (Adr, dy)

Remarquons, avant de poursuivre que, si uy est égal a u, la solution cherchée, on a b — Auy = 0,
ce qui entraine en particulier que ug4; = u. Bref, la suite est stationnaire.
A partir de la, nous sommes en mesure de décrire quelques méthodes numériques de minimisation.

4.2.2 Relaxation

Pour définir la méthode de relaxation, une base orthonormale (e;)1<i<, de R™ étant donnée,
on choisit la suite de directions de descente dy = e1, d; = eo, - - - ; si ’algorithme n’a pas convergé
apres n itérations (supposition raisonnable!), on prend d,, = e, d,4+1 = ea et ainsi de suite...
Dans ce cas, (4.5) et (4.6) deviennent

pourl >0, i € {1,---,n} (k=In+i—1)

b— Auppyi_1,€;
Plati-1 = ( (A:J:‘) Z), Uln+i = Uln+i—1 T Plnti—16i- (4.7)
19 =1

Entre les deux itérés successifs ujy, ;41 €t w14, on en déduit que seule la i*™¢ composante differe.
Comme seule une composante (sur n) évolue, il est raisonnable d’introduire la suite (i;);>0, avec

ug = uo,
U1 = Un, le résultat des n premieres itérations,
U9 = U9n, le résultat des n suivantes, etc.

Ainsi, toutes les composantes de ;11 sont a priori distinctes de celles de ;. De plus, par
construction, chaque composante est mise & jour une fois et une seule. Plus précisément, on a
vu que la €€ composante est modifiée lorsque on considere la direction de descente e;, ce qui
donne, d’apres (4.7) :

n n
~ ~ ~ ~ 12 2 2
(W41 — W, ) = pngioty €8 g = @ll> =D pmri1® =D ltings — wmpia|*. (4.8)
i=1 i=1
Ces expressions seront fort utiles pour démontrer la proposition 4.2.1 ci-dessous. Avant de

I’aborder, établissons le

Lemme 4.2.1 Soit A une matrice symétrique, et Amin €t Amaz S€S plus petite et plus grande
valeurs propres. Alors

Yo € R” A [0]|* < (Av,v) < Amaa [0l ; (4.9)
si de plus A est positive, \pmin||v]| < ||Av|| < Anazl|v]|- (4.10)
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Preuve : On sait qu’il existe une base orthonormale de vecteurs propres de A; notons-la
(pi)i<i<n- On pose v = > | v;p;, et on effectue

(Av,v) szApz,ngpj O Avipi, > vip) = Y Aivi®.
i=1 j=1 i=1
On en déduit alors (4.9). En effet :
Amin|v]|* = mznzvz < (Av,v) < mazzvz = Amaz||v]|*.

Comme
| Av|* = ZA v;?,

et on déduit de méme (4.10), car

n n
)\minQHUHQ = )\minQ ZUiQ S ||A1}||2 S )\mazz:Q Zviz = /\ma:z:2||'U||2-

Proposition 4.2.1 La méthode de relazation est convergente.

Preuve : Etape 1. Commencons par borner ||@i;41 — ;||. Pour cela, on remarque que”’

(Aek,ek) 2 > )\min 2 )\mzn

J(ug) — J(ugs1) = Ji(0) — Jr(pr) = 5 Pk 2 TPk = g, — wpera ||

En conséquence, pour la suite (;);, on arrive & la minoration :

J(w) — J (1) = J(win) — J(Wmgrn)) = Z J(uinyi-1) = J(Uni)

i=1

Ain. A
> 2 g1 — gl = S g — .

=1

Par construction, la suite (J(@;)); est décroissante et minorée. En conséquence, la différence
de deux termes successifs |J(@;) — J(@+1)| tend vers 0 lorsque [ tend vers l'infini. D’apres la
majoration ci-dessus, on obtient lim;_, o ||%4+1 — @;|| = 0. De I'imbrication des suites (ug) et
(@), on en déduit également

l lim ||ugyi — @l =0, pour chaque i € {1,---,n}. (4.11)
— 400

Etape 2. Convergence de (;);. Reprenons maintenant (4.9), avec comme vecteur-test v = 4 —u,
et utilisons l'inégalité de CAUCHY-SCHWARTZ

Aminlli — ]| < (Al — u) @ —u) = (Ady — b, @ — u) < [|A(@ —w)|| |G — ul|.
Ainsi, en simplifiant par ||4; — ul|, on trouve

Aminl|tn = ul| < [[A(G — ). (4.12)

7.J(p) =ap®’ +Bp+7,a>0.0na pmin = 2a7 d’ott J(0) — J(pmin) = % = QPrmin>.
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Que vaut le terme de droite?

n n

JA(@ —w)l* = (Al — b),* = > (Al — b,e;)*.

=1 i=1

Comment faire usage ce qui précede? Revenons aux définitions (4.5)-(4.6). D’apres (2.3) (qui
est finalement utile ici...)

0= Ji(pr) = (Vo(ug + prdi), di) = (VJo(ur+1), di) = (Aupgy — b, dy).

Pour k = In+i—1, on trouve 0 = (Aujpa; — b, €;), soit (b, e;) = (Auy,yy, €;). Nous pouvons donc
transformer Pexpression du terme de droite de (4.12) en

n 1/2
{Z(A(ﬂl — U i), ei)z} .

=1

Il nous reste maintenant & utiliser (4.11), ainsi que (4.10). Commengons par

n n n
> (Al — umsi)sei)® <Y A = winga)|” < Amaz” 3 1 — wng]), d'ot
i=1 i=1 i=1
\ n 1/2
([t — ul| < )\m(%x (Z [l — Uln+i|2> : (4.13)
min i=1

Lorsque [ tend vers l'infini, chaque terme de la somme tend vers 0. Par ailleurs, le nombre de
termes est borné indépendamment de [. On arrive donc finalement a

lim [|d@ — ul| = 0. 4.14
Jim (g —ufl =0 (4.14)

Etape 3. Convergence de (ug)i. Nous venons donc de prouver la convergence de (@;); vers u.
Bien évidemment, (ug)g converge également vers u. En effet,

lue — ull < flux — @l + @ —ul|, avec I = E(k/n),
et (4.11) et (4.14) permettent de conclure! |

Exercice 4.2.1 Le but de cet exercice est de montrer que [’algorithme de relaxation correspond
a la méthode itérative de Gauss-Seidel, de résolution d’un systéeme linéaire. Cette méthode est
considérée en détail dans la Partie 2. On note (ur)1<j<n les composantes du vecteur uy.

1. Prouver que l’on peut écrire (4.7) sous la forme

Ai7iUk+1i =b;, — ZAmukj, pour i tel que k =1In+1i— 1.
J#i
2. On découpe A en trois parties: A= D — E — F, avec
la partie diagonale: D;; = A;;, 1 <i <n, D;; =0 sinon;
la partie triangulaire inférieure: E; j = —A; j, 1 <j <i<n, E;; =0 sinon;
la partie triangulaire supérieure: F; ; = —A; j, 1 <i < j <n, F; ; =0 sinon.

On revient aux itérés u;, c’est-a-dire ceux dont chaque composante est mise a jour une fois et
une seule par itération. Montrer que

(D - E)al+1 - b + F'lll
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4.2.3 Gradient a pas fixe, & pas optimal

Cette catégorie de méthodes a été congue a partir de la réponse a la question suivante:
dans quelle direction diminue-t-on le plus la valeur d’une fonctionnelle? Ou, en termes plus
mathématiques, si on pose

w: =u+ed, avec d € R", ||d]| =1, ¢ >0,
comment maximiser la différence J(u) — J(w:)? Pour cela, cf. (14.6), on écrit
J(u) — J(we) = —e(VJ(u),d) + o(e).

Lorsque ¢ est petit, la différence se comporte comme —&(VJ(u),d) (si VJ(u) # 0), c’est-a-dire
qu’elle est maximale pour

de VJ(u)
VI ()]
L’opposé de la direction du gradient est une direction privilégiée. Dans un premier temps, nous
allons donc considérer (4.5)-(4.6) avec

d 2
dy = —Vo(u) = b— Auy, p = %. (4.15)

Cette méthode est appelée méthode du gradient a pas optimal. Notons dés maintenant
que, d’apres (2.3), on a la propriété

0= Jp(pr) = (VJo(uks1), di) = —(dpg1, dip).

En clair, deux directions consécutives de descente sont orthogonales. Qui plus est, une itération
permet a priori la modification de toutes les composantes de I'itéré (dy n’a pas de raison d’étre
parallele a 'un des vecteurs de base, ou d’étre combinaison d’une partie d’entre eux uniquement).

Proposition 4.2.2 La méthode de gradient a pas optimal est convergente.

Preuve : Elle est notablement plus simple que celle prouvant la convergence de la méthode
de relaxation.

Etape 1. Majorons pour commencer la norme ||ug — u/|:
Ain = ull* < (Aug = w),wp — u) = (Aug — b,ugp —u) = —(dy, up = w) < gl lJug, — ul.

On infére 1

Jur —ul| < [ d|l-

min
Etape 2. On utilise maintenant essentiellement 'orthogonalité entre deux directions consécutives
de descente. En effet, cf. (4.10),

ldill* = (di = disr, di) = (A(ursr = up), di) < | A(urrr = )il < Amasl[ursr = well l1dll-

Ainsi
Hdk” < AmamHuk—‘rl - uk“

On arrive alors a la majoration

/\max
_ <
o =l < 5

— ||t 1 — ull-
mn
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La convergence de (uy)g vers u découle donc de la propriété limy_, oo ||ug+1 — ug|| = 0.

Etape 3. J(ur) — J(upa1) = M w2, Or, 'égalité uy 1 —up = prdy implique (si dj, # 0),

_ Nukri—usll A
x| = g Alnsi

Ady,, d
J(ug) = J(uk41) = WHWH — | >

Am’ln
S g, — w1

Comme (J(uy)x) est décroissante et minorée, la différence de deux termes consécutifs tend vers
0, ce qui implique la convergence de (ug)g vers u, puisque

g — ul] < V2 Z}‘?( (ups1) — J (ug))'/2. (4.16)

’mzn

NB. La majoration (4.16) fournit une borne explicite de la norme de 'erreur.

La méthode du gradient a pas fixe consiste a s’affranchir du calcul du minimum py.
De fait, on fixe, pour tout k, la valeur de ce parametre a p > 0, c’est-a-dire que (4.5)-(4.6)
deviennent

Pe=p,  Uppr =ug + p(b— Aug). (4.17)

NB. Dans le cas de la fonctionnelle Jy, on a vu que le calcul de la valeur optimale pj, ne présente
aucune difficulté. Il peut en étre tout autrement dans le cas général (voir la note de bas de

page ©)!

Proposition 4.2.3 La méthode de gradient a pas fize est convergente, sous réserve qu’il existe
a et b vérifiant

O0<a<p<b<

Preuve : Que vaut 'erreur?
Upt1 — u=up + p(b — Aug) —u = (I, — pA)ug + pAu — u = (I, — pA)(u, — u).

Nous allons majorer la norme de l'erreur a I'itération k + 1 en fonction de celle de 'itération k,
grace a la relation ci-dessus, en reprenant la démonstration de (4.10) :

n

n
(In = pA)v = (I — pA)vipi = Y (1= pAi)vip; ;
i=1 i=1
(I = pA)ol]? = (Z (1= pA; Uzpuz (1= pAj)vsp;) Z (1—pXi)°
i=1 j=1 i=1

n 2
< max(1 = pg? Y 0y? = max |1 = p} ol
7 — 7
Ji

En regroupant les deux résultats, on trouve
a1 = ull < max |1 = pAif flug — ul.
Si on note 7, = max; |1 — pA;|, on a obtenu |Jug1 — ul| < 7, ||ug — u||. Par récurrence, on en
déduit
i = ull < 7" [luo — ull. (4.18)
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Si 7, est strictement plus petit que 1, on aura démontré la convergence... C’est ce que nous
allons vérifier maintenant.

Amin <N < Apag, 1 <i<n
:>1_p>\min21_p>\i21_p>\maza 1<i<n
= |1 — pA;| < max(|1 — pAminl, |1 — pAmazl), 1 < i < n.

Puisque les bornes sur les valeurs propres \,.;n €t Apae sont atteintes,
vp = max(|1 — pApminl, |1 — pAmaz])- (4.19)

Pour conclure, nous majorons 7,, a 'aide des hypotheses sur A (positivité), p, a et b:

1> 1a)\mm>{ L= PAmin } > 1 — bAmaz > —1.
l_pAmaz

Si enfin on pose 7, = max(|1 — admin|, |1 — bApmaz|), on vient de prouver que

Yo < Yaby €t Yap < 1.
| ]

A partir de ce résultat, on constate que, pour appliquer la méthode du gradient a pas fixe,
il faut connaitre la valeur propre A4, OU, au moins, une estimation de cette derniere.

4.2.4  Gradient conjugué

Nous avons remarqué que pour la méthode du gradient a pas optimal, deux directions
successives de descente sont orthogonales. Par contre, il n’y a aucune raison pour que trois (ou
plus) directions de descente soient orthogonales entre elles. Ainsi, on peut "revenir” dans des
directions déja explorées... Le principe de la méthode du/des gradient(s) conjugué(s) est de
construire une suite de directions de recherche que 'on garde en mémoire, pour essayer d’éviter
les retours. Pour cela, si uq, ..., ux ont déja été calculés, et si tous les gradients g; = VJy(uy),
0 <1 < k sont non nuls, on cherche uyy1 tel que

Jo(ug+1) = veg}cif(}k Jo(v), avec Gy = Vect(go, g1, gk)-

NB. Pour respecter I'esprit des méthodes de gradient, on conserve les directions ”optimales”,

c’est-a-dire les gradients de Jy aux itérés successifs.

Le principe de la méthode est trés attrayant, puisqu’on espere éviter les redondances dans
le choix de la direction de descente, i. e. on espere que

dim(Gk+1) = dim(Gk) +1, k=0,1,---.

Bien str, ceci n'est nullement garanti (il faut et il suffit que ggi1 & Gy)... Par ailleurs, la
construction de la suite des espaces vectoriels (G )x>0, et la résolution des problemes posés sur
ur + G, semblent tres couteuses, puisqu’on doit gérer des espaces vectoriels dont la dimension
peut fort bien devenir comparable a n. Heureusement, et c’est la "magie” de la méthode du
gradient conjugué, nous allons vérifier qu’aucun de ces deux problémes ennuyeux n’en est un!

Tout d’abord, d’apres (2.9), gr11 est orthogonale & Gy ; ceci signifie en particulier que

(gk+lagl) = 07 0 S l S k.
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Par récurrence, on infere facilement que
(9i,9i) =0, 0<i<j<k+1 (4.20)

Les gradients sont tous orthogonaux entre eux. Ce qui, encore une fois, est beaucoup plus
intéressant que la propriété d’orthogonalité de deux gradients successifs de la méthode a pas
optimal. On obtient alors la

Proposition 4.2.4 La méthode du gradient conjugué converge en n itérations au plus.

Preuve : Au bout de n — 1 itérations, si aucun des VJy(ug) = gr, 0 < k < n — 1, ne s’annule,
on a construit une famille libre de R™ & n éléments ; ou, en d’autres termes, une base de R™!
Comme g, = VJy(u,) est orthogonal & ces n vecteurs, il est nécessairement nul, ce qui signifie
que u, = u. [

Etudions maintenant les aspects pratiques de ’algorithme, et notamment la gestion des
espaces (Gj)r. Commengons par la propriété suivante, qui porte sur les directions de descentes
(Ok)ks O = Uk 1 — Up

Lemme 4.2.2 Les directions (0 )y sont telles que
(Ad;,0;) =0, pour i # j. (4.21)

Preuve : D’apres 'expression du gradient de Jy: gi+1 = Aug1 —b = Aup — b+ Adp = g, + Ady.
D’apres (4.20), pour | compris entre 0 et k,

0= (9k+1,91) = (9k, 91) + (Adk, 91)-
Soit, puisque gx est lui-méme orthogonal a g; des lors que [ est différent de k,
OI(A(Sk,gl), 0§l§k—1

Or, par définition de la méthode du gradient conjugué, é; = w; 11 — w; appartient & G; C Gg_1,
pour [ variant de 0 & k — 1. En d’autres termes, d; est une combinaison linéaire de (g, )o<m<k—1,
ce qui, combiné a 1’égalité ci-dessus, permet d’obtenir

0= (A0, 8), 0<I<k—1.
| ]

Définition 4.2.1 On dit que des directions (non nulles) (0x )y vérifiant (4.21) sont conjuguées
par rapport a la matrice A.

Bien siir, si les vecteurs (dy ), sont tous non nuls, la relation (4.21) implique que la famille

(0 )k est libre, puisque la forme bilinéaire (-,)a: (z,y) — (Az,y) est un produit scalaire, que
Pon peut réécrire sous la forme

n n n
(@, 9)a =D Nwyi, ©= Y _Tipi, Y= Y _ yibi-
i=1 =1 =1

Par construction, Vect(do, - -, 0r) = G : ainsi, connaitre G}, équivaut a connaitre (0;)o<;< !
Par ailleurs, on a d; € Gi, et 0y &€ Gi_1. On peut donc écrire la décomposition

k
5= Bfa, avec Bf # 0.

=0
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En particulier, si k = 0, on a la relation

= B090- (4.22)

Soit maintenant k& > 1; d’apres (4.21) et (4.20), pour m compris entre 0 et k — 1:
0 = (Aékv(sm) = <5k’A6m) = (6kaA(um+1 - Um)) = (5k>9m+1 - gm)

= B (g gmrr — gm) = B ir lgmr | = B llgmlI*.
=0
k ||9m+1||2
:>/6 ﬁm-i-lWam:k_lv"'aoa

g _glelt

Nlgml?’
Z Hng
laul?”
Intégrons, dans cette expression, celle de 6k_1.

’“Zugw el Zugk I
~ loer? & TP

. 1
soit 0 = ﬁ { |ng|”2 ﬂk T0k—1 —|—gk} , pour k > 1. (4.23)

On a donc

Le calcul des directions (J )y est donc particulierement simple, a laide de la récurrence (4.22)-
(4.23).

Pour revenir aux algorithmes avec directions de descente, notons que I'on peut définir d; =

T (5k, pour k > 0. Les relations (4.22)-(4.23) deviennent
k

Al

= dk_1 — gk, pour k > 1. (4.24)
lgr—1ll

do = —go, dp=

L’expression est encore un peu plus simple. Qui plus est, et ¢’est 1a une des propriétés remarquables
de la méthode du gradient conjugué, regardons ce qu’il advient si I’on minimise la fonctionnelle
Jo sur la droite passant par uy de direction dy :

min,eg Jo(uk + pdi) > mingey, 16, Jo(v) = Jo(ug41), puisque dy, € Gy
ugy1 se trouve sur la droite passant par uy de direction dy (ugy1 = up — ﬁlljdk).
En d’autres termes, le minimum est bien atteint en ug1 = uy + prdy, avec, d’apres (4.5),

(b— Aug,dy)

_ v YR gk

La boucle est bouclée:

La méthode du gradient conjugué s’apparente & une méthode de descente.
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Son nom vient des directions conjuguées par rapport & A car, d’apres (4.21), les directions
de descente (dy)g sont conjuguées par rapport a A. Récapitulons. Une fois € et ug définis,
I’algorithme du gradient conjugué consiste en

Initialisation: k =0
Choisir ug.
Calculer gg = Aug — b ; dy = —go.

Tant que ||gx|| > ¢, itérer k=1,2,---

(a) approximation de la solution (4.25)
1, dp—
Calculer fr_1 = W ; Uk = Up—1 — Bp—1dK—1.

(b) détermination de la nouvelle direction

2
Calculer gp = Au, —b; oy = Mgell®

= 5 3 dip = agdk—1 — G-
lgk—1ll

NB. On verra, dans la Partie 2, que ’on peut établir des résultats portant sur la vitesse de
convergence de la méthode, en norme || - || 4.

Les propriétés fondamentales de ’algorithme ci-dessus sont au nombre de deux:

+ La minimisation est effective sur un sous-espace vectoriel dont la dimension croit & chaque
itération. En conséquence, la solution u est calculée en n itérations au plus (aux erreurs
de calcul pres!).

+ Les directions (dg)x sont faciles a calculer, et il suffit d’en conserver deux en mémoire a
tout instant de I'algorithme.

Pour accélérer la vitesse de convergence, on peut préconditionner le systeme linéaire, ce qui
conduit en pratique a une réduction notable du nombre d’itérations.
Q Cependant, comme indiqué a la section 4.1, il faut veiller a ne pas trop augmenter le cotit de
calcul par itération... Ce type de considération a donné naissance a une littérature considérable
(citons notamment [11, 17]).

4.2.5 Extensions

Il est prouvé dans [6] que les méthodes de relaxation et de gradient & pas optimal, ou a
pas fixe, sont applicables dans un espace de Hilbert, sous réserve que la fonctionnelle J vérifie
certaines propriétés. En clair, la fonctionnelle Jy n’est qu'un cas trés particulier, mais fort utile,
puisqu’elle permet de construire des méthodes de résolution de systémes linéaires. Précisément,
si la fonctionnelle J est C' et a-convexe, avec une différentielle lipschitzienne, les méthodes
convergent. Ceci signifie:

J a-convexe : cf. remarque 2.3.4, points (viii) et (ix).

dJ lipschitzienne: IM > 0, Vu,v € E, ||dJ(u) — dJ(v)|| < M||u — v||.

Exercice 4.2.2 Retrouver les résultats des propositions 4.2.1 et 4.2.2 sous réserve que la fonction-
nelle vérifie les hypothéses ci-dessus.®

8. La démonstration de la généralisation de la proposition 4.2.3 est beaucoup plus ardue, notamment parce
qu’elle est complétement différente de celle utilisée dans le cas de la fonctionnelle Jy.
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Pour ce qui est de la méthode du gradient conjugué, certaines adaptations sont également
possibles, dans le cas d’une fonctionnelle plus générale, sous réserve toutefois de modifications
de lalgorithme (cf. [21], et [10] pour une discussion détaillée.)

Si maintenant on consideére la résolution d’un systéme linéaire, dont la matrice n’est pas symétrique,
il est impossible de conserver a la fois les deux propriétés remarquables de l'algorithme du
gradient conjugué, a savoir la convergence en n itérations au plus, associée a l'utilisation de
récurrences de taille constante (voir [9])! Il faut, au choix, soit conserver toutes les directions
précédentes de descente, ce qui accroit notablement le cotit calcul, soit ne garder que les p (pour
p fixé, petit devant n) dernieres directions, et raisonner dans

ug + Vect(gr, -+ Gr—pt1)-

Nous renvoyons le lecteur intéressé & [24, 17], article dans lequel la méthode GMRES? a été
introduite pour résoudre des systémes linéaires, de matrice non symétrique.

4.3 Algorithmes pour problemes contraints

De fagon similaire, les méthodes de résolution des problémes contraints sont trés nombreuses.
Nous allons en présenter trois, qui conduisent a des algorithmes numériques utilisables en
pratique. Nous débutons par deux méthodes purement algébriques, avant de revenir a une
technique de minimisation.

4.3.1 Elimination des contraintes
Soit donc le systéme linéaire (4.2) a résoudre, de solution (u, \) appartenant & R™ x RP:

Au+CTA=1b
Cu=f

L’inconnue qui nous intéresse est u. Eliminons A: u = A~!1(b— CT)\), ce qui implique la relation
CA b — CA~1CTA = f. En d’autres termes, \ est la solution de

Trouver A € R? tel que CA™1CTA=CA b — f. (4.26)

Si p est tres petit devant n, la difficulté est la formation de la matrice CA~ICT de RP*P, et du
second membre C A~1b appartenant & RP. En effet, une fois ceux-ci connus, il est raisonnable
de supposer que la résolution de (4.26) sera aisée (qui plus est, CA~'CT est symétrique définie
positive). A partir de 1a, u est solution de

Trouver u € R tel que Au=b—CT), (4.27)

et I'on en revient aux méthodes de la section précédente. Pour ce qui est de la formation de
CA~'CT, notons que I'on peut écrire

CA™ICT =CC’, avec C' = A71CT e RVP,

C’ est caractérisée par
Trouver C' € R™*? telle que AC' = CT. (4.28)

Ce systeme linéaire peut étre reformulé colonne par colonne. En effet, si on note (¢})i<i<p les
colonnes de C’ et (¢;)1<i<p celles de CT, (4.28) est équivalent a

Pour i = 1,---,p, trouver ¢; € R" tel que Ac; = ¢;. (4.29)

9. Algorithme GMRES : Generalized Minimum RESidual algorithm.
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L’obtention de C A~'CT est alors immédiate, par simple multiplication. Pour ce qui est du calcul
de A=1b, on procede de facon similaire, en résolvant

Trouver cp11 € R” tel que Ac,q1 = b, (4.30)
puis en construisant C A~1b, résultat de la multiplication de C par Cpt1.-

De cette facon, on a démontré la

Proposition 4.3.1 On peut ramener le calcul de (u, ), solution de (4.2), a la résolution de
p + 2 problémes sans contraintes, de type (4.1).

Preuve : 1l suffit de résoudre (4.29)-(4.30), soit p + 1 problemes, puis (4.26), dont le cotit est
supposé "faible”, et enfin (4.27). [

Cette méthode présente 'avantage d’étre complétement compatible avec les algorithmes proposés
a la section 4.2, puisque 'on a uniquement des problemes sans contraintes a résoudre. En outre,
elle est particulierement indiquée si p est petit... Si p est grand, la méme technique n’en reste
pas moins valable, sachant que I'étape (4.26) peut devenir prépondérante, et qu’il faut la traiter
avec attention.

Nous présentons une seconde technique d’élimination de la contrainte. Rappelons le contexte
sous un angle un peu différent, c’est-a-dire sans multiplicateur de Lagrange. Le but est de
minimiser Jy sur K*, qui est défini par {v € R” : Cv = f}. C est une matrice de RP*" de rang
p. On suppose que 1'on peut ’écrire par blocs sous la forme

C=(Cn Cu), Cii €eR”P, rg(Ci1)=p.

(Eventuellement apres un réarrangement des colonnes.)
Cv = f <= Cijv1 + Ciove = f,avec v = < Zl > , v1 €ERP, vy € R"7P,
2
Dot vy = C1y ' (f — Cigva) = g — Cug, avec g = Ci ' f, C = Cii~'Cha.
Nous allons maintenant réécrire Jo(v) sous la forme J(vy), pour tout v € K*.

Le terme linéaire:

—(b,v) = —(b1,v1)1 — (b2,v2)2 = —(b1,9)1 + (b1, Cv2)1 — (b2, v2)2.
= ayin + (QTb1 — by, v2)2, ol oy, = —(b1,g)1 est une constante. (4.31)

Le terme quadratique: (notons que Ajq et Agg, les deux blocs diagonaux, sont symétriques)
Ap — Apn A vr ) _ [ Anvi + Ao
Al, Agp U Alyvy 4 Agovg )
On en déduit que:

1 1 1
5(141), v) = 5(A11U1 + Ajpva,v1)1 + E(A-lrzm + Agov2,v2)2

1 1
= 5(1411'017111)1 + (Alyv1,v9)2 + 5(14221)2,?)2)2.
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Examinons le premier terme:

1 1
5(1411@17 Ul)l = §(A119 — A11Cv2,9 — QU2)1

1 1
= Qguad — (CT A119,v2)2 + §(QTA11Q02, v2)2, Qquad = 5(411979)1~

Le second terme:
(AIQULU?)2 = (AIQQ - ALQU%UZ)Q = (A1ng,1)2)2 - (ATQQUQ, v2)2.

En regroupant le tout, on trouve, avec a = ay;p + Qquads

1
Jo(v) = 5({1422 + CT A1 C — 241,CYvg, v2)2 — (by + CTAj1g — CTby — Ay, v2)2 + v
Comme on I’a remarqué au chapitre 1, on peut symétriser le terme quadratique,

J()(U) = j(’UQ), avec j(UQ) = %(AQQ'UQ,'UQ)Q — (52,1)2)2 + «
(4.32)
Agg = Agp + CTA1C — A,C — CTAjg, by =Dy +CTA;1g— CThy — AlLg.
On peut donc remplacer Jy(v) par J (v2), pour toutv € K*. Réciproquement, a chaque vy € R"P,
on peut associer un unique v* € K*, égal &

v* = < g_ Cos > € K*,et Pon a J(vg) = Jo(v*).
2
Proposition 4.3.2 Résoudre le probléme avec contraintes est équivalent a

Trouver ug € R"P tel que J(ug) = Hﬁgn J(vg). (4.33)
v2€R™™

P

De plus, la matrice Agy intervenant dans la fonctionnelle J est symétrique définie positive, ce
qui permet d’utiliser les techniques énoncées auparavant.

Preuve : Il reste a vérifier que Aoy est bien symétrique définie positive. Bien sfr, Agy est
symétrique par construction. Par ailleurs,
(A2ov2,v2)2 = (A2gva,v2)2 + (A11C2, Cv2)1 — (Af,C¥s,v2)s — (A12v2, Ca)
= (=A11Cvy + Ajpv9, —Cv2)1 + (_AIQQUQ + A2v2,v2)2

(g ) ()R )
(SR

. . . e . [ —C
Le produit scalaire est strictement positif, sauf si < =02

N ) =0,1. e vy = 0. Ay est bien
2
symétrique définie positive. [ |

Par rapport a 'autre technique, notons que cette méthode est tres attractive, puisqu’elle ne
requiert pas p + 2 résolutions de problemes sans contraintes de matrice A... Par contre, deux
inconvénients potentiels sont a prendre en considération

- II faut extraire le bloc C7; de rang p de la matrice C.

- La structure interne de 2122 est completement différente de celle de A.

En particulier, méme si A est une matrice creuse, Asy peut étre une matrice pleine. Le cott
d’un produit matrice vecteur (voir I'exemple de la section 4.1) est alors bien plus important
lorsque l'on résout (4.33). Ce type de considération doit absolument étre examiné, pour évaluer
les mérites de la mise en ceuvre numérique.
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4.3.2 Techniques de pénalisation
Nous allons encore une fois éliminer la contrainte v € K*; pour cela, nous introduisons un
parametre € > 0, la fonctionnelle
1 2
Je(v) = Jo(v) + _[[Cv — fIF,
ainsi que le probleme pénalisé

Trouver u. € R™ tel que J(u.) = min J.(v). (4.34)
ve

Rn

Dans la suite, on appelle ¢ la fonctionnelle qui & v associe ||Cv — f||%.
On remarque que 1 est a valeurs dans R, convexe, continue et telle que, pour tout élément v
de K*, ¢¥(v) = 0. En particulier, ¢(u) = 0, ce qui signifie que, pour tout &, J.(u) = Jo(u).

Proposition 4.3.3 Le probléme (4.34) admet une solution unique, pour tout € > 0.

Preuve : Existence d’une solution. J. est continue. Montrons qu’elle est de plus infinie a
Iinfini. On écrit

T.(v) = Jo(v) + %wm > Jo(v) = %(Av,v) ~ (b,v)

Ao
> =5 ol = [l ]l

quantité qui tend vers l'infini lorsque |[v]| — +oc.

La proposition 1.2.1 (du début du texte, comme quoi tout peut servir & tout moment!) permet
de conclure qu’il existe un point de minimum.

Unicité de la solution. Jp étant strictement convexe (cf. exercice 2.3.3), et %¢ étant
convexe, leur somme J. est strictement convexe. En conséquence, le point de minimum est
unique, d’apres la proposition 2.3.1. [ |

Nous allons maintenant prouver que la suite (u¢). possede une propriété tres intéressante...
Dont la preuve est tres similaire & celle de la ”fameuse” proposition 1.2.1!

Proposition 4.3.4 La suite (u:). converge vers u, lorsque € tend vers 0F.

Preuve : Etape 1. Par définition de 1, Jo(u.) < Jo(ue) + 1p(us) = Je(u.); or, u. réalise le
minimum de J; sur R”, donc J.(u:) < J-(u). Enfin, d’apres ce que 'on a remarqué plus haut,
Je(u) = Jo(u). Ainsi

Ve >0, Jo(ues) < Jo(u). (4.35)

La fonctionnelle Jy étant infinie & I'infini, nous en déduisons que (u.)- est bornée.

Etape 2. Comme nous nous trouvons dans R", il existe une sous-suite extraite (u.)es qui
converge. Appelons u' sa limite. D’apres la continuité de Jy et la relation (4.35), qui s’applique
notamment pour tous les termes de la sous-suite :

J()('u,’) = s’lingr Jo(uer) < Jo(u).

Par ailleurs,

0< w(ue’) = 8/{‘]6/(”6’) - JO(US’)} < Sl{Je’(u) - Jo(ue’)} = EI{JO(u) - JO(uE’)}'
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On vient de voir que (Jy(uer))er admet une limite (égale a Jy(u')), ce qui entraine que

lim ('{Jo(u) — Jo(uz)}) =0, et donc lim 9 (us) = 0.
5/_>0+( {Jo(u) — Jo(uer)}) Am 3(ue)
Comme v est continue: ¢(u') = 0, i. e. ' € K*. Bien sir, u réalise le minimum de Jy sur K*,
ce qui induit Jy(u) < Jo(u'). On en arrive finalement & ’égalité Jy(u) = Jo(u'), et comme Jy est
strictement convexe, u = u’.

Etape 3. Pour finir, supposons que (uc). ne converge pas vers u. Ceci signifie qu’il existe
une sous-suite extraite, toujours notée (u. )./, et n > 0 tels que ||ues — u|| > n, pour tout &’
On reprend le raisonnement de 1’étape 2: (uy ) étant bornée, on peut en extraire une sous-
suite, (uer)er, qui converge. En poursuivant le méme raisonnement (n’oublions pas que, par
construction, (uer).» est également une sous-suite extraite de (u:):!), on prouve que (ugr).»
converge nécessairement vers u. Ceci contredit le fait que [|u.r — u|| > n, pour tout &”.

En conclusion, la suite (uc)e converge bien vers u. |

Pour cette méthode, le probleme central est celui du choix d’une suite de valeurs de €, qui
permette d’obtenir rapidement une bonne approximation de u. Par rapidement, on entend sans
avoir a résoudre ”"beaucoup” de problemes sans contraintes du type (4.34). Notons que J; peut
étre développée sous la forme:

Jo(0) = 5(Av,0) = (b,0) + 2{(CTCw,0) ~ 2ACT f,0) + I
1 2 1 2 .+ 1

A—l—%CTC est symétrique définie positive. Cependant, comme pour la seconde méthode d’élimination
du paragraphe 4.3.1, sa structure interne peut étre treés différente de celle de A.
4.3.3 Extensions

La premiere technique d’élimination peut étre appliquée au probleme plus général

An Alg uq bl
n1 na _
Trouver (u1,us) € R™ x R tel que < Ay Agy w )= by )

sous réserve que ce probleme admette une unique solution. L’équation (4.26) est remplacée par
Trouver Ug € R™ tel que (A22 — A21A11_1A12)U2 = bg — A21A11_1b1. (436)

S = (Agy — AgA1; 1 Aps) est une matrice de R™2*™2, appelée complément de Schur. Ce
type de méthode est tres utilisé en conjonction avec une mise en ceuvre sur machine parallele
(constituée de plusieurs processeurs), l'extraction de la composante ug permettant de construire
des problemes de variable u; qui sont parallélisables (cf. [26], [22]).

Il est également possible d’appliquer la méthode de pénalisation dans un cadre beaucoup
plus général... On considére une fonctionnelle J de R™ dans R, a-convexe et différentiable, et
K une partie convexe, fermée et non vide de R”, qui est I’ensemble des choix possibles. Comme
dans le cas de la fonctionnelle quadratique, supposons que ’'on dispose d’une fonctionnelle 1 de
R" dans RT, telle que

¥ est différentiable et convexe; ¥(v) = 0, pour tout élément v de K.
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Sous ces hypotheses, on peut approcher la solution u du probleme

Trouver u € K, tel que J(u) = Hll[I{l J(v) (4.37)
ve

en résolvant une suite de problémes pénalisés : pour £ > 0, on définit
1 .
Je(v) = J(v) + =9(v), et 'on résout
€
Trouver u. € R", tel que J-(ue) = m}%n J:(v). (4.38)
veER™
Exercice 4.3.1 1. Rappeler pourquoi le probleme (4.37) admet une solution et une seule.

2. Montrer que le probléme (4.38), pour € fixé, admet une solution unique.
3. Vérifier que lim._,o4 us = u.

Notons pour finir que ’on peut affaiblir ’hypothese de régularité sur J et v, en les supposant
simplement continues (cf. [6]).
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Deuxieme partie:

Algebre linéaire
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Chapitre 5

Un probleme modele

5.1 Introduction

Afin de motiver cette introduction aux méthodes et algorithmes de 1’algebre linéaire utilisés
par les ingénieurs, on établit dans ce chapitre un lien entre les valeurs propres d’une matrice et
les fréquences de résonance d’une structure déformable.

Dans le premier paragraphe on rappelle quelques éléments de dynamique dans le cas simple
d’un probleme monodimensionnel.

Dans le paragraphe suivant, cette approche est généralisée au cas d’une structure déformable,
pour caractériser les fréquences de résonance et les modes propres de cette structure comme
valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice.

En conclusion, on rappelle 'importance de cette famille de problemes dans le travail quotidien
de l'ingénieur.

5.2 La masse oscillante

On s’intéresse aux oscillations d’une masse suspendue & un ressort vertical, selon le dispositif
représenté par la figure suivante :

Il s’agit de déterminer 'amplitude et la fréquence des oscillations de la masse m autour d’une
position d’équilibre g9, quand elle est soumise aux forces suivantes :

— la force de gravité de module mg

— la force de rappel du ressort, proportionnelle & I’élongation —k(y + yo)

dy
— une force d’amortissement liée au frottement de la masse sur 'air —c—

dt
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— une force d’entrainement éventuelle F'(t)

L’application de la loi de Newton a ce dispositif se résume en I’équation

d> d
m=Z = mg — k(y + yo) —Cd—?z

- + F(b); (5.1)

au repos on peut écrire: 0 = mg — kyg , soit finalement :

m—s + cd— +ky = F(t). (5.2)

La solution générale d’une telle équation différentielle s’écrit comme la somme d’une solution
particuliere et de la solution générale de 1’équation homogene

Py | dy
22 4ky=0 5.3
m—g +eos tky =0, (5.3)

que 'on obtient & partir des racines de ’équation caractéristique
mX?*+cX + k=0,

dont le discrimant est 6 = ¢ — 4km.

—si 6 = ¢® — 4km > 0 alors I’équation caractéristique admet deux racines réelles négatives
ryetre (r1+r2=—c/m<0etrirg =k/m > 0).

La solution générale de (5.3) s’écrit donc

yn(t) = ae™" + be?!

et vérifie tlim yp(t) =0
—0oQ

—si § = ¢ — dkm = 0 I’équation caractéristique admet une racine double réelle et négative
ro = —c¢/2m = —y/k/m. La solution générale s’écrit alors y,(t) = (a + b t)e™?™ ot s'annule
encore a l'infini: tlim yn(t) =0

— 00

— enfin si 6 = ¢ — 4km < 0 l’équation caractéristique admet deux racines complexes

conjuguées, et la solution générale de (5.3) s’écrit

yn(t) = [acos(ut) + bsin(ut)]e /2™

avec p = \/4km — ¢?/2m, et on a encore tlim yn(t) = 0 avec des oscillations.
—00

Pour le traitement de I’équation compléte, on se limite au cas des oscillations forcées du type
F(t) = Fy cos(w t), et on cherche une solution particuliere de la forme y(t) = yo cos(w t — ¢):

y(t) = yo cos(w t — ¢),

Z—Zz(t) = —w yp sin(w t — ),
de

@(t) = —w?yy cos(w t — ).

En reportant dans ’équation (5.2), on obtient

(k — mw?)yo cos(wt — @) —cw yo sin(wt — ) = Fy cos(w t),
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soit encore

[(k — mw?) cos(p) + c w sin(p)] yo cos(w t)

)]
+ [(k‘ — mw2) sin(¢) — c w cos( ] Yo sin(w t)
= Fy cos(w t)

d’ou on déduit
(k — mw?) cos(p) + ¢ w sin(¢) = Fo/yo,

(k — mw?) sin(p) — c w cos(p) = 0.
En introduisant wy = y/k/m, ce systéme d’équations s’écrit :

m(wg - w2) cos(p) + ¢ w sin(y) = Fy/yo,

9 N (5.4)
m(wj —w?)sin(yp) — c w cos(p) = 0.
En supposant dans un premier temps w # wg, on obtient
cw
ta = ——. 5.5
En introduisant zyp = \/ m?(wi — w?)? + c2w?, on peut encore écrire
_ 2 2
cos(p) = m(w — w?)/ 20,
sin(p) = —¢ w /2o,
Yo = Fo/z0.
La solution générale de 1’équation (5.2) non homogene s’écrit donc
y(t) = yn(t) + Fo/z0 cos(w t — ). (5.6)

La solution y(t) se comporte & I'infini comme Fy/zy cos(w t — ¢), et les oscillations restent
bornées. Dans le cas particulier ot il n’y a pas d’amortissement ¢ = 0, on déduit de (5.5) que
p=0.

Le phénomene de résonance est obtenu lorsque la fréquence des oscillations forcées prend la
valeur wp, appelée en conséquence fréquence de résonance. Dans ce cas particulier (5.4) s’écrit

cwo sin(p) = Fo/yo,
cos(p) = 0.

soit encore ¢ = w/2 (27) et yo = Fy/c wy quand ¢ # 0.
Ainsi en présence d’'un terme d’amortissement, le phénomene de résonance conduit a une
solution y(t) du type général (5.6) avec oscillations bornées:

y(t) = yn(t) + Fo/z0 sin(wot).

Mais que se passe-t-il en I’absence d’amortissement? Cette fois le systéme (5.4) n’a pas de
solution et il faut chercher une solution particuliere de (5.2) sous la forme

y(t) = yo t sin(wpt)
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alors

y(t) = yo t sin(wot),
dy
dt

d2y
dt?

(t) = yo [wo t cos(wpt) + sin(wgt)],

(t) = yo [2wo cos(wot) — wi t sin(wot)].
On en déduit yg = Fy/2mwyp et la solution générale de (5.2) s’écrit alors

y(t) = yn(t) + (Fo/2mwo) t sin(wot).

L’amplitude des oscillations n’est plus bornée, et le comportement de ce dispositif pour un temps
élevé est résumé dans le tableau suivant :

c#0 c=10

w # wq | oscillations bornées oscillations bornées

w = wq | oscillations bornées | oscillations non bornées

D’un point de vue concret, cela signifie qu’au bout d’un temps fini le ressort casse! Il est
donc tres important de déterminer la fréquence de résonance wy. Ce phénomene se généralise
aux structures plus complexes, comme on va le constater dans le paragraphe suivant.

5.3 Une structure déformable

Une structure déformable

Le lien de cette étude avec les valeurs propres des matrices apparait dans 'exemple d’une
structure déformable, encastrée sur une partie de sa surface, et soumise & un ensemble de forces.
Le modele mécanique choisi pour traiter ce probleme est la formulation en déplacements du
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probleme de 'élasticité linéaire, qui s’écrit en dimension n sous la forme

Trouver un déplacement admissible @ € R" vérifiant

— div (o(W)) = F dans Q

Zai,j(ﬂ))uj = f; sur 00N 1<i<n

le vecteur ? représente les forces surfaciques auxquelles est soumise la structure 2 sur 902y, une
partie de la frontiere 9. La partie 02p complémentaire de la frontiere 92 de 9Ny, représente
une partie de la surface de 2 qui est encastrée . Encastrée signifie que les points de cette partie
du solide ne bougent pas (le déplacement @ y est donc nul). Enfin le vecteur 7 représente la
normale extérieure & la surface 0f).

Dans cette formulation la matrice des contraintes o € R™*" est est reliée a la matrice
des déformations ¢ € R™*™ par la loi de Hooke :

oll A et u sont appelés coeflicients de Lamé.

Cette relation s’écrit encore

oij(w )\5J26kk W)+ 2pe; (W) 1<i,7<n

1 6u2 8Uj ..
== — 1< <
) 2 {895] + 8$Z:| =hl=n

gl

€ij(

ou 0; ; est le symbole de Kronecker.

Pour étudier I'existence d’une solution au probleme précédent, et déterminer ses éventuelles
propriétés, on utilise une démarche mathématique appelée formulation variationnelle . Il
s’agit de considérer un espace fonctionnel X dans lequel on va chercher la solution %. Dans cet
espace, encore appelé champ des déplacements admissibles, on réécrit le probleme initial
en multipliant la premieére équation par une fonction 7 quelconque de X ; on intégre ensuite
”par parties” pour obtenir la formulation suivante :

Trouver W € X tel que

Vte [0,T],Vv € X 82—W-_’al () v
,T,VU € P 5 a:—l—z gw w)-g; () dx
Q
i,j=1

—/f*-vdwr/ F v ds
Q 591N

Cette écriture présente deux avantages

(5.7)
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- le premier est de rentrer dans un cadre mathématique formel pour lequel il existe des
résultats théoriques généraux, qui ne dépendent que des données du probleme: §2, 99, ?, 7
etc

- le second concerne le calcul de la solution .

En général il n’est pas possible d’avoir une expression analytique des composantes de @, et on
doit procéder par approximation. La méthode la plus utilisée par les ingénieurs est la méthode
des éléments finis, qui consiste a approcher 'espace fonctionnel X (de dimension infinie) par un
espace vectoriel X}, de dimension finie p. Cet espace X}, est formé des déplacements admissibles
dont les composantes sontpolynomiales par morceaux; la formulation variationnelle en
dimension finie s’écrit :

Trouver @y € X}, tel que

82—) n
vt € [OaTLVWEXh /Qp 8;h -V dr + Z/Qgi,j(ﬁh)'gi,j(?) dx

ij=1

—/?-7d:c+/ F v ds
Q QN

La différence essentielle entre les problemes 5.7 et 5.8 est que I'on peut construire une base
de l'espace Xp: U1, Usg,..., Up; on représente alors chaque élément de X} par un vecteur de
RP. A toute fonction de base T, est associé un vecteur Vi, et I'inconnue '}, s’écrit comme une
combinaison linéaire de ces vecteurs:

(5.8)

p
Wy =Y UV
k=1

Dans la formulation (5.8), on prend pour @ successivement chacun des vecteurs 7'y de la

base; le probleme est alors équivalent au systeme

Trouver Uy, € R?, tel que

d*Uy, (5.9)
M= 4 KU, =F.
a2 T

Dans cette écriture,
— Uy, est le vecteur des p composantes de @, dans la base {V}en

— la matrice M € RP*P_ définie par

(T = [ pT T 1<hI<
Q

est traditionnellement appelée la matrice de masse
— la matrice K € RP*P_ définie par
n
(KVk, T =), / €ij(Vi) ij(V)de  1<kIl<p
- Q
1,7=1

est appelée la matrice de raideur
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— enfin le vecteur F' € RP, défini par

(F,m):/?-mdx+ Fowrds 1<k<p
Q 12J93%

représente 'action des forces extérieures sur la structure.

Remarque 5.3.1 le systéme linéaire (5.9) est une formulation en dimension finie du probléme
(5.2) dans laquelle lVinconnue est un vecteur Uy, € RP, et qui ne comporte pas de terme d’amortissement.

Pour obtenir facilement la solution de (5.9), astuce consiste a choisir une base de X, associée
aux matrices M et K de manieére a simplifier les calculs. On remarque que ces deux matrices
sont toujours symétriques, et que la matrice M est toujours définie positive. Il existe alors une
matrice inversible L € RP*P triangulaire inférieure, telle que

M=LLT

cette matrice provient de la factorisation de Cholesky de la matrice M (ce résultat est établi
par la Proposition 6.15.1), elle permet de définir la matrice

A=L'KLT

La matrice A € RP*P est symétrique et (semi)définie positive, elle est donc diagonalisable
(voir la Proposition 10.3.3). Il existe donc p vecteurs: Vi, V5,..., V,, de RP, tels que

AVkZ)\ka 1§k§p.

Cette relation s’écrit encore sous la forme

A0 ... 0

0 A : _
A= Ve . W1 T G Ve Tl

0 0 A

dans laquelle les \;, > 0 sont les valeurs propres réelles de la matrice A, et les Vj, sont ses vecteurs
propres qui vérifient (voir la Proposition 10.3.2)

(Vi) =0 Vk#L

On définit maitenant un nouvel ensemble de vecteurs Wy, € RP par la relation LYW}, = Vj,. Par
construction ces vecteurs sont linéairement indépendants et vérifient de plus

("W, LTW)) =0 VEk#1

soit encore
(MW, W;) =0 Vk # 1.

Normalisons ces vecteurs pour que
(MW, Wg)=1  1<k<p,
puisque que Wy, = L~TV}, avec Vj, vecteur propre de la matrice A: la realtion

LKL TV, =MV,  1<k<p
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s’écrit encore
[K = MM]Wp=0 1<k<p (5.10)
En conséquence les vecteurs Wy, vérifient également
(KW, W) =0 Yk # 1.

Tous ces résultats sont exploités de la maniere suivante : on cherche la solution de 1’équation
homogene associée & (5.9) sous la forme

P
Un(t) = Zak cos(wg t + o)Wy (5.11)
k=1

Les inconnues wy, et () doivent nécessairement satisfaire la relation
d2
Mﬁ cos(wg t + o)W + K cos(wg t + @)W =0,

soit encore pour tout t € [0,7] et 1 <k <p
cos(wk t+ ¢p) [K — wpM] Wy, = 0,
et finalement
[K —wiM| Wy =0 1<k<p. (5.12)

En rapprochant cette relation de (5.10), on en déduit que les fréquences propres recherchées sont
les racines carrées des valeurs propres de la matrice A:

wi =\ 1<k<p (5.13)

Il reste a déterminer les composantes ay, et les phases ¢y ; pour cela on utilise les conditions
initiales de I’équation homogene (5.9) : le déplacement initial U (0) et la vitesse initiale U} (0)
sont des données qui définissent le vecteur Uy au temps t = 0

d
Un(0) =Uy € RP et %(0) = U, € RP,

ces vecteurs sont écrits sur la base des Wy,

p p
Uy = Zozk cos(pp)Wy et Uj= Z — wy oy sin(pg) W
k=1 k=1

En utilisant maintenant les relations d’orthogonalité, on obtient
(MW, Up) = agcos(pr) et (MW, U)) = —wy ag sin(py).

Les composantes ay, et les phases  sont donc définies par les relations

1
o2 = (MW, Up)? + )\—k(MWk, Us)?,

1 (MW, ) (5.14)

t = —— .
an() wi, (MW, Uyp)
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On a donc obtenu la solution de I'équation homogene (5.9) sous la forme (5.11); il reste
maintenant a calculer la solution générale. Pour cela il faut calculer une solution particuliere de
I’équation (5.9) avec second membre. Comme pour 'exemple de la masse oscillante, on se limite
au cas d'un terme d’excitation de la forme

F(t) = Fy cos(wt),

et on écrit le vecteur Fjy € RP sur ’ensemble des vecteurs MW}, qui forment aussi une base de
RP.

p
Fy=> BMWy, avec [ = (Fo, Wi).
k=1

Une solution particuliere de I’équation (5.9) est alors donnée par la relation

p
Un(t) =Y i cos(w t) W,
k=1

B

(wf —w?)

(5.15)

avec i =

Lorsque la fréquence w du terme d’excitation est égale a I'une des fréquences propres wy, on
retrouve un phénomeéne de résonance analogue a celui du paragraphe précédent, c’est-a-dire
que les oscillations dans la direction associée Wj, ne sont plus bornées au cours du temps
car elles se développent en ¢ sin(wy t) Wy.

En résumé la recherche des fréquences de résonance wj, d’'une structure déformable 2 est
équivalent a la résolution d’un probleme aux valeurs propres généralisé

(K —wiM| Wy =0 1<k<p.

Les vecteurs propres W}, associés aux valeurs propres wz sont appelés modes propres de la
structure €, ils représentent les directions de I’espace suivant lesquelles les déformations de la
structure s’amplifient au cours du temps.

Les figures suivantes représentent les déformations subies par la structure, suivant certains
modes propres.

A
SR, Y

CRRRS”

VA

Ay, A%
55

:
ARk

4

/
| &5
&4,
R

<
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Les déformations de la structure sous ’action des modes propres.

5.4 Conclusion

Le phénomene de résonance est bien connu des ingénieurs, on le rencontre dans de nombreux
domaines de la physique: il est particuliecrement redouté en mécanique des solides car les
vibrations des structures peuvent leur causer de séveres dégats. Les ponts sont spécialement
sensibles aux forces d’excitation: le pont de Broughton, prés de Manchester, est célebre pour
s’étre effrondré en 1831 lors du passage d’un régiment marchant au pas et le pont de Tacoma
(Californie) s’est rompu en 1940 sous 'effet de rafales de vent.

oy

D’une maniere générale, les situations ou la recherche des fréquences de résonance est indispensable
sont trés nombreuses, citons les vibrations des fusées qui peuvent causer leur destruction, les
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Fi1G. 5.1 — Le pont de Tacoma

vibrations dans les voitures sources de nuisance sonore, les vibrations des machines en rotation
rapide comme les turbines et réacteurs, et encore les tremblements de terre... Noter que ce
phénomene a parfois des conséquences moins néfastes, et qu’il peut méme étre recherché, comme
dans le cas des circuits RLC des antennes radio.

5.5 Autre motivation

Il existe une autre classe de problémes aux valeurs propres aussi importante que celle de la
recherche des fréquences propres: I’étude de la stabilité des systémes dynamiques (cf. [15]). Ces
systemes sont décrits par la formulation générale

dy _

it = F(y)

dans laquelle y est un vecteur de R™ dont les composantes sont fonctions du temps. F' est une
application (souvent non linéaire) de R™ dans R™.

Parmi les nombreux problemes qui s’écrivent sous cette forme, citons en particulier les
équations de la chimie cinétique, qui décrivent les variations des concentrations des différents
constituants d’une réaction chimique. Par exemple la modélisation de la pollution atmosphérique
par la circulation automobile conduit a des problémes de cette forme, avec plusieurs dizaines,
voire plusieurs centaines d’éléments réactifs suivant le modele choisi.

Sans entrer plus avant dans les détails, notons que la résolution numérique d’un tel probleme
nécessite le calcul des valeurs propres de la matrice jacobienne (en général non symétrique)
définie par
OF;
dy;

Ce calcul doit étre effectué avec une grande précision et nécessite un traitement approprié
par des algorithmes efficaces.

Jij(y) =

(y) 1<i,5<n.
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Chapitre 6

Les méthodes directes

6.1 Introduction

Dans ce chapitre on montre que le calcul de la solution d’un systeme linéaire d’ordre 20
par les formules de Cramer est impossible & réaliser sur un ordinateur. Cet exemple simple sert
d’introduction a cette partie du cours. Il montre la nécessité d’inventer de nouveaux algorithmes
d’algebre linéaire pour effectuer concrétement des calculs sur ordinateur.

On rappelle ensuite que la forme triangulaire de la matrice d’un systeme linéaire apporte
une simplification importante dans le calcul explicite de la solution de ce systeme. Comment
utiliser cette particularité pour traiter le cas général? Une premiere approche de ce probleme
conduit a la méthode dite d’élimination, une seconde a la méthode de factorisation. Ces méthodes
sont décrites dans les paragraphes suivants. Les algorithmes classiques qui en découlent sont
appelés méthodes directes; les méthodes de Gauss, Crout et Cholesky font partie de cet
ensemble d’algorithmes, leur étude fait I'objet de ce chpaitre. Le dernier paragraphe constitue
une introduction a I'utilisation pratique de ces méthodes pour la résolution de systemes linéaires
a matrice creuse.

6.2 Formules de Cramer

Soit & résoudre le systeme linéaire Az = b, ou A € R™*"™ est une matrice de rang n et b € R”
un vecteur. Pour calculer les composantes du vecteur z, on peut utiliser les formules de Cramer,
rappelées sans démonstration :

Théoréme 6.2.1 Le systéme linéaire Ax = b ou A € R™*" est une matrice de rang n, a pour
solution unique le vecteur x € R™ déterminé par les formules de Cramer : pour 1 <k <mn

A - Ajpgr bt Agpr o A

Aml . An,k:—l bn An,k—H . An,n
Argp - A Ay Ak - A

T —

Ang  Apk—1 Ak Ankrr 0 Ann

Coit calcul: pour calculer un déterminant d’ordre n il faut faire la somme de n! produits
de n facteurs, un tel calcul nécessite donc n x n! opérations. Le cott calcul des n composantes
du vecteur z, solution du systeéme linéaire Az = b, est donc de n(n + 1) x n! opérations. Ainsi
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pour la résolution d’'un systeme linéaire d’ordre 10, sachant que 10! = 3.628.800, environ 400
millions d’opérations sont nécessaires pour calculer la solution par les formules de Cramer.

Exercice 6.2.1 Un ordinateur rapide effectue environ 10'2 opérations élémentaires par seconde
(soit une puissance de calcul de 1 tera-flops) ; calculer le temps nécessaire au calcul de la solution
d’un systéme linéaire d’ordre 20 (on ne tiendra compte ni des pannes de courant, ni des gréves).

Réponse : environ 32 ans!

6.3 Déterminant d’une matrice triangulaire

Il existe un cas particulier ou le calcul par ces formules est beaucoup moins cotteux.

Définition 6.3.1 On appelle matrice triangulaire inférieure une matrice L € R™"™ (L
comme Lower), telle que L; j = 0 pour tout couple (i,7) tel que 1 <1i < j <mn.

On appelle matrice triangulaire supérieure une matrice U € R™*™ (U comme Upper),
telle que U; j = 0 pour tout couple (i,7) tel que 1 < j < i <mn.

et U=

L B A A o
o T e A A A ]
LI I I I A e B e}
H MW H KO oo
I i e R e B e B e}
KOO oo oo
P eNoNoNoNoNo Nl
Pl eNoNoNoNoNo Nl

el oNoNoN ool

OO O OO K K

OO OO MK KoM
O OO O K MKW
O OO KM MW oW MK N
O O M M X MK MW N
el T T B T

Lo T T B A A

o
o
o

Proposition 6.3.1 Le déterminant d’une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure) est
égal au produit des coefficients diagonaux :

n

det(T) = [ [ T

i=1
Preuve :
Tia X X X X X X X
0 Tho x X X X X X
0 0 X X X
T — 0 0 0 X b'e
0 0 0 0 X X
0 0 0 0 0 X X
0 0 0 0 0 0o . X
0 0 0 0 0 0 0 Tyn

Il suffit de développer le déterminant de la matrice triangulaire supérieure suivant la premiere
colonne (la premiere ligne pour une matrice triangulaire inférieure) :

X X X X X

~
"

Do

dét(T) =

X
X
* = T171 X
X
X
X

OOOOOOO'—}ﬂ
OOOOOOI\}Dﬂ
OOOOOOI\)ZJﬂ

DO DO OO KW N
OO OO X KoM

OO O KW HWoM N
O OO W M oK M
O O MW MoK KK
O MM oM K KM

X
X
0
0
0
0
0

O O W KoK KX
e s B T

O OO M KM K
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soit

w

dét(T) = T171 T272 X =Ti1T59 ... Tn,n'

) )

ooooooﬁ
OO OO KR K
O O O K KK
O O W KoK N
[l T

6.4 Systeme linéaire a matrice triangulaire

Proposition 6.4.1 Soit L € R™*™ une matrice triangulaire inférieure inversible, la solution du
systeme linéaire Ly = b est obtenue par les formules :

pour i =1,...,n faire
yi = [bi =Y Lijy;)/Lis
Jj<i
fin

Soit U € R™™ une matrice triangulaire supérieure inversible, la solution du systéme linéaire
Uz =y est obtenue par les formules :

pour i =n,...,1 faire
zi=[yi = Y Uijaj]/Uis.
3>
fin

Preuve : Il suffit d’écrire pour chaque composante yi, la ligne correspondante du systeme
linéaire a matrice triangulaire inférieure. Ces relations montrent que ’on peut calculer le vecteur
y de proche en proche, en commengant par ¥, ; on dit alors que 'on résout le systeme linéaire en
remontant. Pour le systeme linéaire a matrice triangulaire supérieure, on calcule également le
vecteur x de proche en proche, en commencant par x7 ; on dit que I'on résout le systeme linéaire
en descendant. Noter que I’hypothese d’inversibilité entraine que les coefficients diagonaux de
deux matrices sont tous différents de zéro, puisque

n n
détL = [[Lis et détU =[] Uis
i=1 i=1
|

Coiit calcul: dans le cas particulier d’un systeme linéaire & matrice triangulaire T, la
Proposition 6.3.1 montre que le calcul du déterminant de T' nécessite n multiplications ; mais
il n’est méme pas utile de calculer ce déterminant pour obtenir la solution du systeme linéaire
Tu = wv.

D’apres les formules de la Proposition 6.4.1, pour un systéme linéaire a matrice triangulaire
inférieure Ly = b, le calcul de la composante y; nécessite k multiplications, k additions et une
division, soit un total de 2k opérations. Le cott calcul des n composantes du vecteur y, est donc
de n(n + 1) opérations, ce qui devient raisonnable! On obtient le méme cotit pour un systéme
linéaire a matrice triangulaire supérieure Ux = y.

Cette propriété nous conduit naturellement a une autre approche de la résolution des systemes
linéaires dont la matrice A est inversible mais sans structure particuliére ; on essaie de se ramener
au cas des matrices triangulaires ; cette technique est développée plus loin.
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6.5 Partition des matrices en blocs

Les notions précédentes concernent une approche des matrices coefficient par coefficient ; il
est souvent utile d’effectuer une partition de la matrice A en p x p blocs, pour écrire formellement

(Al [z - [Alp
[Al21 [Al22 - [Al2p
Ay Az e (Al

Dans cette écriture les [A]; ; sont p? matrices appelées blocs, dont seuls les p blocs diagonaux
sont nécessairement carrés. Les définitions précédentes se généralisent naturellement suivant :

Définition 6.5.1 On appelle matrice triangulaire inférieure par blocs une matrice L €
R™ ™ telle que [L]; j = 0 € R™*™ pour tout couple (i,7) tel que 1 <i < j<p;

On appelle matrice triangulaire supérieure par blocs une matrice U € R™*" telle que
[Uli,j = 0 pour tout couple (i,7) tel que 1 < j <i <p.

[L]1a [Ulin [Uhz - - [Uhp
[Ll2g  [L]22 Uhs . - .

L = ) ) et U= 7
L1 o Lyt Ly _ U]

Enfin on appelle matrice diagonale par blocs une matrice D € R™*" telle que [D]; ; = 0
pour tout couple (i, 7) tel que i # j.

[Dlp.p

La plupart des résultats démontrés pour les matrices se généralisent au cas des matrices
définies par blocs, en prenant la précaution dans ’écriture des formules de noter que les termes
qui interviennent sont des matrices ; ceci nécessite en particulier une adaptation spécifique aux
regles de calcul algébrique puisque si le produit de deux blocs est bien un bloc, cette opération
n’est pas commutative !

6.6 Exercices sur les matrices triangulaires
On établira les résultats suivants:

Exercice 6.6.1 Montrer que le produit de deuz matrices triangulaires supérieures (resp. inférieures)
inversibles T',T" € R™ ™ est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) inversible
T 6 Rnxn

Remarque 6.6.1 Attention le produit d’une matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure)
par une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) est une matrice a structure quelconque !
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Exercice 6.6.2 Montrer que le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs (supérieure ou
inférieure), ou encore d’une matrice diagonale par blocs, est égal au produit des déterminants
des blocs diagonaux.

Exercice 6.6.3 Soit L € R™™ une matrice triangulaire inférieure par blocs inversible, montrer
que la solution du systeme linéaire Ly = b est obtenue par les formules :

pour ¢ =1,...p faire

fin

Soit U € R™™ une matrice triangulaire supérieure par blocs inversible, montrer que la
solution du systeme linéaire Ux = y est obtenue par les formules :

pour i = p,...1 faire

Exercice 6.6.4 Montrer que la matrice inverse d’une matrice triangulaire inférieure (resp.
supérieure) inversible est une matrice triangulaire inférieure (resp. supérieure) inversible.

6.7 Déterminant d’une matrice carrée

La Proposition 6.3.1 montre que le déterminant d’une matrice triangulaire est tres facile a
calculer ; cette propriété peut étre exploitée pour le calcul du déterminant d’une matrice carrée
quelconque A € R™ "™, Si on suppose que 1'on peut écrire la matrice A sous la forme d’un produit
A = LU dans lequel L est un matrice triangulaire inférieure a diagonale unité et U un matrice
triangulaire supérieure, on peut alors écrire

dét(A) = dét(L) dét(U) = dét(U)
et utiliser la Proposition 6.3.1 pour le calcul de dét(U).

Coit calcul:

On montre dans la suite de ce chapitre (voir la Proposition 6.14.1) que le calcul des matrices
L et U & partir de la matrice A € R™ ™ nécessite O(n?) opérations. On a vu que le calcul de
dét(U) peut étre effectué en O(n) opérations ; finalement le déterminant de la matrice A d’ordre
n peut étre calculé en O(n3) opérations, ce qui est beaucoup plus favorable que la méthode de
développement classique :

dét(A) = Z E(O')141,U(1) A2,(r(2) s An,a(n)
oeS(n)

pour laquelle le cott est en O(n(n + 1)n!).
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6.8 La méthode d’élimination

On consideére le systéme linéaire (dont la matrice A est supposée inversible)

Ajq ) ) ) C e A, T by
Asy Agy - ) L ) To by
A ) Y P . Tk = b
Ay } ) } R T, by

) )

dans lequel on suppose A;; # 0; a l'aide de la premiere ligne de ce systeme, on exprime la
composante x1 en fonction des autres:

1 = [b1 — Z Ay prg) /A

2<k<n

en reportant cette identité dans les lignes 2 a n du systeme linéaire, on obtient pour tout i,
(2<i<n)

[Aio — Ai1 X A 2/A11]T2
+[Ai3 — Aiq x A1 3/A1]xs

+Ain — Al X Ay /A, = [bi — Aig x bi] /A1

On introduit alors les notations A©) = A et b(©) = b, puis on définit la matrice AD) et le vecteur
b(M) suivant :

pour la premiere ligne 1 <j <n AS]) = Ag?])- et bgl) = bgo)

et pour les n — 1 dernieres lignes

pour2<i<n,et1<j<n Ag}j) = Agf)].) - AE’Ol) X Ag?ﬂ)./A(l?%

1 0 0 0 0
o0 =0 — A9 040

on obtient un systeéme linéaire équivalent au précédent, au sens ou les deux systemes admettent
la méme solution. Noter que la premiére colonne de la matrice A1) est nulle & I'exception du
coefficient Aﬁ

Si Aé% # 0, on peut réitérer le procédé en éliminant cette fois 'inconnue x5 des n — 2 lignes
j=3,4,...,n, et ainsi de suite... On génere ainsi une suite de matrices et de seconds membres
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par l'algorithme :
1) initialisation :
AD = A e R,
b =beR"
2) itérations: pour k =1,2,...n — 1 faire
(1) élimination de l'inconnue z
A =AM 1<i<k 1<j<n
AR = AT AR s ATV AR k<<, k<j<n
(2) modification du second membre
b = oY Al YAl k<i<n
fin

Noter que les coefficients AE? pour k <i<metl<j<knesont pas définis par ces formules,
car ils sont nuls par construction. Apres n — 1 itérations de cet algorithme (en supposant que les
différents coefficients A]gk,)c sont non nuls) la matrice A1 obtenue est une matrice triangulaire
supérieure et le systeme linéaire

A=1) 4 — p(n=1)

peut étre résolu a l’aide des formules du chapitre précédent et il a la méme solution que le
systéme initial Az = b, puisque tous les systemes linéaires A¥z = b* sont équivalents entre eux.

On introduit alors la matrice triangulaire inférieure LX) de rang n, identique & la matrice
I, a Pexception de la colonne k:
1 ,sii=yj
® 0 ,sii#jetj#k
Lij =0 .sii<ketj=k

— AR AR sii> ket j=k

soit encore

k) —

O R OO O OO

[N oNoNoNo ool
eNoNoNoNoeNel =
=N ool el =)
L I i e i e R ]
OO O, OO OO
= N oNoNoNoNoNo)

N el oNoNoNoNo)

0 1

et on vérifie que pour tout k<n, AR = L) A1) o p(*) = LE)p(E=1)  finalement, en posant
U=A"Y et L =LY LM on peut écrire

U=LA e Uzx=1Lb

ou U et L sont des matrices triangulaires inversibles ; le calcul de la solution x par les formules
de remontée est alors immédiat.
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La seule question qui se pose alors est de savoir si on peut toujours calculer cette matrice

AM=1) par les formules précédentes : il faut que pour cela A,(gkk_l) #0pour k=1,2,...,n— 1.
Si en cours de calcul, on rencontre un coefficient diagonal A,(gkk_ b nul, on peut procéder de la

facon suivante : on recherche dans la colonne k de la matrice A®~1 un coefficient Agklgl) non nul
pour i > k, et §’il en existe un, on échange alors les lignes i et k£ de la matrice. Cette modification
revient a multiplier a gauche la matrice courante A® =1 par une matrice de permutation P qui

)

. : k—1 .
amene le coefficient AE . sur la diagonale

k—1
1000000 o0y (AT x x x x x x X
0100000 0 o ARV X x x x x
0O 01 00 0 0O 0 OA;(gkg:l)XXXXX
00 0 00 010 ’ (k—1) (k=1
00001000 8 8 8Ak£ zXAk,k’X
00 0 0 0 1 0O 0 0 0 . ) i i i
00 01 0 0 0O 0 0 0 A(k_l) . A(k_l) .
00 0 0 0 0 01 ik ik!
0 0 0 X X X X X
soit
Ag]ffl) X X X X X X X
0 Ag’f{l) X X X X X X
0 0 Agf;l) X X X X
PAFY = 0 0 0 A(kk_l) X X A(’ZT” X
0 0 0 X X X X b'e
0 0 0 X X X X b'e
0 0 0 ARD %o x oAl
0 0 0 X X X X X

Dans la factorisation en cours, cette multiplication n’affecte pas les lignes d’indice inférieur
a k déja calculées, mais seulement les lignes ¢ et k£ de la matrice A®) - noter que les composantes
5D ot 55D goi e , . . o
X et by, doivent aussi étre échangées pour que le nouveau systeme linéaire soit équivalent
au précédent.

Que se passe-t-il si a étape k (k fixé) tous les coefficients A%_l) de la colonne k sont nuls?
Cela veut dire que 'on a obtenu une matrice de la forme

Aglffl) b'e b'e X X X b'e X
0 Ag’z_l) b'e X X X X X
0 0 Aggl) X X X X X
(k1)
0 0 0 0 x x Ak W X
0 0 0 0 x x X b'e
0 0 0 0 x x X X
0 0 0 0 x x Al(kle) X
0 0 0 0 x x X X

et la matrice A1) est donc au plus de rang n — 1 ce qui est contraire & 'hypothése A inversible

car la relation
AE=D — k=1 (Mg

entraine

dét(AFDY = dét(A) # 0.
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En effet, par construction des matrices L(k/), dét(L(k/)) = 1. On a donc obtenu le résultat suivant

Proposition 6.8.1 Soit A € R™ "™ wune matrice inversible, les matrices AK) générées par
Ualgorithme d’élimination de Gauss vérifient (aux permutations de lignes preés)

n
detA = [ AL #o.
k=1

Remarque 6.8.1 Cette méthode fournit donc aussi la valeur du déterminant de la matrice A.

Exercice 6.8.1 Montrer que pour tout k Uinverse L= de la matrice L®) est une matrice
triangulaire inférieure, définie par les relations

1, sii=j
0 ,sii#jetj#k

L =19 csii<ketj=k
ANV AR sii>ketj=k

6.9 La méthode de factorisation

Dans le paragraphe précédent on a obtenu pour une matrice A donnée, les matrices triangulaires
inversibles U et L. A I'aide du résultat de exercice 6.8.1, on écrit pour tout k, L=*) = 21, —L(#).

En posant alors
L=Lt=1L"® [~

on définit une triangulaire inférieure a diagonale unité, qui vérifie la relation
A=LU

Cette relation est appelée factorisation de Gauss de la matrice A. A partir de cette factori-
sation la solution du systéme linéaire Ax = b est obtenue en deux étapes:

— la descente, qui consiste a calculer le vecteur y solution de Ly = b.

— la remontée, dans laquelle on calcule le vecteur x solution de Uz = y.

6.10 Le complément de Schur

Une autre maniere d’introduire cette factorisation consiste a utiliser le partitionnement par
blocs de la matrice, en supposant le probléme partiellement résolu : on écrit la matrice A € R™*"

sous la forme
. ([Ah,l [A]1,2>
[Al2,1 [Al22
avec [A];; € RM*X™M [A]g; € R™XM[A]; 5 € R™*™2 [A]y5 € R™X™2 ol n; et ng sont deux
entiers naturels non nuls, tels que n = n; + ny. On suppose que dans cette écriture on connait
une factorisation du bloc: [A]1 1 = [L]1,1[U]1,1, avec [L]y,1, [U]1,1 € R™*™ matrices triangulaires
inversibles, [L]; 1 & diagonale unité.
Alors on écrit formellement

() - (e )= (% 1)

en identifiant les termes du produit, on obtient
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(Al =[LhalUlin [Ahe = [Lha[Uli2
[Al21 = [Ll21[Uh1 [Al22 = [L]21[Uh2 + S.

les matrices [L]11 et [U]1,1 étant connues et inversibles, on obtient ainsi

[Ul2 = [L]11[AlL2 et [Llag = [Al21U;

d’ou

[L]21[UN12 = [Al2aUs{ Ly 1[AlL2 = [Al21 AT 1[AlL2,

et
S = [Al22 — [Al21 A7 1 [A]L2.

La matrice S € R™2*™2 est donc directement définie & partir du découpage par blocs (partition)
de A; on I'appelle complément de Schur associé a cette partition. Si on suppose maintenant
que l'on sait factoriser la matrice S sous la forme S = [L]22[Ul22, avec [L]a 2, [U]22 € R™2*™2
matrices triangulaires inversibles, [L]s 2 & diagonale unité, on vérifie immédiatement que

A=z )= (50 )= (bt ) = (9 )

On peut élaborer maintenant une méthode de factorisation de la matrice A de la maniere
suivante : supposons que le coefficient diagonal [A]; ; soit différent de zéro, alors on peut écrire
[A]l1,1 = 1x [A]11, et on pose [L];1 =1 et [U]1,1 = [A]11; c’est-a-dire que l'on fait une partition
de A avec nq1 =1 et ng = n — 1. L’étude précédente montre alors que dans ce cas

[Uh2 = Li1[AlL2 = [Ale et [Llon = [Al21Ur ) = [Al21/[Al1

S = [Al22 — [A]2,1 x [A]12/[A]11

cette derniere relation peut encore s’écrire
Vi,j 2<4,7<n 82;17]‘,1 = [A]i,j — e DU

Ainsi & partir des coeflicients de A, on a obtenu un début de factorisation :
— en reprenant telle quelle la premiere ligne de la matrice: [U]; 2 = [A]12
— en divisant la premieére colonne de la matrice: [L]s1 = [A]2,1/[A]i1

— en calculant le complément de Schur: S = [A]22 — [A]21 x [A]1,2/[A]11.

A ce stade on voit que I'on peut continuer la factorisation de la matrice A, s’il est possible
d’effectuer les mémes opérations sur la matrice S, et pour cela il faut supposer S;; # 0! Si
cela est vrai, alors on applique la méthode précédente a la matrice S de rang n — 1 et ainsi de
suite. .. le rang de la matrice & factoriser diminuant d’une unité & chaque étape. En notant A®*)
et S*+1) les matrices générées successivement par la méthode (on prend A® = A et SO = §),
on résume les opérations dans l'algorithme
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pour k=1,...n—1 faire
si ALY #£0
Lk =1, [Uls = AL
pour i =k +1,...n faire
k—1 k—1
[Lin = A /AL
_ A=)
[Ulki = Ay
pour j =k +1,...n faire
(k—1) 4(k—1)
B Ak A _

(k) _ 4(k=1) (k—1) (k) 4 (k)
Aiaj o AiJ A(kfl) - Ai,j o Ai,k Ak,j
k.k
(k) (k)
Sickj-r = Aij
fin
fin

fin

-1)

. . . k
Si en cours de calcul, on rencontre un coefficient diagonal Aé . nul, on recherche dans la

colonne k de la matrice A®~1) ¢l existe un coefficient non nul, soit Ag’?l) pour i > k, et on
échange alors les lignes ¢ et k de la matrice. Cette modification revient a multiplier a gauche la
matrice courante S*) par une matrice de permutation Pk

(k) (k) (k) (k)

8 (1) 8 (1) 8 Sk,k o Sk,i ’ Si,k e Si,i

PRS®E 10 0 1 0 0 L - ) . )
1 0000 5(’,? N s,gk,g o S,E’“.)

00 00 1 S DT

Replacée dans le contexte de la matrice de rang n, cette échange de lignes revient a multiplier
a gauche la matrice A®=1) par une matrice de permutation P(i k) € Rm*®

. Lk O
P(Z’k):< 0" P(k))

: -1y _ (L O\ ([Llyr OY (Ul [Ule
P.k) A (o P) ([L]z,1 I 0o &W
Dans la factorisation en cours, cette multiplication n’affecte donc pas les lignes d’indice
inférieur & k déja calculées, mais seulement les lignes i et k des matrices L et A,

soit encore

—1)

Que se passe-t-il si pour un k donné, on ne trouve aucun coefficient Al( . différent de zéro
dans la colonne k7 Cela veut dire que I’on a obtenu une factorisation de la forme

() - (e )< (% )
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et la premicre colonne de la matrice S*) est nulle (détS*) = 0), alors
détA = dét[U]11 détS™ =0

ce qui est contraire a I’hypothese A inversible!
Au cours des calculs on peut étre obligé de faire plusieurs permutations de lignes pour amener
des coefficients non nuls sur la diagonale ; & la fin des opérations on a alors factorisé la matrice

P A= Plipm, km) Plim-1,km—1) ... P(is, k1) A=LU

La matrice P est une matrice de permutation qui prend en compte ’historique de ces modifications ;
on a ainsi démontré le résultat suivant

Théoréme 6.10.1 Si la matrice A est inversible, alors il existe une matrice de permutation P
telle que
PA=LU.

avec L matrice triangulaire inférieure a diagonale unité, U matrice triangulaire supérieure.

6.11  Stabilité numérique

On voit bien que cette écriture n’est pas unique puisqu’a chaque échange, on peut avoir le
choix entre plusieurs lignes pour effectuer la permutation. On peut alors introduire un critére
supplémentaire pour déterminer la ligne a permuter, par exemple un critere de stabilité numérique :

supposons que le coefficient courant A,(Ckk_ U soit petit, de 'ordre de ¢, alors les formules de calcul

k) _ 4= L1 e-1) 4 (e-1)
Aij =4 7oA T Ay
montrent que dans la matrice S®*) résultante le second terme est dominant, ¢’est-a-dire que 'on
a
Sk~ L, T
€
les vecteurs u et v représentant respectivement la colonne k et la ligne k& de la matrice A®—1.

Exercice 6.11.1 Montrer que pour tout u,v € R", tels que u # 0 et v # 0, la matrice u - v’ €
R™ ™ est de rang 1.

Ce résultat montre que la matrice S*) € R"2%"2 egt singuliere si ny > 1! Autrement dit, le
choix d’un petit coefficient diagonal peut conduire & une instabilité numérique de la factorisation.

Le choix de ce coefficient, appelé pivot doit étre effectué avec la plus grande attention, et
cela introduit naturellement deux variantes de la factorisation de Gauss:

— la factorisation avec pivot partiel revient a rechercher a chaque étape de l'algorithme le
plus grand coefficient en valeur absolue parmi les Ag,kkfl) pour ¢ > k. La permutation de lignes
associée a ce choix correspond & une multiplication a gauche de la matrice A par une matrice
de permutation P.

— la factorisation avec pivot total revient a rechercher a chaque étape de l'algorithme le

plus grand coefficient en valeur absolue parmi tous les A(k;-_l) pour i > k et j > k. Si on choisit

2,
un coefficient AZ(»’}_I) en dehors de la colonne k&, il faut ajouter & la permutation de lignes P(i, k)
une permutation de colonnes qui correspond & une multiplication & droite de la matrice A par
une matrice de permutation Q(j,%). En fin de factorisation, on a obtenu

PAQ=LU.
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Remarque 6.11.1 En reprenant les notations précédentes, on wvoit qu’une permutation de
lignes P(i, k) ou de colonnes Q(k,j) de la matrice S®) & I’étape k, ne modifie pas les blocs
déja calculés [L]11 et [Uly -

P(i,k) A Q(k,j) = <é 103) Gﬂ; ?) <[U(})171 [g&f) (é 6»02)
soit encore

’ N Lo 0\ ([Uhy [UleQ\ _ ( [Lh, 0 [Ulir [UlLe2@Q
PR AQUI) = (P[Li;l I) < 011 PSbE)Q) B <P[Lﬁ21,1 P[L]2,2> < 011 [U];,EQ)

)

Proposition 6.11.1 Soit A € R™ ™ une matrice inversible, pour des matrices de permutation
P et QQ données, la factorisation P A Q = L U est unique.

Preuve : Cela est évident par construction des matrices L et U, leurs coefficients étant déterminés
de maniére unique par les formules de I'algorithme ; mais on peut aussi démontrer ce résultat
par une méthode qui sera utile par la suite. Supposons qu’il existe des matrices triangulaires L
et L', U et U’ qui vérifient

PAQ=LU=LU

alors

(IN'L=UU"'=M soit L'M=L, e U =MU.

Si on écrit la relation L'M = L colonne par colonne, on obtient pour la colonne j

100 0 0\ (M, 0
x 1 00 0]f]fMs 0
x x 1 0 0 : =10
x x x 1 0 : 117
x x x x 1 anj X

on voit donc que nécessairement dans la colonne M;, les composantes d’indice strictement
inférieur a j sont nulles et que M;; = 1; M est donc une matrice triangulaire inférieure a
diagonale unité. Le méme raisonnement sur la relation (U')? = UT M™ montre que M est aussi
une matrice triangulaire supérieure a diagonale unité, soit finalement M = I, et

L=L e U=U.

6.12 Les méthodes directes

Dans la suite on appellera méthode directe de résolution d’un systéme linéaire Ax = b
tout algorithme qui calcule la solution x en un nombre d’opérations déterminé a priori; il s’agit
ici de faire la distinction avec les méthodes itératives - étudiées dans la suite du cours - pour
lesquelles le nombre d’opérations dépend du nombre d’itérations de la méthode, nombre qu’il
est impossible de connaitre & l’avance car il est 1ié au choix de la solution initiale z° € R"
relativement au second membre b.

Les méthodes d’élimination et de factorisation sont & ce titre des méthodes directes, car il
est évident que le nombre d’opérations nécessaires au calcul des matrices L et U est fini - ce
nombre d’opérations est calculé précisément plus loin - Par ailleurs le colit d’une descente et
d’une remontée est de 'ordre de 2n(n + 1) opérations.
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Noter que ce nombre d’opérations dépend des propriétés de la matrice A, car on peut tirer
parti d'une éventuelle symétrie par exemple. On distingue ainsi plusieurs types de factorisation :

— la méthode de Cholesky A = LL”, avec L matrice triangulaire inférieure. A doit étre
symétrique définie positive.

— la méthode de Crout A = LDL”, avec L matrice triangulaire inférieure & diagonale unité,
et D matrice diagonale. A doit étre symétrique inversible.

— la méthode de Gauss A = LU, avec L matrice triangulaire inférieure a diagonale unité, et
U matrice triangulaire supérieure. A doit étre inversible.

Dans ce qui suit, on reprend 1’étude de la factorisation de la matrice A dans une formulation
plus générale, en supposant uniquement que cette matrice est inversible.

6.13 Algorithme de factorisation de Gauss

Maintenant que ’existence des matrices L et U est établie, on vérifie que 'on peut calculer
leurs coefficients directement par identification: & partir des relations

Vij 1<ij<n  Ai;=> Lix Uk
k

on procede en calculant pour un indice k£ donné, tous les coefficients L.} de la colonne k de
la matrice L, puis tous les coefficients Uj. de la ligne k de la matrice U. Ce processus peut
étre représenté par les schémas suivants, dans lesquels les coefficients - sont supposés connus,
les coefficients = sont inconnus et le coefficient e est en cours de calcul a ’aide des coefficients

connus o.
1 o
1 o
1 o
1 o
- 1 o
Aij - - - o o o o e 1 X X X
x x 1 X X
x x x 1 X
Calcul d’un coefficient de L.
1 o
1 o
1 o
1 o
. - 1 o
A; o o o o o 1 e X
. x x 1 X X
X x x 1 X

Calcul d’un coefficient de U.

En résumé, pour une matrice A donnée, les coefficients des matrices L et U sont calculés (a
une permutation de lignes et de colonnes pres) par les formules
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pour k£ =1,...n — 1 faire
Lyp=1
Uik = Ak — Z Ly, ;Uj k
i<k
pour i =k +1,...n faire
Lig = [Aik =Y LiUikl / Ui
i<k
fin
pour i =k +1,...n faire
Uki= Ag,i — Z Ly, ;Uj.i
i<k
fin
fin

Remarque 6.13.1 ces formules sont différentes de celles de la méthode de Schur, mais elles
calculent les mémes matrices car la factorisation est unique.

Exercice 6.13.1 Les formules précédentes calculent les coefficients de la matrice L colonne
par colonne, et ceuzx de la matrice U ligne par ligne. Montrer que l’algorithme suivant définit les
mémes matrices, bien que les coefficients de la matrice L' soient calculés ligne par ligne et ceux
de la matrice U’ colonne par colonne.

pour k=1,...n — 1 faire
pour i =1,...k — 1 faire
;c,i = [Alm‘ - Z L?g,j ]/z] / Uz/z
j<i
fin

pour i =1,...k — 1 faire

/ / !
= A=) LUy

j<i
fin
fe =1
U = App — Z Ly, Uik
j<k
fin

6.14 Cotut calcul

Proposition 6.14.1 Soit A € R™ "™ une matrice inversible, et b € R™ un vecteur, le nombre
d’opérations élémentaires nécessaires au calcul de la solution du systéme linéaire Ax = b par la
méthode de Gauss est de 'ordre de n/3.
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Preuve : Traitons d’abord le cotit de la factorisation de Gauss par les formules précédentes : pour
déterminer la colonne k de L (respectivement la ligne k de U), il faut calculer n—k—1 coefficients
(respectivement n — k coefficients), chacun d’eux nécessitant k opérations élémentaires (+,*) soit
al'étape k de l'ordre de 2(n—k)k opérations élémentaires. Pour k variant de 1 & n, on a finalement
un nombre total d’opérations en n3/3 . Maintenant que les matrices L et U sont calculées, le
calcul de la composante k£ du vecteur y vérifiant Ly = b comprend k opérations élémentaires
(+,*), de méme que celui de la composante k du vecteur x vérifiant Uz = y. Chaque résolution
de systéme linéaire triangulaire nécessite donc n(n + 1)/2 opérations élémentaires (+4,*).

Le cofit total de la solution du systeme linéaire Az = b est donc de I'ordre de n?/3 opérations
élémentaires (+,%). ]

A noter que la partie la plus colteuse de l'algorithme est la factorisation A = LU, en
conséquence lorsque 1'on a plusieurs systeémes linéaires a résoudre avec la méme matrice A, on
ne calcule les matrices L et U qu’une seule fois!

Exercice 6.14.1 Quel est le temps calcul de la solution d’un systéme linéaire d’ordre 20 en
utilisant cette méthode ?

Réponse: 2,33 x 1072 s = 2,33 nanosecondes !

6.15 Factorisation de Gauss-Jordan. Factorisation de Crout

Dans la factorisation précédente A = LU, on a imposé le choix d’une matrice L triangulaire
inférieure & diagonale unité. Si on note D la matrice diagonale formée & partir des coefficients
diagonaux de U : D;; = U; ;, alors

A= LU= LDU

encore appelée factorisation de Gauss-Jordan, dans laquelle la matrice U est triangulaire supérieure
a diagonale unité. Les coefficients des matrices D et U sont déterminés a partir des coefficients
de U par les relations

pour i =1,...k faire
Uri=Uix | Uk = Uik | Dk
fin
fin

Cette écriture s’avere utile dans le cas ou la matrice A est symétrique, en effet on a alors

Proposition 6.15.1 Soit A € R™ " une matrice inversible et symétrique, o une matrice de
permutation P prés, la factorisation PAPT = LDLT est unique.

A=LDU = AT =0TDTL"
et en utilisant la Proposition 6.11.1 sur 'unicité de la factorisation de Gauss, on a

L=UT e DU=DTLT
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on obtient ainsi la factorisation de Crout :
A=LDL".
Par identification, les coefficients de L et D sont calculés suivant

pour k =1,...n faire
Lk,k =1 et Dng = Ak,k — Z L;%’j
i<k
pour i =k +1,...n faire
Lig = [Aik =Y LijLks] / Dig-
j<k
fin
fin

La résolution du systeme linéaire Ax = b s’effectue alors en trois étapes: le calcul du vecteur
2z solution de Lz = b, puis du vecteur y par Dy = z et enfin du vecteur « par LTz = y. Le cofit
calcul de ces trois résolutions est identique a celui de I’étape correspondante de la méthode de
Gauss puisque la matrice L est a diagonale unité.

Noter que pour transmettre la propriété de symétrie aux différentes matrices qui interviennent
dans le calcul précédent, il faut effectuer une permutation simultanée des lignes et colonnes de
la matrice A®); ainsi & la fin des opérations la matrice Q de la Proposition 6.11.1 n’est autre
que PT.

Ceci implique que dans la stratégie du pivot total la recherche du meilleur pivot est limité
aux coefficients diagonaux de la matrice en cours de calcul, pour conserver la symétrie. Cette
contrainte peut étre levée dans le cadre de la factorisation par blocs, qui sera étudiée plus loin.

6.16 Factorisation de Cholesky

Supposons maintenant que A € R™*" soit une matrice symétrique définie positive, il résulte
de la Proposition 6.15.1 que 1'on peut écrire P A PT = L D L ; de plus on peut écrire

VeeR" x#0 (z,Az) = (2, P"'LDLT Pz) > 0

pour tout y = LT Pz # 0, on a donc = (y, Dy) > 0, la matrice diagonale D est donc définie
positive, et pour tout 1 < i < n, D;; > 0, ce qui permet de définir la matrice diagonale D'/?
2 _ v/D; ;. En posant alors £ = LD'2, on obtient finalement

4,1

par D
PAP =T

Proposition 6.16.1 Soit A € R™" une matrice symétrique définie positive, il existe une
matrice L triangulaire inférieure, telle que la factorisation

rPAPT = T

est unique a une matrice de permutation P prés.



96 Ciarlet et Joly

En utilisant les formules générales, les coeflicients de £ sont calculés colonne par colonne par
les relations

pour k£ =1,...n faire
Lip = [Apk — Z £i7j]1/2
i<k
pour i =k +1,...n faire
Lig=[Aix — Z LiiLij] | Lk
j<k
fin
fin

Exercice 6.16.1 Montrer que l’on peut aussi calculer la matrice L ligne par ligne suivant
pour k =1,...n faire

pour i =1,...k — 1 faire

Lyi=[Ari— > LijLlij]l / Lii

j<i
fin
Lk =[Ars =D Li 1"
i<k
fin

Une conséquence importante de la Proposition 6.11.1, dans le cas ou la matrice A est
symétrique définie positive, est que I'on n’a pas besoin de vérifier que les termes

A=Y L}
j<k

sont tous strictement positifs, pour tout k. L’existence des coefficients diagonaux Ly étant
assurée par la Proposition 6.11.1, il suffit de vérifier par identification que I'on peut les calculer
de cette maniere.

Noter que cette propriété n’est pas satisfaite si A est supposée seulement symétrique : dans
la factorisation de Crout certains coefficients diagonaux D;; peuvent en effet étre négatifs.

Une autre conséquence remarquable de la Proposition 6.11.1 peut étre obtenue en faisant
intervenir a nouveau la matrice complément de Schur & :

A— Arn A
Ag1 Az
avec Al,l _ A{l c Rnlxrn, A2)1 c anxn1’ A172 — A%—Jl c RanHQ, A272 — A%“Q c Rn2><n2’

n = n1+ng et on suppose que I’on connait une factorisation de Cholesky du bloc: A; 1 = Elylﬁripl
, avec L11 € R™*™ matrice triangulaire inférieure, alors

e <A1,1 A1,2> _ (»Cl,l 0 ) « <In1 0) % (L{l £2T,1>'
Az1 Az Loy I, 0o S 0 I,
Proposition 6.16.2 Soit A € R™" une matrice symétrique définie positive, pour tout couple

(n1,n2) avec ny + ng = n, le complément de Schur S € R"2*"2 est une matrice symétrique
définie positive.
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Preuve : Par construction la matrice S = Ago — 6271551 est symétrique; il suffit alors de
prendre des vecteurs « € R™ dont les nj premieéres composantes sont nulles pour obtenir

T
_ 0 A171 A%’:l 0
man=(3) (4 a) (5
C(oN\" (L1 O (T O\ (LT £ (0
“\z) \Lo1 I, 0 S 0o I, )\

ainsi

VieR™ &40 (2,8%)>0

Remarque 6.16.1 Une conséquence importante de ce résultat est que les permutations de lignes
ou de colonnes sont inutiles pour effectuer la factorisation de Cholesky; la matrice P de la
Proposition 6.16.1 est donc la matrice identité I,.

6.17 Cout calcul

Proposition 6.17.1 Soit A € R™™"™ une matrice symétrique (éventuellement définie positive),
et b € R™ un vecteur, le nombre d’opérations élémentaires nécessaires au calcul de la solution
du systéme linéaire Az = b par la méthode de Crout (ou Cholesky) est de l'ordre de n®/6.

Preuve : A partir de la Proposition 6.14.1, il suffit de remarquer les matrices L ou £ ont moitié
moins de coefficients que les matrices L et U, en conséquence le cotit calcul de la factorisation
est divisé par deux! ]

6.18 Factorisation par blocs

Dans ce qui précede les matrices triangulaires qui définissent les différentes factorisations
ont été calculées coefficient par coefficient, on peut a ce titre les qualifier de factorisations
ponctuelles ; cependant si on effectue une une partition des matrices A, L et U en p X p blocs,
on obtient formellement
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Dans cette écriture seuls les blocs diagonaux sont nécessairement carrés, par identification on
obtient la factorisation par blocs de Gauss

pour k =1,...p faire
Lk [Uler = [Alkr — Z [Llk ;U] 1 factorisation ponctuelle du bloc [A], j
i<k
pour i =k +1,...p faire
(L)t [Uk ke = [Alik = D [Llig (U]
j<k
fin
pour i =k+1,...p faire
[LleklUlki = [Alei — Y (LUl
j<k
fin
fin

dans cette écriture les produits [L]; ;[U]; sont des produits de matrices, et les blocs [L]; et
[U]k,i sont obtenus par résolution de systemes linéaires & matrice triangulaire supérieure, et dont
les seconds membres sont des matrices :

[UlislLlie = [BI" et [LleplUlki = [B].

Comme pour la factorisation de Gauss ponctuelle, il peut étre nécessaire d’effectuer des
permutations de lignes ou de colonnes afin de placer des blocs réguliers sur la diagonale.

Il existe également la factorisation de Crout par blocs

pour k=1,...p faire

[L]k,k[D}k,k[L]z,k = [Alpr — Z [L]k,j[L}Zj factorisation ponctuelle du bloc [A]}, j,

i<k
pour i =k +1,...p faire
[DiilLlin = [Alix — Y [Llij[LIF;
i<k

fin

fin

et la factorisation de Cholesky par blocs
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pour k =1,...p faire

[L]kk[L};‘gk = [Alpr — Z 1 [L];‘gj factorisation ponctuelle du bloc [A]y, &

i<k
pour i =k +1,...p faire
(Ll kLT = [Alig — Y [Llis[LIE;
i<k

fin

fin

Cette élégante formulation est récursive puisque I'on peut y remplacer a nouveau les facto-
risations ponctuelles par des factorisations par blocs. .. Cette approche est intéressante pour un
calcul concret sur ordinateur dans le cas de matrices géantes qui ne tiennent pas en mémoire
(on les découpe alors en blocs suffisamment petits) ou le plus souvent pour des matrices qui ne
sont effectivement connues que sous la forme d’une partition.

Une autre application de cette formulation est la recherche d’un pivot extra-diagonal pour des
matrices symétriques dont la factorisation pose des problemes numériques, comme par exemple
les matrices non définies. En effet dans le cas d’une stratégie de pivot total par points, il faut
pour préserver la symétrie, limiter la recherche du coefficient de plus grande valeur absolue aux
seuls termes diagonaux. Cette procédure peut s’avérer inefficace si les coefficients diagonaux sont
trop petits. On applique alors la technique des pivots jumeaux: supposons qu’a ’étape k de
la factorisation, le pivot idéal Sy, 7 = Sy soit en position extra-diagonale

)

Sk - Sk

S — . .
Sk ¢ Sww

alors a l'aide d’une permutation symétrique des lignes et des colonnes, on commence par écrire

Sk Sk
. Sk Sk
PSP = .

puis on effectue une factorisation par blocs symétrique de la matrice S avec un premier bloc
diagonal 2 x 2, et les autres blocs diagonaux de la partition de rang 1. On assure ainsi la stabilité
numérique de la factorisation, tout en conservant la symétrie.

6.19 Profil et conservation du profil

Une propriété importante des matrices que ’on rencontre fréquemment en calcul scientifique
est leur caractere creux: pour les matrices qui proviennent de l'approximation de la solution
d’une équation aux dérivées partielles par la méthode des différences finies ou la méthode des
éléments finis, le nombre de coefficients non nuls par ligne est petit (de U'ordre de la dizaine) et
cela quel que soit le nombre total d’inconnues n. L’exploitation de cette propriété apporte une
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économie considérable tant sur le plan du temps calcul, que de la place mémoire (différentes
formes de représentation de telles matrices sont détaillées dans le chapitre 16). Examinons un

exemple :

(e ¢ 0 ¢ 0 0 0O e

e o ¢ 0 0O © 0 @

0O o ¢ ¢ 0 ¢ 0 e

Al 0O ¢ ¢ 00O 0O

00 0 0O e ¢ 0 O

0O ¢ ¢ 0 o o (0 o

00 0 0 O0O0 0
| o o ¢ 0 0O o 0 o |

Ciarlet et Joly

Les coefficients non nuls de cette matrice sont représentés par le symbole e et les autres par
0. Pour chaque ligne k de la matrice A, on peut définir il(k) le plus petit indice de colonne
[ inférieur ou égal a k tel que Ay; # 0; on définit de méme pour chaque colonne k, ic(k) le
plus petit indice de ligne [ inférieur ou égal a k, tel que A;; # 0. En supposant la matrice A
inversible, méme si tous les coefficients extra-diagonaux sont nuls, on a il(k) = k (respectivement
ic(k) = k).

On introduit alors les ensembles

PI(A) = {(k,1),1 <k <n,il(k) <I<k}
et
Pe(A) ={(l,k),1 <k <mn,iclk) <<k}
Quand la matrice A est symétrique
(k,1) € Pl(A) < (I, k) € Pc(A)
dans le cas d’une matrice non symétrique, on supposera que cette propriété est encore satisfaite

(c’est vrai pour les cas qui nous intéressent).

Définition 6.19.1 on appelle profil de la matrice A
— Uensemble Pr(A) = {(k,1),1 <k <n,il(k) <1<k} = Pl(A) si A est symétrique
— Uensemble Pr(A) = PI(A) U Pc(A) sinon

Remarque 6.19.1 1) dans le cas A symétrique, la définition Pr(A) = PI(A) fait intervenir la
partie triangulaire inférieure de la matrice A, on peut utiliser de maniére équivalente la partie
triangulaire supérieure : Pr(A) = Pc(A).

2) on voit que par définition (i,j) € Pr(A) n'entraine pas que A; j # 0, en d’autres termes il
peut exister des coefficients de A nuls a Uintérieur du profil! Il faut donc distinguer [’ensemble
Pr(A) de l’ensemble

Sq(A) = {(k,1),1 <1<k <n, Ay #0}

qui est appelé le squelette de la matrice A.
3) on a défini le profil ponctuel, il est évident que l’on peut associer & toute partition de
la matrice A un profil par blocs.



Optimisation et algebre linéaire. 101

Proposition 6.19.1 Les factorisations de Gauss, Crout et Cholesky conservent le profil.

Preuve : Dans la factorisation de Gauss
LU=A

on examine la colonne k de la matrice U, qui est solution d’un systeme linéaire triangulaire de

la forme

00 0 0
000 il(k)
0 0
0

MoM M M R
I
e o o o O

dans lequel le second membre est la colonne k de la matrice A. Comme pour la Proposition
6.11.1, on en déduit que les il(k) — 1 premiéres composantes de la colonne k de la matrice U
sont nulles. Cette propriété est vraie pour toutes les colonnes, k = 1,...,n. Les matrices U et A
ont donc méme profil (pour la partie triangulaire supérieure), en conséquence Pc(U) = Pc(A);
on montre de méme PI(L) = PI(A) . Cette propriété est commune aux trois factorisations, la
structure des calculs étant identique. [ |

Remarque 6.19.2 ce résultat est valable pour le profil par points comme pour le profil par blocs.

Remarque 6.19.3 Pour les matrices symétriques creuses, on définit la largeur de bande de la
ligne k par la relation Ib(k) = k—il(k)+1. La largeur de bande moyenne d’une matrice A € R"*"
est donc | = [y p_, l(k)]/n (la notion de largeur de bande est détaillée au chapitre 16). Pour les
matrices creuses la largeur de bande moyenne | est en général petite devant n; pour ce type de
matrice, on montre que le coit calcul de la factorisation de Cholesky est de 'ordre de nil?.

Ce qu’il faut retenir

1. les formules classiques de calcul de la solution d’un systéme linéaire (type formules de
Cramer) ne sont pas adaptées a résolution sur ordinateur des grands systémes linéaires.

2. des algorithmes spécifiques doivent étre utilisés ; leur principe repose sur 'utilisation de
méthodes de résolution de systeémes linéaires a matrice triangulaire.

3. toute matrice carrée A peut s’écrire sous la forme d’un produit de deux matrices triangulaires.
Quand A est inversible cette propriété permet de définir

(a) la factorisation de Gauss: A = LU, avec L matrice triangulaire inférieure avec des 1
sur la diagonale, et U matrice triangulaire supérieure inversible,

(b) si A est symétrique, la factorisation de Crout: A = LDL”, avec L matrice triangulaire
inférieure avec des 1 sur la diagonale, et D matrice diagonale inversible,

(c) si A est symétrique définie positive, la factorisation de Cholesky: A = LLT, avec L
matrice triangulaire inférieure inversible.

4. les matrices L, D et U sont uniques aux permutations de lignes et colonnes pres.

5. les factorisations de Gauss, Crout et Cholesky conservent le profil.
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Chapitre 7

Normes vectorielles et matricielles

7.1 Introduction

On rappelle dans ce chapitre quelques notions indispensables a 1’étude des propriétés des
matrices en vue de la résolution de systemes linéaires par des méthodes itératives, mais aussi
pour le calcul des valeurs propres et vecteurs propres. L’outil principal introduit dans ce chapitre
est la norme (de vecteur ou de matrice) qui permet de définir la notion de convergence de suites
(de vecteurs ou de matrices).

On établit également un lien entre les valeurs propres des matrices et certaines de ces
normes ; enfin on introduit la notion de conditionnement d’une matrice, tres importante pour
les applications numériques.

7.2 Normes de vecteurs

Définition 7.2.1 soit E un espace vectoriel sur R, on appelle norme une application de E dans
R*, notée || - ||, qui vérifie les trois propriétés suivantes :

-Vz e E, VA €R, ||Az] = |A| ||z

Ve eE, Vy e, |z +yll < [zl + [yl

“|lz]l =0 <= x=0.

La seconde propriété est appelée inégalité triangulaire ; un espace vectoriel muni d’une norme
est dit espace vectoriel normé. Il est immédiat de vérifier que I'application ”valeur absolue” est
une norme sur l’espace vectoriel R.

D’une fagon plus générale, si [E est un espace vectoriel sur R de dimension finie n, et si
B = {b1,bs,...,b,} est une base de E, tout vecteur de E s’écrit de maniére unique

T = oa1by + agby + ... + aby,
A Taide des coordonnées «; € R, on définit I'application ||.|| de E dans RT par
Izl = (0 + 03 + ... +a2)'/?

cette application est une norme, appelée norme euclidienne ou encore norme canonique.
Si E est un espace vectoriel sur R de dimension finie n, muni d’un produit scalaire (-,-), on
peut définir une norme par la relation

|zl = (2, 2)"/?

par exemple le produit scalaire euclidien dans R™ est défini suivant :
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lzll = (2,2)"? = (af + a3 + ... +a7)

Remarque 7.2.1 la réciproque n’est pas vraie, il existe des espaces vectoriels normés qui ne
sont pas euclidiens, car la norme doit posséder des propriétés supplémentaires pour permettre
de définir un produit scalaire.

Proposition 7.2.1 [Inégalité de Schwarz] Pour tout couple de vecteurs z,y d’un espace vectoriel
euclidien E sur R

[z, )| < llzll x [lyll-
Preuve :
Vi,y eENVAER  (Az+y, e +y) = Az + y)?
= N(z,x) + 2X\(z,9) + (4, 9)
= N||z[1* + 2A(z, ) + [ly|®

en prenant x # 0, le trinome du second degré en A garde un signe constant quel que soit la
valeur de A € R, ce qui implique que le discriminant est négatif, soit

(@,9)* = [l=[* lyI* < 0.
|

D’une maniere générale, a ’aide des coordonnées «; d’un vecteur x dans la base B on peut
lui associer, pour tout entier p > 0 fini, les normes suivantes appelées norme de Hdlder

1
2]l = (laa P + |azlP + ... + |anP)/P

cette définition comprend les cas particuliers

n n
Izl = el et fala = loul*)?
=1 i=1

et s’étend au cas p = co avec la norme ||z|/o = max; |y
On montre alors la majoration suivante, appelée inégalité de Holder

Ve e E [z, 9)| < [zl lyllq

pour tout couple d’entiers p > 0 et ¢ > 0 liés par la relation
1 1
-+ -=1.
p q

L’inégalité de Schwarz est donc un cas particulier de 'inégalité de Holder.

Définition 7.2.2 on dit que deux normes || - || et ||| - ||| définies sur un ensemble E sont
équivalentes s’il existe deux constantes positives C,, et Cyr telles que :

VeeR  Cpllz| <|llzfl] < Car [l]-

Théoréme 7.2.1 Dans un espace vectoriel & sur R de dimension finie toutes les normes sont
équivalentes.
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On admettra ce résultat qui prend les formes particulieres suivantes, dans un espace vectoriel
E de dimension finie n :

]l < llzfls < v [l2(l2
12]loo < llllz < v 2]l

[2lloo < flzfli < nfl2loo-

Proposition 7.2.2 Soit E et F deuz espaces vectoriels euclidiens sur R de dimension finie n et
m, et soit f une application linéaire orthogonale de E dans F, alors

Ve,ye B [l (@)lm = (@]l

Preuve : En effet par définition de I'orthogonalité, on a

Ve eE  |If @)l = (F(2), f(@)m = (@,2)n = 2]

On dit encore que f conserve la norme, et c’est donc une isométrie. [ |

7.3 Normes de matrices

D’apres 1’étude des applications linéaires I’ensemble R™*™ des matrices a m lignes et n
colonnes est un espace vectoriel sur R de dimension m x n ; on peut donc considérer toute matrice
A de R™*™ comme un vecteur & m X n composantes et ainsi utiliser une des normes vectorielles
précédentes pour définir || A\, . Il est cependant nécessaire d’introduire une condition supplémentaire
pour obtenir un outil de démonstration de la convergence de suites et de séries de matrices.

Définition 7.3.1 On dit que la norme vectorielle ||-|| définie sur R™*™ est une norme matricielle,
si et seulement si elle vérifie pour tout couple de matrices A, B de R™*"

IAB] < Al 1B

Il est alors possible de définir une norme matricielle a partir des coefficients de la matrice,
c’est la cas de la norme de Schur-Frobenius (voir la Proposition 7.3.3)

i=mj=n

1AIE =)D 14,

i=1 j=1

Mais si E et F sont deux espaces vectoriels sur R de dimension finie, il existe une bijection
entre ’ensemble L(E,F) des applications linéaires de E dans F et I'ensemble R™*™: on peut
alors définir une norme a partir de 'application linéaire associée: si A est la matrice associée a
I’application f

1/ (@)[lr

|A]| = max “———
w20 |z]lE
Cette application satisfait aux axiomes de la Définition 7.2.1 et aussi a la Définition 7.3.1
(voir la Proposition 7.3.3) ; on dit que cette norme est associée a la norme vectorielle || - ||, ou
induite par la norme vectorielle, ou encore subordonnée a la norme vectorielle.
Dans le cas particulier o E = R™ et F = R™, la matrice A est rectangulaire A € R"™*" et
on note

HAle
A = max .
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Enfin dans le cas m = n, il est d’usage de noter de la méme facon la norme vectorielle et la
norme matricielle associée :

| Az|n
Pour éviter toute confusion les vecteurs sont représentés par des lettres minuscules et les matrices
par des majuscules.

A =
| Al max

Proposition 7.3.1 Pour toute matrice carrée A € R™™ les normes matricielles de Hélder
vérifient

, | Az ||y
7 Al|l; = max :maxg A; 5.
) H || I#O ||.’E||1 J - | Z,J|
3 || Az | o

Alloe = = A; .
@) [ Alloo = max = = = max Ej |Ai.j]

Preuve : Pour tout vecteur v € R"
vl = 1Y Asyosl <30 Al vl < (max Y [Aq ) o]l
i i g 7
pour obtenir ’égalité, on construit un vecteur v particulier : soit jy un indice pour lequel
D 1Al = max > 1Al
i i

le vecteur ej, dont toutes les composantes sont nulles a l'exception de e;, = 1 répond a la
question.

De méme

[ Avloo = max| D A ju;] < (max Y [ Ai])[v]loo;
J J

soit g un indice tel que

i

D [ Ai 4l = mgXZ |Aij
i i

le vecteur v dont les composantes sont

AA .
v; =1 si Aio,j =0 et v; = ‘0.J si Aio,j #0
| Aig ]

permet d’atteindre I’égalité. [ |
Proposition 7.3.2 La norme de Frobenius || - ||p n’est pas une norme matricielle induite.

Preuve : On pose p = min(m,n) et si I, est la matrice identité d’ordre p, on considere la
matrice I, , € R™*" définie par

Imm:(%’) sim>n, Ippn=(I, 0) sim<n,et Ip,=1, sin=m=p;

par définition ||I,, | = /P, alors que pour toute norme induite on doit avoir

I
Lo llimn = max 7” m’"x”m =1.
b b

w20 [z
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On notera encore que pour toute matrice A € R**™
[A]l2 < [[AllF < Vnl|All2.
Proposition 7.3.3 Les normes || - ||mn €t | - ||F vérifient

VA e R™" BeR"P |AB| < ||A]l ||B]|-

Preuve : Traitons d’abord le cas de la norme || - ||, , ; pour cela on considere trois entiers m, n
et p et les espaces vectoriels R"™*™ et R™*P munis de leur norme induite : pour toutes matrices
A€ R™" et B € R"™P le produit AB est une matrice de R™*P qui vérifie

|ABx|lm _ [ABz|m || Bzlln _ | Aylm | Bl
= <m max .
lellp  a#0Bzz0 [[Balln  llzl, — w20 lylln 220 [zl

Pour la norme de Frobenius,

1ABllm,p = max

n

|AB|% = ij S (4B, = fj Z(an AigBrj)’ < <fJZA Q. Z Bi;)
i=1 j=1 k=1

i=1 j=1 i=1 k=1 j=1k=1

Proposition 7.3.4 Les normes matricielles || - ||mn et || - ||F vérifient

vAER™™  max|Aij] < [|Aflmn < [Allr < Vmn (| Almn.

Preuve : D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout vecteur z € R™ et tout vecteur
y € R” tels que x #0 et Ay #0, on a

(@, Ay)| < [lzllm [[Aylim

soit

(2, Ay)| [ AYllm

[zllm N1ylln = [yl

Pour tout entier ¢ donné, 1 < i < m, on prend z € R™ tel que toutes les composantes sont nulles

sauf z; qui vaut 1, et pour tout entier j donné, 1 < j < n, on prend y € R™ tel que toutes les

composantes sont nulles sauf y; qui vaut 1. Alors ||z|/, = 1, ||ylln = 1 et (z, Ay) = A; ;. Ainsi

pour tout couple (i,j) vérifiant 1 < i < m, et 1 < j < n, |A; ;| < [[Al[mn; d’out la premiere
majoration en passant au maximum.

< [|Allm.n-

En utilisant la majoration

n n n

2O ZZAZJ Z ) = 1A% ll2IZ,
j=1

=1 j=1 =1

|Az||?, = Z ZA )< I

=1 j=1 =1 j=1
donc [|Allmn < [[Allp-

Enfin en majorant chaque coefficient de la matrice A, puis en utilisant la premiere inégalité,

on obtient
[AllF < vmmr;%XIAi,jl < vmn||Allmn
||

Remarque 7.3.1 cette proposition illustre encore un cas particulier d’équivalence des normes :

[Allmn < |AlF < vVmn|[Allmn
et 1
S Al < Al < 14l
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Proposition 7.3.5 Pour toute matrice A € R™™™ et toute matrice orthogonale Q € R™*"
QA2 = [|AQ]l2 = [|All2-

Preuve : Ce résultat découle directement de la Proposition 7.2.2 en écrivant

Qs Al

QA||2 = ma = = || All2;
H ||2 x#0 ||.’E||2 x#0 ||.T||2 ” ”2
de méme
AQx AQzx
|AQ|l2 = max 7“ E = max 7“ E = || Al|2-

w0zl w20 [|Q]l2

Remarque 7.3.2 cette propriété se généralise dans le cas complexe aur matrices U unitaires :

IUA[l2 = [[AU][2 = [[All2-

7.4  Valeurs propres

Il existe de nombreuses relations entre les valeurs propres et les normes des matrices carrées.
Avant de les étudier il faut faire quelques rappels (le chapitre 10 est dédié a 1'étude des valeurs
propres et vecteurs propres des matrices, certaines définitions sont reprises ici pour simplifier la
lecture du polycopié).

Définition 7.4.1 soit A € R™*™ une matrice, on appelle polynéme caractéristique de A le
polynome de degré n en la variable A défini par

p(\) = dét(A — \L,).

On appelle valeur propre \; de la matrice A toute racine du polynome caractéristique.
Noter que si A est une matrice a coefficients réels, le polynéme caractéristique admet n racines
A; complexes, distinctes ou non.

Si \; est valeur propre de A, alors la matrice A()\;) = A — \;I,, est singuliére et le noyau
de I'application linéaire associée n’est pas réduit au vecteur nul. Soit v; un vecteur non nul de
Ker f(\;), il vérifie

A(/\z)vl = Avi - )\ivi =0

soit
AUZ‘ = )\ﬂ}i .

Un tel vecteur est appelé vecteur propre associé a la valeur propre ;.

Définition 7.4.2 le rayon spectral de la matrice A € R"*"™ est le réel positif

p(A) = max [\i(4)
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7.5 Normes des matrices et valeurs propres
Proposition 7.5.1 Pour toute matrice A € R"*" et toute norme matricielle || - ||
p(A) < [ A].

Preuve : On fait la démonstration pour les normes induites, la démonstration complete est
dans [13]. Soit A une valeur propre de A et v un vecteur propre associé :

Av =l = [A[[o]| = [|Av]| < [[A[[[[v]];
soit pour toute valeur propre A

Al < 1Al = p(A) < [ 4]

Proposition 7.5.2 Pour toute matrice A € R™*"™ et tout € > 0, il existe une norme matricielle

|- || telle que
Al — & < p(A).

Preuve : Pour obtenir ce résultat, on utilise une propriété importante des matrices carrées (voir
la Proposition 10.3.4) : toute matrice A € R™™ peut s’écrire sous la forme A = QTQ*, ou Q
est une matrice unitaire (Q* = Q1) et T' une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale
est formée des valeurs propres de la matrice A (ces valeurs propres peuvent étre complexes ou
réelles, nulles ou non, distinctes ou non et ne sont pas rangées suivant leur module) :

A X X X X X
0 X X
T — 0 0 X
0 0 0 X
0 0 0 0 .0X
0 0 0 0 0 A

Soit ¢ un nombre réel strictement positif, on construit maintenant la matrice diagonale D € R™*"

6 0 0 0 0 O
06 0 0 0 0
0 0 - 0 0 O
D= . ;
0 0 O 0 O
0 0 O o . 0
0 0 O 0 0o o
alors
A1 5T1’2 (52T1’3 (5“71T1,n
0 )\2 (5T2’3 6n_2T2,n
@D)'a@py=p"'rp=| % Y i :
0 0 0o . 82Th-on
0 0 0 0 (STn—l,n
0 0 0 0 0 An
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Pour une matrice A € R™*"™ et un réel € donnés, on peut trouver § € R tel que
max | 57T 5| < =/n;
1<)

alors la norme matricielle (dépendant de A et €) définie pour toute matrice B € R™*™ par

I1Blla.c = (QD)™ " B(QD)llx

vérifie I'inégalité
HAHA,E < m;cLX |>\1| +e

Cette norme est la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle
-1
v [(@D) v]loo
car

- o @D B@D e _ QD) Bl
1(QD) 'B(QD)||o = ma e D

Proposition 7.5.3 Pour toute matrice A € R™*"
p(A) < ||All2 = p'/*(AT A);
pour toute matrice A € R™"™ symétrique
p(A) = [[All2-
Preuve : D’aprés la Proposition 7.5.1 on a toujours p(A) < ||Al|2; de plus par définition

Az || (Az, Ax) 1/2 (ATA%-’B) 1/2 1/2/ 4T
[[All2 M e ) rggg( ) ) p/ (A7 A)

En effet ATA € R™ ™ est une matrice symétrique, qui admet une base de vecteurs propres
orthogonaux {v1, ve, ..., v, } (voir la Proposition 10.3.3); en rangeant les valeurs propres associées
Xi(AT A) par ordre de module décroissant :

M(ATA) < N1 (ATA) < ..o < X (ATA) < M (AT A)
on obtient pour tout vecteur u € R”

u = iawi, et Au = z”: ai)\i(ATA)vi.
i=1

=1

Ainsi

AU,AU 7-1_ (07 2 )\z ATA 2 V5, Uy
L) 2o R R I e (AT ) = (A7)
) i=1 105 1\Vi, Vs =L

Dans le cas d’une matrice A symétrique, on écrit de méme
(Au, Au) i1 02 AF (A) ] (vi, vi)

- =< 2(4))2 = p*(A).
(u, ) ST o) S N A =54)
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Plus généralement, pour toute matrice A € R™*™ la matrice AT A est symétrique, et ses
valeurs propres sont réelles positives. A toute valeur propre /\(ATA) > 0, on associe la valeur
singuliére o(A) de la matrice A par la relation

o(A) = A/2(AT A).
De manicre classique, on range les valeurs propres \;(A” A) par ordre de module décroissant :
M(ATA) <X\ 1(ATA) < ... < X(ATA) < A (AT A)
et de facon cohérente, les valeurs singulieres de la matrice A:
on(A) <op_1(A) < ... <02(A) <o1(A).
La Proposition 7.5.3 peut alors se résumer sous la forme || A||s = 01(A).
Proposition 7.5.4 Pour toute matrice A € R™™ la norme de Schur-Frobenius vérifie
n
AN = > 14 = Y X(ATA) = Y of(A).
ij=1 i=1,n i=1,n
Preuve : par définition de la norme de Frobenius
n
1AIE = Y (Al = tr(ATA) = Y7 N(ATA) = Y of(4)
ij=1 i=1,n i=1,n
ou tr(B) désigne la trace de la matrice B qui est aussi la somme de ses valeurs propres. [ |

Remarque 7.5.1 ces résultats s’étendent au cas d’une matrice A complexe, en remplacant dans
les formules AT par A*.

7.6 Suites de vecteurs. Suites de matrices

L’analyse théorique des algorithmes de calcul numérique utilise la notion de suite de vecteurs
et étudie leur convergence éventuelle. On notera {x*}ycn une suite d’éléments d’un espace

vectoriel E sur R, muni de la norme || - ||, et on dira que la suite {2*},cn converge vers 1’élément
x de E si

lim ||zF —z|| =0

k—o00

que 'on écrit de maniere classique limy, .o, ¥ = 2. Dans le cas particulier d’un espace vectoriel
E de dimension finie n, cette définition est indépendante de la norme choisie, et la convergence
de la suite {a:k} ken vers x est équivalente a la convergence de chacune des suites de composantes
{25} e vers x; pour i = 1,2,...,n.

On définit de maniére analogue une suite de matrices { Ay }reny € R™*™ et on peut utiliser la
définition de la convergence d’une suite de vecteurs dans ’espace vectoriel R™*" de dimension
finie n x m. Cependant dans de nombreux algorithmes les éléments de la suite de matrices
considérée sont de la forme A;, = AF, puissances successives d’une matrice donnée A € R™*™.
Dans ce cas particulier, on relie la convergence de cette suite au rayon spectral de la matrice A.

Théoréme 7.6.1 Pour toute matrice A € R™™ les conditions suivantes sont équivalentes :

i) lim A% =0
k—o0
i) Yz e R", lim Az =0
k—o00
i) p(A) <1

i) il existe une norme induite telle que ||A| < 1.
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Preuve : On montre I’équivalence par implication circulaire:
i) = ii) : pour toute norme vectorielle ||-|| et sa norme matricielle induite, on a la majoration

Vo eR" [ Afz| < [|AF|| x ||z]|.

d’ou le résultat
i) = iii) : soit A la valeur propre de A telle que p(A) = |A| et soit u # 0 un vecteur propre
associé, alors

(A* Au,u) = A\ (u, v) soit encore ||Aull2 = p(A)||lu|2-

La suite de vecteurs zF = A¥u vérifie donc
k k k
[z ]l2 = [A%ull2 = p(A)"[[ull2

si on suppose p(A) > 1 alors klim |A* ||y = 400, soit pour k assez grand || A¥ul|s # 0.
— 00
ili) = iv) : est une conséquence de la Proposition 7.5.2 (prendre ¢ = (1 — p(4))/2).
iv) = i): puisque || A¥|| < ||A||¥, on a bien klim | A¥|] = 0 pour la norme matricielle telle
—0Q0

que [|A|] < 1. |

Remarque 7.6.1 il faut souligner que [utilisation d’une norme matricielle arbitraire pour
évaluer la convergence d’une suite peut amener d une mauvaise conclusion, comme le montre
Uexercice suivant. Par contre, la valeur du rayon spectral de la matrice est toujours pertinente.

Exercice 7.6.1 Calculer les normes || |1, || |loo, || - |7 ainsi que le rayon spectral des matrices
0.9 0.0 5. 0.0 09 0.0 0.2 0.0
A= <0.4 0.8> o B= (o.o 1.0) (0.4 0.8> (0.0 1.0) '
7.7 Conditionnement des matrices

Un probleme important qui se pose tres souvent dans la résolution numérique des systemes
linéaires est la sensibilité de la solution par rapport aux variations des données: matrice ou
second membre. Il s’agit d’une notion fondamentale qu’il est indispensable de préciser si I'on
ne veut pas étre surpris par la mauvaise qualité d’un résultat numérique, ou par le mauvais
comportement d’un algorithme.

Soit A € R™ "™ une matrice inversible et b € R™ un vecteur. On cherche & résoudre le
systéme linéaire Az = b, et 'on suppose que les données sont connues (ou représentées dans un
ordinateur) avec une certaine imprécision : b + 6b, la solution associée est elle -méme calculée
avec une imprécision = + dx qui vérifie

A(x + dz) = b+ 6b.

Comme Ax = b, on en déduit que
o = A5

Ainsi pour toute norme vectorielle || - || :

[162]] 1,y lob]l
< 1Al < AT T
] 19

De maniere analogue, si on considére maintenant une perturbation de la matrice A, on a

(A+0A)(x + ox) =b.
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et de la relation
ox = —A"Y5A(x + 6x)

on tire

16| —1yy 164l
< Al (1A :
[ + dz]| 1Al

Le produit ||A|| x ||[A~!|| est appelé nombre de conditionnement de la matrice A :
cond(A) = [|A]| x [|A7H.

Par sa définition, la valeur précise de ce nombre dépend de la norme choisie, en général on
utilise conda(A) = || Al]2 x ||A7Y |2 qu'il est assez facile d’estimer. Le nombre de conditionnement
est aussi noté k(A), et joue un role important dans la résolution numérique des systemes linéaires,
comme le montre I’exemple suivant : pour tout réel a la matrice triangulaire inversible A € R"*™

1 —a 0 ... ... O

0 1 —-a 0 ° :
a_lo o

0 O o .

0 O 0 0 1 —a

0 O 0 0 0 1

admet 1 comme valeur propre d’ordre n, quel que soit n. Son inverse est la matrice

1 a & ... ... a"!
01 a a°

Al — 0 0 .
00 o0 .
0 0 0 O 1 a
0O 0 0 0 O 1

Si on veut calculer la solution du systéme linéaire Az = b, on constate qu’une variation 0
de la seule composante b, du second membre produit une variation de a” 1§ de z1, ce qui
est catastrophique dés que |a|] > 1! Ce mauvais comportement est mesuré par le nombre de
conditionnement

condy(A) = | All2 x A |2 > [a[*~".

Remarque 7.7.1 comme le montre cet exemple le nombre de conditionnement n’a aucun lien
avec les valeurs propres de la matrice dans le cas général. Le théoréme suivant établit un lien
dans le cas des matrices normales.

Théoréme 7.7.1 Pour toute matrice A € R™*™ inversible, on a les propriétés suivantes :

i) cond(A) > 1

it) cond(A) = cond(A~1)

ii1) Vo e R,aa#0 cond(aA) = cond(A)

i) conds(A) = o1(A)/on(A)

v) si A est normale conds(A) = [A1(A)|/|An(A)]
vi) si A est orthogonale ou unitaire condy(A) =1

i) pour toute matrice Q unitaire conds(QA) = condy(AQ) = conda(A).
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Preuve : Ot o1 (A) et 0,,(A) sont respectivement la plus grande et la plus petite valeur singuliere
de la matrice A, \1(A) et \,(A) sont respectivement les valeurs propres de A de plus grand et
plus petit module. La notion de valeur singuliere d’une matrice est étudiée en détails dans la
Partie 1, on se contentera ici de la définition o;(A) = /\E/Q(ATA).

De lidentité AA~! = I,,, on tire pour toute norme matricielle,

~1
[ Inll < [IA] < [[A7].
Ce qui démontre le point i), les propriétés ii) et iii) sont évidentes. Par ailleurs

Ax. A
JAIZ = max A2:A7)

ngx 5 = max |\ (A7) = p(474) = of(4)

et
1 1

T PDa(AFA) T oZ(A)

n

14713 = (A7 [A]) = max (A4

Si la matrice A est normale, alors A\;(A) = o0;(A); cette classe de matrices comprend le cas
particulier important des matrices symétriques ou hermitiennes.
Enfin, pour tout matrice @ orthogonale ou unitaire ||Ql]2 = 1 = [|@~!||2 et pour tout matrice

A e R™, QA2 = [[All2 = [[AQ]J2- u

7.8 Séries de vecteurs. Séries de matrices

De méme que la notion de suites de vecteurs et de matrices découle naturellement de
la notion de suites de scalaires, on définit les séries de vecteurs et de matrices a partir des
séries des composantes et des coefficients, et les résultats classiques de convergence des séries
scalaires peuvent étre utilisés. Dans le cas des séries de matrices, on peut aussi tirer profit de la
connaissance de leurs valeurs propres.

Théoréme 7.8.1 Soit ), a2 une série entiére de nombres complexes, de rayon de convergence
r > 0, alors pour toute matrice A € R™™ de rayon spectral p(A) < r la série ),y apAF est
convergente.

Preuve : Il suffit de constater que pour toute norme matricielle

1D aA™ < Y el AR < D el A"

keN keN keN

en supposant maintenant p(A) < r et en utilisant la Proposition 7.5.2, il existe une norme pour
laquelle ||A]| < r et la série majorante converge car une série entiere est absolument convergente
a l'intérieur de son disque de convergence. [ |

On peut a l'aide de ce Théoréme introduire la notion de fonction de matrice: soit f une
fonction développable en série entiere au voisinage de zg = 0 et de rayon de convergence r > 0:
pour tout z tel que |z| < r on écrit

f2) =) s,

keN

avec |f(z)| < oco; a partir de cette relation, on définit pour toute matrice A € R™*" telle que
p(A) < r, la quantité

F(A) =) oAb,

keN
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f(A) est une matrice de R™*™ qui vérifie || f(A4)|| < oco. Avec cette méthode, on peut par exemple
introduire la notion d’exponentielle de matrice :

Ak
A _ el
€= Z k!
keN
qui est toujours convergente puisque la série entiere correspondante a un rayon de convergence
infini!
Théoréme 7.8.2 Pour toute matrice A € R"™™ de rayon spectral p(A) < 1 la série Y, o A
est convergente, et vérifie
(In— A"t =>_ A%
keN
Preuve : Par application du Théoreme 7.8.1 & la fonction f(z) =1/(1 — z), la série
k
@) =)=
keN

étant convergente dans le disque unité, la série ), AF est convergente pour toute matrice
A € R™" telle que p(A) < 1. 11 suffit alors d’écrire I'identité

p
(In— A) x > A* =T, — AP*!
k=0

puisque la série est convergente pour p(A) < 1, la matrice AP tend vers la matrice nulle quand
p tend vers l'infini. n

Ce qu’il faut retenir

1. les normes vectorielles et matricielles sont les outils indispensables pour étudier la convergence
et la précision des méthodes de résolution des systemes linéaires, ainsi que des algorithmes
de calcul des valeurs propres.

2. il existe des liens entre ces normes et les valeurs propres des matrices.
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Chapitre 8

Les méthodes itératives

8.1 Introduction

On appelle méthode itérative de résolution d’un systeme linéaire Az = b, tout algorithme
qui construit & partir d’une estimation initiale 2° une suite de vecteurs {z*}icn destinée &
converger vers la solution x du systeme. Les méthodes présentées dans ce chapitre sont associées
a la notion de décomposition réguliere d’une matrice, qui nécessite quelques rappels sur 'analyse
numérique matricielle.

Les méthodes classiques : Jacobi, Gauss-Seidel, relaxation, Richardson et S.S.O.R. sont ensuite
présentées, avec les principaux résultats de convergence.

8.2 Décomposition réguliere

Définition 8.2.1 on appelle décomposition réguliére d’une matrice A € R™™ la donnée de
deux matrices M, N € R™*" telles que

(i) A=M — N
(i) M est inversible.

On associe a toute décomposition réguliere la méthode itérative

initialisation
¥ e R

itérations: pour k£ =0,1,...,faire (8.1)
Mabt = Na¥ + b

fin

On voit que si cette méthode converge vers un vecteur z, celui—ci vérifie néssairement la
relation

Mz =Nz +b soit encore Ax =0b.

Cette méthode peut aussi s’écrire sous la forme
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initialisation
¥ e R"
itérations: pour k£ =0,1,...,faire (8.2)

o = ok 4 Mk

fin

avec 7F = b — Az vecteur résidu.

On note si que M = A la méthode itérative converge en une seule itération quel que soit
le vecteur initial: z' = 20 + A71(b — Az®) = A~'b, mais il s’agit 13 d’une méthode directe
qui nécessite la résolution du systeéme linéaire Az = r. Dans la pratique on recherche donc des
matrices M pour lesquelles cette résolution n’est pas trop cotiteuse. L’objet de ce chapitre est
I’étude générale de ce type de méthode et de leur convergence vers = solution du systeme linéaire
suivant le choix de la matrice M.

k

On introduit le vecteur erreur e* = z — 2%, alors

Mz =Nx+b -
Mazhtl = Nk +b} = ¢ = MTINe".

Proposition 8.2.1 La méthode itérative converge si et seulement si

p(M7IN) < 1.

Preuve : Par construction le vecteur e vérifie eFt1 = M—1NeF = [M_lN] ko €. Une condition
nécessaire et suffisante pour que e**1 tende vers 0 quel que soit le vecteur initial 20 est que
p(M~IN) < 1, d’apres le Théoréme 7.6.1. ]

Pour définir une méthode itérative convergente il faut donc choisir la matrice M de fagon
que
(i) p(M~'N) < 1,
(ii) la résolution du systéme linéaire Mz
car il faudra 'effectuer a chaque itération !

k+1 — Nz 4 b ne soit pas trop cotiteuse

Théoréme 8.2.1 Soit A € R™ "™ une matrice symétrique définie positive et soit une décomposition
réguliére A = M — N, si la matrice MT + N est définie positive alors

p(M™IN) < 1.

Preuve : Puisque A est symétrique par construction M7 + N = M7 + M — A est aussi
symétrique. On va utiliser la propriété générale p(M~1N) < ||[M~1N| en choisissant la norme
vectorielle induite par la norme [[v]|4 = /(v, Av) qui est bien une norme vectorielle puisque A
est symétrique définie positive.

—M~'A
1M a = [~ M ALy = mae =AY
N T

Soit v € R” tel que ||v||4 = 1, on introduit w = M ! Av; alors
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1IN = [lo — M~ Av]% = o —wl}

= (v—w, A(v — w))

= (v, Av) — (w, Av) — (v, Aw) + (w, Aw)
= [[olh — (w, Mw) — (A0, w) + (w, Aw)
= [lolh — (w, Mw) — (Av,w) + (w, Aw)
= [lolf — (w, Mw) — (Mw, w) + (w, Aw)
= [[vll4 = (w, Mw) — (w, MTw) + (w, Aw)
= [[vll4 = (w, (MT + N)w)
< ol = Amin (M7 + N) Jell3.

ici Apin(MT 4+ N) > 0 car la matrice M” + N est définie positive par hypothese. Il reste &
minorer ||w|| en fonction de ||v]|2:

Av=Muw
= (Av,v) = (Mw,v)
Amin (A)[0]l3 < Jol% < 1M ]l2][wll2]|v]l2

= Amin(A) 0l < M]3 ]]w]3-

avec encore Apin(A4) > 0 car A est définie positive. Finalement

[ M][5

M~ No| <1 - IMlvll%
et
p(M™IN) < ||IM~IN|4 < 1.

Remarque 8.2.1 ce résultat est encore valable si la matrice A n’est plus symétrique, mais reste
définie positive [18].

Il est raisonnable de rechercher la meilleure convergence possible: pour cela il faut savoir
comparer les vitesses de convergence de deux méthodes itératives associées aux décompositions
régulieres A = My — N1 = My — N ; si p(Mlel) < p(M;lNg) < 1, alors la premiere méthode
converge plus vite que la seconde.

On définit de maniere plus précise la vitesse de convergence d’'une méthode itérative comme
la quantité

R(M™'N) = —logp(M~'N)

qui est d’autant plus grande que le rayon spectral de la matrice M 1N est petit.

8.3 Itérations par points — Itérations par blocs

On présente maintenant quelques décompositions régulieres classiques, en écrivant la matrice
A sous la foorme A=D —E— Fou D,E, F € R"™" sont les matrices définies par
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Di,j:Ai,i sit=7 et Di’j:OSi’L’#j
Ei,j:_Ai,j sii>jet EZJ:OSIZSJ
E,j:_Ai,j Si’i<jetf7i,j:OSiiZj.
D est une matrice diagonale,
E est donc une matrice triangulaire inférieure stricte,
F' une matrice triangulaire supérieure stricte.

Cette écriture est dite ponctuelle puisque les indices ¢ et j varient de 1 & n, elle se généralise
a lécriture par blocs en utilisant un découpage (ou partition) par blocs de la matrice A:

(Dl = [Alg, sik=1let [D],, =[0] sik#I
Bl = — [l sik > et [Ely, =[0] sik<I
[Fly, = — [l sik<let [Fl,, =[0] sik>1,

ou cette fois les indices k et [ varient de 1 & p nombre de blocs de la partition. Dans ce formalisme
certains blocs peuvent étre rectangulaires, mais les blocs diagonaux sont nécessairement carrés :

—-[El, [P, —[F
A= L .
Dl —[Fl,
—[El,.,  [D],
Cette écriture permet de distinguer les méthodes itératives par points des méthodes par
blocs. Noter qu’une méthode par points constitue le cas extréme de la méthode par blocs dans
lequel chaque bloc est réduit a un seul coefficient de la matrice A!

8.4 Critere de convergence

Dans la Partie 1, on a introduit la notion de convergence d’un algorithme a la précision e
apres k itérations, par la majoration

I < el (8.3)
pour une norme vectorielle || - || déterminée. Noter que la majoration
lz — 2] i
o < Al x AT T
] el
entraine en prenant z° = 0
|l — 2| ]
—— < cond(A)
[l — 2] 7]

Si la suite satisfait au criteére de convergence (8.3), elle satisfait aussi critere classique
<e€a (8.4)

avec €4 = € cond(A) ; noter que le facteur multiplicatif cond(A) (toujours supérieur ou égal a 1
peut étre tres grand !
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8.5 Méthode de Jacobi

C’est la méthode itérative la plus ancienne: & partir d’une estimation z* de la solution, on
calcule le nouvel itéré zF*+! composante par composante en écrivant que chaque composante du
résidu est nulle:

E+1 _ Z k E+1 _
Ti = b, — Ai,jxj — Aul’l =0.
J#i
Soit encore
E+1 _ Z k
Am‘l’i = bl — Ai,j$j-
J#i

Cette méthode correspond au choix M = D et N = E + F et les itérations s’écrivent

initialisation
¥ e R"
itérations: pour £k =0,1,...,faire (8.5)

Dl = (B + F)z +b
fin

la matrice d’itération associée est notée

J=DYE+F).

8.6 Meéthode de Gauss-Seidel

Dans la formule précédente, on peut prendre en compte les nouvelles valeurs des composantes
de z**1 au fur et & mesure de leur calcul, en commencant par la premiére (i = 1), puis la deuxieme
(i = 2) etc. On obtient alors la relation

k+1 _ . okl 4kl ok
ri T =b; — E Al’]xj A ix; E Amxj =0.

j<i J>1

Cette méthode correspond au choix M = D — E et N = F, d’ou les itérations

initialisation
¥ e R?
itérations: pour k£ =0,1,...,faire (8.6)

(D — E)a**t = Fak 1+
fin

la matrice d’itération associée est notée

G=(D—-E)'F.
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8.7 Méthode de relaxation

On introduit maintenant un parametre réel w # 0 et on écrit que chaque composante mf“

est une combinaison convexe de la valeur connue z¥ et de celle fournie par la méthode de Gauss-
Seidel 7811

:L'];+1 =(1-w)zk+ wfcf“
— Ai,ixf+1 = (1 — w)Amxf +w bi — ZAZ'J.T;-H—l — ZAZ'J'SL’?
7<i 7>
Ce qui revient a prendre
1 1
M=—-(D—-wE) e N=—(wF+(1—-w)D);
w w

les itérations s’écrivent

initialisation
¥ e R"

itérations: pour k£ =0,1,..., faire (8.7)
(D —wE)z*! = (wF 4+ (1 —w)D) zF + wb

fin

la matrice d’itération est notée
L,=(D—-wE)™ (1 -w)D+wF).

On remarque que pour w = 1 on retrouve bien la méthode de Gauss-Seidel: L1 = G.
Pour cette matrice, on peut écrire les relations

|dét(Ly)| = H Ai(Lo)| < p(Lw)"

et
dét(Ly,) = dét (D)) (1 — w)"dét(D) = (1 —w)",

car les matrices M et N sont triangulaires; on obtient finalement I’encadrement
11— w| < |dét(Lu)|Y™ < p(Lw).

Ainsi la méthode diverge pour w ¢]0,2[. La méthode est dite
o de sous—relaxation quand 0 < w < 1
o de Gauss-Seidel quand w =1
o de sur-relaxation quand 1 < w < 2.
En général on prend w €]1,2[ et la méthode s’appelle en anglais Successive Over Relaxation
(S.0.R.). On peut démontrer le théoréme :

Théoréme 8.7.1 [Ostrowski—Reich] Soit A € R™™"™ une matrice symétrique définie positive, la
méthode de relazation converge si et seulement si w €]0, 2].
Preuve : La condition est nécessaire puisque pour w ¢]0,2[ la méthode diverge.
2—-w
Pour démontrer que la condition est suffisante, on vérifie que la matrice M7+ N = =—— D

w
est symétrique définie positive quand w €]0, 2] et A est symétrique définie positive. Le résultat
s’en déduit par application du Théoreme 8.2.1. [ |
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8.8 Matrices tridiagonales par blocs

Les matrices tridiagonales par blocs sont tres courantes dans le cadre de I'approximation
de solution d’équations différentielles par la méthode des éléments finis; en général une simple
renumérotation des inconnues par la méthode de Cuthill-McKee (voir le chapitre 16) permet
d’obtenir cette propriété. On considere dans ce paragraphe les matrices dont la structure est de
la forme

D),

- [El,, D],

dans laquelle seuls les blocs diagonaux [D] ; ERY X4i sont a priori carrés (noter que cette écriture
contient le cas des matrices tridiagonales par points pour p = n).

Proposition 8.8.1 Si la matrice A est tridiagonale par blocs, alors p(G) = p(J)?2.

Preuve : On commence par définir pour tout « # 0 la matrice tridiagonale par blocs

[ gD'h —A[F], ]
L, oL A,
C()\) = L . .. ;
_X [E/]p—Q [D/]p—l —A [F/}p—l
1

L _X [E/]p—l [D/]P 4

P

avec [D']; € R%U*4i et Z ¢; = n. On introduit ensuite la matrice
j=1
Mg,
A1,
QM) =
DL
AP Iy,

Alors pour tout A # 0, la matrice C'(\) est semblable & C(1) car
C(N) = Q(/NC(MRQM) = QT NCNQM).

Examinons maintenant les valeurs propres de la matrice de Jacobi: par définition ce sont les
racines du polynéme caractéristique

ps(A) = dét (D_l(E +F) - /\In) = dét(\D — E — F)/dét(—D);
de méme les valeurs propres de la matrice de Gauss-Seidel sont les racines du polynéme

pc(N) = dét (D — E)'F — \,) = dét(AD — AE — F)/dét(E — D).
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Noter que dét(E — D) = dét(—D) et que
pa(\?) = dét(A\2D — \2E — F)/dét(—D)
= dét Q(\) dét(A\2D — \E — \F) dét Q(1/))/dét(—D)
= \"dét(AD — FE — F)/dét(—D) = N"'ps()N)
Ainsi lorsque A est racine de py, A\? est racine de pg, et réciproquement quand A # 0. En
fait ce calcul n’est correct que si A # 0, puisqu’il fait intervenir la matrice Q(1/)). Noter que si

A = 0 est valeur propre de G, cela n’intervient pas dans le résultat car on étudie p(G) = max |A|.
|

Remarque 8.8.1 Dans ce calcul on a défini la matrice C(X\) a partir de la matrice A, de la
maniére sutvante :

[D']. =N [D],, puis [E'] A2 [E]

j i

c’est-a-dire que
CA)=XD—-XNE—-F=Q '\\D - XE—-XF)Q(\).

Ce résultat montre que la méthode de Gauss—Seidel converge (ou diverge!) deux fois plus
vite que la méthode de Jacobi pour les matrices tridiagonales par blocs.

Théoréme 8.8.1 Soit A € R™*™ une matrice tridiagonale par blocs, telle que les valeurs propres
de J soient toutes réelles, alors les méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relaxation avec

w €]0,2[, divergent ou convergent simultanément.

Comme pour la Proposition 8.8.1 on écrit

1 1-—
pr., (A) = dét ((—D — E)’l(—wD +F) — )\In>
w w
. - : . 1 “nqs
d’ot, en utilisant la relation dét(E — —D) = w™"dét(—D),

w

A -1
pr. (V) = déet(2EY "D _AE — F) W /dét(=D)
w

2 _
pr(02) = dét (A" p 2B _ By W dét(—D)
2 4
—dét 01N det(2E T D A S AR) dét Q(\) w"/dét(—D)
w
A2 -1
_ /\"dét(t\iwD _ E— F) w"/dét(—D)
w
N4w—1
— X py (T C T
W pa( Aw )

NB. dans ce qui suit (/2 représente une racine carrée complexe de C.

Adw-—1

A2
Réciproquement si p est valeur propre de J, alors les racines A+ de 1’équation

Si A est valeur propre non nulle de L, alors u = est valeur propre de J.
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MW = (A +w—1)?
sont valeurs propres de L,,. Cette équation se met encore sous la forme
)\2+)\(2(w—1)—,u2w2)+(w—1)2:0
et on en déduit

1
Ay = i(u%;z —2w+2)+ ’%U(MQwQ — 4w +4)1/2,

On suppose dans la suite que les valeurs propres p de J sont réelles. Pour connaitre la valeur
de p(L,,), il faut étudier les variations de Ay en fonction de w.

Exercice 8.8.1 FEtudier les variations de Ay en fonction de w.

On se contente de reproduire la courbe représentative de ces variations (figure 8.1)

]

® [}

0 1

F1a. 8.1 — Les variations du rayon spectral p(Ly,)

Théoréme 8.8.2 Soit A € R™"™ une matrice symétrique définie positive tridiagonale par blocs,
alors les méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relazation pour w €]0,2[ convergent.
De plus, il existe une valeur optimale du parameétre w

2
Wopt = ———F————
P+ /1 p())2
telle que
P(Lu) = min p(L) < p(C) = p(J)? < p(J) < L.
Preuve : Pour appliquer le Théoreme 8.8.1 il suffit de vérifier que les valeurs propres p de J
sont réelles :
Jv=D"YE+ Fw=pv= (E+ F)v=uDv
soit encore Av = (1 — u)Dv = (v, Av) = (1 — p)(v, Dv).
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Si A est symétrique définie positive alors nécessairement D ’est aussi, ainsi (v, Av) et (v, Dv)
sont des réels positifs, et p valeur propre de J est réelle et plus petite que 1. Alors d’apres
le Théoreme 8.8.1 les méthodes de Jacobi, de Gauss-Seidel et de relaxation pour 0 < w < 2
convergent. ]

Remarque 8.8.2 si on ne connait pas exactement l'expression de la valeur optimale wopt I'étude

des variations de p(L,,) montre qu’il vaut mieuz 'approcher par valeurs supérieures puisque la

Ip(Lw)
Ow

dérivée

vaut 1 quand w — wopt mais tend vers —oo quand w — wopt— !

8.9 Méthode de Jacobi relaxée

Comme pour la méthode de Gauss-Seidel, on peut définir une méthode de Jacobi relaxée :
:vf“ = (1 —-w)ak+ wif“

- Aiﬂ'w;ﬁ_l = (1 - W)Az,zxf + w[bz - ZAZaJx;C]

i#]
C 1 l-w P -
ce qui revient a prendre M = —D et N = ——D 4+ E + F, les itérations s’écrivent
w w
initialisation
¥ e R"
itérations: pour k£ =0,1,...,faire (8.8)

Dzttt = (WE 4+ wF + (1 —w)D) zF + wb
fin

Et on note
Jo=D'(1 -w)D+wE +wF)=(1—-w), +wJ

la matrice d’itération associée, en remarquant que pour w = 1 on retrouve bien la méthode de
Jacobi: J; = J.

Proposition 8.9.1 Soit A € R™ "™ une matrice symétrique définie positive tridiagonale par
blocs, alors la méthode de Jacobi relaxée converge si et seulement si

0< < —.
ST )

Preuve : Les valeurs propres de la matrice A étant réelles positives, celles de la matrice
Jo=0-wl,+w(, —D'A)=1,-wD A

sont réelles pour tout w. En particulier pour w = 1, on retrouve la matrice de Jacobi J dont les
valeurs propres ju; sont rangées par ordre décroissant

Unéﬂn71§-~~§l/*2§ﬂl<1

Les hypotheses du Théoreme 8.8.2 étant satisfaites, la méthode de Jacobi converge et en conséquence
p(J) = max |p ], [pn] < 1.
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La matrice J, a pour valeurs propres
pi(w) =1—w+wpu;
il faut donc étudier les variations de
p(J) = max |1~ + wp

Il faut maintenant revenir sur une propriété des valeurs propres de J quand A est une matrice
tridiagonale par blocs: si p est valeur propre de J, alors —u l'est aussi! Pour cela on reprend
I’argument utilisé dans la démonstration de la Proposition 8.8.1:

ps(\) = dét (D7HE + F) — \I,,) = dét(A\D — E — F)/dét(—D)
et on remarque que
pj(=A) =dét(—A\D — E — F)/dét(—D)
= dét (Q(1/ — 1)) dét(—AD + E + F)dét (Q(—1)) /dét(—D)
= (=1)"dét(\D — E — F)/dét(—D)
)

= (=1)"ps(N).
On en déduit que p(J) = p1 = —pn, et la représentation graphique montre que p(J,) < 1 si
w < 2/(1+ p(J), ce qui termine la démonstration. |
f1-(1-4o

1/(1-un) ®opt 1/(1-ul) h

0 1
F1G. 8.2 — Les variations du rayon spectral p(J)

La représentation graphique montre également que la valeur optimale du parametre est
2
2 — (Ml + Nn) '

Soit encore wy,y = 1 puisque 1 + i, = 0, il est donc inutile de relaxer la méthode de Jacobi
pour les matrices tridiagonale par blocs!

Wopt =
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8.10 Méthode de Richardson

Une méthode itérative tres utilisée en optimisation (voir la Partie 1) est la méthode de
gradient a pas constant, qui calcule le nouvel itéré sous la forme

" =2k k) a#0

le résidu 7* est le gradient d’une fonctionnelle que I’on cherche & minimiser et le paramétre o
est le pas de descente. Cette méthode correspond a la décomposition

M:lIn et N:lIn—A
o

)

(%

réguliere pour tout o # 0; on 'appelle méthode de Richardson du premier ordre & pas constant,
et on I’écrit sous la forme

initialisation
2% e R?
itérations: pour k£ =0,1,...,faire (8.9)

k+1 k

x ::Uk+a7'

fin

Proposition 8.10.1 Soit A € R™ ™ une matrice symétrique définie positive, la méthode de
Richardson converge si et seulement si

2
I<a< ——.
p(A)

Preuve : On note 0 < A\, < A1 < ... < \q les valeurs propres de A, les valeurs propres de

R,=M'N=1I,—aA

sont les 1 — a;. Alors p(R,) = |1 — a)\q]; comme pour la méthode de Jacobi relaxée la
convergence n’a lieu que si
2
I<a< —=—+
At p(4)
et la valeur optimale est
2
()\1 + /\n)

8.11 Méthode de Richardson a pas variable

En général on dispose de peu d’informations sur le spectre des matrices que 'on traite, et
il est difficile de donner au parametre a une valeur qui assure la convergence. Une variante
de la méthode de Richardson fournit une solution a ce probléme: on modifie le parametre a a
chaque itération, en lui donnant la valeur qui minimise la norme du résidu r¥+1 = ¥ — qAr*.
La méthode de Richardson a pas variable s’écrit



Optimisation et algebre linéaire. 129

initialisation
¥ e R"

itérations: pour k£ =0,1,...,faire (8.10)
Pt = b 4 ok

fin

Proposition 8.11.1 Soit A € R™"™ une matrice symétrique définie positive, si

e lIrtI
712

alors la méthode de Richardson a pas variable converge.

Par construction
pRrl = b — Akt =k — oFArk,

Pour toute norme vectorielle || - ||c avec C' matrice symétrique définie positive, on peut écrire
[P 2 = (T,k+17crk+1) _ (Tk — ok Ark Ok — akArk))
= ||r* |12 — 208 (AP, CTF) + (F)2(ArF, C ArF).
Cette expression atteint son minimum

P2 = (k)2 — [(CArt, )2
¢ © (Ark CArk)

quand
ko (CArk k)
~ (Ark, CArk)
Lorsque la matrice A est symétrique définie positive un choix simple pour le calcul de o est
de prendre C' = A1, alors
%113
I7*11%

e _ P13
71

Exercice 8.11.1 Montrer que pour toute matrice A, symétrique définie positive

k k
C D R

2 v 2
were MBI
ol Tl

A
avec k(A) = )\—1 = ||All2 [|[A7Y |2 nombre de conditionnement de la matrice A.
n

En utilisant ce résultat, on obtient pour v = r* la majoration
B I7*113
[l [0

< ¥ [ = 1/m(A)]

k k
I =

Puisque par définition x(A) > 1, on voit donc que ||[r¥1||,-1 tend vers 0 quand k tend vers
400, et la méthode converge.

Cette méthode peut étre considérée comme un premier pas vers la méthode du gradient
conjugué (voir la Partie 1).
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8.12 Matrices a diagonale dominante

Il existe une catégorie de matrices importante dans I’histoire de I’étude des méthodes itératives :
les matrices a diagonale dominante.

Définition 8.12.1 une matrice A € R™*" est dite ¢ diagonale dominante si et seulement si

Vi, 1 S 7 S n ZlAZ,]l S |A1,1‘
J#i
Une matrice A € R"*™ est dite a diagonale strictement dominante si et seulement si
Vi, 1<i<n ZlAiJl < |A“‘
J#i
Exercice 8.12.1 Montrer qu’une matrice a diagonale strictement dominante est inversible.

Proposition 8.12.1 Soit A € R™ "™ une matrice a diagonale strictement dominante, alors les
méthodes de Jacobi et Gauss-Seidel par point convergent.

Preuve : Par définition de la matrice de Jacobi, J = D™Y(E + F) et

|Ai
oo = max 3 12HL
171l m?X#i |Aii|

Z7
donc si A est une matrice a diagonale strictement dominante
p(J) < [[J]jeo < 1.

Soit maintenant A une valeur propre de la matrice de Gauss-Seidel G = (D — E)~'F':

(D-E)'Fv=XM <= Fv=\D—E),

et soit ¢ la composante telle que |v;| = max |v;|, alors on écrit
J

)\Amvi = )\Z Ai,j'Uj - Z Ai,jvj

j<i j>i
= |A[|Ai| < |>\|§ |A; 5| + E |A; 1.
j<i j>i
= A Al = D 1Al | <14l
j<i J>i

Par ailleurs on sait que

|A;

= JAijl > Ayl >0,
j<t >
> 1Ail
= [\ <— <1
[Aiil = A ]

J<i

ainsi p(G) < 1 et la méthode converge. |
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8.13 Double décomposition réguliere de matrices

Continuons le catalogue des méthodes itératives avec une nouvelle définition :

Définition 8.13.1 On appelle double décomposition réguliére d’une matrice A € R™*", la
donnée de quatre matrices M, N, P,Q € R™*" telles que

(i) A=M —-N=P—-Q

(ii) M et P sont inversibles.

On associe a cette double décomposition réguliere la méthode itérative

initialisation
¥ e R"
itérations: pour k£ =0,1,...,faire
MaF+1/2 = Nak 4 p (8.11)
P+l — Quk+l/2 g
fin

Ce que 'on peut encore écrire

initialisation
2% e R"

itérations: pour £ =0,1,..., faire (8.12)
= P QM INZE + PTIQM o + P

fin

On remarque que si x est solution du systeme linéaire Ax = b alors

Mz=Nz+b=a2=M 'Nz+ M
Pr=Qr+b=x=P 'Qx+ P b,

soit
=P QM Nz + P 1QM b+ P 'b.

Théoréme 8.13.1 Soit A € R™ ™ une matrice symétrique définie positive et soit une double
décomposition réguliére A= M — N = P — Q, si les matrices MT + N et PT + Q sont définies
positives, alors

p(PTI1QM™IN) < 1.

Preuve : En posant

ek =g — 2k fF=M"1Aek
k2 — gy ght1j2 € gF = PLAckH1/2 -

on obtient
Mek+1/2 — Nk FE = ok _ eht1/2
Pek+l = Qek+1/2 © gF = ehHL/2 gt -
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En utilisant la norme vectorielle associée & A: ||[v[|% = (v, Av) = (v,v) 4, on écrit
1" T120% = lle® = P15 = et + 1F5 1R = (e AFF) = (FF, Aeb);
mais

515 = (5, AfR) = (FF, Ae®) = (IF¥11% = (FF, MT %) — (F%, M £F)
:(fkv(A_MT_M)fk):_(fkv(MT+N)fk)

On en déduit que
e 1% = ™21 + (FF, (M7 + N)fY),

puis on montre de méme que
215 = e R + (6°, (PT + Q)g").

Ainsi
1% = 1" 1% + (5, (MT + N) ) + (%, (PT + Q)g").

La suite {||e¥||4}ren est décroissante minorée par 0, elle est donc convergente. Ainsi les suites
positives {(f*, (MT 4+ N)f*)}ren et {(¢*, (PT + Q)g*)}ken tendent vers 0; les matrices M7 + N
et PT + Q étant définies positives, cela entraine & son tour que les suites {f*}ren et {¢*}ren
tendent vers 0, ce qui entraine finalement que {ek tren tend vers 0. [ |

8.14 Meéthode de relaxation symétrique (S.S.0.R.)

L’ordre des inconnues a-t-il une influence sur la convergence de la méthode? Cette question
a un sens car la numérotation des inconnues joue un role effectif dans la définition des méthodes

de Gauss-Seidel et de relaxation : chaque composante xfﬂ du nouvel itéré a:?“ est définie &

partir des composantes d’indice inférieur zhH pour j < i (sur ce sujet voir par exemple Adams

et Jordan [1]). !

Pour éviter les problemes liés a la numérotation des inconnues quand on n’a pas d’information
utile & exploiter, il est donc préférable de symétriser les itérations de S.O.R. en inversant ’ordre
des calculs a chaque itération : on effectue une itération dans 'ordre croissant des inconnues et
Iitération suivante dans 'ordre décroissant.

On obtient ainsi la méthode de sur-relaxation symétrique, Symmetric Successive Over
Relaxation (S.S.O.R. en abrégé), qui s’écrit

initialisation

¥ e R
itérations: pour £ =0,1,..., faire
(D — wE)z" 1?2 = (WF + (1 — w)D) 2* + wb (8.13)

(D — wF)z"*! = (WE + (1 —w)D) 22 + wb

On note
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la matrice d’itération associée. L’étude directe des valeurs propres de cette matrice est assez
compliquée, mais il est immédiat de vérifier que cette méthode itérative correspond a la double
décomposition

L (=)D +wp)

1
M=—-(D-wE) e N=-—
w w

P:i(D—wF) et Qzé((l—w)D—l—wE).

Théoréme 8.14.1 Soit A € R™*"™ une matrice symétrique définie positive, la méthode S.S.O.R.
converge si et seulement si w €]0, 2].

Preuve : Par construction
dét (S.)[Y" = 1= wl® < p(SL)-

La condition est donc nécessaire puisque pour w ¢]0, 2] la méthode diverge. Pour démontrer que
2—-w
la condition est suffisante, on vérifie que la matrice B = MT + N = PT + Q = =—— D est
w

symétrique définie positive quand A est symétrique définie positive et w €]0,2[, et on applique
le Théoréeme 8.13.1. [ |

Remarque 8.14.1 on peut encore montrer qu’il existe une valeur optimale du parameétre w
(voir Young [27]), mais on ne sait pas en donner une expression analytique dans le cas général.
Pour certains systémes linéaires, la valeur

p 2
opt = 3
L+4/2(1 - p(J))

w

est une bonne valeur pour laquelle S.S.0.R. converge environ deux fois plus vite que S.O.R.
avec wept, mais comme chaque itération de S.S.0.R. coite environ deux fois plus cher qu’une
itération de S.O.R., on me gagne pas beaucoup ! Le véritable intérét de cette méthode est de
diminuer influence de la numérotation des inconnues sur la convergence.

8.15 Etude d’un exemple simple

Comparons maintenant les différentes méthodes présentées dans ce chapitre sur un probléme
académique, la résolution de I’équation de Laplace sur Uintervalle ]0, 1[, qui s’écrit

Trouver u € H}(Q) telle que

2
fd—z =f surQ=]0,1]
u(0) =u(1) =0

On approche la solution de cette équation par la méthode des différences finies, 'opérateur de
Laplace est représenté par le schéma a trois points:

d*u —Ui—1 + 2u; — Uiyl

dans lequel u; &~ u(i * h) est la valeur approchée de u au point d’abscisse i * h. Le pas d’espace
h est pris uniforme h = 1/2P il y a donc n = 2P — 1 inconnues, les valeurs au bord étant fixées.
Le systeme linéaire résultant s’écrit

Ah:ch = bh (814)
(8.15)
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avec
2 -1 0 0
1 -1 .2 —1
Ah = ﬁ 0 )
-1 2 -1
0 -1 2

Exercice 8.15.1 Montrer que les valeurs propres de la matrice Ay, sont les

2
A = 72 [1 —cos(kmh)] 1<k<n,

associées aux vecteurs propres QF
of = [sin(kwh), sin(2kmh), ..., sin((n—1)knh), sin(nkmh)]".

On envisage de résoudre le systéme linéaire (8.14) par les méthodes itératives décrites dans
ce chapitre :
— la matrice de la méthode de Jacobi est

J=D Y E+E")=1-D"'4,.
Cette matrice a les mémes vecteurs propres que Ay, et les valeurs propres correspondantes sont
les
h? g 2
ph=1-— 7)% =cos(kmh) =1 —2sin“(kwh/2) 1<k <n.

Ainsi pour h petit,
w2h?

2
et la vitesse de convergence de la méthode de Jacobi est donnée par la formule

p(J) =1—2sin?(7h/2) ~1—

R(J) = —log p[J] ~ 72h?/2 ;

elle diminue quand le nombre d’inconnues augmente !
— il en est de méme pour la méthode de Gauss-Seidel ; en appliquant la Proposition 8.8.1 &
la matrice Ay, qui est tridiagonale, on obtient pour la matrice

G=(D-E)'ET
p(G) = p(J)? = [1 — 2sin®(7h/2)]* ~ 1 — w2h?
et la vitesse de convergence de la méthode de Gauss-Seidel est
R(G) = —log p[G] ~ 72h?.

La méthode de Gauss-Seidel converge deux fois plus vite que la méthode de Jacobi, mais sa
vitesse de convergence diminue aussi quand le nombre d’inconnues augmente !
— pour la méthode de relaxation

L,=(D—-wE)™! (1—w)D+ wET) ;
on utilise le résultat du Théoreme 8.8.1 avec la valeur optimale wy;

2 1= /1—p(J)?

Ly,,.) =wopt —1 = -1=
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quand h tend vers 0,
1—p(J)? =1—p(GQ) ~ 4sin*(rh/2) ~ m*h?
1—mh
1+ 7h
Finalement la vitesse de convergence de la méthode de relaxation est

P(Liyy) = ~ 1 — 2mh.

R(Ly,,,) = —log p[Ly,,,] ~ 2mh.

— pour la méthode S.S.0.R. avec le parametre ”optimal” w/

opt
P(Sy ) =why—1= 2 =1 20
Wont? ot L+4/2(1 = p()* L2000

quand h tend vers 0, la vitesse de convergence de la méthode S.S.O.R. vérifie

R(S,; ) = —logp[S. ] = 2V2rh = V2R(Ly,,,).

opt
— pour la méthode de Richardson & pas constant

2 2

AL = w2 [1+cos(mh)] et A\, = w2 [1 — cos(mh)]
d’ou

2 h?
ao = — = —
Pt A1+ A 2

soit pour la vitesse de convergence de la méthode de Richardson & pas constant

et p(Ra,,) =1 — agptAy = cosmh

R(R,,,,) = —logcosth ~ m*h? /2.

Pour compléter cette comparaison, on cherche a estimer le nombre d’itérations nécessaires
pour obtenir la convergence a une précision € donnée. D’un point de vue pratique, on ne dispose

que du rapport ||7%]|/[|r°||, mais on sait par ailleurs que 'erreur ¥ = 2 —zF = [M~1N]*e¥ vérifie
d’une part
le* ] k-1
o < AT(MTON),
€9
et d’autre part
lw — o] [l
——— < cond(A) .
[l — 20| 170

Le nombre de conditionnement cond(A) étant en général ”grand”, on considére d’un point de vue
pratique que le nombre d’itérations pour obtenir la convergence de la méthode a une précision

€ est estimé suivant )
por o<l
T

<g,

soit encore
log e loge

~ logp(M-IN) ~ ~ R(M-IN)’

Exercice 8.15.2 Montrer que pour la matrice Ay, de l’exemple, le nombre d’opérations a effectuer

a chaque itération est de l'ordre du nombre d’inconnues, quelle que soit la méthode itérative
choiste.

Remarque 8.15.1 cette propriété est vraie pour toutes les matrices creuses.
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On peut donc calculer le nombre total d’opérations pour obtenir la solution du systéeme
lindaire (c’est-a-dire le temps calcul) & partir du nombre d’itérations.

Le tableau suivant rassemble toutes ces estimations en ordre de grandeur

Méthode R(B) | Nb. itérations | Nb. opérations
Jacobi n2h?/2 2n? 2n3
Gauss-Seidel | m2h? n? n?
5.0.R. wopt 2wh 2mn 27rn?
S.S.0O.R. W/opt 2V/27h V2mn V/2mn?
Richardson | 72h?%/2 2n? 2n3
avec Qopt

Sur cet exemple, les méthodes les moins coliteuses sont donc la méthode S.S.O.R. et la
méthode semi-itérative de Richardson.

Remarque 8.15.2 on connait explicitement les valeurs propres des matrices utilisées, et il
s’agit donc d’un cas particulier. Il n’existe pas de résultat de comparaison dans le cas général
pour lequel les valeurs optimales wopt et wgpt sont souvent inaccessibles.

8.16 Itérations par points ou par blocs?

Revenons sur la notion de méthodes itératives par points et par blocs. Ces méthodes ont
été définies a partir de la structure des matrices: quand la matrice est tridiagonale par blocs,
il est naturel d’utiliser une décomposition A = M — N qui tienne compte de cette propriété.
Comme il est presque toujours possible de définir une méthode par points la ou on a défini une
méthode par blocs - il suffit qu’il n’y ait pas de coefficient diagonal nul - on a tendance & penser
intuitivement que la méthode par blocs convergera alors plus vite. C’est le cas de la matrice

1 0 —1/4 1/4
0 1 —1/4 1/4
~1/4 —1/4 1 0
/4 1/4 0 1

A =
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pour laquelle le rayon spectral de la matrice de Gauss-Seidel par points est p(G)) = 0.25. Si on
définit la décomposition

[ 1 0 —1/4 0| I 1
0 1 —1/4 0 :
Dr=1_14 —1ja 1 o| =1 o0 0 0 : 0
L o 0 0o 1] | -1/4 -1/4 0 : 0

alors le rayon spectral de la matrice de Gauss-Seidel par blocs
Gy = (D1 — Ey) 'E]

vaut p(Gp) = 0.1429; il est bien plus petit que p(Gp).
Mais cette propriété n’est pas toujours satisfaite comme le montre le contre—exemple suivant
tiré de [27]: la matrice Ag
5 2 2
Ay=12 5 3
2 3 5

est symétrique définie positive et on définit la décomposition

5 2 0 0O 0 : 0
Dy = 2 5 0 By = 0 0 : 0 :
0 0 : 5 -2 =3 0

le rayon spectral de la matrice de Gauss-Seidel par blocs p(Gp) = 0.3905 est plus grand que le
rayon spectral de la matrice de Gauss-Seidel par points p(G,) = 0.3098 !

Remarque 8.16.1 en dehors de linfluence du partitionnement des matrices sur la convergence
des méthodes itératives, il faut signaler que le traitement “par blocs” des systemes linéaires
a des conséquences pratiques souvent trés importantes. En effet sur les ordinateurs vectoriels
ou paralléles, la vitesse de réalisation des opérations algébriques peut étre considérablement
augmentée lorsque les données sont regroupées sous forme de vecteurs ou de matrices (blocs
de vecteurs). Sans entrer dans les détails (voir le chapitre 16) il faut savoir que sur certains
ordinateurs la version par blocs d’un algorithme peut étre beaucoup plus rapide que la version
par points.

Ce qu’il faut retenir

1. pour toute matrice inversible A, qui peut s’écrire A = M — N avec M matrice inversible,
on peut définir un algorithme de calcul de la solution du systéme linéaire Ax = b par les

formules
initialisation
¥ e R"
itérations: pour k£ =0,1,..., faire (8.16)

Ma*t! = Na¥ +b
fin
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2. une condition nécessaire et suffisante pour que cet algorithme converge est que le rayon
spectral p(M~1N) soit strictement inférieur & 1.

3. les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel, relaxation, SSOR et Richardson sont des algorithmes
de la forme (8.16)

4. les méthodes de Jacobi, Gauss-Seidel, relaxation et SSOR (pour 0 < w < 2) convergent
lorsque la matrice A est symétrique définie positive.
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Chapitre 9

Les méthodes de Krylov

9.1 Introduction

Ce chapitre est une introduction a I’étude des méthodes de Krylov, appellation générale
de méthodes de résolution de systemes linéaires et de méthodes de calcul de valeurs propres
de matrices. La plus célebre d’entre elles est la méthode du gradient conjugué déja présentée
comme méthode de minimisation d’une fonctionnelle quadratique convexe, au chapitre 4.

9.2 Un probleme modele: rappel

Soit A € R™ ™ une matrice symétrique définie positive, et b € R™ un vecteur quelconque. On
veut résoudre le systeme linéaire :

Trouver x € R™, tel que
{ A —b (9.1)
On introduit la fonctionnelle J : R™ — R, définie par
1
Yo e R" J(w) = E(AU’U) — (b,v). (9.2)

On sait que J est une fonctionnelle strictement convexe sur R”. Elle admet un minimum unique
en € R™, (unique) solution du systéme linéaire Az = b. Le probléme (9.1) est donc équivalent
au probleme

Tr R™ 1
{ ouver z € R", tel que 9.3)

Yov € R, J(x) < J(v)

Pour construire un algorithme itératif efficace de résolution du systéme linéaire (9.1) on va
caractériser le vecteur u. Pour cela on suppose connue une base de R", D = {d 0.dt,... 7al"_l}
et on écrit

n—1
vz, 2’ € R™, z—a' = g ad”.
k=0

On en déduit, pour j(a) = J(u), avec a = (g, -+, Qp—1),

i
L

1 n—1
(b— Az, d*) oy, + 5 Z (d*, AdY) oy,

n—1
jla) = T+ apd) = J(2°) -
k=0 0 k,1=0

o~
Il

Supposons de plus que la base soit orthogonale pour le produit scalaire (.,.) 4, c’est-a-dire
que les vecteurs de base satisfont la relation

(d¥,Ad") =0 pour k # 1.
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Les vecteurs d* sont alors appelés directions conjuguées (cf. définition 4.2.1) et on obtient

?
L

jla) = J(@%) =Y (b — Az®, d¥) oy, + Z (dF, AdF) o2
0 k 0

>
Il

Pour z° fixé, j(a) est une fonctionnelle strictement convexe, puisque (d*, Ad¥) > 0 pour tout
k, et
dj 0 gk ko 4k
——(a) = —(b— Azx”,d") + ax(d", Ad").
Oay,

On en déduit que son gradient Vj(«) est nul, si et seulement si

(b— Axo,dk) (ro,dk)

ap = (@, AdF) = (dF, Ad") pour k=1,2,....n
Ainsi
St — 0 .d)
r=ux +kzoakd =z —I—z% oz Ad’f)d (9.4)

On a donc obtenu l'expression du minimum z de J sur la base des directions conjuguées.

9.3 Un algorithme de résolution

La méthode du gradient conjugué est un algorithme itératif de résolution du systeme linéaire
(9.1) qui consiste, & partir d’un vecteur z° quelconque de R", & construire de maniere itérative
une base A-orthogonale de R™ puis a approcher la solution x par la suite de vecteurs

k—1

:xo—i—z . Adl dl, pour k=1,2,--- (9.5)
l=0

En utilisant la caractérisation du minimum de J, cet algorithme peut s’écrire

Initialisation:
Choisir z° € R™
Calculer 1% = b — Az ; 4% =19
Itérations: pour k£ =0,1,..., faire
(a) approximation de la solution (9.6)
Calculer ay, = (°,d%)/(d*, Ad¥) ; "1 = 2% + apd® ; P*11 =1k — o Ad
(b) détermination de la nouvelle direction
Calculer 41 = —(AdF,7*) /(dF, AdF) 3 dFFY = o#H0 4 B o dF
fin

9.4 Propriétés de l’algorithme

Les vecteurs générés par l'algorithme (9.6) vérifient les relations suivantes
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Théoréme 9.4.1 (Propriétés de 1’algorithme)

(Ad*,d")=0 pour k #1 (9.7a)
(d,v"=0 0<i<k (9.7b)
(d*,rh=(d*,r%)  0<I<k (9.7¢)
(d*,rF)= (r*,r*) (9.7d)

(Ad*, k)= (Ad*, d¥) (9.7¢)
(r* rh=0 pour k # 1 (9.7f)

EF =Vect(d®,d,...,d*)=Vect(,r,....7%) = Vect(r?, Ar0, ... AFr0) (9.7g)
si ¥ # 0 alors dim £F = k4 1 (9.7h)

a*Hréalise le minimum de J sur z° + £F (9.71)

et ay= (r*, %)/ (d*, Ad¥) (9.73)

Brsr= (rF1 40y (b kY (9.7)

si 7¥ # 0 pour tout k < n alors " =0 (9.7)

Preuve : Les propriétés sont démontrées par récurrence.

Commengcons par les quatre premiéres :

1) Alordre k =1:

(9.7a) (Ad° d) = (Ad° r! + £1d°) = 0 par définition de 3.

(9.7b) (d°,r') = (d°,r° — agAd®) = 0 par définition de ap.

(9.7¢) (d*,r%) = (d',70)!

(9.7d) (d°,7°) = (v, r9) par définition de d° et (d',r') = (r' + B1d®,r!) = (r,rh).

2) A Tordre k: supposons ces propriétés vraies jusqu’a lordre k — 1 inclus, remarquons
d’abord que de la relation

-1
rl=r0— ZajAdj,
§=0
on peut déduire de I’hypothese de récurrence que pour 0 <[ <k —1

_e%Nd)  ehd) )
N = (0 Ad) (L Ad)  (d, Ad) (0.8)

Il vient ensuite
(9.7a) (Ad*—1,d¥) = 0 par définition de Sy ;
(9.7a) pour 0 <l < k—1

(Adl,d) = (Ad ¥ 4 Gd) = (Ad, ) = (- = 1), ) = 0
l

d’apres ’hypothese de récurrence;
(9.7b) (d*=1, k) = (@F=1, Pkl — a1 AdFT) = 0 d’apres (9.8);
(9.7b) pour 0 <l <k —1

(d'.r¥) = (d' "' = apy AT = (dhrF ) — g (0, AR =0

d’apres 'hypothese de récurrence ;
(9.7c) pour 0 <l < k—1

-1
() = (d*,r0 =) a;Ad) = (d",1°) 5

Jj=0



142 Ciarlet et Joly

(9-7d) (@, r%) = (rk 4 Boad® 1, rk) = (rF, ok,

Les propriétés (9.7a) a (9.7d) sont donc vraies pour tout k; les autres propriétés en sont
déduites de la maniére suivante :

(9.7e) la propriété est satisfaite & 'ordre 0, puisque r® = d®; supposons-la vraie jusqu’a
lordre k — 1 inclus, alors (Ad*,r*) = (Ad*,d* — B,d*') = (Ad*,d*) d’apres (9.7a);

(9.7f) par construction (r% ') = (d°%r!) = 0 d’apres (9.7b). De méme d’apres (9.7b)
(rt, 7%y = (d' — Bd"=", %) = 0 pour 0 < I < k, Les propriétés (9.7e) et (9.7f) sont donc vraies
pour tout k.

Pour établir (9.7g) et (9.7h) on vérifie que les propriétés sont vraies pour k = 0, puis en les
supposant vraies jusqu’a l'ordre k — 1 inclus, il vient par construction

r*=t e Vect(r0, Ar0, ..., AF=11:0)
d* 1 € Vect(r?, Ar0, ..., AF=170)

0

k 0 4,0 k.0
Vect(r®, Ar”, ..., A
AdE=1 € Veet(Ar9, 420, Aky0) (77 € Ve Art o AR
kb =kl o AdF1
on en déduit que d* = r¥ 4 B,d*~1 appartient lui aussi & Vect(r?, Ar9, ..., AFr0).

En combinant ces résultats, on obtient
Vect(d®,d',...,d*) c Vect(r®, Ar°, ... AFr0)

(9.9)
Vect(r®r!, ... .7%) c Vect(r®, Ar®, ..., AFp0).

Les directions d° & d* forment une famille libre d’apres (9.7a), de méme pour les résidus 7 &
¥, en supposant r* # 0. Le sous-espace Vect(ro, Ar9 .. ,Akro), est engendré par k+ 1 vecteurs

et il contient deux sous-espaces de dimension k£ + 1, on en déduit que
Vect(d®,d,....d*) = Vect(r,rt,...,7%) = Vect(r®, Ar®, ... AFrO).
Remarque 9.4.1 Le cas r* = 0 sera traité dans le théoréme 9.5.1

Pour démontrer les dernieres propriétés :

(9.71) d’apres la relation (9.4) le vecteur z
sur EF;

(9.7j) puisque les propriétés (9.7a) a (9.7d) sont vraies pour tout k,

(dF, Adv) ~— (dF, Ad¥) ~ (d¥, AdF) ’

k+1 _ 20 réalise le minimum de la fonctionnelle J

ap =

(9.7k) enfin par définition

(AdF, rF+1) 1
ﬁk+1 = (dk; Adk) = (a_k(rk?+1 - Tk)vrk—i_l)/(dkvAdk)a

soit
g LAY (@A) )
i (d¥, Ad*) (rk,r%) (rk,rk) 7
(9.71) enfin les vecteurs résidus vérifient (9.7f) et définissent aussi une base orthogonale de
E™ = R™. Le vecteur r™ est alors orthogonal dans R™ aux n vecteurs de base r0, 1, ... #7711 il
est nécessairement nul. [

Remarque 9.4.2 Une lecture attentive de cette démonstration montre que les relations d’ortho-
gonalité (r*,rt) = 0 et (d*, Ad") = 0 pour k # 1 sont suffisantes pour assurer la convergence
de Ualgorithme (9.6). Ceci laisse entendre que l'argument de minimisation d’une fonctionnelle
conveze n'est pas la seule voie possible pour obtenir la solution du systéme linéaire (9.1).
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9.5 L’algorithme du gradient conjugué

En utilisant les propriétés (9.7j) et (9.7k), on écrit une seconde version de lalgorithme du
gradient conjugué, a comparer a celle du chapitre 4,

Initialisation:
Choisir 2% € R"
Calculer 1 =b— Az" ; 4% =40
Itérations: pour k£ =0,1,..., faire
(a) approximation de la solution (9.10)
Calculer oy, = (r*,7%)/(d%, Ad¥) ; o+ = 2 + apd® ; rF L =% — o Ad”
(b) détermination de la nouvelle direction
Calculer Bypq = (¥t vkt /(% k) o dF L = okt L g d”

fin

Par rapport a la formulation (9.6), cette nouvelle écriture de ’algorithme ne requiert plus &
chaque itération que le calcul de deux produits scalaires (d*, Ad*) et (r*+1 751 au lieu de trois
(d¥, Ad¥), (r9,d*) et (r*+1) Ad®). En effet, le produit (r*,7*) provient de I'itération précédente.
De plus la formulation (9.6) nécessite le stockage du vecteur 7%, qui n’est plus utilisé dans (9.10).

Théoréme 9.5.1 Si A € R™™ "™ est une matrice symétriqgue définie positive, ’algorithme du
gradient conjugué (9.10) converge en au plus n itérations vers la solution du systeme linéaire

Ax =b.

Preuve : Le cas " = 0 a déja été traité en supposant que 7* # 0 pour k < n. Si en cours
d’itérations on obtient un résidu r* nul, alors I'algorithme a convergé en k < n itérations. ]

9.6 Sous—espace de Krylov

Dans 1’étude précédente est apparu le sous-espace Vect(r?, Ar0 ... A¥=10). La structure
de ce sous-espace joue un role important dans la méthode du gradient conjugué.

Définition 9.6.1 On appelle sous-espace de Krylov d’ordre k, relatif a la matrice A € R"*™
et au vecteur v € R", le sous-espace de R"™ engendré par les vecteurs AJv pour j =0,1,... k—1.
On le note

Ki(A,v) = Vect(v, Av, A2, ... A1),

Dans la méthode du gradient conjugué la solution x du systeme linéaire Az = b est approchée
a l'itération k par le vecteur z* de la forme 2% = 29 + v* avec v¥ € K (A,r°). D’apres 1'étude
des propriétés la méthode du gradient conjugué, on a par construction, cf. (9.7f)

Ki(Av) = Vect(d®,d',...,d*" ) = Vect(rO,rt, ..., r* 1) = Vet (¥, Ar°, ..., AF=120) (9.11)

Si r*=1 #£ 0 la dimension du sous-espace Kj(A,r°) est k.

D’une maniére générale, a litération k si 7¥=1 #£ 0, alors dim[Ky(A,v)] = dim[Kp_1(A,v)] +1:
la dimension du sous-espace de Krylov généré par la méthode du gradient conjugué augmente
d’une unité a chaque itération, tant que le résidu n’est pas nul.
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k

La formule (9.4) montre qu’a l'itération k, le vecteur z* — 2% est la projection dans Kj(A,r°)

du vecteur erreur r — .’EO.

Cette idée d’approcher la solution d’un systéme linéaire par sa projection dans un sous-espace
de Krylov K (A, v) est commune & de nombreuses méthodes de résolution de systémes linéaires et
de calcul des valeurs propres référencées sous I'appellation générique de méthodes de Krylov.

Remarquons maintenant qu’un sous-espace de Krylov Kj(A,v), relatif & une matrice A et
un vecteur v donnés, n’est pas toujours de dimension k. Par exemple lorsque v est un vecteur
propre de la matrice A, on a dim[K}(A,v)] =1 pour tout k£ > 1. Mais cette situation n’est pas
pénalisante (voir la proposition 9.6.3), au contraire ! Elle montre qu’il convient d’étudier de plus
pres la construction de Kj(A,v). Nous savons que

1. Le polyndéme caractéristique d’une matrice A € R™ " est un polynéme p de degré n qui
vérifie
p(A) = pol + 1A+ ...+ p, A" =0.

Quand po = det A # 0, on déduit de cette relation que la matrice A~! s’écrit sous la forme

n—1
_ i
A 1:—§ M—(J)AJ. (9.12)

2. Le vecteur z, solution du systéme linéaire (9.1), s’écrit (en posant r° = b — Ax?)
n—lM_
0 ~1,0_ 0 J 23,0
r=x"+Ar =z — —=Alr”. 9.13
Z Ho ( )

Le vecteur « — 2 appartient donc au sous—espace de Krylov K, (A, %), quel que soit 9,
c’est-a-dire quel que soit le vecteur initial z°.

3. Dans la méthode du gradient conjugué, a l'itération k, on approche le vecteur x = A~1b
par le vecteur ¥ défini par la relation (cf. (9.5) et (9.11))

k—1 k—1
ab =20+ Z a;dl =20 + Z*yjAjro. (9.14)
j=0 =0

Cette approximation est consistante avec la relation (9.13).
4. Soit g un polynome de degré d (d < n) tel que g(A) = 0. Le vecteur z = A~'b s’écrit
encore

r=2"4+ A0 =20+ ad. (9.15)

d=1" obtenu apres d itérations de la méthode du gradient conjugué en

0. g%écrit

Mais le vecteur x
partant du vecteur x

d—1
2 =20+ " aydi (9.16)
j=0
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Pour montrer que z¢ ! = z, il suffit d’utiliser la propriété de minimisation (9.71) de la

méthode du gradient conjugué: la plus petite valeur de la fonctionnelle J est atteinte quand
aj =a;pour j=0,1,...,d— 1.

Il ressort de cette étude que pour diminuer le nombre d’itérations de la méthode du gradient
conjugué, il faut rechercher un polynéme annulateur de A de degré le plus petit possible. Ceci
nous renvoie a la notion de polynéme minimal, qui est un polynéme annulateur de A de plus
bas degré.

Proposition 9.6.1 Soit la matrice A € R™*™ et soit d le degré de son polyndme minimal. Alors
pour tout vecteur v € R"

max dim[K(A,v)] <d.

keN

Preuve : Soit ¢ le polynéme minimal de la matrice A, de degré d. Alors

d—1
0=q(A) =&I+GA+.. + AT+ AT et A= AL (9.17)
j=0
Tout vecteur v € K4, 1(A,r°) s’écrit donc sous la forme
d—1 ' d—1 4
v=Y p A0 g At =G AN (9.18)
j=0 j=0
On a donc l'inclusion Kqy1(A4,7°) C K4(A, %) et par suite Kj(A,r%) C K4(A,r°), pour tout
k>d. ]

Or, si la matrice A est hermitienne, elle est diagonalisable et le degré de son polynome
minimal est égal au nombre de valeurs propres distinctes (on déduit ce résultat de fagon
élémentaire de la théorie développée au chapitre 10).

Proposition 9.6.2 Soit A € R™" une matrice symétrique définie positive. Le nombre d’itéra-
tions nécessaires a la résolution d’un systéeme linéaire Ax = b par la méthode du gradient
conjugué est majoré par le nombre de valeurs propres distinctes de la matrice A.

Preuve : C’est une simple conséquence des résultats précédents. [ |

Tl est évident que si la dimension du sous—espace de Krylov Kj(A,v) dépend de la matrice
A par 'intermédiaire de son polynéme minimal ¢, elle dépend aussi du vecteur v. On introduit
ainsi la notion de degré d’un vecteur: le plus petit entier k tel qu’il existe un polynéme pj de
degré k, vérifiant py(A)v = 0, est appelé degré a droite du vecteur v pour la matrice A. Le
degré a droite d’'un vecteur propre a droite de A est 1, car pour v vecteur propre a droite de A,
Av — Av = 0 et ainsi dim[K(A,v)] = 1 quel que soit k¥ > 1! La proposition 9.6.3 montre que
la méthode du gradient conjugué appliquée a la résolution du probleme (9.1) converge en une
seule itération si le résidu initial r® est un vecteur propre & droite de la matrice A.

Proposition 9.6.3 Si r0 est un vecteur propre de la matrice A € R™™ symétrique définie
positive, alors la méthode du gradient conjugué appliquée a la résolution du systeme linéaire
Az = b converge en une seule itération.

Preuve : Il suffit d’écrire que r® = b— Ax? = A(z—2") pour constater que 'hypothese Ar® = Ar°
revient & supposer que A(x — 2%) = A\(z — 2%). On remarque alors que d° = r% = A(x — 20), et
on écrit

(TO’ TO) 0

1
0 = 0 XA(:U—xO) =2+ (z—a2%) =2 (9.19)

(T07TO) dO _ .fUO
7, A}

(d°, Ad")

zt =29+
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Chapitre 10

Valeurs propres et vecteurs propres

10.1 Introduction

Dans le chapitre 5 de ce cours, on a montré que la recherche des fréquences de résonance
d’une structure est une source tres importante de problemes de calcul de valeurs propres et de
vecteurs propres. Dans ce chapitre, on donne quelques résultats théoriques fondamentaux qui
seront utilisés pour construire des algorithmes de calcul des éléments propres des matrices. La
présentation de la forme de Jordan, puis de la décomposition spectrale d’une matrice permet
d’établir une distinction entre matrices diagonalisables et matrices défectives. Ces deux classes
de matrices feront ’objet dans les chapitres suivants d’algorithmes de calcul spécifique.

10.2 Rappels

Avant de commencer ’étude des propriétés spectrales des matrices il faut rappeler quelques
notions utiles : tout d’abord il est nécessaire de se placer dans le corps C des nombres complexes,
car les valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice a coefficients réels peuvent étre imaginaires.
A D'exception de certains cas particuliers, tous les calculs présentés dans ce chapitre sont donc
effectués avec des nombres complexes. En particulier on notera

(u,v) =u*v = ZEZ v;
{2

le produit scalaire complexe de C", T désignant le complexe conjugué de x.
On associe alors & toute matrice A € C™™, la matrice ”transconjuguée”’, notée A* (ou
encore Af), définie par
A;j:Aj,i ].SZS’H,, 1§]§m,

on dit que cette matrice est ’adjointe de A pour le produit scalaire complexe, puisque
Vu,v e C" (Au,v) = (u, A™v).

Définition 10.2.1 — on appelle valeur propre d’une matrice A, toute racine \; du polynome
caractéristique p(A) = det(A—XI); a ce titre on associe a chaque valeur propre sa multiplicité
algébrique m;, qui est l'ordre de multiplicité de X\; en tant que racine de p(\)

— mais on définit aussi la valeur propre \; et un vecteur propre associé u; comme un
couple (A;,u;) solution du probléme Au = Au, ce qui peut encore s’exprimer par u; €
Ker (A — N\I). On introduit donc naturellement la notion de multiplicité géométrique
de A\; par g; = dim (Ker (A — N\1)).
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Supposons que la matrice A € C™*™ admette d valeurs propres X; distinctes,

d d
on a toujours Zmi =mn, et Zgi <n
i=1 i=1

d
Pour de nombreuses matrices E gi < n, et cela montre que l’on peut pas construire une base

=1
de C™ avec les vecteurs propres de telles matrices. On introduit donc les notions suivantes :

— \; est dite valeur propre simple si et seulement si m; = 1, sinon \; est valeur propre
multiple.

— \; valeur propre multiple, est dite semi-simple si et seulement si m; = g; > 1, sinon \;
est valeur propre défective (on a alors m; > g;).

— une matrice A qui admet au moins une valeur propre défective et elle-méme appelée
matrice défective ; de telles matrices ne sont pas diagonalisables.

— l’ensemble des valeurs propres d’une matrice A s’appelle le spectre de A.

Remarque 10.2.1 seule une valeur propre multiple peut étre défective, puisque pour une valeur
propre simple \;, on a m; =1 et g; = dim Ker(A—X\I)>1!

Enfin pour en terminer avec les définitions, rappelons encore que
Définition 10.2.2 on dit que v € C™ est vecteur propre a gauche de la matrice A, si et
seulement si il existe p € C tel que v* A = pv*; par cohérence les vecteurs propres usuels sont

appelés vecteurs propres a droite.

Un vecteur propre a gauche vérifie A*v = fw, donc un vecteur propre a gauche de A est
vecteur propre a droite de A*. Rappelons par ailleurs que

det(A — XI)* = det(A* — \I)

ainsi les valeurs propres de A* sont les complexes conjugués des valeurs propres de A, et en
conséquence tout vecteur propre a gauche de A, vérifie v* A = A\v*, avec A valeur propre de A.

Exemple 10.2.1 Pour mieux assimiler ces notions, considérons les deux matrices suivantes :

1 2 —4 1 2 —4
Ar=10 2 2 et Ay=|0 2 2 |;
00 3 00 2

elles ne différent que par le dernier coefficient diagonal, mais ont des propriétés spectrales
distinctes

Spe(A1) ={1,2,3} et Spe(Asz) ={1,2}.

La matrice Ay ayant ses valeurs propres réelles distinctes, ses vecteurs propres forment une base
de R3, et elle est donc semblable a une matrice diagonale (voir Proposition 10.5.3) :

-1
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La matrice Ay n’est pas diagonalisable : la valeur propre A(A2) = 2 a une multiplicité
algébrique m = 2 car le polynéme caractéristique est divisible par (A — 2)%. Sa multiplicité
géométrique est g = 1: en effet tout vecteur propre v = (vy,va,v3)’ associé & la valeur propre
A = 2 vérifie nécessairement les relations

v1 + 2v9 — 4vg = 211
2v9 4 2v3 = 209
21)3 = 21)3
on en déduit que vy = 0 et v1 = 2vs ; le sous—espace propre relatif a la valeur propre A\ = 2 est

donc engendré par le vecteur v = (2,1,0)7. La matrice Ay est défective, et on peut seulement
écrire

1 2 —4 12 0 1 00 12 0\ !
Ay=10 2 2 |=(0 1 2 0 2 1 01 2
00 2 00 1/2 00 2 00 1/2

Cette différence peut s’avérer trés importante dans la pratique, en particulier lorsque 'on doit
évaluer A% et AL.

10.3 Cas des matrices diagonalisables

On s’intéresse d’abord au cas des matrices diagonalisables, que 1'on va caractériser, puis on
étudiera le cas général.

Proposition 10.3.1 Les valeurs propres d’une matrice hermitienne sont réelles.

Preuve : En effet on a la suite d’implications:

A

Au = u = u*A* = \u* = (u*A")u = \ u*u o
(u*A*)u = u*(Au) = u*(\u) = X u*u N

Proposition 10.3.2 Les vecteurs propres d’une matrice hermitienne correspondant a des valeurs
propres distinctes sont orthogonaux.

Preuve : On peut écrire

Au = M = u*A*v = v = \ u*v

(U*A*)U:U*(A’U)Zu*(luy>:uu*v}:>()\’u)uU:O:uv:OSlA#’u

|

Proposition 10.3.3 Toute matrice hermitienne est diagonalisable dans une base orthonormale.
Cette propriété découle d’un résultat plus général

Proposition 10.3.4 [Forme de Schur] Soit A € C™"*" il existe une matrice unitaire Q telle que

T = Q*AQ soit une matrice triangulaire supérieure avec pour éléments diagonaux les valeurs
propres de la matrice A.
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Preuve : La démontration est effectuée par récurrence : la propriété est évidente a 'ordre n = 1,
supposons la vraie jusqu’a 'ordre n — 1 inclus. Soit A € C™*™ et \ une valeur propre de A, u
un vecteur propre associé de norme 1; d’apres le théoreme de la base incomplete, il existe une
matrice U € C*"~ "~ unitaire (U*U = UU* = I) telle que la matrice [u, U] € C™*" soit aussi
unitaire, car on peut toujours construire une base orthogonale de C™ dont u # 0 soit le premier
vecteur de base.
Ainsi par construction U*u = 0 et Afu, U] = [Au, AU], soit encore
* *
[, U]* A [u, U] = {é‘.} D, A U] = B ;}f}lg]

Comme U*AU est de rang n — 1, on peut lul appliquer ’hypothése de récurrence: il existe
Q € C1xn=1 ypitaire telle que Q*U*AUQ T; alors

W UG A [, UG = [Q“U] D, A UQ] = [3 u*f%UQ] _7

Enfin puisque Q = [u,U Q] est unitaire, les matrices A et T', semblables, ont mémes valeurs
propres. Plus précisément, si p est une valeur propre de U*AU associée au vecteur propre
v € C" 1 | 11 est aussi une valeur propre de A puisque

U'AU v=pv = A(Uv) = pu(Uv).

On obtient donc la propriété a l'ordre n avec @ = [u,U], et dans cette écriture les termes
diagonaux sont bien les valeurs propres de A.

Les vecteurs colonnes de la matrice @ sont appelés vecteurs de Schur; ils vérifient la
relation AQ = QT. [ |

Dans le cas ou la matrice A est hermitienne, la matrice triangulaire supérieure T' = Q* AQ) est
aussi hermitienne: car elle vérifie T* = Q*A*Q = Q*AQ ; elle est donc diagonale, a coefficients
réels, ce qui démontre la Proposition 10.3.3.

De plus dans ce cas particulier, la relation AQ = QT avec T diagonale, montre que les
vecteurs de Schur sont les vecteurs propres de la matrice hermitienne A. La matrice @ dont
les colonnes sont les vecteurs propres de A, est unitaire par construction, on en déduit que les
vecteurs propres de A forment une base orthogonale de C", et ce résultat est vrai, que les valeurs
propres soient distinctes ou non, ce qui constitue une extension de la Proposition 10.3.2.

Proposition 10.3.5 Toute matrice A € C"*™ normale est diagonalisable dans une base ortho-
normale.

Preuve : On écrit A = QTQ*, avec ) matrice unitaire et 7" matrice triangulaire supérieure.
De I'égalité A*A = AA* on tire T*T = TT™*; mais la matrice T" étant triangulaire supérieure, on
peut écrire pour tout %

TT* Z ‘le|2 T*T)z ( Z ‘T',i|2
Jj=i j<i
Pour ¢ = 1 on trouve donc que
(TT*)10 =Y |Tu 1> = (T*T)11 = [Tuaf
Jj=>1

ce qui entraine que tous les coefficients extra-diagonaux 77 ; sont nuls; en appliquant le méme
raisonnement a la ligne 7 = 2, on trouve

(TT*)22 =Y |Ta;I> = (T"T)a2 = |T1 o + T2

Jj=2
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en tenant compte de 172 = 0, cette relation entraine que tous les coefficients extra-diagonaux
Ty ; sont nuls. .. En réitérant ce procédé, on montre que la matrice T" est diagonale.

La réciproque est évidente: si A est diagonalisable dans une base orthonormale, alors A =
QRDQ*, donc A* = QD*Q* et AA* = QDD*Q* = QD*DQ* = A*A. Toute matrice diagona-
lisable dans une base orthonormale est normale. [ |

Remarque 10.3.1 des relations AQ = QD et A*Q = QD* on déduit que si A est normale,
alors les matrices A et A* admettent la méme base de vecteurs propres, qui sont les vecteurs
colonnes de la matrice Q.

Il s’agit bien d’'une généralisation des résultats du paragraphe précédent, car la matrice A
définie par

7 0 ... 0
4 Q i :
: .. . 0
o ... 0 =1

est diagonalisable (car normale) sans étre hermitienne.
Un exemple moins trivial est fourni par la matrice de permutation P de rang n

0o ... ... 0 1
1 0 . .0
P=lo - . . .
O ... 0 1 o0

qui est normale, donc diagonalisable sans méme étre symétrique :
Q'PQ =A

Les matrices Q et A sont définies en posant z = '™/ et 7 = ¢~ 7/7;

1 1 1 1 1 0 ... .. 0
R z2 : z(n—1) 0 =z : :
Q= 7 1 7 z* : z2(n—1) et A=|: ~ . :
: : : : : : 2(n=2) 0

1zl 2 z(=D(n-1) 0 ... ... 0 20D

Remarque 10.3.2 Attention : toute matrice A diagonalisable n’est pas nécessairement normale !
1l faut que la base de vecteurs propres de A soit orthonormale pour avoir cette propriété, comme
le montre ’exercice suivant.
0 -1
A= .
(5

Montrer que A est diagonalisable, puis calculer une forme de Schur de A: A = Q*TQ. Que
peut-on en conclure ?

Exercice 10.3.1 Soit la matrice

Terminons ce paragraphe par ’énoncé de quelques résultats utiles sur les matrices hermitiennes.

Théoréme 10.3.1 (Courant—Fisher) Soit A € C"*" une matrice hermitienne dont les valeurs
propres réelles sont rangées suivant

A <A1 << <N
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alors
, . Az
(1) A= max  min ,
Vv zeV—{0} x*T
dimV =k
. . x*Ax
(14) A= min max .
w zeW—{0} T*x

dimW=n—k+1

*

Preuve : Le rapport pa(x) = ? ”
x

F(A) = {pA(l'),l' eC'z # 0}

est le quotient de Rayleigh de la matrice A ; 'ensemble

est appelé le champ des valeurs de la matrice A. Le champ des valeurs de A contient le
spectre de A et aussi les valeurs du quotient de Rayleigh p4(v) = A pour tout vecteur propre v :
Av = Jw.

Pour démontrer le premier point du théoreme, on considere le sous—espace engendré par les
vecteurs propres u; associés aux n — k + 1 valeurs propres A; (k < ¢ < n). Soit V' C C™ un sous—
espace quelconque de dimension k: Wy =< up, Un—1,...,u; >; puisque dim Wy =n — k + 1,
WiNV # {0} il existe donc au moins un vecteur commun non nul z € W;NV, que l'on écrit

n

T = E a;ju; ; alors
i=k

n
Z)\ia?uj U
x*Ax =g
palz) = LEL — =k <A
rx 2, %
i=k
Par conséquent m(V') = mili },oA(x) < Ak, et on en déduit que le maximum de m(V') sur
zeV —{0

tous les sous—espaces V' de dimension k est plus petit que Ag. Si on prend en particulier V =<
Ut, U2, ..., up >, alors dim V' =k et m(V) atteint la valeur maximale A\ pour x = u € V.

On procede de méme pour le second point du théoréme, en posant Vi =< uy,us, ..., ux >
sous—espace de dimension & ; alors pour tout sous—espace W de dimension n—k+1, WNVj, # {0}

*Ax
et par le méme raisonnement, on en déduit que M (V) = max > A\, puis que
zeW—{0} T*x
. x* Az
min max > M\
W zeW—{0} z*x
dimW=n—k+1

. La valeur minimale A\ est atteinte en prenant pour sous—espace W =< u,, up_1,...,ur > et
pour vecteur x = ug. |

Théoréme 10.3.2 Soit B = A+ FE la somme de deux matrices hermitiennes de C™*™, on range
les valeurs propres par ordre croissant :

A AN <A1 <. < <)
E: e <e1<...<e2<g
B ppy<pp1 < S <

alors pour tout k =1,2,...,n
(2) Ak ten < pp < Aptée1
(@) e =M | < B
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Preuve : Soit wy, ug, ...,u, une base orthonormée des vecteurs propres de la matrice A,
et pp une valeur propre de B: on pose Wi =< up,Up_1,...,ur >, d’apres le théoreme de
Courant—Fisher

< max xr) < max Alr) + max x
luk CCEka{O} pB( ) iEEka{O}p ( ) weka{O} pE( )
soit encore i < A\p + £1.
Pour la minoration, on écrit A = B — E = B + FE’ et le résultat précédent appliqué a la
matrice B + E’ devient A\ < ug — €p.

Finalement, pour tout £ = 1,2,....,n, Ag +&, < pp < A +€1, soit encore €, < pup — Ap < €1
on en déduit (ii) puisque pour toute matrice E et toute norme matricielle || E||, |ex| < ||E|| Vk =
1,2,...,n. [ ]

Ce résultat semble intéressant sur le plan numérique, car il montre que la recherche des
valeurs propres d’une matrice A hermitienne est théoriquement stable. Les valeurs propres A(A)
dépendent contintiment des coefficients de A de la maniére suivante : si on pose Ag = A+ & avec
E € C™*™ matrice de perturbation hermitienne, alors

max [A(Ae) — A(4)] = max [AE)|[E]l2 < [I€][F

cette majoration donne une borne maximale de variation des valeurs propres de A en fonction
des coeflicients de £. Malheureusement dans la pratique, les erreurs commises sur les coeflicients
de la matrice A sont diies soit & la représentation machine des nombres (erreur de troncature ou
d’arrondi), soit aux erreurs de calcul qui en découlent. En conséquence, bien qu’il soit souvent
possible d’estimer ||€]|r, le Théoréme 10.3.2 n’est pas utilisable pour le calcul numérique car la
matrice £ n’est jamais hermitienne!

10.4 Localisation des valeurs propres

Théoréme 10.4.1 [Gerschgorin-Hadamard] Le spectre de la matrice A € C"*™ est contenu
dans l’ensemble D réunion des disques D; du plan complexe définis par

Di={z€C, [z = Ais| <> _|Ail}.
J#i
Preuve : Soit A une valeur propre de A et u un vecteur propre associé, et soit |u;| = max |u;,
J
alors |u;| # 0 et
uj
ZAZ‘J' uj = )\ul — \— Am‘ = ZAZ’]U_Z <~ |>\ — Al7l| < ZlAZyjl
J J#i Y]

donc A appartient au disque D; de rayon Z|A”| centré en A;;. A toute valeur propre A, on

J#i
peut ainsi associer un disque Dj;, et le spectre de la matrice A est donc contenu dans ’ensemble

D=UL{z€C, [z — A <Y |Aigl}.
i#i
|

Ce résultat permet de localiser rapidement les valeurs propres d’une matrice dans le plan
complexe; on vérifie par exemple sur la figure 10.1 que les valeurs propres de la matrice S
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(représentées par des croix) sont situées a U'intérieur de deux disques

0.5000
0.1667
0.0417
0.0083

A(S) =
Ao(S) =
A3(5) =
Aa(S) =

0.1667
0.0417
0.0083
0.0014

0.0001 dans le disque de centre

0.0417
0.0083
0.0014
0.0002

0.5575 dans le disque de centre (0.5000, 0.)

—0.0146 dans le disque de centre (0.0417,0.)
(0.0417,0.)  de rayon 0.1764

0.0000 dans le disque de centre (0.0417,0.)

0.0083
0.0014
0.0002
0.0000

de rayon 0.2167
de rayon 0.1764

de rayon 0.1764

0.5FT

0.4r

0.3

o

-0.5t.

02 :
01 .
I ]
-0t .
-0.2f :

I I I
-02 -0.1 0 0.1

I I
02 03

I I
0.4 0.5

I I
0.6 07 08

FiG. 10.1 — Le spectre de la matrice S

Dans le cas d’une matrice non symétrique NN, on peut appliquer le Théoreme 10.4.1 aux
matrices N et N7 qui ont les mémes valeurs propres, mais des disques de Gerschgorin différents,
ce qui permet une localisation plus précise du spectre de N :

0.5000
0.1667
0.0417
0.0083

—0.1000
0.0417
0.0000
0.0014

0.0417
0.0083
0.0014
0.0000

0.0083
0.0014
0.0002
0.0100

Il existe de nombreuses configurations, I'exemple de la matrice circulante C' illustre un cas
particulier qui fait I'objet de ’exercice 10.4.1

DW=
W =N

=~ =N W
=N W o
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04r

03

02r

-0.4f

01
1
-0.1F

02 -0.1 0 0.1

Fi1c. 10.2 — Le spectre de N

0.2

03 0.4 0.5 0.6 0.7 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

FiG. 10.3 — Le spectre de NT

Pour cette matrice 'ensemble D est contenu tout entier dans un seul disque (voir figure 10.4),
avec une valeur propre sur la frontiere

A (C) = 10. sur le cercle de centre (1.,0.) de rayon 9.
A2(C) = —2.4+ 2. %1 dans le disque de centre (1.,0.) de rayon 9.
A3(C) = —2.—2. %1 dans le disque de centre (1.,0.) de rayon 9.
M(C)= —2. dans le disque de centre (1.,0.) de rayon 9.

-2+

4t

6

Fi1Gc. 10.4 — Le spectre de C

Exercice 10.4.1 Soit A\ une valeur propre de la matrice irréductible A € C™ ™ ; montrer que si
A appartient a la frontiére de ’ensemble D, alors tous les cercles de Gerschgorin passent par A.

En conséquence tout point de la frontiere de D, intersection de cercles de Gerschgorin, et tel
il existe au moins un cercle qui ne le contienne pas, ne peut correspondre a une valeur propre
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de la matrice.

Enfin il existe une variante du Théoreme de Gerschgorin-Hadamard, qui permet de mieux
localiser les valeurs propres:

Théoréme 10.4.2 Soit une matrice A € C"*™ et soient les n disques D; du plan compleze
définis par
D, = {Z e C, |Z — AM‘ < Z|Al7]|}
J#i
Si il existe p disques D; formant un ensemble connexe E, sans intersection avec les n—p disques
restant, alors E contient exactement p valeurs propres de la matrice A.

Preuve : On écrit A sous la forme A = Dia + R ou Dia est la partie diagonale de A, et on

définit les n rayons
ri=> Al =) Ryl  1<i<n
J#i J

ainsi que les n disques

D; = {Z € (C, |Z — Diam‘| < 7"@‘}.
Puis pour tout € > 0 on définit de maniere cohérente la matrice A(e) = Dia + ¢R, et les n
disques associés

Di(e) ={2 € C, |z — Dia;;| <er}.
Par définition A(0) = Dia, A(1) = A et pour tout i et tout ¢ inférieur & 1, D;(e) C D;(1) =
D, . Par application du Théoréme 10.4.1, on sait que le spectre de A(e) est contenu dans
I'ensemble UL ; D;(e) pour tout . Sans nuire a la généralité on suppose que ’ensemble connexe
FE est constitué par I'union des p premiers disques: F = UleDi, on définit alors ’ensemble
E(e) = U_, D;(e) ; I'hypothese
Vi>p DjﬂE =0

entraine

Vj>p,Ve<1l Dj(e)NE(E) =0

Pour ¢ = 0, chaque disque D;(0) est réduit & un point et

E(0) = UleDi(O) ={ 1, A2, .., A}

quand € tend vers 1, E(e) C E contient toujours exactement p valeurs propres: Ai, Az, ..., A,
les autres valeurs propres restant dans leurs disques. Cette configuration reste vraie a la limite
car les valeurs propres de A(e) dépendent contintiment de e. [ |

On peut voir sur la figure 10.5 le cas d’une matrice A (proche de 5)

0.5000 0.1267 0.0417 0.0083
0.1267 1.0417 0.0083 0.0014
0.0417 0.0083 0.2514 0.0002
0.0083 0.0014 0.0002 0.0100

A:

pour laquelle tous les disques de Gerschgorin sont disjoints :
A1 = 1.0702 dans le disque de centre (1.0417,0.)  de rayon 0.1364
A2 = 0.4786 dans le disque de centre (0.5000,0.) de rayon 0.1767
A3 = 0.2444 dans le disque de centre (0.2514,0.)  de rayon 0.0502
A4 = 0.0099 dans le disque de centre (0.0100,0.) de rayon 0.0099
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0.6

0.4

0.2

F1G. 10.5 — Le spectre de A

10.5 Le cas général

On s’intéresse maintenant au cas d’une matrice A € C**", sans propriété particuliere :
)

Proposition 10.5.1 Les vecteurs propres de la matrice A € C"™™ associés a des valeurs propres
distinctes sont linéairement indépendants.

Preuve : Soient Aj,\g,...,Aq les valeurs propres distinctes d’une matrice A € C™*" et soient
u1,U9,. . .,ug des vecteurs propres associés. On démontre la proposition par récurrence :
e pour d = 2: Auy = Muq et Aug = Aous, si on suppose u; = ausg alors

Au1 = /\1u1 = /\1 (OéUQ) = a/\1u2
Auyp = A(auz) = a(Aug) = adqusg
e on suppose la propriété vérifiée jusqu’a 'ordre k inclus: on considere uyy1 tel que Augy 1 =
Ak+1Uk+1, €t on suppose que uyy1 dépend linéairement des k vecteurs propres précédents, alors

}:>a(/\1—/\2)uQ—0:>a—0.

k k k
Augyy = AZ QUi = Npp1Ugg1 = Z Akp10U; = ZO@MW
=1

i=1 i=1
ainsi
k
Z i(Ni — Apy1)u; = 0.
i=1
De Thypothese de récurrence, on tire o;(A; — Agy1) = 0 pour 7 = 1,2,...,k, soit finalement
a;=0pouri=1,2,... k. [ |
Proposition 10.5.2 Une matrice A € C™*" est diagonalisable si et seulement si elle posséde
n vecteurs propres linéairement indépendants uq,uo, ..., Uy
MO0 ...00
0 X : _
A=lur w2 ... uy]| | .2 . [u1  ug Un | L



158 Ciarlet et Joly

Preuve : Si A est diagonalisable, on peut écrire A = UAU !, en posant

A0 ... 0
U=[ur ug ... u,] e A= O Az

o .0

0 ... 0 M\

Les vecteurs colonnes wu; sont donc les vecteurs propres de la matrice A: AU = UA et ils
sont linéairement indépendants puisque la matrice U est inversible.

Réciproquement si les vecteurs propres uq,uo, ..., u, sont linéairement indépendants alors
U est inversible et AU = UAN = A =UAU"". [
Remarque 10.5.1 Pour toute matrice A non défective, on a n = Zf gi ; il existe donc n

vecteurs propres linéairement indépendants, et la matrice A est donc diagonalisable.

Proposition 10.5.3 Si toutes les valeurs propres d’une matrice A € C*"*"™ sont distinctes, alors
A est diagonalisable.

C’est la conséquence des Propositions 10.3.5 et 10.5.4.

Proposition 10.5.4 Soit u; un vecteur propre a droite de la matrice A € C™"*™ : Au; = \juy,
et soit v; un vecteur propre a gauche de la matrice A: viA = Ajvi. Si A; # A; alors vju; = 0.

Preuve : Soient \; et u; tels que Au; = M\u;, Aj et vj tels que v;fA = )\jv;‘, alors

Au; = Nu; = vl Au; = Aol
g vy *Auws = ot = (WA v = vt
e T e A T L g = A = (A% = Ao
Uj = AjUj Uy A Vj = AjU; Uy
soit finalement

(/\@ — )\J)v;uz =0.

|
Exercice 10.5.1 Soit A € C™*"™ une matrice admettant n vecteurs propres a droite vi,va, ..., U,
linéairement indépendants, et n vecteurs propres a gauche wi,ws, ..., wy, linéairement indépen-

dants. Montrer que (v;,w;) # 0 1<i<n.

Lorsque la matrice A est diagonalisable, la relation AU = UA, est équivalente & A*(U~1)* =
(U=1)*A*, les vecteurs colonnes de U sont les vecteurs propres & droite de la matrice A et les
vecteurs colonnes de la matrice (U~1)* en sont les vecteurs propres & gauche. Posons

G
,U*
U=[u wus u,] et (UH=|72];
Up,
La relation (U~1)U = I s’écrit encore viup = 0 sid # j. Ce qui généralise le résultat de

la Proposition 10.5.4 au cas des matrices diagonalisables (on n’a plus besoin de 'hypothese
Ai # Aj). On résume la relation A = UAU™! dans la formule

A 0 o0 vi
A:[ul ug ... un] 0 )\2 h : Y2

0 ... 0 XN LU
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que 'on écrit encore
n
%
A= E >\z Ui - vy,
i=1

cette relation est appelée décomposition spectrale de la matrice A. Noter que dans cette
relation les termes wu; -v; représentent des matrices de C™*".

10.6 Forme de Jordan

On étudie maintenant le cas des matrices défectives ; de telles matrices ne sont pas diagona-
lisables, car il n’est pas possible de construire une base de C™ a 'aide de leurs vecteurs propres,
comme pour les matrices du le paragraphe précédent. Il faut donc construire d’autres vecteurs
associés aux vecteurs propres, ce sont les vecteurs principaux. Cette construction conduit a

la forme de Jordan dans laquelle la matrice est écrite sous une forme presque diagonale (voir
Chatelin [5]).

Théoréme 10.6.1 Soit A € C" ™ une matrice admettant d valeurs propres distinctes \; de
multiplicité algébrique m; et de multiplicité géométrique g;. Il existe une matrice X € C™*" telle
que

J0 ... 0
A=X 9 I2 X!

: . .0

0 ... 0 Jg

dans cette écriture J; € C™i*™i est la boite de Jordan associée a la valeur propre A;, elle se
décompose en g; blocs de Jordan J; ;:

Jix 0 0 Z 0
0 J . . Az
J; = 02 ‘ ' avec J; j = '
Lo )
: D V|

La démonstration de ce Théoreme est effectuée par étapes et nécessite plusieurs résultats
intermédiaires qui sont proposés comme exercices.

Remarque 10.6.1 Pour toute valeur propre \; telle que m; = g; chaque bloc J; est une matrice
diagonale puisque J;; = [N] pour 1 < j < g;. On retrouwve donc la propriété non défective =
diagonalisable, localisée au sous-espace Ker (A — N\I).

Exercice 10.6.1 Soit R € C™*™ une matrice triangulaire supérieure admettant d valeurs propres
distinctes A;, montrer qu’il existe une matrice Z € C™*" telle que

R 0 ... 0
R=2z71! 9 = Z

R

0 ... 0 Ry

ou R; = NI + U; et U; est une matrice triangulaire supérieure stricte (U;; =0 si j <1i).
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Exercice 10.6.2 Soient A € CP*P, B € C?1 et C € CP*? trois matrices, montrer que
I’équation de Sylvester
AZ -ZB=C

admet une solution unique Z € CP*? gi et seulement si les matrices A et B n’ont pas de valeurs
Propres communes.

Exercice 10.6.3 Soit la matrice Ej, € CF**¥ définie par

0 1 0O ... 0
0o o - ’ :
Ey=|: = 0
: 1
0 0
montrer que
(i) Bi =0
0 O 0
0 1 0 0
1) EiE, = =
(i9) Rk : . .0 [0 Ik—l]
o ... 0 1

(iii) I, — EfEF =e ¢}
(iv) Ekej+1:6j7 jZl,Q,...,k—l
jeme

ou ej est le j vecteur de base de RF.

Exercice 10.6.4 Soit U € C™*"™ une matrice strictement triangulaire supérieure, montrer qu’il
existe une matrice inversible Y et g matrices E; € CFi*ki telles que

EFE, 0 ... O
Y-lUy = 0 B v avec E; = 0 Ty
0 ... 0 K

avec k1 > ko > ... > k.

Démonstration du Théoreme 10.6.1:
La forme de Jordan d’une matrice A € C™*" est alors obtenue de la fagon suivante:

— On commence par mettre A sous forme triangulaire supérieure (forme de Schur de la
Proposition 10.3.4) Q*AQ = R.

— On applique le résultat de I’'Exercice 10.6.1 a la matrice R, et on obtient la matrice

R, 0 ... 0
A0 Ry :
. 0

0 0 Ry

Les d blocs diagonaux R; correspondent aux d valeurs propres distinctes de R qui est
semblable & A par construction.
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— On applique ensuite, pour j = 1,2,...,¢;, le résultat de 'Exercice 10.6.4 & chaque bloc

Ui:)\iI—RiI
E, 0 ... 0 0 1 0
0 E . 0 0
YRR AN I ave By = | | e
P (| .. .
: . .. 0 1
0 o 0 By 0 ... ... ... 0

et les blocs E; ; sont rangés traditionnellement par ordre de rang croissant.

— On pose maintenant

Y7; O 0
v _ 0 Ys
’ 0
0 0 Yy
et on obtient
Jo 0 0
(v'z7Q") A (QzV) = J = 0k
. 0
0 0 Jy
Dans cette écriture
Ji 0 0 A1 0
0 J &
J; = W2 avec J; j = '
0
Y|
0 0 ‘]iy!h 0 ’ A
1

est la boite de Jordan associée a \;.

Les matrices A et J sont semblables et ainsi les A; sont les d valeurs propres distinctes de A.
De plus par construction, le rang du bloc J; est égal a la multiplicité algébrique m; de \; dans
J, donc dans A; ainsi si on note M; le sous—espace de C" associé au bloc J;, alors dimM; = m;

et

d
Zmi:n soit @ MZ’ =C"
i=1 i=1,d
enfin
Jix 0 0 A 0
Ji = O Tiz e Jij = Ai

0 ... 0 Jig (RY
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a chacun des g; sous-blocs J; ; de rang m; j, est associ¢ un sous-espace M; ; de M;. Cherchons
un vecteur propre u dans ce sous—espace : u doit vérifier les m; ; relations :

)\iU1 + ug = )\iul

Aittg + usz = Aug

)\iumiyj—l + ’U/mi,j - )\iumi,j—l
Aitlm; ; = Aitim, 5
On en déduit que nécessairement uz = uz = ... =y, ; = 0! Le seul vecteur propre possible dans
M, ; s’écrit donc u = (1,0,. .. ,0)T'; ainsi il ne peut y avoir que g; vecteurs propres linéairement

indépendants dans M; (autant que de sous—espaces M; ;) et g; est donc la multiplicité géométrique
de )\Z

Soit maintenant zy € Ker (A — \;I) un vecteur propre de A, existe-t-il un vecteur z; # 0 tel
que (A — X\;I)z1 = 29?7 Un tel vecteur satisfait nécessairement la relation

(A=XND)?21 = (A—X\l)m =0 soit 2z € Ker (A —N\I)%

On voit donc pour que 21 existe, il faut et il suffit que Ker (A — \;I)? # {0}.
On peut continuer ainsi en définissant une suite de vecteurs zj par

(A — /\ZI>Zk = Zk—1
et I'on doit chercher z; dans Ker (A — \;1)**1; mais puisque

Ker (A—X\NI) CKer (A= NI)?cC...CKer (A-NIFc...ccCn,

il existe nécessairement un entier I; < n tel que
Ker (A — NI =Ker (A — NI V>,

cet entier est tel que Ker (A — \I)% = M;, on Pappelle indice de la valeur propre \;. Les
vecteurs zj sont appelés vecteurs principaux associés a zg dans M;. Ces vecteurs vérifient les
relations

AZO = )\iZO
AZl = )\7;2:1 + 20
Azg = Njzo + 21

A,Zli = )\izli + 21,4

soit encore
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On reconnait a droite le bloc de Jordan J; ; associé au vecteur zp, et ceci montre que le rang de
J;,;j est nécessairement inférieur ou égal a l'indice ;.

On voit donc que la représentation de Jordan n’est pas unique car la décomposition de la
boite J; en blocs J; ; dépend du choix du vecteur zy dans chaque M; ;. Ainsi pour une valeur
propre A; de multiplicité algébrique m; = 7, de multiplicité géométrique g; = 3 et d’indice [; = 3,
on obtient deux formes de Jordan différentes :

"X|0 0 0]l0 0 07
Ol L 0[0 0 0
0lo x 1[0 0 0
0/l0 0 Xx|0 0 0
0/0 0 0N 1 0O
0olo o o]0 XN 1

L ojlo0o 0 0|0 0 XN

ou

A L]0 0]l0 0 07
0 |0 0[O0 0 0
0 O|lN 1]0 0 0O
0 0|0 XN|[0 0 0
0 0]0 O|Xx 1 0O
0 0|0 00 N 1

Lo 0]0 0|0 0 N

soit comment écrire 7 (m; la multiplicité algebrique de A;) comme somme de 3 (g; le nombre
de vecteurs propres linéairement indépendants) entiers naturels, chaque entier étant inférieur ou
égal & 3 (I; la dimension maximale d’un sous—espace propre) :

T=14+3+3=2+243.

Noter que cette écriture contient le cas A diagonalisable pour lequel I; = 1 et m; = g; pour
tout 1.

Exercice 10.6.5 Soit a € C, a # 0, on considere la matrice triangulaire supérieure C(a) €

(Cnxn
a 1 0O ... 0
0 a 1 :
C(a) = K 0
: .. .. .. 1
0O ... ... 0 a

Vérifier que (v;,w;) = 0 pour tout v; vecteur propre a droite de C(a) et tout w; vecteur propre
a gauche de C(a) .

10.7 Décomposition spectrale d’'une matrice

Ce travail préparatoire va permettre de simplifier la suite de ’étude des matrices défectives en
généralisant la notion de décomposition spectrale introduite auparavant : on écrit toute matrice
A € C™*" ayant d valeurs propres distinctes suivant

A=XJX !

ou
X=[X1 X2 ... Xy4].
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Chaque bloc X; correspond aux m; colonnes de X associées au sous—espace M;, et on introduit
de maniere cohérente

Les vecteurs colonnes de X; forment une base de M; et les vecteurs Y; forment une base adjointe.
Comme précédemment,

X' X =T<=Y'Xi=1In, et VX; =[0]sii#
La matrice P; = X; - Y;* € C"*" est la matrice représentant dans C" la projection sur M; le
long de I’ensemble {z € C", X}z =0} = @jﬁ M; ; on I'appelle projection spectrale associée

a la valeur propre ;.
En particulier on vérifie que

Y Xi = In, = P} =P,
YV'X;=0= PP;=0 i#j

Finalement on résume ces résultats dans la formule
d
A=>" (NP + D)
=1
qui est la décomposition spectrale d’une matrice quelconque, avec
d
Ji = Niln, + Ni;, Di=XiN;Y7 et > Pi=1I,

ou par exemple

0100000
0000GO0O0 O
0001000

N;=1|0 00 00 0 0
0000010
00000001
(0000 O0O0 0

le rang de J; est m;, le nombre de blocs présents est g;, le rang maximum d’un bloc est [;: on
en déduit que Nll’ = [0] soit Dﬁi = [0].

Dans le cas particulier d’une valeur propre \; semi-simple m; = g;, [; = 1; la matrice IV; est
nulle, et donc D; = [0].

Enfin, de la formule générale on déduit que

d
AP; =Y (MNP + Dy) Py = NP} + D; Py = P; (\;P; + Dj)
=1

( Pj et D; commutent par définition), et plus généralement
A"P; = Py (AP + D))"

Proposition 10.7.1 Soit v € C" un vecteur quelconque, pour toute valeur propre A\; semi-—
simple, P;v est vecteur propre associé a A; si et seulement si Pyv # Q.
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Preuve : La démonstration découle de I’étude précédente puisque pour tout vecteur v € C™, le
vecteur P;v appartient au sous—espace M; = Ker (A — )\i)li, donc

APy = \P?v + D;Piv = \;Pv + D; Pv.
Mais dire que \; est semi—simple est équivalent a D; = [0], soit
APy = M\ Pyv.
[ ]

Cette forme générale de la décomposition spectrale d’une matrice va étre utilisée au chapitre
suivant pour étudier la convergence d’algorithmes de calcul de valeurs propres.

Le lecteur intéressé par cet aspect de l'algébre linéaire peut se reporter aux livres de F.
Chatelin [5], B. N. Parlett [19] et Y. Saad [23].

Ce qu’il faut retenir

Ce chapitre ne fait que rappeler des notions que vous devez déja connaitre. . .
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Chapitre 11

Méthode de la puissance itérée

11.1 Introduction

A partir des notions générales introduites dans le chapitre précédent, il s’agit maintenant de
construire des algorithmes de calcul effectif des valeurs propres et vecteurs propres d’une matrice.
Dans ce chapitre, est présentée la méthode de la puissance itérée, ainsi que les méthodes dérivées :
la puissance itérée avec translation, avec déflation, la puissance itérée inverse et enfin la méthode
du sous—espace et la méthode QR.

11.2 Etude d’un exemple

Avant de présenter en détails la méthode de la puissance itérée, examinons sur un exemple
concret effet de la multiplication répétée d’un vecteur par une matrice. Ce type de probleme
rentre dans la catégorie de ’étude de la stabilité des systemes dynamiques, évoquée a la fin du
chapitre 5.

Les statistiques du marché du travail pour les étudiants de I’enseignement supérieur montrent
que chaque mois un étudiant diplomé sur deux est pris en stage, et que un stagiaire sur quatre
est embauché. Vers quel état évolue la population des étudiants diplomés?

Si on appelle €* le nombre d’étudiants diplomés pour le mois &, s* le nombre de stagiaires
et E* le nombre d’étudiants embauchés, le probleme est résumé par la relation linéaire :

[ ekt /2 0 0] [e*
st =11/2 3/4 0f | s
Ek+1 0 1/4 1] |E*

La matrice de cette relation ayant ses valeurs propres distinctes est diagonalisable :

-1

[1/2 0 0] 1 0 o0]ft/2 o o][1 0 o0
A=1|1/2 3/4 0|=|-2 1 0|| 0 3/4 0||-2 1 0
0 1/4 1) 1 -1 1][o0o o 1][1 -11

Apres k mois I’état de la population est donné par la formule

ek ] e 1 0 0]1[1/2 0 01"[1 0 0] [¢°
sfl=4F]s0 | =]-2 1 o0 0 3/4 0 2 1 0] |s°
E* | E° 1 -1 1 0 0 1 1 1 1] [E°

Quand k tend vers l'infini, on tend vers I’état stable

e® 0 0 0 el
s | =10 0 0 0
E® 11 1 E°
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dans lequel tout le monde est embauché, quelle que soit la situation initiale! Si on examine cette
derniere relation, on constate lorsque k tend vers l'infini les trois vecteurs colonnes de la matrice
AF tendent vers le vecteur propre associé & la valeur propre de plus grand module: X = 1.

Cet exemple nous incite a considérer I'algorithme suivant, qui fait intervenir les puissances
successives d’une matrice A pour calculer une valeur propre de plus grand module et un vecteur
propre associé :

1) initialisation :
vg # 0 € C™ quelconque
2) itérations: pour k =1,2,... faire
v = Avk_1 /oy
oy, est une composante de module maximum de Avg_1

fin

Par construction, on a pour tout k > 1, ||vg|lcc = 1; on impose cette propriété pour éviter que
la norme de ce vecteur tende vers l'infini... A partir des relations de cet algorithme et de la
décomposition spectrale de la matrice A, on vérifie que

d
v =Y Py
i=1

d d
Avg = ZAPz‘”Uo = Z(Aipi + D;) Pvg
i=1 i=1
d
Afyy = Z(Aipi + D;)* Py
i=1
1 1 <
donc vy = —Avg_1 = — Y _(\iPi+ D;)* Pvg
Q. Q. )
k
avec ay = Hal
=1

Théoréme 11.2.1 Soit la matrice A € C"*™ on suppose qu’il n’existe qu’une seule valeur propre
A1 de plus grand module et que cette valeur propre est semi-simple. Alors si vy a une composante
non nulle sur le sous—espace My, alors le vecteur vy tend vers un vecteur propre associé a A1 et
ay tend vers |Aq].

Preuve : Puisque A1 est supposée semi—simple, Dy = [0] et on écrit

d
1
v = d—k )\’fPlvo + ZOVPZ + Di)kpﬂ)o
=2
Ak 41 .
=L | Piog+ > —(MP; + Di)F P
A i—2 )\1

1
Le rayon spectral de la matrice FB(AZ-PZ'—I—DZ-) est plus petit que 1 pour i # 1 puisque |A;| < ||

1
k

A
pour i # 1, ainsi vy, ~ == Pjvg quand k — +00. D’aprés la Proposition 10.7.1 Pjvg est un vecteur
Qg
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propre associé & A1, & moins que Pyvg = 0. Si on suppose Pivy # 0, par construction et pour tout
k, vk est un vecteur normé qui reste colinéaire au vecteur Pyug. On en déduit successivement (en
supposant A\; > 0) que

v — v = Prog/||Pivo|lec quand k — 400
Avp_1 — Av = M\ Prog/||Prvoleo = A1v quand k — 400
oV = Avp_1 — Ao quand k — 400
v — v quand k — +o0

ai — A1 quand k — +o0.

Si A1 < 0, le vecteur vy, est de la forme (—1)¥v, et on constate le changement de signe des
composantes non nulles de ce vecteur a chaque itération. [ |

On note que
1) lalgorithme fournit une valeur propre et un vecteur propre associé ;
2) la vitesse de convergence de lalgorithme est 1ié au rapport p = [Aa|/|A1].

11.3 Méthode de la puissance inverse itérée

Si on suppose que la matrice A € C™*" est inversible, alors 0 n’est pas valeur propre.
Rangeons les valeurs propres par ordre de module décroissant

Spe(A) = {/\n, )\7171, ey /\2, )\1}

alors
1 1 1 1
Spe A_l =1y '3 o ) ' N
47 {)\1 A2 An—1 )\n}
: -1 -1 1
et les vecteurs propres de A sont aussi vecteurs propres de A7 : Au = \u <= A" 'u = —u.

Donc si on veut calculer la valeur propre de A de plus petit module \,, on applique I’algorithme
de la puissance itérée & la matrice inverse A~!: c’est la méthode de la puissance itérée inverse :

1) initialisation :
vg # 0 € C" quelconque

2) itérations: pour k= 1,2,... faire
v = A" g /o

ay est une composante de module maximum de A~ vy_4

fin

1
Cet algorithme converge vers la valeur propre de plus grand module de A1 : soit o
n

Dans la pratique pour calculer v, on effectue une factorisation de la matrice A par la
méthode de Cholesky (respectivement par la méthode de Gauss), et on résout le systéme linéaire
LLTv, = vy_; (vespectivement LUvy = vg_1).
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11.4 Technique de translation

Le probleme qui se pose maintenant est comment obtenir les autres valeurs propres, une
fois que l'on a calculé les valeurs propres extrémes? Une réponse est fournie par la technique
de translation (shift en anglais), qui consiste a rechercher les valeurs propres de la matrice
A —ol. Si le spectre de A est

Spe(A) = {)"IM A77/71) R /\27 A1}

le spectre de la matrice A = A — o est

Spe(A) ={\p —0, A1 —0,..., Aa — 0, M1 — 0}

Un choix judicieux de o, tel que |A\; — o] < |\j — o, permet & la méthode de la puissance itérée
de converger vers une valeur propre \; # A;.

Il faut étre prudent dans le choix de o car on n’obtient pas obligatoirement les valeurs propres
dans l'ordre des modules décroissants par cette technique. Par exemple si Spe(4) = {-2,3,5},
la méthode de la puissance itérée appliquée & A converge vers \; = 5, si on 'applique a la
matrice A — 21, elle converge vers -4 car Spe(A — 2I) = {—4,1,3}; on a donc calculé la valeur
propre A3 = —4+2 = —2 et non Ay = 3!

2

Fi1a. 11.1 — Les variations de |A — o]

Sur le graphique 11.1, on voit que la méthode de translation ne permet pas d’atteindre la
valeur propre Ao = 3, car pour toute valeur du parametre o, la courbe représentant les variations
de | A2 — 0| est toujours comprise entre les courbes |\ — o] et |A3 — o|. Pour obtenir Ag, il faut
travailler sur le spectre de A~!, comme le montre la figure 11.2

On peut également appliquer la technique de translation a cet algorithme en factorisant la

matrice A = A — oI ; si A est la valeur propre la plus proche de o, alors est la valeur

— 0
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propre de plus grand module de (A — oI)~!. La convergence est liée cette fois au rapport

1
N—o] _ Ao

U
Aol

ce rapport peut étre trés petit si o est proche de A (et assez éloignée de \'). La convergence de
la méthode est donc tres rapide (quelques itérations) si on dispose d’une bonne estimation de .

A

2

| | | Ny | | | |
f T T T T T

12 15 113 1 0

\/

F1G. 11.2 — Les variations de |A\~1 — o]

Cette méthode est donc utilisée comme accélération de la méthode de la puissance itérée
inverse, mais aussi pour le calcul des vecteurs propres lorsque ’'on a obtenu une estimation des
valeurs propres par un autre algorithme. C’est le cas des matrices symétriques (ou hermitiennes)
pour lesquelles on peut utiliser la méthode de tridiagonalisation associée au calcul des valeurs
propres par la méthode de bissection (voir au chapitre 11). On voit par ailleurs qu’il n’est pas
nécessaire d’avoir une estimation fine de ces valeurs propres puisque la méthode de la puissance
itérée inverse fournit des valeurs plus précises.

Remarque 11.4.1 quand la valeur o est proche de la valeur exacte de A, la matrice A— ol est
presque singuliere ; ce phénomeéne pourrait introduire des problemes numériques au cours de la
factorisation de cette matrice, mais Parlett a montré que les calculs restaient stables et qu’on
pouvait utiliser cette méthode sans modification [19].

11.5 Meéthode de l'itération inverse de Rayleigh

L’idée d’utiliser un parametre de translation o est intéressante du point de vue de la
convergence, mais que faire si on n’a pas d’estimation des valeurs propres? Au cours des
itérations, le coefficient de normalisation ay tend vers la valeur propre dominante en module:
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1
Qg — . Une estimation de A a l'itération k est donc o + —. On peut prendre en compte

-0 g
cette estimation pour obtenir 1'algorithme suivant

1) initialisation:
vo € C", Nwoll2 =1
2) itérations: pour k= 1,2,... faire
o = (vg—1, A 1)
v = [A— crkIrl Vg_1/ Qg
ay, calculé pour que |lvglle =1 (soit o ~ A)

fin

Rappelons que par construction, o = ps-1(vr_1) est le quotient de Rayleigh associé au vecteur
vip_1, d’ot1 le nom de cet algorithme. Cette méthode est cotiteuse car il faut factoriser la matrice
A — oI a chaque itération! En pratique on fige donc o pendant quelques itérations avant
d’utiliser une nouvelle estimation de A. On peut aussi utiliser cet algorithme comme méthode
d’accélération de convergence quand on a obtenu une estimation ¢ d’une valeur propre par une
autre méthode.

11.6  Technique de déflation

Une autre fagon de calculer différentes valeurs propres d’une matrice par la méthode de la
puissance itérée, consiste & retirer les valeurs propres du spectre de A de la manieére suivante
appelée technique de déflation.

On suppose connue une valeur propre A; de la matrice A et un vecteur propre associé u;, on
définit alors la matrice

A=4A- ou; - v*

ol o est un parametre complexe et v € C" un vecteur tel que v*u; = 1.
Théoréme 11.6.1 Si la matrice A € C™*"™ a pour spectre
SpG(A) = {)\n, >\n—17 oo ny Ag, )\1}

et si les vecteurs u; et v vérifient Auj = \ju; et v'u; = 1, alors la matrice A = A — ou; -v* a
pour spectre

Spe(A) = { i, A1y s N — 0y Ao, A )

Preuve : D’apres la Proposition 10.5.4 tout w; vecteur propre a gauche de A associé & une
valeur propre A; distincte de A; est orthogonal a u;, donc

Atw; = (A" — v - uj)w; = A'w; = \w;

ainsi \; est valeur propre de A pour i # j et w; vecteur propre a gauche de A est aussi vecteur
propre & gauche de A. D’autre part

A’LLJ’ = (A — O’Uj . U*)’LLj = ()\j — O’)Uj

donc \; — o est valeur propre de A et u; est un vecteur propre associé. [ |
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Quels sont les autres vecteurs propres a droite de la matrice A7 On les cherche sous la forme
U; = U — Y;uj pour @ # j:

Aﬂi = (A — UUj . v*)(uz — "}/z‘u]‘)
= /\iui — (’Yi()\j — O') + O"U*Ui) u]-.

Pour que @; soit vecteur propre de A associé  );, il faut et il suffit que
Aty — (vi(Aj — o) + ov'ui) uj = Ai (wi — viug)

soit encore

’Yi(/\j — )\z — O’) = O’U*UZ‘.
Finalement on a l’'alternative

ov*u;

a) U7é)‘j_/\i:>%:m

et u; — 7y;u; est aussi vecteur propre

b) o =X; =X = A\ = \; — 0 est alors valeur propre multiple de A

et u; est le seul vecteur propre connu .

Remarque 11.6.1 1) le choiz du vecteur v du théoréme ne pose pas de difficulté a priori, on
peut par exemple prendre v = wj vecteur propre a gauche associé a \;, ce choix conduit a ~y; = 0,
car dans ce cas v:u; = 0.

2) dans la pratique, il n’est pas nécessaire de calculer la matrice /Nl, car dans Ualgorithme de
la puissance itérée, il suffit de calculer le produit Avy = Avy — ou;(v*vy).

11.7 Factorisation QR d’une matrice

Avant d’envisager I’étude d’autres algorithmes, on introduit un résultat tres utile, qui découle
de la construction d’une base orthogonale de C™ par le procédé de Gram—Schmidt :

Proposition 11.7.1 Soit A € C™*™ (m < n) il existe une matrice Q € C"*™ et une matrice
R € C™*™ telles que

A=QR

avec Q*Q = I,,, et R triangulaire supérieure.

Preuve : On note A € C" pour kK =1,2,...,m les m colonnes de la matrice A, et on suppose
quil y a au moins un de ces vecteurs qui est différent de 0 (sinon le résultat est vrai avec
R = A =]0]) et sans limiter la généralité on suppose que cette colonne est la premiere: A; # 0.
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Alors on commence & construire une base orthogonale de C™ suivant ’algorithme

1) initialisation :

G =4 #0
a=aq/lale
2) itérations: pour k =1,2,... m faire
k—1
dr = Ar = Y (@1, Ar)a
=1

si[|Grlle #0  aqr = Gx/|ldkll2
sinon : Arrét des calculs

fin

On vérifie que par construction (g;,q;) = d;; et on définit la matrice R € C"™*™:

(g, Ax) si1<I<k-1
Rip =19 lll stk =1
0 sik<l<m

alors les trois matrices sont liées par la relation

A=QR

dans laquelle R est une matrice triangulaire supérieure

X X X X X
0 x x x X
R=Q"A=|0 0 x x x
0 0 0 x x
0 0 0 0 x

Les matrices A et R ont méme rang r < m, donc si r = rang(A) < m les m — r dernieres lignes
de R sont nulles et les m — r derniéres colonnes de () sont construites a partir de la matrice
To—r. [ ]

Remarque 11.7.1 En pratique il est possible d’obtenir un vecteur qi nul pour k < r < m;
ceci se produit des que le vecteur q est combinaison linéaire des vecteurs qi,qo, ..., qk—1- Pour
continuer l’orthogonalisation, au lieu de I'option Arrét des calculs, il faut effectuer une permutation
des vecteurs Q, Qi+1, - - - » @m pour remplacer qi par un vecteur q; €< qi,q2, - -, qh—1 >.
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On améliore la stabilité numérique des calculs avec la formulation suivante
1) initialisation :
Ri1 = | Aill2
@ =A1/Ri;
2) itérations: pour k =1,2,... m faire
Gk = Ag
pourl=1,2,... .k —1 faire
Ry = (@, k)
Gk = Q@ — Ripa
fin boucle [
Ry 1. = |Gk |2
si Ry = 0: Stop
sinon q;, = i/ Rk
fin

Cet algorithme est équivalent au précédent du point de vue algébrique, mais donne de
meilleurs résultats numériques car les directions calculées respectent mieux les relations d’orthogona-
lité. Le résultat précédent est plus souvent utilisé sous la forme

Théoreme 11.7.1 Soit A € C**™ (m < n) il existe une matrice unitaire Q@ € C**" et une
matrice rectangulaire R € C" ™ telles que

A=QR

Pour passer de la Proposition 11.7.1 au Théoreme 11.7.1, il suffit de compléter si nécessaire
(cas rang(A) < n) I'ensemble des vecteurs {qx}x=1, pour obtenir une base orthogonale de C".
Les n vecteurs ainsi obtenus sont les colonnes d’une matrice ) € C™*" unitaire. De maniére
cohérente, on ajoute éventuellement n—m lignes de zéros a la matrice R de la Proposition 11.7.1
pour obtenir une matrice rectangulaire R € C"*™; dans le cas m = n, la matrice R est une
matrice triangulaire supérieure.

Remarque 11.7.2 La construction de la Proposition 11.7.1 définit les matrices Q@ et R de
maniére unique a partir des éléments de la matrice A ; mais cette factorisation n’est pas unique,
comme le montre exercice suivant.

Exercice 11.7.1 Soit A € C™*", on suppose qu’il existe deuxr matrices unitaires ) € C™*",
Q' € C" ™ et deuzr matrices triangulaires supérieures R € C"*", R' € C"*" telles que

A=QR=QR

Que peut-on dire des matrices Q et Q' ?

11.8 Méthode du sous—espace

La méthode de la puissance itérée est une méthode de calcul efficace, mais elle a quelques
limites d’utilisation dans la pratique:
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1) la méthode de la puissance itérée et ses variantes ne permettent de calculer les valeurs
propres qu’une par une; est-il possible de construire une méthode qui calcule plusieurs valeurs
propres en méme temps?

2) une matrice réelle A peut admettre des valeurs propres complexes conjuguées qui ont done
le méme module; dans le cas ou la valeur propre dominante \; est complexe, alors la valeur

propre A\; perturbe la convergence de I’algorithme. En particulier le vecteur v, = — Av,_; n’a
«

pas de limite. Pourtant on observe numériquement que le sous—espace vectoriel engendré par les
vecteurs vy et vi_1 contient les vecteurs propres associés a A1 et Aq; il semble donc intéressant
dans ce cas d’itérer sur le sous-espace vectoriel engendré par ces deux vecteurs.

On envisage donc une généralisation de la méthode de la puissance itérée, dans laquelle on

itére sur plusieurs vecteurs a la fois. Dans la suite on note X}, =< m’f, mg, e ,xfn > le sous—espace

vectoriel engendré par les m vecteurs xf, et

X = [z 2f ... a2k
la matrice dont les m colonnes sont les vecteurs 33§ . On considére maintenant 1’algorithme
1) initialisation :
choix d’un sous—espace Xy C C" de dimension m
2) itérations: pour k =1,2,... faire
a) X =AXp_,
b) QrRy = X (factorisation QR de Xk)
c) Xp=Qk
fin

L’étape b) de I'algorithme fait appel & la factorisation QR de X &k, cette opération a pour but
de préserver la dimension du sous—espace initial Xy. En effet ’étude de la méthode de la puissance
itérée montre que n’importe quel vecteur courant :v;“ tend & s’aligner sur le vecteur propre v
associé a la valeur propre dominante quel que soit le vecteur initial 1:’8 (non orthogonal & vy).
En conséquence, méme en choisissant un sous—espace X engendré par m vecteurs linéairement
indépendants, au cours des itérations les vecteurs de X vont s’aligner sur v, en conséquence
la dimension du sous—espace X}, deviendra inférieure & m! Malheureusement cette étape de
réorthogonalisation est tres cotliteuse et dans la pratique on ne 'effectue pas a chaque itération.
On utilise plutot la variante suivante

1) initialisation:
choix d’'un sous—espace Xy C C" de dimension m

choix du parametre iter

2) itérations: pour k =1,2,... faire
a) X, = Aterx,
b) QrRi = Xy,
c) Xp=Q

d) modification éventuelle de iter

fin
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Le choix du parametre iter est important : si on le prend trop grand on risque de diminuer
la dimension du sous—espace A%, si on le prend trop petit le cotit calcul de l'algorithme est
trop élevé! Seule I'expérimentation numérique peut permettre de trouver une bonne valeur du
parametre en fonction des données A, m et Aj!

Théoréme 11.8.1 Soient A1, Az, ..., A les m valeurs propres dominantes de la matrice A €
C™ ™ on suppose que
Amai| < [Am| < .oo < A1)

Soient q1, q2,- - -, qm les vecteurs de Schur associés, on note P; la projection spectrale associée a
Ai. Soient m vecteurs linéairement indépendants xi, Ta,. .., Ty on introduit les matrices

Xo=[2z1 22 ... zm] e Qu=[nn @ - qu]

Si on suppose de plus, que pour tout i = 1,2,...,m le rang de la matrice P;[x1,xa,. .., ;] esti,
alors la suite { Xy }ren converge vers la matrice Q.

Preuve : Rappelons d’abord que si la matrice A est hermitienne, les vecteurs de Schur définis au
chapitre 10 sont les vecteurs propres de A, et le Théoreme 11.8.1 dit que la matrice X converge
alors vers la matrice @Q,,, des vecteurs propres de A associés & Ay, Aa,. .., Am.

Examinons maintenant 'hypothése sur les opérateurs de projection spectrale P;; chaque P;
représente la projection orthogonale de C™ sur le sous—espace engendré par ¢ vecteurs de Schur,
et dire que le rang de P; X est i, revient a dire que Q;‘na:? # 0 pour tout vecteur initial x?, c’est-
a-dire qu’aucun des vecteurs x? n’est orthogonal au sous—espace engendré par les m vecteurs de
Schur qui forment les colonnes de Q.

On note @ = [Q,, W] la matrice associée a la forme de Schur de A: Q*AQ = R, R est

une matrice triangulaire supérieure et

Qm _ | QnAQnm QLAWY R 0
[W*]A[Qm W= WA, W*AW]_{O RJ (11.1)

avec R et Ry matrices triangulaires supérieures. En effet, les m valeurs propres dominantes de A
étant supposées distinctes, elles sont simples et les vecteurs de Schur associés sont des vecteurs
propres; de plus I'hypotheése |Ay+1| < || entraine que le sous-espace engendré par les m
premiers vecteurs g; est orthogonal au sous-espace engendré par les vecteurs g; avec m < j < n.
De la relation (11.1) on tire:

AQm = Qle QmQ:;L =1y
AW = W Ry QW =0
On peut donc écrire Xg = Q,,G1 + WGy décomposition de Xy dans la base formée par les m
vecteurs de Schur {q1,q2,...,qm} et les n — m vecteurs colonnes de W: {wi,wa, ..., Wp—m}.

D’apres ’hypothese sur les opérateurs de projection spectrale P;, la matrice Gy € R"™*™ est une
matrice triangulaire supérieure inversible car rang(Xy) = rang(Q,Xo) = rang(Gi). On peut
alors écrire

AXy = AQ,,G1 + AWGs
AR Xy = AFQ,,G1 + AW G,
et encore
QA Qm = R = A*Q = QuRY
W*A*W = R — AFW = WRS
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soit finalement
AR Xy = QnRiGy + WREG,
= [Qm + WR5G2GT 'Ry *|RYGy
= [Qm + Ex|R{G,
Par construction, le rayon spectral de la matrice R1_1 est inférieur ou égal & |\,,|~! tandis que
celui de la matrice Ry est égal a [Ap11] < |A\p|. La matrice Ej, tend donc vers [0] quand & tend

vers +0o.
D’autre part, par construction

X = Q= AXy 1R}
= A*XoR{' .. R;!
Finalement quand k tend vers +o0
Xp ~ QumRiGIRY . R ~ QR

avec R matrice triangulaire supérieure. X}, tend donc vers la matrice Q,,, des m premiers vecteurs
de Schur et les valeurs propres cherchées sont sur la diagonale de la matrice R.

Remarque 11.8.1 La factorisation QR d’une matrice n’étant pas unique, il est plus exact de

dire que la j¢"€ colonne de X}, converge vers la j¢"€

compleze de la forme €' .

colonne de @Q,, multipliée par un nombre

Pour simplifier cette démonstration, seule 1'idée principale a été retenue, le raisonnement
rigoureux est détaillé par Saad [23]. |

11.9 Méthode QR

C’est le cas extréme de la méthode du sous—espace dans laquelle on prend Xy = C™!
L’algorithme QR s’écrit

1) initialisation :
Xo=1
2) itérations: pour k =1,2,... faire
Xp = AXj (11.2)
Qrly, = Xk
Xk = Qk
fin

La méthode consiste donc en une succession de factorisations QR, d’ou elle tire son nom. C’est
bien un algorithme de type sous—espace dans lequel le sous-espace initial est C", c¢’est-a-dire que
la méthode QR calcule toutes les valeurs propres et tous les vecteurs propres de la matrice A. Les
hypotheses du Théoreme 11.8.1 sont automatiquement satisfaites, ce qui entraine la convergence
de la méthode.

Classiquement, on définit la méthode QR par les formules
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1) initialisation :
A=A
2) itérations: pour k =1,2,... faire
QrRy = Ay,
A1 = RpQp
fin

(11.3)

Pour lesquelles on montre les propriétés suivantes :
Proposition 11.9.1 Les matrices générées par ’algorithme QR vérifient les relations
Apy1 = (Q1Q2...Qr)" A (Q1Q2... Qx)
(Q1Q2...Qx)(RkRy—1 ... Ry) = A*

Preuve : On commence par poser Qk = @1Q2...Qy et Ry = RyRi_1 ... Ry, il suffit alors de
vérifier que par construction

Ap1 = RiQy, = [Q; AkQr = Q1 AQy.

Puis par récurrence on montre la seconde identité
OPOUI“k::l,AZQlRl:Al
e Supposons la propriété vraie jusqu’a Pordre pour k — 1 inclus: Qj_1Ry_1 = A1

Qr(RiRy—1...R1) = Qp-1QrRi(Ry—1 ... R1)
= Qr_1ArRy 1
= Qr-1Q5_1AQy—1 Ry,
= A AF1 = Ak,
n

Pour montrer I’équivalence des formulations (11.2) et (11.3), il suffit de définir & partir des
matrices Qk et Ry de 'algorithme (11.3) les matrices Yy = Qi et Yi = Qr Ry ; en utilisant alors
la Proposition 11.9.1 on obtient

Vi = (Q1Q2. .. Qr-1)(QrRy)
= Qr-14 = AQi—1 = AV

La suite de matrices {Yy }ren vérifie donc (en posant Yy = 1)

Yo=1

Vi =Q1R1 = Q1R = A = AY)

Vi = QrRy, = AYj

Ve =Qp
Ainsi X}, = Y}, pour tout k, et la matrice @, de I'algorithme (11.2) est égale & la matrice Q; de
lalgorithme (11.3).

Lorsque la méthode a convergé, on pose Q) = limy_ .o Qr et R = limyg_, Ry.
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11.10 Meéthode Q)R avec translation

Comme chaque itération de cette méthode est couteuse, il faut chercher a accélérer sa
convergence. Pour cela, il est facile d’adapter la technique de translation a cet algorithme en
remarquant que si on effectue une translation sur la matrice Ay, suivie d’une factorisation QR

A — ol = Qr Ry,
alors
App1 = RpQp + op 1
= QrQr R Qy + o1
= QplAk — o 1|Qx + on 1
= QrAkQk
les matrices Ay et A1 sont donc semblables pour tout oy, ce qui laisse la possibilité de changer
o a chaque itération. Pour le choix du parametre oy, on peut utiliser
(i) la translation de Rayleigh: o, = [Ag]n,n & partir d'un certain rang k, qui permet une

convergence cubique dans le cas hermitien.
(ii) la translation de Wilkinson : oy, est pris comme la valeur propre de la matrice

[Ak]n—l,n—l [Ak]n,n—l
[Ak]n—l,n [Ak]n,n

la plus proche du coefficient [Ag], . Cette technique est efficace pour le traitement des valeurs
propres doubles (voir Saad [23]).

Ce qu’il faut retenir

1. la méthode de la puissance itérée permet de calculer la valeur propre de plus grand module
d’une matrice, et un vecteur propre associé.

2. pour calculer la valeur propre de plus petit module, on utilise la méthode de la puissance
itérée inverse

3. pour calculer les valeurs propres intermédiaires, on a recours a différentes techniques
comme la translation ou la déflation.

4. la méthode du sous-espace permet de calculer plusieurs valeurs propres et vecteurs propres
a la fois.
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Chapitre 12

Matrices tridiagonales

12.1 Introduction

Les algorithmes de calcul des vecteurs propres présentés dans le chapitre précédent constituent
un premier ensemble de méthodes utilisables pour toutes les matrices. Dans ce chapitre on
introduit un algorithme tres puissant pour le calcul des valeurs propres des matrices symétriques ;
cet algorithme ne s’applique qu’aux matrices symétriques tridiagonales, on verra au chapitre 13
que dans le cas d’une matrice A symétrique, 'algorithme de Lanczos permet de calculer une
matrice tridiagonale dont les valeurs propres sont proches de celles de A.

Pour étre complet, deux paragraphes en fin de chapitre sont consacrés a la méthode de
Householder, qui permet de mettre toute matrice symétrique sous forme tridiagonale.

12.2 Méthode de la bissection (théorie)

Puisque l'on sait contruire une matrice tridiagonale semblable & une matrice symétrique
(hermitienne) donnée, on cherche maintenant un algorithme rapide de calcul des valeurs propres
d’une telle matrice. Pour cela, on considére la matrice

raz by 0 0 0 0 7
bl an b2 0 0 0
T = 0 by ' 0
0 0 . . . 0

0O 0 0 "o T by

LO 0 0 0 byp1  ap

a coefficients réels, et on suppose que by, # 0 pour tout k. La matrice T est alors dite irréductible,
c’est-a-dire qu’il n’existe pas de matrice de permutation P € R"*" telle que
7 0
T, = PT { 0 T,,} P.
S’il existait un b, nul, la matrice T, serait réductible, et le calcul des valeurs propres d’une
telle matrice se rameéne au calcul des valeurs propres des matrices tridiagonales T” et T". Pour
tout k£ < n, on considere la matrice

raz by 0 O 0 0 7
b1 as b2 0 0 0
0 by 0 0
Ty = .
0 0 " 0
0 0 O br—1
LO 0 0 0 bg1 ag J
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et on introduit pg(\) = dét (T — i), le polynome caractéristique de la matrice Ty, d’ordre k.
Les valeurs propres cherchées étant les racines de p,,, on étudie les propriétés des polynomes py,
pour k=1,2,...,n.

Proposition 12.2.1 Les polynomes pi vérifient les relations suivantes :
(@) po(N) =1, p(A)=a1—A
(i) pe(A) = (ar — Npe—1(N) = bp_1pr—2(A) Yk >2

Preuve : La démontration est effectuée par récurrence en développant le déterminant de la
matrice Ty, — A par rapport a la ligne k

[ap — A b1 0 0 0 0 T
by as — A by 0 0
Tk . )\Ik _ 0 bQ ' 0
0 0 Aj—9 — A bk,Q 0
0 0 0 bk,Q Qf—1 — A bk,1
. 0 0 0 0 br_1 ag — A
d’ou dét (T, — i) = (ar, — A)dét (T—1 — A1) — bp_1dét By_1, avec
fa; — A b1 0 0 0 0 7
by ax—X b 0 0 0
0 b 0 0
By_1 = 2
0 0 Ap_3 — A bk_g 0
0 0 0 bk,3 Qf_—9 — A 0
L 0 0 0 0 br—2 br—1
soit dét Bj_1 = by_1dét (Tk_g — /\Ik—2)- |

Proposition 12.2.2 Les racines du polynome py sont simples et réelles.

Preuve : Puisque la matrice T, — Al est symétrique, le polyndéme p;, admet k racines réelles.
Par ailleurs, en reprenant la définition de Ty, — A\l :

[a; — A b1 0 0 0 0 7
b1 ag — A bg 0 0
Tk . )\Ik _ 0 bQ : 0
0 0 Af—92 — A bk_g 0
0 0 0 bk,Q Qf—1 — A bk 1
L0 0 0 0 b1 ap — ]
la matrice extraite
b1 ag — A bz 0
0 b2 ' o
Se-1=| 0 ag—2 — A br_o

0
0 0 0 bk,Q Qf—1 — A

0 0 0 br_1
a pour déterminant dét Sy_1 = [[,_; ._; b1 # 0 quel que soit A, donc le rang de Tj, — AI}; est au
moins k — 1, chacune des racines de p; est simple. On en déduit que p, admet k racines réelles
distinctes. n

Proposition 12.2.3 Les polynémes pi et p_1 n'ont pas de racine commune.
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Preuve : En effet supposons qu’il existe « tel que pg(a) = pr—1(a) = 0, d’apres la formule de
récurrence,

bii_1pk—a(a) = pi(@) = (ag — @)pp_1(a) =0
soit pi_o(a) = 0 puisque par hypotheése b1 # 0. De proche en proche on montre que

bipo(@) = pa(@) — (a1 — a)pi(a) = 0
soit by = 0, ce qui est contraire a ’hypothese. [ |

Proposition 12.2.4 Les racines du polynome pir_1 séparent strictement les racines du polynome
DPk-

Preuve : On montre le résultat par récurrence:
e Pour k=1

p1(A) = a1 — A
p2(A) = (a1 — A)(az — A) = bf = pa(a1) = —b] <0

d’autre part )\liI}:l p2(A) > 0, donc a; est strictement comprise entre les racines de po.
— =00

e Supposons le résultat vrai jusqu’a 'ordre k inclus. Les racines de pg: a1, ao,...,ap sont
simples et réelles, ainsi que les racines de py_1: 51, B2, ..., Bk ; par hypotheése de récurrence on a

< Pr<ay<Po<...<ap_q<Pr_1<ag
donc pour toute racine «;,
pk+1(ai) = (ak+1 - ai)pk(ai) - b%pkﬂ(ai) = —bipkq(ai)

ainsi pry1(i)pr—1(as) <0, et de méme pyy1(aip1)pr—1(it1) <O0.

Mais par ailleurs pg_1(c;)pr—1(@i+1) < 0 puisque Uintervalle ]y, a;y1[ contient (; racine
simple de pi_1, on en déduit que pgy1(a;)prr1(aitr) < 0, soit qu’il existe une racine ;41 de
DPk+1 strictement comprise entre a; et o41.

Iy a k— 1 intervalles |o;, a;1], on a donc localisé k — 1 racines de pgy1 et on recherche
maintenant des racines a l'extérieur de [aq, ag].

D’une maniere générale, le terme dominant de p; est (—)\)l, la plus petite racine de pp_1
étant 31 > a1, le signe de pi_1(1) est positif; mais par ailleurs pri1(y) = —bzpk_l(al) donc
le signe de py1(a1) est négatif! Il est donc nécessaire que py1 s’annule sur | — oo, ag [ pour que
Jm prra(A) = oo

De méme & Pautre extrémité de Iintervalle, le signe de pp_1(ay) est celui de (—1)*~1, donc
celui de pgy1(ax) est (—1)* puisque pry1(ar) = —b2pr_1(ax), on en déduit que pji; s’annule
nécessairement sur Joy,, +-00[ pour que le signe de /\lim Pri1(N) soit (—1)kF1, |

——00

On définit maintenant la notion de concordance de signes d’une suite {s } xen par récurrence :
pour k= 0 on pose Cy = 0, et pour k > 0

0 sisgr18:<0
1 sinon

Cr11 —Ck+{

On utilise de plus la convention suivante: si s = 0, on définit son signe comme 'opposé de
celui de s;_1; on démontre alors le

Théoréme 12.2.1 Soit A une matrice réelle symétrique tridiagonale et irréductible, et soit r
un nombre réel quelconque : le nombre C(r) de concordance de signes de la suite po(r), p1(r),
oo, pu(r) est égal au nombre A~ (r) de valeurs propres de A strictement supérieures a r.
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Preuve : Dans la démonstration qui suit © et @ signalent ’application de la convention de
signe. On montre le résultat par récurrence:

e Pour k =1pg(r)=1et pi(r)=a; —r ( donc ag = ay) .

r —00 a1 400
signe de po(r) | + + +
signede pi(r) | + © -
C(r) 1 0 0
As(r) 1 0 0

e Supposons maintenant le résultat vrai jusqu’a 'ordre k inclus, on reprend les notations
précédentes :
m<op<pB<az<fe<...<ag1<Br-1 <ok <Vl

et on refait le tableau en appliquant la regle suivante

_ 0 sipgy1(r)pe(r) <0
Ck+]_(7") - Ck(r) + { 1 Sinon

(le tableau complet, qui ne tient pas en largeur, a été découpé en deux parties)

T —00 Y1 a7 Y2 a9 Ce i Q.
signe de pg(r) + 4+ © - ® ... (=1y7! (e1)
signe de pgi1(r) | + © - <) + ... (o1y (1)
Cr(r) E k k-1 k-1 k-2 ... k—j+1 Fk—j
Crri (1) K11k k k-1 k-1 ... k—j+1 k_j+1
A~ (r) F+1 & k k=1 k=1 ... k—j+1 k—j+1
r Qj Vi Qg Yk+1 +00
signe de py(r) ey ... (=)D (eD)F  (—1)F (—1)F
Signe de pra (0 | ()7 @0F () oD -
Crl(r) K—j ... 1 0 0 0
Croar (1) k—j+1 ... 1 1 0 0
A~ (r) k—j+1 1 1 0 0

On vérifie bien que Cj41(r) est égal au nombre de racines «; > r, le résultat est donc vrai &
lordre k + 1 et ainsi il est vrai pour tout n. [ |

Théoréme 12.2.2 Soit A une matrice réelle symétrique tridiagonale et irréductible, le nombre
de valeurs propres de A contenues dans lintervalle a,b] est égal a C(a) — C(b).

Preuve : Puisque C(a) est le nombre de valeurs propres strictement supérieures a a, et C(b)

le nombre de valeurs propres strictement supérieures & b, C'(a) — C'(b) est donc le nombre de
valeurs propres strictement supérieures a a et inférieures a b. [ |

12.3 Méthode de la bissection (pratique)

Les suites {px(r) }ren sont appelées suites de Sturm, et la technique qui consiste & isoler
chaque valeur propre de la matrice dans un intervalle est appelée méthode de bissection .
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Cette méthode est employée pour calculer de maniere efficace les valeurs propres des matrices
symétriques (hermitiennes) de la fagon suivante :

— on commence par isoler le spectre de A & ’aide du Théoreme de Gerschgorin-Hadamard
(Théoreme 10.4.1) ; il est contenu dans un intervalle [a, b], avec

a = mln(Aw — Z |AZJ|) et b= max(Am =+ Z ‘Az,]‘)
J#i J#i

— Dintervalle [a, b] est ensuite découpé en sous-intervalles dans lesquels on cherche a isoler les
valeurs propres par applications successives du Théoreme 12.2.2: si on sait que \ €]ay, bx],
on détermine si A €layg, (ax + by)/2] ou si X €](ar + bx)/2, by].

— & ce stade on a obtenu d intervalles ]ay, bx] contenant chacun une seule valeur propre \.
Chaque valeur propre Ay est donc localisée & la précision |ay — bg|/2. Si h = max |ay, — by|
est assez petit, on peut se contenter de cette premiere approximation. Sinon on peut
envisager de continuer la bissection, dont le taux de convergence est t = 0.5. Mais a ce
stade, il est souvent plus rapide de procéder autrement: on calcule A\ comme racine de
I’équation non linéaire p,(A) = 0 par une méthode itérative de type Newton—Raphson
(taux de convergence ¢t = 1,618) ou la méthode dite Regula Falsi (¢ = 1,642) ou encore
la méthode Pegasus (1,642 < ¢t < 1.695), en initialisant la méthode choisie & la valeur
)\2 = (ax +bg)/2...

Pour calculer les valeurs propres d’une matrice A symétrique on peut aussi associer plusieurs
algorithmes :

— on commence par calculer a l’aide de la méthode de Lanczos (voir chapitre 13) une matrice
H,, € C™*™ tridiagonale

— on calcule ensuite les valeurs propres S\j de la matrice H,, par la méthode de bissection

— a l'aide de la méthode de la puissance itérée inverse avec les parametres de translation
o = A;j (voir chapitre 11) on calcule trés rapidement m valeurs propres de la matrice A et
les vecteurs propres correspondants.

Remarque 12.3.1 cette méthode permet aussi de limiter le calcul des valeurs propres d’une
matrice A symétrique au sous—ensemble contenu dans un intervalle donné, sans avoir a calculer
tout le spectre.

12.4  Un calcul explicite

On peut déterminer explicitement les valeurs propres d’une matrice tridiagonale symétrique
A, € R™"™ dans le cas ou les coefficients sont constants:

fa 4 0 0 0 0
B a B 0 0 0
4|08 0 0
0 0 0
00 0 . .g3
00 0 0 B o

On suppose que « et § sont différents de zéro, et on introduit le polynéme caractéristique de
Ayt pn(X) = dét (A, — AI,). On écrit ensuite la formule de récurrence

Pa(N) = (@ = A)pn1(A) = B2pa—2(N).
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qui incite & chercher le polynéme py, () sous la forme p, (A) = aX7'(X)+bXF(N). En introduisant
alors l'angle 6 par 20 cos(6) = A — «, on obtient

Xi(\) =8 et Xy(\) = —pBe?.
Les coefficients a et b sont déterminés par les deux premiers termes de la suite:
M) =a—-X et p(N) =(a—N?-p%

On constate que po(A) = 1 est un choix cohérent avec la formule de récurrence, qui permet d’en
déduire plus rapidement les valeurs

6—1‘9 eié’

" 2sin(f) et b= 2sin(0)

Le polynoéme caractéristique de la matrice A,, s’écrit donc

nsin[(n+1)0] .

et ses racines sont les

Aj = a+ 28 cos( 2l

n—l—l) pour j =1,2,...,n.

Noter que la valeur # = 0, solution de I’équation sin [(n + 1)f] = 0 ne convient pas car on
montre par récurrence que

pn(a+26) = (n+ 1)(=p)" # 0.

On vérifie alors que pour k =1,2,...,n, le vecteur
up = (eiek’ €i29k’ . ’einek )T
est le vecteur propre associé a la valeur propre

km
n+1

A =a+20cosl, avec 0=

12.5 Méthode de Householder

Le probleme posé dans ce paragraphe consiste, & partir d’'une matrice A € R™*™ donnée,
a calculer une matrice T' tridiagonale, semblable & la matrice A. Cette opération s’appelle
couramment "mettre A sous forme tridiagonale” ou encore ”tridiagonalisation de la matrice A”.
Elle repose sur la définition d’une transformation orthogonale : la transformation de Householder.
Soit u € R™, tel que ||u|| = 1, on considere la matrice

H=1I-2u-u"
u-ul € R™ ™ est une matrice symétrique, et H est une matrice symétrique orthogonale :
HT'H = (I —2u-u")(I —2u-u") =T —4u-u’ +4(u-u")(u-uT)
=T —4u-u +4u- (uTu)-u’ =1
Proposition 12.5.1 Soient a,b € R" deux vecteurs non nuls, il existe un vecteur u € R™ et un

scalaire o € R, tels que
Ha = [I —2u-u']a = ab.
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Preuve : Soient a,b € R™, deux vecteurs non nuls; on va les supposer non colinéaires, car si
a = ab, il suffit de prendre u = 0 pour obtenir le résultat cherché.

On note ensuite que la matrice H étant orthogonale, ||Ha|l = |la||; on peut donc se limiter
sans perte de généralité au cas ou ||b]| =1 et o = ||a]|.

Si un tel vecteur u existe, il vérifie nécessairement
Ha=(I—-2u-uv)a=a—-2u(ula)=ab

soit encore
a—ab=2u(u’a) = 2\u,

avec A = ula.

T

On en déduit la relation a”a — aa™b = 2Xa”u, que I’on écrit encore o — aa’b = 212

Par hypothese les vecteurs a et b ne sont pas colinéaires, donc
T
a0 < lallllb]] = a

et

o — adlh > 0.

En posant alors

a? —aaTh
A==
2 )
on obtient le vecteur cherché
1
u= ﬁ(a — ab).

Noter que la matrice H ne dépend pas du signe de !

Dans la pratique on procede de la fagon suivante:
- on calcule le vecteur v = a — ||al|b = a — ab,
T T(

- puis le scalaire = a’ v =a" (a — ab),

1
—alors H=1— ~v-vT.

8

Le produit d’'un vecteur quelconque w € R" par la matrice H est ainsi obtenu suivant le

calcul de ¢ = =vTw soit 2n opérations, puis de Hw = w — cv soit encore 2n opérations.

Remarque 12.5.1 1) la matrice H est associée a une transformation géométrique, qui est la
symétrie par rapport a l’hyperplan de R™ orthogonal au vecteur u. En effet pour tout vecteur
a€R", Hao=(I—2u-u")a=a—2u(ua), or a s’écrit de maniére unique a = apy +ayL et de
u'a =ulay., on déduit Ha = ag — ap. .

2) il est possible de généraliser cette transformation pour traiter le cas des matrices A non
symétriques. On utilise alors la matrice H = I — 2u - v", avec u,v € R™ tels que (u,v) =1, .

3) on peut aussi travailler dans C™™ a [aide de la matrice hermitienne unitaire H =
I —2u-u* avec u € C" tel que (u,u) = 1.
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12.6 Tridiagonalisation d’une matrice

Soit A € R™ ™ une matrice symétrique, on cherche une matrice de Householder H telle que

X X 0 0 0 0

X X X X X X
B - HAH — 0 x x x x X

0 x x X x X

0 x x x x X

|0 x x x x X |
Il suffit de prendre H de la forme
1 0
(]

avec H =1, 1 — 2@ - @', & € R* 1. En effet

a1 074w AT 0] [ Au A
B—HAH_L) H]{Awl AHO H]_[HA,,1 HAH}'

A€ R™ ! H est une matrice de Householder de rang n — 1, en utilisant la Proposition
12.5.1, on peut trouver un vecteur @ € R*! tel que I—:TA_,l = a[1,0,... ,O]T e R 1L

On a ainsi mis & zéro en une seule étape tous les coefficients de la premiere colonne de A
en dessous de la sous-diagonale! Ce calcul nécessite de 'ordre de 4n? opérations puisqu’il faut
modifier toutes les colonnes de A.

Il est possible d’appliquer le méme procédé a la matrice HAH e Rr1xn-1 pour faire
apparaitre des zéros dans la deuxieme colonne, sans modifier ceux de la premiere, et ainsi de
suite. .. La méthode de tridiagonalisation de Householder consiste donc a calculer n — 2 matrices
HF telles que

ang...HlAHl...Hn72:

O X K K OO
H M H O oo
MoK OO OO

O O X KN O

SO OO W W
O OO K KN

T est une matrice tridiagonale semblable & A, dont le cofit est de I'ordre de n? opérations; il
reste maintenant a calculer les valeurs propres de T

Remarque 12.6.1 on peut obtenir le méme résultat par la méthode des rotations de Givens

(voir [16]).

12.7 Matrice compagnon

Un autre exemple de lien entre les valeurs propres d’une matrice et les racines d’un polynoéme
est illustré par la matrice compagnon

Proposition 12.7.1 Les racines du polynome a coefficients complexes

Po(2) = (=1D)"(2" — 12" — ... —aqz — ap)
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sont les valeurs propres de la matrice compagnon Cy, € C™*" définie par

0 0 0 Q)

1 0 a1
Cn: 0 . . .

0 ... 0 1 Qp—1

Preuve : On démontre par récurrence que P, (z) = det(C,, — zI},):
e Pour n =2:

—Z Q)

1 —z4+wo

02:(0 a0> et dét(Cy — zIp) = 2
1 aq

e Supposons la propriété satisfaite jusqu’a 'ordre n — 1 inclus, alors:

-z 0 ... 0 Qg

1 —z 0 aq
dét(C,, — 2I,) = | ¢

0 0 1 —Z+ ap—1

=2z — o1z — Q).

on développe ce déterminant par rapport a la premiere colonne
-z 0 ... 0 fo%1 0 O ag
1 -z Qo 1 —z Qo
dét(Cp, —2l,) =—2| o . - - : -0 :
0O ... O 1 —z+a,1 0O ... O —2z+4+ anp_1
soit encore
dét(C,, — zI,,) = —2dét(Cp_y — 2L,,—1) — (—1)" L
= 2 (-1)" e a2 —a) = (D) ey

=(-1)"(z" — Q12" V= —agz— ap)
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Cette propriété peut étre utilisée pour calculer les racines du polynéme P, a ’aide d’un
algorithme de calcul des valeurs propres de la matrice compagnon C),. En effet le calcul des
racines d’'un polynéme de degré n est numériquement tres délicat quand n est grand. ..

Exercice 12.7.1 On suppose que les racines du polynome a coefficients complexes

Pu(2) = (—1)"(2" —ap_12"' — ... — a1z — ag)

sont distinctes. Montrer (sans utiliser la Proposition 12.7.1) que la matrice compagnon C,, est

diagonalisable.

Ce qu’il faut retenir

1. il existe un algorithme efficace pour calculer les valeurs propres d’une matrice tridiagonale

symétrique; il utilise une suite de polynoémes définis par une récurrence a trois termes.

2. toute matrice symétrique étant semblable a une matrice tridiagonale symétrique, on peut

calculer ses valeurs propres a ’aide de 'algorithme précédent.
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Chapitre 13

Méthodes de projection

13.1 Introduction

Au lieu de calculer tous les vecteurs propres d’une matrice, successivement ou par groupes,
on peut aussi rechercher les composantes des vecteurs propres présentes dans un sous-espace
vectoriel connu & l’avance. Cette présélection permet de limiter les calculs aux seuls vecteurs
propres (et valeurs propres associées) qui ont une importance pour Papplication en vue, et
ainsi de réduire le coit calcul. Ce type d’algorithme entre dans la catégorie des méthodes de
projection, qui sont tres utilisées dans la pratique. On présente dans ce chapitre les algorithmes
classiques : méthode du sous-espace avec projection, méthodes de Lanczos et Arnoldi. A la fin
du chapitre, un lien entre la méthode de Lanczos et I’algorithme du gradient conjugué est établi,
qui permet de relier les méthodes de résolution de systemes linéaires aux méthodes de calcul des
valeurs propres d’une matrice.

13.2 Méthode de projection

Le principe général des méthodes de projection est d’essayer de calculer les vecteurs propres
de A appartenant a un sous—espace vectoriel donné H C C", ou plus exactement la projection
dans H des vecteurs propres de A. Une formulation ”faible” de la relation

Au = lu

s’écrit en effet
Voe H (Au — Au,0) = 0.

On exprime ainsi que la projection de Au — Au sur le sous—espace H est nulle: plus grande est
la dimension de H, meilleure est 'approximation car la partie "manquante” du vecteur Au — Au

se trouve dans H+
H'Y ={veC", Ywe H, v'w=0}.

13.3 Méthode de Rayleigh—Ritz

Soient A € C"*"™ et H un sous—espace vectoriel de C™ de dimension m < n admettant une
base orthonormée {qi,qo, ..., qm}. On pose

Q=g @ ... gnleC™™

Par définition la matrice @ vérifie Q*Q) = I,,, mais elle n’est pas unitaire car elle n’est pas
carrée! La matrice P = QQ* € C"*" est la matrice de projection orthogonale de C™ sur H : on
vérifie facilement que Im P = H et Ker P = H.
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On cherche donc a résoudre le probleme suivant :

Trouver (A, @) € C x H tel que

P(A@ — M) =0 (13.1)

toute solution (5\, @) de ce probléeme est appelée élément de Ritz.

L’idée de ce type de formulation est d’obtenir une bonne approximation d’un couple (A, u),
valeur propre—vecteur propre, en faisant tendre progressivement H vers C", avec 'avantage de
pouvoir calculer tous les éléments de Ritz contenus dans H a un moindre colit puisque m < n.
On peut ainsi espérer approcher par exemple les m valeurs propres dominantes de A en faisant
les calculs dans un sous—espace H de dimension m < n.

Pour commencer, rappelons le résultat classique suivant

Proposition 13.3.1 Si P € C"*"™ est la matrice de projection orthogonale de C" sur le sous—
espace H C C™ | alors
VeeC", VYye H y*(x — Px)=0

Preuve : En effet en notant * = g + xy1, on a Pxr = g et donc x — Px = xpz., d’ou le
résultat. u

En conséquence, le probleme (13.1) est équivalent au probleme

Trouver (A, @) € C x H tel que

. (13.2)
Vo e H o (Al — i) =0.

Cette formulation correspond bien a une méthode de projection orthogonale, puisqu’on
cherche @ dans H avec un résidu A# — A dans HL. Le probleme (13.2) peut s’écrire dans
une base orthonormée de H : q1, qo, ..., ¢m. On pose alors 4 = Qx et v = Qy avec z,y € C™, et
on obtient

Trouver (A, z) € C x C™ tel que
Vy e C™ (Qy)*(AQx — AQz) =0,
que 'on écrit encore
Trouver (X, z) € C x C™ tel que Q*AQx = Ax. (13.3)

La matrice Q*AQ € C™*™ est appelée matrice de Rayleigh et 'on peut résumer tout cette
démarche dans le résultat suivant

Proposition 13.3.2 (;\, x) est un élément propre de la matrice de Rayleigh Q* AQ, si et seulement
st (A, Qx) est un élément de Ritz de A.

Pratiquement la méthode de Rayleigh—Ritz peut donc se décomposer en quatre étapes:
1) on choisit un sous—espace vectoriel H C C" de dimension m, muni d’une base orthonormée

{q1,92,--.,qm}- Soit @ la matrice

Q=g ¢ ... gn)eC™™
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2) on calcule la matrice de Rayleigh Q*AQ € C™*™

3) on calcule les éléments propres (A;, z;) de la matrice de Rayleigh Q*AQ

4) pour i =1,2,...,m, les couples (\;, Qx;) € C x C™ sont des approximations des éléments
propres (\;, u;) de A.

Il existe un cas particulier intéressant pour I'application de cette méthode:

Proposition 13.3.3 S5i H est un sous-espace vectoriel de C" invariant par A, alors tout élément
de Ritz (\,u) relatif a H vérifie
Al = M.

Preuve : Par construction P(A% — /N\fb) = 0, avec u € H; si on suppose le sous—espace H
invariant par A alors AH = H, et en particulier A% € H. Il en résulte que

P(Al — i) = 0 = Al — ..
|

Ainsi lorsque H est invariant par A, tout élément de Ritz (5\, @) définit une valeur propre et
un vecteur propre de la matrice A!

Remarque 13.3.1 puisque par hypothese, i € H, le probléeme (13.1)
P(Ad — A1) =0

s’écrit encore
PAPw# = \a.

U apparait ainsi comme un vecteur propre de la matrice A,, = PAP € C"*"™ qui représente la
restriction de l'opérateur linéaire associé a la matrice A au sous—espace H C C".

On remarque encore que pour tout vecteur o € HL, Pt = 0 soit A,,0 = 0-¥: tout vecteur
de H' est vecteur propre de la matrice A,, pour la valeur propre 0.

13.4 Cas particulier: A est hermitienne
Pour tout vecteur v € C", on a la relation
7*(Am?) = 7" (PAPE) = (P?)*(APY)

la matrice P est hermitienne par construction car P* = (Q*Q)* = Q*Q = P, ainsi quand © € H,
Pd =17 et 0*A;,,0 = 0*AU; on en déduit le résultat suivant

Proposition 13.4.1 Si A est hermitienne

~ . T¥A z

A; = max  min
SCH gzeS—{0} =* x
dimS=1i

et 5\1 < \.

Preuve : On applique le Théoréme 10.3.1 (Courant—Fisher) & la matrice A,, = PAP qui est

aussi hermitienne:
~ . T*A,, X
A= max min ———

SCH _ * x
dimS=1 z€S {O} L
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et on remarque que z*A,,r = z*Ax puisque x € S C H. D’autre part, toujours d’apres ce
théoreme, la ”vraie” valeur propre A; vérifie

. T*A x
A; = max  min
S zeS—{0} T*X
dimS=1

on en déduit que \; < A, puisqu’on prend le maximum sur un choix plus important de sous—
espaces : les méthodes de projection donnent toujours des estimations des valeurs propres par
valeurs inférieures. [

Dans la pratique deux types de méthodes utilisent ces résultats pour calculer simultanément
plusieurs éléments propres d’une matrice A:

1) la méthode du sous—espace avec projection, dans laquelle H est choisi a priori.

2) la méthode de Lanczos—Arnoldi dans laquelle H est un espace de Krylov

H=K, 1(Az)=<az,Az,..., A" 'z >

dont la dimension m varie au cours des itérations.

13.5 Méthode du sous—espace avec projection

Pour améliorer la convergence de la méthode du sous—espace (voir le Théoreme 11.8.1)
on remplace 'étape X = @ en calculant les vecteurs de Schur d’une matrice de rang m
par la méthode de Rayleigh—Ritz. En effet on a vu que la méthode de Rayleigh—Ritz a pour
effet d’accélérer la convergence des algorithmes de calcul des vecteurs propres; cette étape
supplémentaire permet d’améliorer la précision du calcul des vecteurs de Schur, et en conséquence
d’accélérer la convergence de la méthode du sous—espace.

1) initialisation:
choix d’un sous—espace Xy C C"* de dimension m

choix du parametre iter

2) itérations: pour k =1,2,... faire
a) Xp=AtX,
b) QrRi = Xi
¢) calcul de By, = Q1L AQy
d) calcul des vecteurs de Schur Y}’ BiY;, = R
e) Xp= QY
f) modification éventuelle de iter

fin

On notera encore une fois que si A est hermitienne, la matrice de Rayleigh Q*AQ V'est aussi, et
ainsi les vecteurs colonnes de Y sont les vecteurs propres de By,

13.6 Méthode d’Arnoldi

La méthode d’Arnoldi fait partie des méthodes de Krylov, qui constituent une famille de
méthodes du type sous—espace pour lesquelles le sous—espace H a une forme particuliere :

H =K, 1(A,v) =<v,Av, A%v,..., A" 1y >
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K,—1(A,v) est le sous—espace de Krylov de dimension m, associé a la matrice A et au
vecteur v.

La méthode d’Arnoldi consiste & construire le sous—espace H = K,;,_1(A,v) de la maniére
suivante

1) initialisation:
soit v; € C" tel que [jv1]2 =1
2) itérations: pour j=1,2,...m faire

Hij = (Avj,v;) pour i =1,2,...j

J
wj; = AUJ‘ — E Hmvi

i=1
Hj15 = [lwjll2
siw; # 0, vjp1 = wj/Hjp
sinon arrét des calculs

fin

On utilise en fait dans la pratique une méthode équivalente a la précédente, mais numériquement
plus stable:

1) initialisation:
IS c" H1)1H2 =1
2) itérations: pour j=1,2,...m faire
j+1 = Avj
pouri=1,...,7 faire
Hij = (U1, v:)
Uj+1 = Uj41 — Hi ju;
Hji15 = |04l
si Uj+1 75 O, Uj-',—l = @j—i-l/Hj—}-l,j
sinon arrét des calculs

fin

Le cas Hji1; = 0 sera traité plus loin, examinons d’abord le cas général

Proposition 13.6.1 Si on suppose v; # 0 pour j = 1,2,...,m les vecteurs vi,va,...,Un
forment une base orthonormée du sous—espace

Km(A,U1> =< Ul,A’Ul,AQ’Ul, S ,Am_lvl >

Preuve : On commence par vérifier que par construction les v; sont orthonormés :
e Pour k =2 |lwy]||2ve = Avy — (Avy,v1)vy, soit (ve,v1) = 0 et (ve,v2) = 1 par définition.
e Supposons la propriété vraie jusqu’a l'ordre pour k — 1 inclus, alors
k—1
wi—1 = Avg_1 — Y (Avg_1, 0:)o;

i=1
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et

Vg = wk—l/Hwk—1H2-

Donc (vg,v;) =0 sil < k — 1 par construction, et

k—1
(0, V=) [ w12 = (Avg—1,v5—1) — Y (Avk_1, v3)v; = 0.
=1

Montrons maintenant que < vy, va,..., U, >= Ky (A4,v1):

par construction < vy,vs,..., 0y, >C Ky(A,v1) et dim K, (A,v1) < m,

mais les vecteurs v; sont orthonormés donc dim < wvy,vg,..., vy, >=m.

Finalement < v1,v9,...,0m >= K;,(A,v1) et dim K,,(A,v1) =m . [
Onpose Vi, =[vi v ... vp), Vi € C"™ et Hy, = [H; ;). Hy, € C™*™ est une matrice

de Hessenberg supérieure:

&

I
O OO K K
(= ]
[l ]
MR K K
ST T T A

En effet les coefficients H; ; pour ¢ > j+1 ne sont pas définis dans ’algorithme, mais d’apres
ce qui précéde

J
Hz',j = (Avj,vi) = (wj + ZH[JU[,UZ') =0pouri>j+1.
=1

Proposition 13.6.2 Si on suppose vj # 0 pour j =1,2,...,m, alors

AV = Vi Hyy + wo, - €y, et Vi AV, = Hp,.

Preuve : Par construction des vecteurs v; :

J J
Avj = Hijoi+wj =Y Hijoy+ Hjjoj.
=1

i=1

En regroupant toutes les égalités jusqu'a j < m — 1 on trouve bien une relation de la forme
AV, = Vi,Hy,. Pour le dernier terme il suffit de remarquer que Hyyi1,mVUmy1 = Wy, et que
W, - €, est une matrice a n lignes dont les n — 1 premieéres colonnes sont nulles et dont la
derniere colonne est w,y,.

Enfin puisque les vecteurs v; sont orthonormés:

ViV =1In et Viwy,=0

Avec cette écriture on remarque que H,, = V;} AV,, joue le role d’une matrice de Rayleigh
associée au sous—espace K,,_1(A,v1). [

Proposition 13.6.3 Soit (X, i) un élément propre de H,,, alors

(A— :\In)Vm’EL = Wy, - €, 1.
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De I'égalité
AVt = Vi Hpo + wyy, - €50
on tire
(A= A,)Vpto = wyy, - €5,
On en déduit en particulier que

(A - 5‘In)v7na||2 < Hypi1,mler,

ou e, est la derniere composante du vecteur 4. On peut ainsi mesurer tres exactement la
convergence de la méthode lorsque 1'on calcule des approximations des éléments propres de A
a partir de ceux de H,,. Encore une fois il est hors de question de calculer toutes les valeurs
propres de A par cette méthode, dans la pratique on I'utilise de la maniere suivante

1) initialisation :
choix de v € C" |jv1]j2 =1
choix dem > 1
2) itérations: pour j =1,2,...m faire
Vjy1 = Av;
pour¢=1,...,5 faire
Hij = (0j41,vi)
Ujp1 = Ujp1 — Hijv;
Hip1j = 105412
sivjip1 #0, v =0j41/Hjt
sinon arrét des calculs
3) projection: (X, )
calcul de A plus grande valeur propre de H,,
4) si le critere d’arrét est satisfait: Stop
sinon v; = V,,,u aller en 1

fin

Proposition 13.6.4 S’il existe un indice j < m tel que w; = 0 alors tous les éléments propres
de H; sont éléments propres de A.

Preuve : Par construction vj41 € Kjq1(A,v1) =< vy, Avy, ... ,AJup >, Si w; = 0 il existe un
polynéme de degré j tel que pj(A)vi = 0. Dans ces conditions le sous-espace de Krylov K;(A, v1)
est invariant par A et d’apres la Proposition 13.3.3 tous les éléments propres de H; sont éléments
propres exacts de A. n

Si on veut calculer d’autres valeurs propres, il faut donc choisir un nouveau vecteur initial
v1 ! Le plus petit degré de polynome [ tel que p;(A)v; = 0 est appelé degré a droite du vecteur
v1 pour la matrice A. Par analogie, on appelle degré a gauche du vecteur v, pour la matrice
A, le plus petit degré de polynéme [ tel que p;(A*)v; = 0. Dans la construction du sous—espace
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de Krylov le degré a droite du vecteur v; pour la matrice A représente la dimension maximale

de K, (A, v1).
Par exemple dans le cas particulier ou 'on a choisi pour vecteur v; un vecteur propre de
A, alors Avy = Avp: le degré a droite du vecteur propre vy est 1, et en conséquence dim

K.n(A,v1) = 1 quel que soit m! Le choix d’un vecteur propre comme vecteur de départ ne
semble donc pas idéal du point de vue de la méthode d’Arnoldi, mais en fait comme v; est
vecteur propre, on a atteint le but fixé en une seule itération !

13.7 Meéthode de Lanczos

Lorsque la matrice A € C™*™ est hermitienne, les formules de la méthode d’Arnoldi se
simplifient par symétrie car

Hi,j = (A’Uj,’l}i) = (’Uj,A*’UZ‘) = (Uj,A’UZ') = Fjﬂ'.

et comme H; ; = 0 pour ¢ > j+ 1 on a donc H;; = 0 pour j > i+ 1: la matrice H,, est donc
une matrice tridiagonale hermitienne.

En tenant compte de cette propriété, le calcul des vecteurs v; peut étre simplifié, et on
obtient la méthode de Lanczos:

1) initialisation:
v € C", ||1}1H2 =letvyg=0
2) itérations: pour i = 1,2,...m faire
H;; = (Av;,v;)
w; = Av; — H;jv; — Hi i 1v;1
Hit1;= HwiHZ
si w; 75 O, Vi+1 = wi/HHLi
sinon Arrét des calculs

fin

Puisque la matrice H,, est tridiagonale hermitienne, on peut utiliser la méthode de bissection
pour le calcul de ses valeurs propres, ce qui donne tout son intérét a cette approche.

13.8 Lien avec la méthode du gradient conjugué

A partir de la définition des vecteurs r* et d* dans I’algorithme du gradient conjugué, utilisé
pour résoudre le systeme linéaire Ax = b, lorsque la matrice A est symétrique définie positive,
on peut ecrire pour k=1,...,n—1

T’k — dk _ l@kdk—l
Adk _ (Tk _ Tk:-‘rl)/ak‘

on en déduit la relation

k
A?"k = ﬁ T'k71 + (_k: +

k1 ok a1
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En notant que B¢l = (pk+1 pk+1y /pk k) > 0 on introduit les matrices

’FO ’I“l ,rnfl
IR I e R A
1 0 0]
_ 61 1 . .
L= : -3 1
0
| 0 oo =/t 1
puis
_1 -
o 0 0
p=|" &
: 0
1
_O an—14

La relation liant les résidus est alors résumée dans 1’écriture matricielle
AR=R[LDL"]

dans laquelle la matrice R est orthogonale RRT = I,, (voir la Partie 1) et la matrice LDLT est
tridiagonale par construction. Finalement on peut donc écrire

RTAR=LDL"

et 'on retrouve une relation semblable a celle de la méthode de Lanczos, dans laquelle V,, = R
et H, = LDLT. Le sous—espace de Krylov associé est dans ce cas

K 1(A, %) =<9 Ar0 A%0 . A0 >
et c’est le méme sous-espace que celui engendré par les directions d°, d*, ... d"~! (voir la Partie

1).

Ce qu’il faut retenir

1. les méthodes de projection sont de algorithmes de calcul des valeurs propres et vecteurs
propres d’'une matrice A d’ordre n dans un sous-espace K de dimension k < n & partir
d’une matrice H d’ordre k représentant ’opérateur linéaire associé & la matrice A dans K.

2. si la matrice A est symétrique, la méthode de Lanczos permet de construire une matrice
H tridiagonale symétrique.

3. si la matrice A n’est pas symétrique, la méthode d’Arnoldi permet de construire une
matrice H Hessenberg supérieure.
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Chapitre 14

Quelques rappels de calcul
différentiel

Dans ce chapitre, nous rappelons les fondements du calcul différentiel, en adoptant une
approche relativement abstraite, qui ne repose que marginalement sur la notion de dérivée
partielle.

14.1 Différentiabilité

Soient E et F deux espaces vectoriels normés sur R, on note L.(E, F) ’ensemble des applications
linéaires et continues de E dans F.
Q Lorsque la dimension de [E est finie, toutes les applications linéaires sont continues. C’est
faux lorsque la dimension de E infinie!
Dans la suite, on notera €2 un ouvert de E contenant u, et f une application de 2 C E dans [F;
on dit que f est continue en un point u € Q si

Vh e E flu+h)= f(u)+eo(h), (14.1)
ou gg est une application de E dans F telle que
leo(h)|lr — 0  quand  [[A[[g — 0.

La notation Vh € E sous-entend: pour tout h de E tel que u + h appartient a 2, un ouvert
contenant u et tel que f est définie sur celui-ci.
(En termes plus mathématiques, ceci signifie

Ve>0, In>0, YWweQ, ||v-ulg<n=|f(v)—f(u)lr<e.)
L’expression (14.1) est un développement limité d’ordre 0 au voisinage de u.

Remarque 14.1.1 (préliminaire) Certaines des définitions de ce chapitre sont données dans le
contexte général d’espaces vectoriels normés; on peut pour simplifier se limiter au cas E = R",
F=RP, oun>1etp>1 sont deur entiers naturels.

Définition 14.1.1 On dit que Uapplication f est différentiable en un point u € E s’il existe
g appartenant o L.(E,F), qui vérifie

Vh e R fu+h)= f(u)+g(h)+|h] e(h), (14.2)
ou € est une application de E dans F telle que

le(P)|lr =0 quand  [|h]lz — 0.
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L’application linéaire continue g est notée df (u), et on l'appelle différentielle de f en u. On
note laction de df (u) sur h

df (u)-h
L’expression (14.2) est un développement limité d’ordre 1 au voisinage de w.

Remarque 14.1.2 On retrouve la des petites variations, telles que décrites précédemment.
En effet, on écrit

fluth) = fu) +df (u)h+o(h),

o(h)||r

17|
du premier ordre de f au voisinage de u.

avec la propriété — 0 lorsque ||h|lg — 0, ce qui correspond & un développement limité

Proposition 14.1.1 Si la différentielle de f en u existe, elle est unique.

Preuve : L’unicité de la différentielle en u est obtenue de la maniere élémentaire suivante.
Soient deux applications linéaires continues df; (u) et dfz(u) satisfaisant la relation (14.2). Alors,
pour tout vecteur non nul v, et pour tout réel A strictement positif suffisamment petit pour que
u + Av appartienne a €2, on a I'égalité

df1(u)-(Av) — dfa(u)-(A) = AMer (M) — ea(Av)).
Par linéarité de dfi(u) et dfz(u), on arrive &
Afi (w0 — dfa(u)o = (e1(W0) — e2(0).

Si on fait tendre A vers 0, on obtient que I’application linéaire dfi(u) — dfz(u) est nulle, soit
finalement df;(u) = dfa(u). |

Exercice 14.1.1 1. Soit f : R — R dérivable. Montrer que f est différentiable sur R et calculer
df (z), pour xz € R.

2. Soit f: R™ — RP, une application affine, f(u) = Au+0b. Montrer que f est différentiable sur
R"™ et calculer df (u), pour u € R™.

3. Soit f: R™™ — R™" f(A) = A2. Montrer que f est différentiable sur R™" et calculer
df (A), pour A € R,

4. Soit Q,, U'ensemble des matrices inversibles de R"*", et f : Q, — Qy,, définie par f(A) = A~L,
Pourquoi €, est-il ouvert? Montrer que [ est différentiable sur €, et vérifier que

df(A) - H=—-A"THA™,

pour A € Q.
4. Soit f: R™ — R, f(z) = ||z|. Montrer que f n’est pas différentiable en x = 0, mais qu’elle
Uest sur R™\ {0}, et calculer df (x) pour x # 0.

Bien sir, en toute généralité, toute application différentiable en un point est continue en ce
point, et on retrouve la formule de limite de taux de variation ; c’est 'objet de la

Proposition 14.1.2 Si l'application f de E dans F est différentiable en u, elle est continue en
ce point et

VhEE  df(uyh= lim LM = (W)

14.3
Jim, 7 (14.3)
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Preuve : A partir de la définition de la différentiabilité, en utilisant notamment le fait que la
différentielle en u est continue, on tire

1f (w4 h) = fw)lle < lldf ()] 1]l + [|B]e [le(h)]e

et ainsi

[f(u+h) = f(u)llr —0 quand [l — 0.
De plus par linéarité de application df (u),
VheE, VO >0 flu+6h) = f(u)+ 60df (u)-h+ 0 ||h| e(6h)
et finalement

. flud0h) — f(u)
Vh e E df (u)-h = elirél+ 7 .

Définition 14.1.2 On dit que Uapplication f est différentiable dans (), si elle est différen-
tiable en tout point u € 2. Dans ce cas, on peut définir une application df qui a tout point u € )
associe une application linéaire et continue df (u) de E dans F ; on Uappelle différentielle de f
dans Q. Si la différentielle df est une application continue de E dans L.(E,F), on dit que f est
une application contintiment différentiable, ou encore de classe C!

La définition 14.1.1 introduit la notion de différentielle au sens de Fréchet. On peut également
définir la différentielle de f en u, h +— df(u)-h, au sens de Gateaux. On parle souvent de
dérivée directionnelle.

Définition 14.1.3 On dit que Uapplication f, définie sur un voisinage de u, est différentiable
au sens de Gateaux s’il existe df (u) de L.(E,F) telle que

. flut6h) — f(u)
Vh e E df (u)-h = ellr& 7 .

On peut aussi écrire la définition équivalente, pour chaque h dans E
flu+0h) = f(u) +0df (u)-h+o(6), 0>0, (14.4)
o(0)le
0

avec la propriété — 0 lorsque 6 — 0.

Proposition 14.1.3 SiE = R, la Fréchet-différentiabilité et la Gateauz-différentiabilité coincident.

Supposons maintenant que dim[E| > 2. La différence entre (14.2) écrite avec 6 h au lieu de h et
(14.4) se trouve dans 'expression du reste

0 ||h||e(6 h) pour la Fréchet-différentiabilité.
o(0) pour la Gateaux-différentiabilité.

En d’autres termes, elle est uniforme en h pour la premiere, ce qui n’est pas garanti pour la
seconde. De maniere plus imagée, la Gateaux-différentiabilité est la différentiabilité le long de
toute droite passant par u, alors que la Fréchet-différentiabilité correspond a la différentiabilité
le long de toute courbe passant par u. De fagon générale, la proposition 14.1.2 montre qu’une
application différentiable au sens de Fréchet est toujours différentiable au sens de Gateaux
(et les différentielles sont égales!), alors que la réciproque est fausse. D’ailleurs, la Gateaux-
différentiabilité n’implique méme pas la continuité, comme le montre le contre-exemple qui suit.
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Exercice 14.1.2 On se place dans E = R2. Soient ¢ > p > 5 deux réels. Montrer que la
fonctionnelle f définie par

xP _
fay) =4 -2tz (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

est différentiable au point (0,0) au sens de Gateaur, mais qu’elle n’est pas continue en ce point.

Exercice 14.1.3 Soit encore f: R™ — R, f(z) = ||z||. Vérifier que f n’est pas Gateauz-
differentiable en x = 0.

Placons nous maintenant dans le cas, important en pratique, ou E = R” et F = R, c’est-a-dire
que f est & valeurs réelles. On munit R™ d’un produit scalaire, noté (-,-) dans la suite. Si f est
différentiable en u, sa différentielle df (u) est une forme linéaire de R™ dans R. A cette forme, on
peut associer un unique vecteur de R™, appelé gradient de f en u, et noté Vf(u), tel que

Vh e E df (u)-h = (Vf(u),h). (14.5)
Dans ce cas particulier, la formule (14.2) prend la forme
Vh e E flu+h) = f(u) + (Vf(u),h)+ ||| e(h). (14.6)

Par exemple, avec Jy définie en (1.3), qu’obtient-on comme expressions de d.Jy(u)-h et V.Jy(u)
pour u et h éléments de R™? L’expression (1.6) nous fournit la réponse; en effet, on a

Jo(uh) = Jow) = (Au —b,h) + 5(4h, h).

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz et par définition de la norme matricielle induite par la
norme euclidienne, on trouve

|(Ah, B)| < [ ARI{|RI] < JAI[RI1 ;
ainsi, par identification, on trouve que

1(Ah, h)
2 ]

1
e(h) = , et Je()] = gllAl[ ][]} — O quand |[h]| — 0.

On inféere immédiatement que
dJo(u)-h = (Au— b, h), et VJp(u) = Au —b.

Q Lorsque la matrice A n’est pas symétrique, les expressions ci-dessus sont fausses! En effet,
on doit remplacer A par %(A + AT).

Le gradient dépend seulement du produit scalaire. En particulier, il est indépendant de la
base de I'espace euclidien R™. Supposons maintenant que R™ est muni d’'une base orthonormale
(er)1<k<n, €t soit (zx)i1<k<n le systéme de coordonnées associé.

Dans la base (ex)i1<k<n, le vecteur V f(u) a pour composantes

Orf (u)

Oz f ()

V(u)= (14.7)

Ot ()
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0 \
On note aussi 8—f(u) ses composantes ; i f(u) est appelée k"¢ dérivée partielle de f en wu.
T,

Remarque 14.1.3 pourquoi parle-t-on de dérivée partielle ? La raison en est simple. Si on
choisit h = fey, dans (14.6), on arrive a

0
Flu+6e2) = 1)+ (S F ) 1) +16] e(6er) = 1) + 052 () + |6 =(0er).
Par ailleurs, modulo un petit abus de notations, on peut réécrire f(u) sous la forme f(x1,--+,2y).
0
En d’autres termes, a—f(u) représente la dérivée de f enu dans la direction ey, ce qui correspond
o
a la dérivée de Uapplication

QHf(%l,"',xk_l,xk+0,xk+1,"',$n) en 6 = 0.

Exercice 14.1.4 Vérifier que si [ est différentiable en u, elle admet une dérivée partielle par
rapport a chaque variable en ce point. Réciproquement, montrer que, si f admet des dérivées
partielles sur €0 qui sont continues en u, alors [ est différentiable en u et que, de plus, elle est
de classe C' sur un ouvert contenant wu.

Dans le cas ot F = RP, alors pour u = Y ,_; ¥ ek, f(u) correspond & un vecteur & p composantes

fi(u)

F(u) = f2§u) 7

fp(u)
des lors que I'on a choisi une base (€])1<;<p de F. On peut reprendre la construction ci-dessus,
et différencier chaque composante de f. La différentielle de f en u (lorsqu’elle existe) peut alors
étre écrite composante par composante

dfi(u)-h = (Vfi(u),h) = O fi(u)h1 + Oafr(u)ha + ... + Onfi(u)hy
df2(u)-h = (V fa(u), h) = 01 f2(w)h1 + Oz fa(u)hg + ... + Op fa(u)

dfp(u)-h = (V fp(u), h) = 01 fp(w)hi + 0o fp(w)ha + ...+ On fp(u)hy

ou encore sous forme matricielle

Ofi(u) Oafi(u) ... Onfi(u)
O1f2(u) Oafa(u) ... Onfa(u)

O1fp(u) Oafp(uw) ... Onfp(u)
La matrice associée a df (u) dans les bases (ex)1<k<n €t (€])1<i<p €st appelée matrice jacobienne
de f en u, et on la note [df (u)]. Lorsque n = p, son déterminant est appelé jacobien de f en

u, égal a
Oifi(u) Oafi(u) ... Onfi(u)
O1fo(u) Ozfo(u) ... Onfa(u)
Trw = : : . : :
O fn(u) Oofn(u) ... Opfo(u)
Remarque 14.1.4 Revenons un instant au cas F =R, c’est-a-dire p = 1.
On aldf(u)] = (01 f(u) Oof(u) ... Opf(u)). Sion compare cette expression a (14.7), on en

déduit que dans ce cas

V£ (u) = [df (w)]".
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14.2 Propriétés de la différentielle

Nous démontrons quelques résultats simples, concernant ’addition et la composition d’applications
différentiables.

Proposition 14.2.1 Soient f et g deux applications de E dans F Fréchet-différentiables en
u € B, alors Uapplication f + g est Fréchet-différentiable en u et d(f + g)(u) = df (u) + dg(u).

Preuve : Des relations

flu+h) = f(u) +df (u)-h+ |[h]| €¢(h)
9(u+h) = g(u) + dg(u)-h + [[h|| £4(h)
on tire par addition

(f +9)(u+h) = (f + 9)(u) + df (u)-h + dg(u)-h + |[h[|( e (h) + €4(h)).

Comme
l(er(h) +eg(R)lr — 0 quand |[[hllg — 0

on voit que 'application linéaire d(f + g)(u) définie par
d(f + g)(w)h = df (u)-h + dg(u)-h
correspond a la définition de la différentiabilité en u de f + g. [

Remarque 14.2.1 De la méme fagon, on peut prouver que la somme de deux applications
Gateauz-différentiables en un point est Gateaux-différentiable.

Proposition 14.2.2 Soit f une application de E dans F Fréchet-différentiable en u € E, et soit
g une application de F dans G Fréchet-différentiable en f(u) € F, alors Uapplication g o f est
Fréchet-différentiable en u et

d(g o f)(u) = dg(f(u)) o df (u).
Preuve : Des relations

fluth) = f(u) +df (u)-h+ k]| €5 (h)
g(f(u) +h') = g(f(u) + dg(f(w))-h" + |I|| e4(R),

on tire

go fluth)=g(f(u+h))
=g (f(u) +df (u)h+ ] f(h))
=g(f(u)+ 1) avec h'=df(u)h+|h]es(h)
= g(f(u) +dg(f(u))-h" + ||| eg(h').

Mais 'application différentielle dg(f(u)) est linéaire par définition, d’out

dg(f(w))-h" = dg(f(u))-(df (u)-h) + [Ihl| dg(f(w))-(ef(R))-

On arrive alors a I'expression

go flu+h)=go f(u)+I[dg(f(u))odf (w)]h+ |kl dg(f(u))-(e5(h)) + 1|l eg(h’).
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Il suffit maintenant de vérifier que les deux termes de droite peuvent étre réécrits sous la forme
|h]| €g0f(R), avec |legor(h)|| — O lorsque ||h|| — 0. Or, on a d’une part

1dg(f (w))-(e s (M) < ldg(f () e (R — 0 quand [|h]] — 0;
et d’autre part
IR < lldf )R] + 1Al [l (B = OC|A]])-

On obtient finalement

go fluth)=go f(u)+[dg(f(u)) odf (w)lh+[|h]| €gor(h).

On a également le résultat suivant, si 'on affaiblit ’hypothese sur f.

Proposition 14.2.3 Soit f une application de & dans F Gateauz-différentiable en u € E, et
soit g une application de F dans G Fréchet-différentiable en f(u) € F, alors lapplication g o f
est Gateaux-différentiable en u et

d(g o f)(u) = dg(f(u)) o df (u).
Preuve : Soit h € E donné: f(u+60h) = f(u) + 0 df (u)-h + o(6).

Al

Si on note hy = 0 df (u)-h + o(6), on a en particulier borné lorsque 6 > 0 est petit.

go flu+0h) —go f(u) =dg(f(u))hy+ | hylleg(hp)
= 0dg(f(u))-(df (u))-h + dg(f(u))-0(0) + ||hleg(hp), d ot

gof(u+6 Z) —go f(u) = dg(f(uw))-(df (w))-h + dg(f(u))o(1) + th’” eq(hp).

Comme ||y — 0 lorsque § — 0%, on a de méme ||e4(hy)|| — 0. Ainsi

im goflut8h)—go f(u)
0—0t 0

= [dg(f(u)) o df (u)]h.
|

Remarque 14.2.2 La Fréchet-différentiabilité de g est mécessaire pour pouvoir considérer la
différentielle de la composée. Le résultat sur la composition est faux, si l’on suppose uniquement
que g est Gateauz-différentiable, méme si f est Fréchet-différentiable.

Posons v = f(u).

Lorsque E = R, F = RP et G = R™, et que chacun de ces trois espaces est muni d’une base
orthonormale, df (u) est représentée par une matrice de RP*" dg(v) par une matrice de R™*P?
et d(g o f)(u) par une matrice de R™*":

Oilgo fli(u)  Oelgo fli(u) ... Onfgo fli(u)
Oilgo fla(u)  Oalgo fla(u) ... Onlgo fla(u)
B9 flm(®) Blgo flm() ... Bulgo flu(w)

D’apres la proposition 14.2.2; d(g o f)(u) est représentée par une matrice égale au produit des
matrices associées & dg(v) et df (u):

[d(g © f)(u)] = [dg(v)] [df ()] (14.8)
8191 (1)) 8291 (U) NN 81791 (’U) 81 f1 (u) 82f1 (u) ce 8nf1 (u)
8192 (1}) (9292 (U) AN 6pg2 (U) (91 f2 (u) 82f2 (u) Cen 8nf2(u)

Dgn(®) Oogm(0) .. Bpgn(®)) \OSyw) Dafplw) ... Bufylw)
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que 'on écrit composante par composante

g o Sl Z 09i (1) 21k () , 1<j<n. (14.9)

8303 ox k 8:}0 j

Dans le cas ot la fonctionnelle g est & valeurs dans R (soit m = 1), on sait que [dg(v)] = Vg(v)T
(cf. remarque 14.1.4); g o f est également a valeurs dans R, et 'on a de méme [d(g o f)(u)] =
V(go f)(u)T. En transposant (14.8), on en déduit finalement que

V(go f)(uw) = [df (W] Vg(v)  avec v= f(u).

Exercice 14.2.1 Soit toujours f : R" — R, f(x) = ||z||. En Uécrivant sous la forme f =sog,
s et g a déterminer, retrouver l’expression de df (x) et de son gradient, lorsque x est non nul.

14.3 Différentielles d’ordre supérieur et formules de Taylor

Dans cette section, on consideére des applications différentiables au sens de Fréchet.

14.3.1 Différentielles d’ordre supérieur

On supose que f est différentiable en u. Si la différentielle df est elle-méme différentiable en
u, on définit I'application d?f(u), appelée différentielle seconde de I'application f en u, et
on dit que f est deux fois différentiable au point u; d?f(u) appartient & L.(E,L.(E,F)). Si la
différentielle d?f est une application continue de E dans L.(E, L.(E,F)), on dit que f est une
application de classe C2.

Remarque 14.3.1 (importante) Pour définir la différentielle seconde en u, on doit supposer
que f est différentiable sur un voisinage de u.

On peut identifier! L.(E,L.(E,F)) & L.(E x E,F), et on écrit donc:
(d?f(u)-h)-H = d?f(u)-(h, 1), (h,h') € E x E.
Si b/ = h, on condense les notations en d? f(u)-h?. On rappelle le

Théoréme 14.3.1 (de Schwarz) Soit f une application deux fois différentiable en u. Alors
d?f(u) est une application (bilinéaire, continue et) symétrique de E x E dans F.

1.Si A € L.(E x E,F), ceci signifie que A est bilinéaire en (z,y), et qu’il existe C' € R tel que

sup [ A(z,y)|| < C.

llzll=1,lly[|=1

(i) Pour = € E, soit A, = A(w,-): As est linéaire et sup, —; [|[A=(¥)|| = sup, =1 Az, y)|l < Clz|. Ainsi,
Az € L(B,F), et |Az]l < Cx, avec Cp = C ||z
(ii) Soit maintenant A: & — A,. Comme A est linéaire en sa premidre variable, A est un élément de L(E, L.(E, F)).
Il reste a vérifier la continuité, or

sup || A(z)|| < sup C, < C.

lf=1 llzl=1
Réciproquement, soit A € L.(E, L.(E,F)). On définit A: (z,y) — A(x)(y). Par construction, A est bilinéaire de
E x E dans F et, par ailleurs, comme A(z) € £.(E,F) pour tout ,

sup  [|A(z,y)| = sup IIA(w)(y)H < sup [A(z)]| < Al

llzll=1,llyll=1 llzll=1llyll= llzl[=1
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Replagons-nous maintenant dans le cadre qui nous a permis de définir les dérivées partielles
(premieres), c’est-a-dire E = R™ et F = R: d?f(u) est une forme bilinéaire et continue de R™*™.
D’aprés lidentification ci-dessus, il existe un unique élément V2 f(u) de £(R™, R") tel que

d?f(u)-(h,h') = (V2f(u)h,h'),  h,h € R™

Encore une fois, V2f(u) est indépendante de la base choisie.

Munissons R™ d’une base orthonormée ; on peut construire, gle la méme fagon que les dérivées
8$k8fxl (u) ou 90, f (u). La différentielle
seconde d?f(u) est formée des n x n dérivées partielles 9,0y f (u) de chacune des composantes
Ok f (u) du gradient. On se trouve donc dans le cas du calcul de la différentielle d’une application
de R™ dans lui-méme, et on représente d? f(u) par la matrice Hessienne:

partielles premieres, les dérivées partielles secondes, notées

[VQf(u)] _ 0102 f(u)  0202f(u) ... OnOaf(u)
MO f(u) Ropf(u) ... Opnonf(u)

En particulier, on peut écrire: d*f(u)-(h, h') = (V2 f(u)h, h') = 37715 hi 1;0;0; f (w).
Enfin, on infére facilement du théoréeme de Schwarz le

Corollaire 14.3.1 [V2f(u)] est une matrice symétrique.

Exercice 14.3.1 Soit Jo définie en (1.3). Calculer d*Jo(u)-(h, ') et [V2Jo(u)] pour u, h et b/
éléments de R™.

Bien évidemment, il est loisible de définir, par récurrence, les différentielles d’ordre supérieur
(k > 3), & partir ce qui est écrit ci-dessus:

dkf(u)(h, h’, .. ~,h(k—1))7 h, h', B ~,h(k_1) CEXEX---xE.

Lorsque tous les arguments sont identiques, on adopte la notation d* f (u)hk Si la différentielle
d* f est une application continue de E dans I'espace L.(E xE x --- x E,F), on dit que f est une
application de classe C’“(Q) Pour définir la différentielle d’ordre k en wu, on doit supposer que f
est k — 1 fois différentiable sur un voisinage de u.

14.3.2 Formules de Taylor

Nous énongons pour finir quelques résultats concernant les formules de Taylor des applications
différentiables.
On suppose que Papplication f de E dans I est k fois différentiable en u, avec k > 0 (si k =0,
ceci signifie simplement que f est continue en u). Pour h suffisamment petit, ¢’est-a-dire tel que
u+ h € €, on introduit le reste de rang k de f en u

k

() = Fluth) = () = S ™ f(u) b
m=1

En d’autres termes, on écrit le développement limité d’ordre k au voisinage de u

flu+h) = f(u)+ Z d™ f(u)-h™ + vy, (h). (14.10)

Remarque 14.3.2 Supposons par exemple que E =R", F =R et k = 2 ; dans ce cas particulier

Pt B) = F(u) + ( (), ) + 3 (V2 F(u)h, ) + o).
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L’objet des résultats ci-dessous (pour lesquels on indique brievement 1'idée de la démonstration,
voir également [15]) est d’estimer le reste rx(h). Pour u et v deux éléments de E, on appelle
[u, v] le segment défini par

[u,v] ={w e E : IA€[0,1], w=Au+ (1 — Nv}.
On suppose ici que f est un peu plus réguliere.

Théoréme 14.3.2 (inégalité de Taylor—Lagrange) Supposons que f est de classe C* sur (.
On choisit h tel que le segment [u,u + h] est inclus dans Q. On suppose de plus que f admet
en tout point de |u,u + h[ une différentielle d’ordre k + 1, dont la norme est magjorée par M
uniformément sur Ju,u + h[. Alors, le reste ry vérifie

1
M| < M|[h|F
I < Gy M I
Preuve : On note y(t) = u + th le chemin défini le long du segment [u,v], pour t € [0,1], ce
qui permet d’introduire la fonction p: ¢t — fo~(t).
On applique ensuite 'inégalité de Taylor-Lagrange pour u, fonction d’une variable réelle. [

Lorsque k = 0, 'inégalité précédente est appelée inégalité des accroissements finis.

Théoréme 14.3.3 (formule de Taylor—-Mac Laurin) On se place dans le cas d’une fonctionnelle
a valeurs numériques, ¢’est-a-dire que F = R. Supposons que f est de classe CF sur Q. On choisit

h tel que le segment [u,u + h] est inclus dans Q. On suppose de plus que f admet en tout point

de Ju,u + h[ une différentielle d’ordre k + 1. Alors, il existe X €]0, 1] tel que

1
h) = ! M)
Preuve : On procéde comme pour 'inégalité de Taylor-Lagrange. [ |

Remarque 14.3.3 Le théoréme 14.3.3 est faur si F # R.

Et, si f est encore un peu plus réguliere, on obtient le

Théoréme 14.3.4 (du reste intégral) Supposons que f est de classe C**1 sur Q. On choisit
h tel que le segment [u,u + h| est inclus dans Q2. Alors, ri(h) est égal a

ri(h) = /0 gl k!e)kdkﬂ f(w+6h)-h*+1dp.

Preuve : On procede comme pour 'inégalité de Taylor-Lagrange. ]

Pour finir, si 'on en revient a la régularité initiale, on a le

Théoréme 14.3.5 (de Taylor—Young) Soit f une application k fois différentiable en u. Le
reste Ty, vérifie

lrk (B = o[IR]*).

Preuve : La démonstration est faite par récurrence sur k.

Lorsque k£ = 1, on retrouve la définition de la différentiabilité de f en wu.

Par récurrence, on différencie le reste r;1, et on utilise la formule des accroissements finis, en
notant que la différentielle de h — d™ f(u)-h"™ est

sim=1:df(u).

sim>1:h—md"f(u)hm L
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Chapitre 15

La méthode des différences finies

15.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose de présenter une méthode numérique qui permet de calculer
des approximations de quantités liées & des problémes issus de la physique (au sens large!), telles
que

— déplacement, vitesse (en mécanique) ;
— potentiel, champ (en électromagnétisme) ;

— prix d’une option (en finance);

et bien d’autres encore (voir [4])...

Dans la suite, on étudie plus en détail le calcul du déplacement transerval d’un fil, ainsi que
celui du potentiel électrostatique.

15.2 Un probleme monodimensionnel

Dans cette section, nous considérons un fil, tendu entre ses extrémités, situées en 0 et 1. On
suppose qu’il est soumis & une force extérieure transverse (telle que son poids, si le fil est pesant).
On note f: z — f(x) la densité linéique des forces appliquées, et u: = — u(x) le déplacement
transversal induit, que 'on cherche a approcher numériquement.

f(x)

<

1
1
i
i
i

Fic. 15.1 — Un fil pesant

On admet que les équations de ’élasticité linéaire monodimensionnelles (1D) normalisées
permettent de modéliser correctement le phénomene. Elles sont de la forme:

—u"(x) = f(x) sur ]0,1[, «(0) =wu(1) =0. (15.1)

On parle d’équation 1D, puisque la seule variable est x, qui varie de 0 a 1. Les conditions
aux extrémités sont appelées condition aux limites: elles signifient simplement que les dites
extrémités sont fixes. Notons que dans le cas particulier ou f = 1, la solution est égale a

wo(x) = %x(l — ). (15.2)
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Dans la suite, on suppose que la solution u est de classe C4([0, 1]) ou, ce qui est équivalent, que
la donnée f est de classe C2([0,1]).

Pour déterminer une méthode d’approximation de I’équation aux dérivées partielles (15.1)
(¢a n’est pas la seule!), on utilise la

Proposition 15.2.1 Soient x €]0,1[ et h tel que [x — h,xz + h] € [0,1]. Alors
—u(x — h) + 2u(z) — u(x + h)
2

Preuve : On utilise la formule de Taylor-Mac Laurin, rappelée au théoreme 14.3.3.

2
30 €] — 1,1] tel que —u"(x) = + %u(4)(x +0n). (15.3)

h? h3 ht
30~ €] — 1,0] tel que u(x — h) = u(x) — hu'(z) + ?u"(m) - Fu”’(w) + —u®(z+67h)

24
+ / h? Vi h? " h (4) +
30" €]0, 1] tel que u(x + h) = u(z) + hu'(z) + U (x) + 5 (x) + Yk (x 4+ 07 h).

On somme les deux égalités, pour trouver

— —h)+2 — h h?
wz —h) + 2ulz) — ule + h) + — (WP @+ 07 h) +u? (x40 h)).

h? 24

Pour arriver a 'expression annoncée, il faut se souvenir du théoreme des valeurs intermédiaires.

Il permet, puisque u® est continue, de remplacer les deux termes en u® par 2u® (x +60h),

mais avec un parametre § appartenant & [0~,07], donc & | — 1, 1] comme annoncé. [

—UN(ZC) —

Remarque 15.2.1 Le premier terme de (15.3) est une bonne approzimation de —u”(x), sous
réserve que h est petit. En effet, comme on a la relation —u® = f", on sait que

2

‘hu(4) (x+ Gh)‘ < %hQ, avec Cro = sup |f"(z)|.

12 12 o]
Ce résultat simple fournit une méthode de discrétisation et d’approximation de I’équation de
départ (15.1) ; on parle souvent de schéma numérique de discrétisation. Le terme différences
finies provient quant & lui de I'expression (15.3) : on remplace une dérivée, qui est par définition
la limite d’un taux de variation, par un taux de variation, dont le dénominateur conserve une
valeur finie non nulle (ici h? pour une dérivée seconde).

1
Pour commencer, on choisit N € N, et on fixe h = NIl Remarquons tout de suite que

pour avoir une "bonne” approximation de u”(x), il convient que h soit petit. Ceci signifie que
N est un parametre de discrétisation qui aura vocation a devenir ”grand”, lors de la réalisation
des expériences numériques.

Nous allons construire une méthode qui permet d’approcher la valeur de u aux points x; = ih,
pouri € {0,1,---, N+1}, par des nombres, notés (u;)o<i<n-+1. Puisque u est approchée en deux
points consécutifs distants de h, on appelle h le pas de discrétisation.

k. x3=0.6
0} i i 1/ % 11

I I I 1

F1a. 15.2 — Le segment découpé (N =4, h =0.2)

Remarque 15.2.2 Comme on sait que u(0) = u(1) = 0, on choisira toujours comme approzimation
Up = UN+1 = 0!’
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On définit f; = f(x;), pour i € {1,---, N}, et on considére I’ensemble des équations

—Uui—1 + 2u; —
h2

Yit1 _ fi, 1<i< N, avec ug = uy4q = 0. (15.4)

Chaque équation faisant intervenir trois nombres parmi (u;);, on parle de schéma a trois
points.

i-1 i i+1
o —— —0©

F1a. 15.3 — Le schéma aux différences finies d trois points
NB. Noter la similitude entre (15.4) d’une part, et (15.3) et (15.1) en x = z;, d’autre part.

Si on appelle @ (resp. f) le vecteur de RY de composantes (ui)i<i<n (resp. (fi)i<i<n), on
peut réécrire le systéme (15.4) sous la forme matricielle équivalente

2 -1 ... ... O

o 1 )
Ad = ,avecA:h— T e RVXN, (15.5)

La matrice A est tridiagonale et symétrique par construction.

Il convient de vérifier qu'il existe une solution @ unique de (15.5). Qui plus est, comment
calculer et majorer ’erreur commise? C’est l'objet des résultats ci-dessous.
Pour commencer, nous allons vérifier que la matrice A est inversible. Outre 'obtention de
Pexistence et de I'unicité de u, ceci nous permettra de construire une formule explicite, exprimant
I’erreur commise en fonction des données du probleme. Ensuite, pour exploiter cette formule,
c’est-a-dire pour majorer 'erreur, nous allons étudier les caractéristiques de I'inverse A~!.

Proposition 15.2.2 La matrice A est symétrique définie-positive.

Preuve : On applique la définition usuelle, en formant le produit scalaire h?(v, Av), pour un
vecteur v de RY quelconque :

N

N-1
h? (v, Av) = hQsz Av); = v1(201 — v2) + Z Vi (—vi—1 + 2v; — viy1) + ON(—VN-1 + VN)
i=1 =2

N N-1 N-1
2 2 2 2 2
=2 E v;© — 2 E ViVi+1 = v1° +un‘ + E (0% = 20Vi41 + Vig1”)

= U12 + ’UN2 + Z (UZ' - UZ'_H)Z .
Ainsi, (v, Av) > 0. De plus,(v, Av) = 0 entraine que v; = vy = 0, et v; = vj11, pour i =
1,---,N — 1. On en déduit par récurrence que v; =0, pour i =2,---,N — 1, et doncv=0. =

Comme A est symétrique définie-positive, elle est en particulier inversible et, de plus, on
peut résoudre le systeme linéaire (15.5) & 1'aide de 1’algorithme du Gradient Conjugué.
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C’est cette propriété que nous allons utiliser maintenant, pour déterminer ’erreur commise. Soit
€ le vecteur de RY dont les composantes sont égales & e; = u; — u(z;), pour ¢ variant de 1 & N.
Comme pour #, on adopte la convention ey = en41 = 0 (justifiée par le fait que u(0) = u(1) =0,
et ug = uy4+1 = 0!). Sachant que u (resp. @) est solution de I’équation (15.1) (resp. (15.5)), on
a alors, d’apres (15.3), pour ¢ compris entre 1 et N :

—ej_1+ 2e; — eiy1 —u(xi—1) + 2u(z;) — u(zit1)

(Ae); = e = (Au); — 2
h2

h2
= Eu(4)(a€i +0ih) = 5 [" (@i + 0; ), avec 6; €] = 1,1[

Dans I’esprit de la remarque 15.2.1, on introduit le vecteur € de R, dont les composantes sont
2

h
égales a ¢; = (Ae); = Ef"(xi + 0; h), pour i variant de 1 & N, et dont la norme est telle que
h2
[€lle < 1 (' par construction. On en déduit alors ’expression de I'erreur commise

e=A"'z (15.6)

Pour aller plus loin, nous allons démontrer deux propriétés concernant la matrice A71: la
premiere sur le signe de ses éléments, et la seconde sur la somme de ses mémes éléments, ligne
par ligne. Avant de commencer, introduisons la

Définition 15.2.1 Un vecteur v de RY est dit positif lorsque v; >0, V1 <i < N.
Une matrice A de RV*N est dite positive lorsque A;j>0,V1<i4,5<N.
Une matrice A de RN*N est dite monotone lorsqu’elle est inversible, d’inverse positive.

Avant de nous intéresser au cas particulier de la matrice issue du schéma a trois points, donnons
une caractérisation simple des matrices monotones.

Proposition 15.2.3 Une matrice A de RV*N est monotone si, et seulement si, on a Uinclusion
{veRY : Av>0}c{veRY : v>0}. (15.7)

Preuve : Supposons que A est monotone.
Soit v tel que Av > 0, alors v = A~ (Av) et, pour 1 <i < N, v; = Zj(A_l),-J(Av)j > 0, puisque
(A71); ; et (Av); sont positifs par hypothese. Ainsi v > 0, et I'inclusion (15.7) est vérifiée.

Réciproquement, si I'inclusion est satisfaite, montrons tout d’abord que A est inversible.

Soit donc v tel que Av =0:on a Av > 0 et A(—v) > 0, ce qui implique v > 0 et (—v) > 0, id
est v = 0, d’ou l'inversibilité.

Sachant que A~! existe, étudions sa positivité...

On note (e;); la base orthonormale canonique de RY. Alors les f; = A~ le;, pour i variant de
1 & N, sont les vecteurs colonnes de A~!. On a bien siir e; = Af;, et Iinclusion (15.7) permet
d’affirmer que f; est positif, puisque e; I'est. En d’autres termes, tous les éléments de A~! sont
positifs.

En conclusion, la matrice A est monotone. ]

Proposition 15.2.4 La matrice A correspondant & (15.5) est monotone.
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Preuve : Pour prouver que A est monotone, on reprend la proposition 15.2.3. Soit v tel que
Av > 0, et v = minj<;<ny v; (ou, de fagon équivalente, vy < v;, Vi). Le but est d’arriver a
Iinégalité v, > 0. On a

2’01—1)220
Vi1 +20; —viy1 20, 2<i<N -1
—uN—1+2uny >0

Si v = v1, on trouve
Vk Z Vg — Vg 2 0.

De méme si v, = vy.

Sike{2,---,N —1}, on trouve cette fois
(Vg = Vg-1) + (V& — V11) > 0.
Or, v < vi_1 et, de méme, vp < vr1. On a done (vp — vk_1) + (Vg — vgr1) < 0, ce qui donne

Vgp—1 = U1 = Vj !

Par récurrence, on arrive facilement a v; = -+ = vg_1 = v = Vg1 = --- = vy. Et la premiere

(ou la derniére) équation donne & nouveau vy > 0. |

NB. Dans le corps de la preuve, on a obtenu 1’égalité
weRN : Av>0}={veRY : y;=), 1<i<N, AeRt}L

En reprenant I'expression de 'erreur (15.6), on peut alors écrire

_ _ _ h? _
leil = 1D (A ijeil <D (A Niglesl <D (A ™ijl1Ele < 13 C12 D (A (158
j j j J

Pour finalement arriver & une majoration de 'erreur commise, il suffit de majorer ~;(A™"); ;
dans (15.8), pour 1 <i < N.

Proposition 15.2.5 La somme des éléments de chaque ligne de A™' est inférieure ou égale &
1/8.

Preuve : On remarque que Zj(A_l)i,j = Zj(A_l)iyj(Sj, sous réserve que d; = 1, pour tout j.
A quoi correspond le vecteur § ainsi construit? On pose g = A71§, , soit At = 5.

5 joue le role d’un second membre de (15.5). Il correspond de fait & f = 1, ce qui nous renvoie
a la solution wuy de (15.2). Or, dans ce cas tres particulier,

—ug(z — h) + 2up(z) — h
—u(z) = to(z — ) + Zg(“") w@+h) €]0,1[, Vh t. q. [x — h,z + k] C [0,1].

Ainsi, @y tel que (up); = uo(x;) vérifie

Aty = g, soit Uy = A_lg, ou Z(A_l)i,j = uo(xi), 1 <7< N.
J

Et supgepo,1 uo(z) = uo(1/2) = 1/8, ce qui permet de conclure. |
On a donc démontré le

Théoréme 15.2.1 Lorsque la solution u est de classe C*([0,1]), Ierreur est telle que

2

o h
l€loo < g5 sup |f"(2)]- (15.9)
z€[0,1]
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En conclusion, l'erreur ”"ponctuelle” tend uniformément vers 0 comme h2.
NB. Lorsque h décroit, N croit en proportion inverse. Bref, ’erreur maximale décroit selon
le carré de h, alors que le nombre d’inconnues croit en 1/h...

Ceci étant, cette estimation dépend de la régularité de u (ou, ce qui revient au méme dans
le cas 1D, de celle de f). Que se passe-t-il si la solution u et la donnée f sont moins réguliéres?

Théoréme 15.2.2 Lorsque la solution u est de classe C*([0,1]), lerreur est telle que

lim ||€]|c = 0. 15.10
T [ (15.10
Preuve : On introduit & nouveau le vecteur £, de composantes ¢; = (A€);. D’apres les résultats
portant sur la matrice A (propositions 15.2.4 et 15.2.5), il suffit de prouver que ||€]loc — O,
lorsque h tend vers 0, c’est-a-dire:

Vn >0, 3h, >0, 0<h <h, = [&le <7

(Bien évidemment, A, € et £ dépendent de h, mais la dépendance est sous-entendue, notamment
dans l'inégalité ci-dessus.)

Lorsque ’on sait simplement que f est continue, il n’est plus possible d’obtenir une expression
des composantes (g;); en fonction de la dérivée seconde f”... Mais tout n’est pas perdu! Comme
u est de classe C?([0,1]), on peut donc écrire, & I'aide de la formule de Taylor-Mac Laurin, les
égalités

h2
30~ €] — 1,0[ tel que u(z — h) = u(z) — hu'(x) + ?u"(a: +6" h)
h2
30" €]0, 1] tel que u(z + h) = u(x) + ho'(z) + ?u”(x +0"h).

On en déduit que, pour ¢ variant de 1 a N,

(f(zi+ 6 h) + f(z;i+ 0" h)).

DO | =

ei = flzi) + % (u"(zi + 07 h) +u"(2; + 07 b)) = f(a;) —

Or, f étant continue sur le segment [0, 1], elle est uniformément continue. Ce que 'on peut
exprimer mathématiquement sous la forme:

vn >0, 3h, >0, Yo,y € [0,1], |z —y| <h, = |f(z)— f(y) <n.

Or, si h €]0, hy[, on a |z; — (z;+0F h)| < hy, d’ott ;| < n, pour tout i : par voie de conséquence,
l€]loc < m. On en conclut finalement que, pour tout h dans |0, h,[, on a I'inégalité

el < -

Sur cet exemple simple, on constate donc que la méthode des différences finies convergera a
priori d’autant mieux que la solution du probleme initial est réguliere. Il est a noter, et c’est
un point treés important, que ’on retrouve effectivement ce type de comportement lorsque ’on
réalise des expériences numériques...
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15.3 Un probleme multidimensionnel

Dans cette section, on va proposer une méthode de calcul du potentiel électrostatique,
toujours basée sur les différences finies. Dans R?, on considére une cavité cubique, Q =]0,1[3,
dans laquelle on a fait le vide. On suppose qu’elle est entourée d’un conducteur parfait, et que
le potentiel électrostatique, sur son bord 052, est nul. Enfin, on place des charges dans la cavité.
Si on appelle p la densité de charge et €y la permittivité électrique, le potentiel électrostatique
V' généré par les charges dans la cavité est solution de I’équation dite de Coulomb, qui s’écrit

~AV =2 dans Q, V =0 sur 00. (15.11)
€0

”  2
ot

L’opérateur A, appelé Laplacien, est égal par définition & A = —
(L’op , app p ; gal p o2 "o T o )

On parle d’'un probleme 3D, puisqu’il dépend des variables x, y et z. La condition V = 0 sur
0} est une condition aux limites.

Dans la suite, nous allons nous contenter de la version 2D du méme type de probleme...
La généralisation au cas 3D, relativement aisée, sera laissée aux bons soins du lecteur! (voir
I'exercice 15.3.1 ci-dessous.)

Soit donc & résoudre, dans 2 =]0,1[2, le probleme 2D
— Au= f dans Q, u = wug sur 0. (15.12)

Ci-dessus, f et ug sont des fonctions données (f dans Q et ug sur le bord 99).
0? 0?
a2 " oy
Pour discrétiser le probleme a l'aide de la méthode des différences finies, on s’inspire tres
fortement de la méthode employée pour le probléme 1D (15.1). En effet, on remarque qu’en 1D
2

Quant au Laplacien bidimensionnel, il est défini par A =

on a les égalités —u” = — = —Au, id est (15.1) est un Laplacien 1D a résoudre !

or? Y

Si la solution u est de classe C*([0, 1]?), on peut écrire I’équivalent de la proposition 15.2.1.

NB. Malheureusement, et contrairement au cas 1D, on n’a plus I’équivalence entre u de classe
C%([0,1]2) et f de classe C([0, 1]?), méme si ug = 0...

Proposition 15.3.1 Soient (z,y) €]0,1[ et (hy, ha) tels que
[x — hy,x+ hy] € ]0,1], et [y — ha,y + ho] € [0,1]. Alors

3(01,09)€] — 1,1[* tels que

82u —u(x — h1,y) + 2u(z,y) — u(x + hy, hi? 0*u
— ( y) ( 1 y) h(12 y) ( 1 y) 112 4 ((L‘ 91 hl y)

o%u —u(z,y — he) + 2u(z,y) — u(z,y + h he? 9*u
y2 (x’ y) ( Y 2) h(22 y) ( Y 2) 122 4( Ly 05 h/Q)

On trouve alors

—u(x — h1,y) +2u(x,y) —uw(x+h,y)  —ulz,y — ha) +2u(x,y) — u(x,y + ha)
2 + 2
hl h2
h1 9 ha? 0%
12 0z G (@ + 01 h ) + 5 12 oyt

—AU(JL‘, y) =

(@,y + 02 o). (15.13)
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Remarque 15.3.1 Les deuz premiers termes de (15.18) sont une bonne approximation de
—Au(x,y), sous réserve que hy et hy sont petits. Le reste est en effet borné par

1 Nu *u
— (hy? + ho? Cy,a, avec Cy 4 = max sup |=—(z,y)|, sup |=—(z,9)|].
iz ) (@weloyz 0! (@welonz 0y’

Dans la suite, on va considérer un pas de discrétisation identique selon la direction des z, et
celle des y, c’est-a-dire h = hy = hg. Chacun des intervalles [0, 1] est découpé en n + 1 intervalles
égaux de longueur h = 1/(n+1). Puis on calcule les nombres (u; j)o<i j<n+1, qui sont les valeurs
approchées de la solution u aux points d’abscisse z; = ih et d’ordonnée y; = jh. On note
(fi,j)1<ij<n les valeurs f; ; = f(x;,y;), pour i et j variant de 1 a n.

0,1) (1,1)

L

(x:,;)=(0.2,0.7)

(0,0) (1,0)

Fi1c. 15.4 - Q et les points de discrétisation (n =9, h =0.1)

L’opérateur de Laplace est approché par une combinaison linéaire de valeurs u; ;, selon le
schéma a cinq points

—Uij—1 — Ui—1j + i — U1 — Ui

" . 1<i,j<n. (15.14)

— Au(zs,y;) =
i,j+1
®

i-Lj | i il
® 4 ®

i,j-1
[
Fia. 15.5 — Le schéma aux différences finies d cing points

Le probléeme (15.12) est donc approché de la maniére suivante : on remplace la recherche de
la fonction u, par la recherche des n? valeurs u;; € R qui vérifient les relations

—Uij—1 = Wiy AU — Uiy~ Ui P
- J

= 1<4,j<n. (15.15)

J

Les valeurs de u sur le bord, ici u(0,-) et u(1,-), ainsi que u(-,0) et u(-,1) sont connues (car
égales aux valeurs correspondantes de ug4). Il en est donc de méme pour ugj, Unt1,j, Uio €t
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Ujn+1, POUr ¢ et j variant de 1 & n. Il reste donc N = n? valeurs a calculer.

M M Ve 9 - . . _
On les regroupe n par n, ainsi que les (f; ;)i j, en opérant 'identification u. ; = (u; j)i1<i<n-
Le bloc u. ; appartient a R", avec
Uui,j
=
Un7]

Il en est de méme pour f.; € R". Ensuite, on pose

'U,.’l f-,l
=] : |eRVet f=| : | RV,
U..n f~,n

Au total, on a donc numéroté les inconnues ligne par ligne, dans le sens croissant, pour les indices
i (au sein d’une ligne) et j (numéro de ligne).

Les inconnues (u;,j)1<i,j<n sont solutions du systeme linéaire formé des NN relations (15.15). Ce
systeme linéaire s’écrit encore

B T
T B T
1 . ) . . f+
72 . . . u = D)
h T B T h :
T B ug (- 1)

ud(WO)

(15.16)

Le dernier vecteur regroupe 1’ensemble des valeurs prises par u sur le bord 952, qui sont connues
(car égales & la valeur prise par ug au méme point) : ce vecteur est donc une donnée du probléme
et, & ce titre, il se trouve a droite du signe égal. Par ailleurs, il faut que i ou j soit égal a 1
ou n, pour que sa composante ;; soit le cas échéant non nulle; en effet, dans ce cas, cf. les
figures 15.4 et 15.5, un des points voisins au moins se trouve sur le bord 9€2. Au contraire, si
i et j appartiennent tous les deux & {2,---,n — 1}, tous les voisins se trouvent dans €2, et sa
composante ; ; est nécessairement nulle.

On écrit finalement (15.16) sous la forme condensée
Loy 1
Au = f+ 72 Ud, (15.17)
avec A une matrice de RN*V f et iy trois vecteurs de RV,

Si l'on revient & la structure interne de A, on a T' = —1I,,, avec I, la matrice identité d’ordre
n, et B € R™™ est la matrice tridiagonale définie par

4 -1

-1 4 -1
-1 4
La matrice A des systémes linéaires (15.16) et (15.17) est donc pentadiagonale (par points), et

tridiagonale par blocs, lorsque la numérotation est celle indiquée ci-dessus: ligne par ligne (j
croissant), et ¢ croissant au sein d’une ligne.
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Récapitulons. Si on note avec un seul indice les composantes de i, c’est-a-dire (ur)i<r<n,
on a les correspondances:

= —1) modn+1

i= L= 1n] +1 119

composante ; = ;; <= I=i+(j—1)nou {

N
I=81 ; (ij)=(9,9)
1=34 ; (ij)=(74)
— 1
I=18 ; (ij)=(9,2)
|
—¢ oo | I=1;(ij)=(L])

F1G. 15.6 — Les deux numérotations: I € {1,--- 81} eti,j € {1,---,9}

Nous allons maintenant étudier les propriétés de la matrice A.
Tout d’abord, A est symétrique par construction. Toutes ses valeurs propres sont donc réelles.
Quel est leur signe? La réponse est simple, si ’on se souvient du théoreme 10.4.1 de Gerschgorin-
Hadamard : soit A(A) une valeur propre de A, alors, dans le plan complexe C,

MA)ye | {zeC 2= Al <) AL}
I=1,,N JAI
Dans le cas particulier ou A(4) € R,

)\(A)E U {SGR: SG{AIJ*ZJ#ILAI,J
I=1,-,N

7AI,I + Z,];g] |AI,J|} }

Or, on a d’une part Ay = 4, et d’autre part ZJ#I |Ar | <4, pour tout I. Ainsi, les segments

[AIJ =2 gz ALl AL+ 32 |A[7J|:| sont tous inclus dans R™, et A\(A4) > 0. La matrice A
est donc symétrique et positive.

Si on prouve en plus que A est inversible, aucune valeur propre n’est nulle, id est elles sont
toutes strictement positives, et A est symétrique définie-positive... Ce résultat est un corollaire
immeédiat (voir le corollaire 15.3.1) du théoreme ci-dessous.

Théoréme 15.3.1 La matrice A des systémes linéaires (15.16) et (15.17) est monotone.

Preuve : Soit donc v € RY tel que Av > 0. Composante par composante (avec le double
indigage ; ;), ceci signifie

dv11 —v21 —v12 >0 (15.19)

4vp1 — Up—11 — Up2 20 (15.20)

4v1p — V11— V20 >0 (15.21)

4Unpn — Unp—1 — Vn—1,n = 0 (15.22)

i1 — V11 —Vig11 — V2 >0 2<i<n-—1 (15.23)

dvrj —v1j-1 =2 —vij41 20 2<ji<n—1 (15.24)

An,j = Unj-1 = Un-15 = Vnj41 20 2<j<n—1 (15.25)

i —Vin—1—Vi1n —Vig1n =0 2<2<n—1 (15.26)
40— Vij—1 — Vi1 — Vigl,j —Vij41 =0 2<4,5<n—1 (15.27)



Optimisation et algebre linéaire. 223

Ci-dessus, on a isolé des lignes de la matrice A correspondant respectivement

1.

En (15.19)-(15.22) :
aux coins de la grille, d’indices (4, j) parmi {(1,1), (n,1),(1,n), (n,n)}.

. En (15.23)-(15.26) :

aux cotés de la grille, coins exclus, d’indices (7, j) avec i € {1,n} ou (exclusif) j € {1,n}.

. En (15.27):

aux points internes de la grille, d’indices (i, j) avec ¢, € {2,---,n — 1}.

Soit maintenant v, = min; ; v; ;. On veut prouver que v, > 0, pour pouvoir conclure grace a
la proposition 15.2.3. Comme la grille comprend des points aux coins, sur les cotés et intérieurs,
on traite les trois cas correspondants.

1.

2.

Si Upmin, correspond a un coin (par exemple vpin = v1,1), (15.19) fournit 'inégalité
2Umin > <v2,1 - vmin) + (U1,2 - Umin) > 0.

Si Ui correspond & un point d’'un coté différent d’un coin (par exemple Vpnin = vi1,
i€{2,---,n—1} donné), (15.23) fournit I'inégalité

Umin > (Vi—1,1 — Umin) + (Vit1,1 — Vmin) + (Vi2 — Vmin) > 0.

. Si Vpipn correspond a un point intérieur, (15.27) fournit 'inégalité

(vmin - Ui,j—l) + (Umin - 'Ui—l,j) + (Umin - ’Ui—i-l,j) + ('Umin - Uz’,j+l) > 0.

Or, d’apres la définition de v,,,, chacun des quatre termes entre parenthéses est négatif
ou nul. Il sont donc tous nuls, c¢’est-a-dire

Umnin = Vi j—1 = Vi—1,j = Vi41,j = V4 j+1-

Comme dans le cas 1D (cf. la preuve de la proposition 15.2.4), on peut raisonner par
récurrence (sur i et sur j), pour trouver finalement que v; j = vpip en tous les points, coins
exceptés. Mais ceci est suffisant pour conclure, car les points des cotés (hors coins) sont
compris, et le cas 2. s’applique.

D’apres la définition de la monotonie d’une matrice, on en déduit comme annoncé le

Corollaire 15.3.1 La matrice A des systémes linéaires (15.16) et (15.17) est symétrique définie-
positive.

On peut donc se servir de I'algorithme du Gradient Conjugué pour résoudre les systemes linéaires
(15.16) et (15.17), et calculer ainsi une approximation de la solution u du probléme 2D (15.12)...

Malheureusement, on ne peut pas aller plus loin, c’est-a-dire estimer la précision de 'approxi-
mation obtenue grace au schéma & cing points, en continuant a suivre la méthode pour le cas
1D!. Cependant, & I'aide d’autres techniques relativement lourdes & mettre en ceuvre (cf. [7]),
on peut malgré tout prouver le

1. En effet, si f = 1, quelle est la solution du probleme (15.12), quelle est sa régularité, avec par exemple
uqg =07
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Théoréme 15.3.2 Lorsque la solution u est de classe C*([0,1]2), l’erreur est telle que
Pu u
€llc < Ch*(Cya+hCy3), avec Cy3 = max sup |W(way)|7 sup [ (z,y)] |,
(zy)efo2 0% (zy)eb12 Y
ou C est une constante qui est indépendante de u et de h.

Bref, “tout est bien qui finit bien” (librement traduit de [25]...).
Pour le cas 3D du probléme (15.11), nous proposons pour finir I'exercice ci-dessous.

Exercice 15.3.1 Suggérer une généralisation de l’approche du probléme 2D au cas 3D, pour
résoudre le probléeme du potentiel électrostatique (15.11).

1. Quel sera a priori le nombre de points du schéma aux différences finies, dans ce cas? Le
construire, en le justifiant.

2. Examiner en détail les propriétés de la matrice A ainsi obtenue :

- A est-elle positive ¢
- A est-elle monotone?

- A est-elle définie-positive ?
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Chapitre 16

Mise en ceuvre pratique

16.1 Introduction

Apres la revue théorique de quelques algorithmes parmi les plus utilisés en calcul scientifique,
il est temps de se demander comment les utiliser concretement, et voir quels sont les avantages
et inconvénients respectifs de ces méthodes quand on les implémente dans un ordinateur. Il
est impossible a l'intérieur de ce polycopié de détailler toutes les variantes existantes de ces
algorithmes, car pour en améliorer lefficacité on doit en écrire une version spécifique non
seulement a chaque classe de probléemes traités mais encore particuliére a chaque type d’ordinateur
(séquentiel, vectoriel, parallele), a chaque architecture (mémoire locale ou partagée, réseau de
processeurs en grille ou en hypercube, grappe de stations) et méme & chaque langage de program-
mation (Fortran 90, C++) ou environnement (P.V.M., M.P.I.), la liste est infinie. ..

Nous allons donc montrer rapidement les principales difficultés qui apparaissent des que ’'on
doit utiliser 'une quelconque de ces méthodes dans le but de simuler numériquement les grands
problemes physiques que doivent résoudre les ingénieurs, tels que:

- le calcul d’écoulements fluides autour d’obstacles (voitures, ailes d’avion), ou & Uintérieur
de cavités (moteurs & explosion, circuits de refroidissement de réacteurs nucléaires, organes
du corps humain) ;

- le calcul de contraintes a I'intérieur de structures (pieces mécaniques, gratte-ciel, protheses
médicales) ;

- I’étude des vibrations (ponts, fusées, acoustique);
et bien d’autres encore!
Pour simplifier ’exposé, et également pour se ramener a un niveau de complexité adéquat, on
se limitera dans ce chapitre aux difficultés liées a la structure des matrices.
16.2 Structure des matrices
Au chapitre 15 (voir (15.12)), on a introduit I’équation de Laplace dans le carré € =]0,1[2

{ —Au = f dans (16.1)

U = ug sur 0f)

ou f et ug sont des données. Lorsque ce probléeme est approché par la méthode des différences
finies, avec un pas de maillage constant h = 1/(n + 1) dans chaque direction, le systéme linéaire
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résultant possede n? inconnues. En numérotant les inconnues de maniére "naturelle”, ligne par
ligne, chacune des lignes du systeme linéaire résultant s’écrit

—Uij—1 = Wiy AU — Uiy~ Ui P
- J

™ 1<i,j<n.

J

La matrice du systeme linéaire est donc tridiagonale par blocs, de la forme

B —-I ... ... 0
) -1 B -1
A=
: SRR
o ... ... —-I B

ol la matrice B de rang n est elle-méme tridiagonale (par points) :

4 -1 0 0
-1 4 -1

B=1{ o 0

~1

0 -1 4

Ce qu’il faut retenir de cet exemple, c’est le caractére creux de la matrice A: il y a au plus cing
coefficients non nuls dans une ligne, et cela quel que soit le nombre de points dans le carré! Cette
propriété est propre a la méthode d’approximation et on la retrouve dans toutes les matrices
provenant de la méthode des différences finies ou des éléments finis (cf. [4]), quel que soit le
probleme traité.

Considérons par exemple un probléme moins académique: le probléme d’élasticité linéaire
en dimension deux. Il s’agit de calculer la déformation verticale d’une plaque rectangulaire
horizontale, soumise a des forces de gravité. Sans entrer dans le détail - inutile pour notre
propos - de la formulation du probléme physique, rappelons qu’il s’agit de calculer en chacun
des points d’un maillage T}, les deux composantes du vecteur déplacement u” = u’fé’l + ugé'g.
Pour ce type de discrétisation, la matrice ainsi construite est symétrique. On Pappelle A dans
la suite.

La figure 16.1 représente le maillage éléments finis T}, avec la numérotation initiale des nceuds.

22 21 23 24 25 26 27 28 29 30
4 3 6 8 10 12 14 16 18 20
1 2 5 7 9 11 13 15 17 19

Fi1G. 16.1 — La numérotation initiale

Remarque 16.2.1 Il y a deux fois plus d’inconnues que de points car d chaque neud (point) de
T), sont associées les deuz composantes du déplacement u”. Dans le systéme linéaire résultant,
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la numérotation des inconnues est liée a celle des neuds du maillage de la facon suivante : au
neud Ny, de numéro k, sont associées les inconnues de numéros 2k — 1 et 2k représentant les
deux composantes cherchées : ul'(Ny) et ull(Ny). Le caractére creur de la matrice est bien visible
sur la figure 16.2.

F1G. 16.2 — La matrice associée

Notons que 1'on a sur cet exemple 60 inconnues (deux composantes de u” sur 30 nceuds), ce
qui correspond donc & une matrice symétrique de R%*60 Pour pouvoir reconstruire une telle
matrice, il est nécessaire et suffisant de connaitre sa diagonale, ainsi que sa partie triangulaire
inférieure, soit un nombre total d’éléments égal a

60 x 61

1+24---4+59+60= = 1830.

Apres construction, on trouve effectivement 350 éléments non nuls dans cette partie de la matrice.
Rappelons que le profil d’'une matrice a été introduit a la proposition 6.19.1.

Définition 16.2.1 La taille d’une ligne de la matrice A dans le profil est appelée largeur de
bande de la ligne.

La longueur du profil est égale a la place mémoire nécessaire a la représentation de la matrice
dans un ordinateur, optimisée au sens ou on limite le stockage auxr seuls éléments internes au
profil. Elle est égale a la somme des largeurs de bande.

Dans le cas qui nous intéresse, la longueur du profil de la matrice du systéme linéaire associé
a la numérotation initiale de la la figure 16.1 est 926. D’apres ce que 'on a vu, elle est comprise
entre 350 et 1830: 2,65 fois le minimum, et 50,6% du maximum (ou un gain de 49,4%).

16.3 Stockage profil

Pour préciser les idées montrons un exemple de rangement des coefficients de la matrice
A dans un stockage profil (il s’agit du cas symétrique). La matrice A est représentée dans
Pordinateur par un tableau monodimensionnel noté PfA, de la fagon suivante: pour chaque
ligne 4, on garde tous les coefficients compris entre A; ;;;) et A;; (qu'ils soient nuls ou non) avec
il(7) le plus petit indice de colonne j tel que A;; # 0. Ces lignes sont alors rangées par ordre
croissant dans PfA (figure 16.3).

Pour gérer la correspondance entre PfA et A, un tableau PdA est nécessaire, qui donne, en
PdA(i + 1), 'adresse dans PfA du coefficient diagonal A;; (avec la convention PdA(1)=0).



228 Ciarlet et Joly

9 (10
1111213 (14|15
16(17|18(19]20|21
22(23(24(25|26 (27|29
30031(32|33|34(35(36 |37
38(39(40(41(42 (43|44
45146 47|48149|50(51 |52

PdA: 0136101521 29374452 ...

Fia. 16.3 — Le stockage profil pour une matrice symétrique

Exercice 16.3.1 Montrer que l’adresse ia dans PfA d’un coefficient quelconque A; j (aveci > j)
est obtenue par la formule

ia:{ PdA(i+1)—i+j sij>il(i)
0 sinon

Ce mode de stockage appelé stockage profil (skyline en anglais), a été introduit par Jennings
[14]. Il est particulierement commode puisqu’il est utilisable pour stocker la matrice A ou la
matrice L facteur de Cholesky de A ; en effet on peut stocker A et L dans le méme tableau, en
remplagant les valeurs des coefficients de la matrice A par celles des coefficients de la matrice L,
au fur et & mesure du calcul de ces derniers, en conservant le méme profil (voir la Proposition
6.19.1). On dit que la matrice L ”écrase” la matrice A.

16.4 Numérotation et stockage profil

La longueur du profil détermine la place mémoire occupée par la matrice A dans I'ordinateur ;
afin de la diminuer, analysons plus précisément la structure de la matrice A. Comme A est une
matrice issue d’une discrétisation par éléments finis, un coefficient Aj; ne peut étre différent de
zéro que si les neeuds associés Ny et N; appartiennent & un méme élément de T}, (cf. [4]); les
nceuds (IV;); ainsi associés au nceud Ny sont appelés voisins de Ny.

La largeur de bande de la ligne k& dépend donc du nombre de noeuds (Ny); voisins du nceud
N}, mais surtout de leurs numéros car plus grand est I'écart max n,voisin de N, |k — |, plus grande

est la largeur de bande

=2 —1.
lp(k) vaoigilr?}ée Ny, |k l|
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(le facteur multiplicatif deux provient de la présence de deux inconnues par nceud, cf. la remarque
16.2.1.)

Pour diminuer la largeur de bande Ip(k) il convient donc de donner aux voisins du neeud
N} des numéros les plus proches possibles de k. En appliquant cette idée a tous les noeuds du
maillage T}, on va essayer de diminuer la longueur totale du profil.

Le procédé utilisé est appelé méthode de renumérotation de Cuthill et McKee [8]. Son
principe est le suivant : partant d’un nceud donné, a qui ’on attribue le numéro 1, on numérote
d’abord ses voisins (au sens précédent) puis on réitére le procédé en reprenant un par un
chacun des nceuds nouvellement numérotés et en recherchant parmi ses voisins ceux qui ne
possédent pas encore de numéro. L’ensemble des noeuds a numéroter a chaque étape constitue
le front de renumérotation, qui parcourt le domaine au cours des itérations. Les nceuds du
front sont renumérotés suivant leur nombre de voisins (non numérotés) croissant pour limiter
I’accroissement du front.

La figure 16.4 montre I'application de cette méthode au maillage précédent ; le sommet de
départ est le sommet inférieur gauche du rectangle.

5 6 7 11 15 18 21 24 27 30
2 3 8 12 14 17 20 23 27 29
1 4 9 10 13 16 19 22 25 28

F1G. 16.4 — La numérotation Cuthill-McKee

Sur la figure 16.5, représentant la matrice A on constate bien, apres renumérotation, une
diminution de la largeur de bande, puisque la longueur du profil est maintenant 514 : 1,47 fois
le minimum, et 28,1% du maximum (ou un gain de 71.9%).

Fi1G. 16.5 — La matrice associée

Le principe de la renumérotation de Cuthill-McKee s’applique a toutes les matrices issues
de la méthode des éléments finis, mais aussi dans un contexte plus général.

La recherche d’une longueur de profil minimum repose implicitement sur le fait que l'on
représente la matrice dans 'ordinateur a l'aide du stockage profil, en vue de résoudre le systeme
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linéaire associé par la méthode de Cholesky. Le stockage profil est bien adapté a une résolution
par une méthode directe.

Si par contre on envisage de résoudre le systeme linéaire par une méthode itérative, comme
par exemple la méthode du gradient conjugué, on doit avoir une autre approche.

16.5 Stockage condensé

Reprenons donc le cas d’un systéme linéaire & résoudre, écrit sous la forme Az = b, avec A
symétrique et creuse.

Dans toutes les méthodes itératives on doit calculer le résidu du systeme linéaire ¥ = b— Ax*,
ce qui implique le calcul effectif d’'un produit matrice-vecteur. Si on examine précisément les
opérations nécessaires a ce calcul, on remarque que chaque composante du vecteur produit
p = Av est obtenue par la formule

n
pi = ZAi,k v  pour 1 <i<n.
k=1

Etant donné le caracteére creux de la matrice A, il est astucieux de restreindre la somme considérée
aux seuls coefficients non nuls de la matrice A.

Il suffit donc de stocker la matrice A dans un tableau monodimensionnel CdA de la fagon
suivante : pour chaque ligne 7, on ne garde que les coefficients A; ; non nuls (au nombre de 700!
dans notre exemple), rangés par indice de colonne j croissant. Les lignes de la matrice sont alors
rangées par ordre croissant dans le tableau CdA (voir figure 16.6).

Pour gérer la correspondance entre CdA et A, un tableau PlA est nécessaire, qui donne pour
chaque ligne i I'adresse dans CdA du dernier coefficient non nul 4; ;. Enfin un tableau PcA de
méme taille que CdA, et rangé de maniere cohérente donne pour chaque coefficient A; ; 'indice
de colonne j correspondant. On ne stocke ainsi que les coefficients non nuls de la matrice A.
L’adresse ia dans CdA d’un coefficient quelconque A;; n’est pas accessible directement, car il
faut rechercher 'indice de colonne j dans PcA entre les adresses PIA(i)+1 et PIA(i+1) (avec la
convention P1A(1)=0).

Ce mode de stockage, appelé stockage condensé, est donc bien adapté au calcul du produit
d’une matrice par un vecteur, puisque ’on n’effectue pas de produits par des coefficients nuls,
comme dans le cas du stockage profil. Par contre il n’est pas adapté a la factorisation de Cholesky
puisqu’il n’y a pas de place réservée a priori aux coefficients de remplissage qui vont apparaitre
en cours de factorisation: les matrices A et L n’ont pas la méme représentation en stockage
condensé !

Noter donc que chaque type de stockage impose une méthodologie de calcul, qui peut étre
tres différente des formules algébriques associées a la théorie ; ainsi pour le stockage condensé
symétrique le produit p = Av est effectué a 'aide de I’algorithme suivant :

1. 350 coefficients et 350 positions...
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1

213

4156

71819110

11(12]13(14|15

16(17|18|19]20|21

2223 2412526

2728 29130(31|32
33|34 35
36|37 3839
40(41|42|43 44 (45|46
47(48149|50 51|52|53|54

PIA: 013610 1521 26 32 35 39

PcA: 1

12567

12 123 1234 12345

125678 349 34910...

F1G. 16.6 — Le stockage condensé pour une matrice symétrique

123456

231



232 Ciarlet et Joly

Boucle sur les inconnues :
Pour ¢ =1 a n faire
p(i) =0
Fin de la boucle sur les inconnues
Boucle sur les inconnues :
Pour ¢ =1 a n faire
Boucle sur les colonnes de la ligne 1 :
Pour j = P1A(i) +1 a P1A(i+1) faire
p(i) = p(i) + CdA(j) x v(PcA()))
Fin de la boucle sur les colonnes
Boucle sur les lignes de la colonne 1 :
Pour j = PIA(i) +1 a PIA(i+1)-1 faire
p(PcA(j)) = p(PcA(f)) + CdA(j) x v(i)
Fin de la boucle sur les lignes
Fin de la boucle sur les inconnues

Ce qu’il faut retenir

- les matrices obtenues dans le cadre de ’approximation de la solution d’une équation aux
dérivées partielles par la méthode des différences finies ou des éléments finis sont creuses.

- cette propriété doit étre exploitée lors de la résolution sur ordinateur des systemes linéaires
associés a ces problemes, ce qui suppose un mode de stockage adapté.

- pour plus d’efficacité on distingue deux types de stockage, suivant que l'on utilise une
méthode directe de résolution des systeémes linéaires (Gauss, Cholesky, Crout) ou une
méthode itérative (SSOR, Gradient Conjugué symétrique et non symétrique).

En conclusion, pour les méthodes directes on utilise le stockage profil, pour les méthodes
itératives on utilise le stockage condensé.
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classe C* (application), 211 élément de Ritz, 192

complément de Schur, 62, 88 élimination de Gauss, 84

condition aux limites, 213, 219 équation d’Euler, 24

conditionnement, 113 équation de Sylvester, 160

cone des directions admissibles, 23 équation normale, 39

contrainte d’égalité affine, 25 Euler (équation), 24

convergence numérique, 46 Euler (inéquation), 24

convexe (ensemble), 23

convexe (fonctionnelle), 28 factorisation de Cholesky, 95

convexité, 28 factorisation de Crout, 95

convexité (a-convexe), 28 factorisation de Gauss, 87, 92

convexité (stricte), 28 factorisation de Gauss-Jordan, 94

Courant-Fisher (théoreme), 151 factorisation par blocs, 98

cotlt calcul, 47 factorisation QR, 173

Cramer (formule), 79 forme de Jordan, 159

critere d’arrét, 47 forme de Schur, 149

critéere de convergence, 120 formulation variationnelle, 71

Crout (factorisation), 95 formule de Cramer, 79

Cuthill-McKee (renumérotation), 229 formule de Taylor avec reste intégral, 212
formule de Taylor-Lagrange, 212

décomposition (double), 131 formule de Taylor—Mac Laurin, 212

décomposition réguliere, 117 formule de Taylor-Young, 212

décomposition spectrale, 163 Fréchet (différentielle), 205

déflation, 172 fréquence de résonance, 75

degré a droite, 197 Frobenius (norme), 105

degré a gauche, 197
dérivée partielle, 207 Gateaux (différentielle), 205
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Gauss (élimination), 84

Gauss (factorisation), 87, 92

Gauss (pivot), 90

Gauss-Seidel (méthode), 51, 121
Gerschgorin-Hadamard (théoreme), 153

Gerschgorin-Hadamard (théoreme affiné), 156

gradient, 206

gradient a pas fixe, 53
gradient & pas optimal, 52
gradient conjugué, 54, 143

Hessenberg (matrice), 196

Holder (inégalité), 104

Hélder (norme), 104

Hooke (loi), 71

Householder (méthode), 186
Householder (transformation), 186

inégalité de Holder, 104

inégalité de Schwarz, 104

inégalité des accroissements finis, 212
inéquation d’Euler, 24

Jacobi (méthode), 121

Jacobi (méthode relaxée), 126
jacobien, 207

jacobienne, 207

Jordan (boite), 161

Jordan (factorisation), 94
Jordan (forme), 159

Krylov (espace), 143
Krylov (méthode), 139, 144, 194

Lagrange (multiplicateurs), 26
Lagrangien, 26

Lanczos (méthode), 198
largeur de bande, 227

loi de Hooke, 71

longueur du profil, 227

matrice a diagonale dominante, 130
matrice adjointe, 147
matrice compagnon, 188
matrice de Hessenberg, 196
matrice de masse, 72
matrice de raideur, 72
matrice défective, 148
matrice définie positive, 18
matrice des contraintes, 71
matrice des déformations, 71
matrice Hessienne, 211

Ciarlet et Joly

matrice monotone, 216

matrice positive, 18, 216

matrice triangulaire, 80, 82
matrice tridiagonale, 123

méthode d’Arnoldi, 194

méthode de bissection, 181, 184
méthode de déflation, 172
méthode de Gauss-Seidel, 51, 121
méthode de Householder, 186
méthode de Jacobi, 121

méthode de Jacobi relaxée, 126
méthode de Krylov, 139, 144, 194
méthode de la puissance, 167, 169
méthode de Lanczos, 198

méthode de pénalisation, 61
méthode de projection, 191
méthode de Rayleigh, 171
méthode de Rayleigh—Ritz, 191
méthode de relaxation, 49, 122
méthode de relaxation symétrique, 132
méthode de Richardson, 128
méthode de translation, 170
méthode directe, 79, 91

méthode du gradient a pas fixe, 53
méthode du gradient a pas optimal, 52
méthode du gradient conjugué, 54, 143
méthode du sous—espace, 175, 194
méthode itérative, 45, 117
méthode QR, 178, 180

minimum (global), 14

minimum (local), 14

mode propre, 75

moindres carrés, 35

moindres carrés linéaires, 36
multiplicateur de Lagrange, 26
multiplicité algébrique, 147
multiplicité géométrique, 147

normale (équation), 39
norme, 103

norme de Frobenius, 105
norme équivalente, 104
norme matricielle, 105

Ostrowski-Reich (théoreme), 122

pas de discrétisation, 214
pénalisation, 61

pivot de Gauss, 90

pivot partiel, 90

pivot total, 90



Optimisation et algebre linéaire.

pivots jumeaux, 99

point de minimum (global), 14
point de minimum (local), 14
polyndéme caractéristique, 108
polynéme minimal, 145

profil d’une matrice, 100
projection, 191, 194
pseudo-inverse, 43

puissance inverse, 169
puissance itérée, 167

QR (factorisation), 173
QR (méthode), 178, 180
quotient de Rayleigh, 152

Rayleigh (méthode inverse), 171
Rayleigh (quotient), 152
Rayleigh-Ritz (méthode), 191

rayon spectral, 108

relaxation, 49, 122

renumérotation de Cuthill-McKee, 229
reste d’ordre k, 211

Richardson (méthode), 128

Ritz (élément), 192

schéma & 3 points, 215
schéma & 5 points, 220
schéma numérique, 214
Schur (complément), 62, 88
Schur (forme), 149

Schur (vecteurs), 150
Schwarz (inégalité), 104
Schwarz (théoreme), 210
shift, 170, 180

sous-espace de Krylov, 143
spectre, 148

squelette d’une matrice, 100
S.S.0.R. (relaxation symétrique), 132
stockage condensé, 230
stockage profil, 227

Sturm (suite), 184

suite de Sturm, 184

suite minimisante, 14
Sylvester (équation), 160
systeme linéaire, 79

tangente, 21

Taylor avec reste intégral (formule), 212
Taylor—Lagrange (formule), 212
Taylor-Mac Laurin (formule), 212
Taylor—Young (formule), 212
transformation de Householder, 186
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translation, 170, 180

valeur propre, 108, 147

valeur propre défective, 148
valeur propre multiple, 148
valeur propre semi-simple, 148
valeur propre simple, 148
valeur singuliere, 42, 111
vecteur positif, 216

vecteur propre, 108, 148



