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Résumé On considére la discrétisation des équations de Maxwell, telle qu’elle a été proposée dans
[3,2,1]. Les approximations numériques du champ électromagnétique et du multiplicateur
de Lagrange associé a la divergence du champ sont réalisées a I'aide de I'élément fini de
Taylor-HoodP,-iso-P1, et complétées de fonctions-test singuliéres, lorsque le domaine de
calcul est non convexe, a bord non régulier. Le but de la Note est de prouver I'existence
d’une conditioninf-supdiscréte. On peut également appliquer ce résultat a la discrétisation
du systeme de Stokes en vitesse-pression Palr citer cet article: P. Ciarlet Jr.,

V. Girault, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 827-832.
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Inf-sup condition for the 3-D P,-iso-P; Taylor—Hood finite element;
application to Maxwell equations

Abstract We consider the discretization of Maxwell equations, proposed in [3,2,1]. The electromag-
netic field and the Lagrange multiplier related to its divergence are approximated numeri-
cally by the Po-iso-P1 Taylor—-Hood Finite Element. Singular test-functions are added when
the domain is non-convex, with a non-smooth boundary. The aim of this Note is to establish
a discretdnf-supcondition. The result can be applied to the discretization of the velocity-
pressure Stokes system [Tp cite thisarticle: P. Ciarlet Jr., V. Girault, C. R. Acad. Sci.

Paris, Ser. | 335 (2002) 827-832.
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Abridged English version

Bracketed numbers refer to the French version. The curl operator is catledthe French version.
We propose to solve numerically Maxwell equations with the help offthéso-P; Taylor—Hood finite
element (FE later on), as is advocated in [3,2,1]. The computational ddm&itoounded by a Lipschitz

polyhedral boundary$. Let (-, -)o denote thel.2($2) scalar product, and lgt, -)o.x denote thel. 2(K)
scalar product, foK C Q or K C 92. The associated norm s || of || - |lo,x - The semi-norm o (2)
or H"(K), m > 1, is denoted by - |,,, O | - |m k- L%(Q) is the subspace df2(2), which is orthogonal
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to R. The unit outward normal td<2 is calleds. In the following, let us choose a fadeof 92, and define
np=n,. We setX = Hp(rot, Q) N H(div, 2) andQ = L?(Q).

We are interested in solving the quasielectro- or quasimagneto-static Maxwell equations, given by (1).
It is easily proven that the quasielectro-static equations are equivalent to the saddle-point formulation (2),
and thatp = 0. From Weber’s compact imbedding result [11] bfnto L2(2)2), one infers easily that the
bilinear form(-, -)x : (i, v) — (curliz, curlv)o+ (divii, divv)g is coerciveon X x X (|| - || x is the associated
norm). If Q is convex, one ha¥ c H(2)3. Otherwise, X = X N H(2)3 is closed inX. Then either
E € HY(Q)3 in the convex case, af = Eg + Es, with (Eg, Es) € Xz x XgL. In addition, for elements
of X, Costabel identityu, v)x = (gradu, grad v)g is satisfied.

In order to fit into the usual saddle-point theoretical framework, there remains to cheakf-the
condition. One way is to prove successively

LEMMA 0.1.—3p € C3(Q) s.t. the support ab,,, is compact inF and(3) holds.
Theng = o i r belongs toX N C2(Q2)% and(divp, 1)o=1. LetK1 = ||2]lx = |ol1.
ProPOSITION 0.1. — 38 > 0 s.t. theinf-supcondition(4) holds.

Proof. Spllt g € Q into g = q° + @, with (¢°,q) € L3 (Q) x R, cf. (5). Then,3° € H}(Q)® sit.
divi® = ¢°, and|°|1 < C1]1¢%l0 (cf. [7, p. 24]) Lett =a1° + 0, « to be fixed. One eaS|Iy finds (6).
Thus, one can choose= « and therw = K1; this yields (4), as one has cleatly| x < Cilgllo. O

Note that the same can be obtained, without introdugirng Lemma 0.1, for the magnetic case and the
velocity-pressure Stokes formulation, respectivelyXn;, Oy) and(Xg, Qs), see (7).

In the discrete case, one can choose for instancediso-P; Taylor—-Hood FE to dlscret|ze’5 p) inthe
convex case. In the non-convex caEg is discretized by suitable means [2,1], a(nmg p) is discretized by
the Taylor—Hood FE (the divergence constraint is enforced on the totalHield ES) Still, one can prove
a uniform discreténf-supcondition (idisclater on), in which the explicit knowledge of the discretization
of Eg is not needed.

Let (7), be aregular family [5] of triangulations of€2, made of tetrahedrd. Let (7;,,2), be a second
family of triangulations, obtained by splitting eaZhof 7, into eight subtetrahedrg, with |T;| = %|T|.

The Lagrange multipliep is discretized inQ, = {gx € C°(Q): qu|r € P1, VT € T;}, whereasE (or Eg)
is discretized with the help df, = {gs € C%(Q): a1, € P1, ¥T; € Ty 2}, in Xj, = ¥,3 N X. In addition, let
Qo = On N L) andXo, = X, N H(2)°,

The main result consists in proving thdisc(8). For that, one follows the proof of Proposition 0.1.
First, one has to approximage Taking its Lagrange interpolation i}, is not enough, because (3) is not
satisfied. So, one has to build a suitable correction, defined on the midpoints of the edges of the interior
of F. This leads to (9).

Then, one proceeds to prove tiiscon (Xo », Qo). Two cases are addressed below.

If the mesh is general, let us follow [4]. First, a local discriefesupcondition is established on eagh

LEMMA 0.2.—Vg;, € Pi(T), vy, a restriction of an element df, to T', such tha(10) holds.
Then, the technique developed in [10] allows one to prove

THEOREM 0.3. — Assumg7y,);, is a regular family of triangulations, such that no tetrahedra has more
than one face 0A<2. Then, there existg® > 0, independent of s.t.udisc (11)is satisfied in(Xo.n, Qo.n)-

If the mesh is suitably structured, in that it is made of hexahedra, each one of them split into twelve
tetrahedra, it is possible to use the localized process of [8]. The idea is to replace the proofiditthe

by the construction of an operatBy, € L(H(2)3; Xo,1), which satisfies (12), the so-called Fortin Lemma

[7, p. 117]. One obtains a locahf-sup condition in each hexahedron, where the inequalities of (10)
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are replaced by (13). In this way, one proves thiliscin (X}, Q}), with O} = {g;}: g» € Ox} and
X;= (U, € X3 (divuy, Dor =0, VT € 73}.
Then, one can conclude, after building a suitable (cf. (15)) regularizing opétaterﬁ(H&(Q)3; Xo.n)
a la Scott and Zhang [9], and a correcti6p € £(H01(Q)3; X} solution to (16)—(17): their sur®, =
Ri + Cy is the operator needed to apply the Fortin Lemma.
This approach, or the orgela Verfirth [10], allows one to prove thadiscfor the magnetic field, and for
the velocity-pressure Stokes system. For the electric field, one finally concludes as in the continuous case.

THEOREM 0.4. — Under the assumptions of Theor@i3, the pair(X;, M) satisfies theidisc (8)

1. Le cas exact

On se place dans un domaifiea borda 2 polyédrique et lipschitzien. On peut traiter de facon similaire
le cas d’'un domaine bidimensionnel a bord polygonal.
On note(-, -)o le produit scalaire usuel de?(Q), et (-, -)o,x le produit scalaire usuel de?(K), pour
K C QouK C 9. Lanorme associée est notge]jo ou| - |lo.x - De méme, la semi-norme d&” (2) ou
H™(K),m > 1, estnotée- |, ou|-|,.x.On noteL%(Q) le sous-espace des fonctiande L2(2) vérifiant
(v, 1)o = 0. On appelle: la normale unitaire extérieured?2. Dans la suite, on choisit une fadede 9<2,
et on définitip =1,
Soient(fz. g) € L2(Q)3 x L3(Q) et f € L4()3, avec divfg =0, fr - iijgq = 0 et divfy = 0. On
veut résoudre numériqguement les problémes modéles quasiélectro- et quasimagnéto-statiques ci-dessous.

TrouverE e Ho(rot, @) N H(div, @) t.q. [ TrouverH € H(rot, ) N Ho(div, 2) t.q. D
rot E = fg et divE = g dansQ ; rot H = fy et divH =0 dans2.

On peut aisément vérifier que le probléme quasiélectrostatique admet une unique solutioh -dans

Ho(rot, Q) N H(div, Q), et qu'il est équivalent & la formulation de point-selle @t= L2($2))

Trouver(E, p) € X x Q tel que .
(rot E, rot v)o + (div E, divt)o + (p, divd)o = (fE, rot v)o + (¢, divi)e, VieX (2
(q,divE)o=(q.8)0, VYgqe€Q,

sous réserve que = 0 (ce qui est toujours vrai, dés lors que gfjgvz 0 eth ‘fpq =0).

D’aprés le résultat d’injection compacte #edansL?($2)° d( & Weber [11], la forme bilinéaire, -)x :
(i, v) — (rotu, rot v)g + (divu, div v)g estcoercitivesur X x X. On note| - ||x la norme associée.

Un des aspects attractifs de la méthode est que I'on a l'identité suivéint®)y = (gradi, grad)o,
pouri, v € X N H1()3, due & Costabel [6]. En conséquenp#x = |i|1, pouri € X N H1()3.

La condition inf-supentre X et Q est aisée a vérifier : il suffit de résoudre une équation de Laplace avec
condition de Dirichlet homogéne sur le bord et prendre le gradient de la solution. Mais cette démonstration
ne se préte pas a la discrétisation conforme dah&2)3 que nous allons utiliser. Pour cette raison, nous
proposons la démarche suivante. On commence donc par le

LEMME 1.1.— Il existe une fonctiop € C%(%) telle queg,, est a support compact dafset
(0, Dor=1 3)

Alors la fonctiong = oii  appartient & N C2(Q2)3 et (divg, 1)o = 1. On noteK1 = ||3]Ix = |ol1.
Ce Lemme préliminaire permet de démontrer la condiitidsupsuivante.
ProOPOSITION 1.2. — Il existe une constantg > 0 telle que

(q,divi)o

inf sup— 2
9€Q3ex IVlixliglo

(4)
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Démonstration. -On décompose € Q eng=4¢%+¢g, ol

|s2|(q’1)°€R ¢° e LE(Q). (5)

Alors, il existe (cf. [7, p. 24]p° € H3 ()3 tel que divi® = ¢°, et|1°]1 < C1ll¢°|lo. On posel =« 1°+¢ o,
o a déterminer. Alors

puisque] divollo < K1

(q,diva>o>auq°ug+|Q|||q||o |s2|1/2”"'

Ve > 0. (6)

> ol 92+ = 1713 - ||q||o

12| IQI
On arrive & (4), en choisissafit= «, puisae = K12, sachant qu’on a par ailleufi$| x < Ciligllo. O

On a exactement les mémes résultats pour le champ magnétique (indicepour le systeme de Stokes
en vitesse-pression (indigg, a ceci prés que le coupl&, Q) est respectivement égal a

Xp = H(rot, Q) N Ho(div. Q), Qu =L§(Q):  Xs=Hg(Q)° Qs=L§(). (7)
Dans ces deux derniers cas, il n’est pas nécessaire d’introduire la foiction

2. Le cas discret

Si le domaine2 est convexe, on a l'injection continde c H1()3. Sinon, Xz = X N H1(Q)3 est un
ferme deX, et on peut écrire la décomposition continue (voire orthogonale) Xz & Xs. On discretise
donc le chamE (cas$2 convexe), ou la partiedguliére Ex du champ (ca$2 non convexe) par I'élément
fini de LagrangeP1, composante par composante. Pour la discrétisation de la partie singuliére, on renvoie le
lecteur a [2,1]. Le multiplicateur (sur le champ total) est discrétisé sur un maillage plus grossier, toujours par
I'élément fini P;. Ceci étant, comme dans le cas exact, la conditibaupdiscréte sera obtenue uniqguement
a l'aide de champs approchégyuliers c’est-a-dire grace a la discrétisation par I'élément fini de Taylor—
Hood. Il n'est donc pas nécessaire de connaitre une discrétisation de la partie singuliére pour démontrer
cette conditiorinf-supdiscréte.

Comme on utilise I'élément fini de Taylor—Hod®-iso-P1, on introduit(7;); une premiére famille de
triangulationgéguliére(cf. [5]), de pash ; on notehy le diamétre d&” et pr celui de sa sphére inscrite.
Pour des raisons techniques, on suppose aussi qu’aucun tétraédre n’'a plus d’'unef@c®suappeller
un tétraédre générique dg. On définit alors le raffinement standard suivant : chaque tétrgédst divisé
en huit sous-tétraédres;);—1 g dont le volume est 8°™e du volume deT', les nouveaux sommets se
trouvant au milieu des six arétes @ie Aux tétraédreq; correspond naturellement une seconde famille de
triangulations7;,,2), de pagh/2, réguliere par construction.

Le multiplicateur de Lagrange est donc discrétisé saf,, a partir de I'élément finP;. Soient :
O ={qn €C°(Q): qnr € Pr. YT €Ty}, etson sous-espaceQo; = On N LE().
Quant & (ou Eg), il I'est par I'élément( P1)3, sur7Z;, 2. On définit donc
Yi = {qn € CO(): qnyy, € Pr. ¥T; € Tyy2},  ainsiqueX, = Y,3N X, etXoy = X N HY(2)3,

Il s’agit de démontrer que la paire d'espac&s, Q) vérifie 'analogue de (4) avec une constagite- 0
indépendante de :

inf  sup (Gn, dVin)o > B*. (8)

a1€Qi 5, ex, Ionllx gl

Cette démonstration est calquée sur celle de la Proposition 1.2 : on décoppogs, eng;, = q,? + qn,
ou g, est défini comme en (5), on démontre que la pa¥fe;, Qo.») Vérifie une conditionnf-sup puis on
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approchep avec une fonctio,, qui satisfait (3), on posg, = on7ir, et enfin on cherchg, € X, sous la
formea T),? + gron ol 6,? € Xo.n eta > 0 estun réel a choisir.

Commencons par approcher la fonctionOn définit d’abordl1;(¢), ou I, est I'opérateur habituel
d’interpolation de Lagrange dar,, ce qui est loisible puisque est réguliére. Mais commé&l;, ne
conserve pas (3), il faut le corriger. On construit par exemple une correction s ledieux des
arétes intérieures dE, avec les fonctions de base #©g (¢;);=1,... .~ associées. On définit, € ¥, par :
on =Ix(0) + vazl ci@i, pour que, par constructiq@, — o0, 1)o.r =0

Ceci entraine quey, vérifie (3). Par ailleurs, grace a la régularité deil existe une constant€’,
indépendante dk et o, et donck; indépendante de, telles que

lonl1 < C2(lel2+hlel2.r) < Ka. 9)

On posep, = oniir € X, qui vérifie, par constructionlgn ||x = lonl1 < K2
Ensuite, pour établir la conditianf-suppour (Xo 5, Qo,1), On aimerait procéder comme dans [8]. Mais
ceci ne semble pas possible lorsque la triangulati@py, est quelconque parce que I'équation

Trouvervy, t.q. (divv,, Vo7 = (divy, Do,7, YT € (Tp)n,

n'a en général pas de solution daxigy, .
Il'y a alors deux possibilités. Si le maillage est quelconque, on démontre d’abord une condition inf-sup

locale sur un tétraédre en s’inspirant de la construction de [4]. S@ent1 6 (resp (T)i=1..6) les

milieux de (resp. les vecteurs tangents a) chaque aréfe deéte de longueur;);—1

.....

.....

LEMME 2.1.— Pour chaquey, € P1(T), il existev, qui est la restriction & d’une fonction dex, telle
que:

2 Nz e _
O - i =0, ah(b»-a:{oezgrad‘”(b’) w SbENR =18

(qn, divip)or > CapZlgnlt s, 19nlnr < Cahrlgnlir- (10)
Gréace a la technique de [10], ceci entraine la condition inf-sup globale.

THEOREME 2.2. — On suppose quéZy,); est une famille réguliere de triangulations, et qu’aucun de ses
tétraédres n'a plus d’une face saf2. Alors il existe une constanf?, indépendante de telle que

0 .
inf (g5, div 29 )0

(11)
thQOh #0eXo, ||Uh||X||qh ||0
Par contre, si le maillage est convenablement structuré et composé par exemple d’hexaédres qui sont
ensuite décomposés en douze tétraedres, on peut utiliser la construction de [8], qui a le grand avantage sur
celle de [10] de n'utiliser que des arguments locaux et par conséquent permet de démontrer des résultats
plus forts que la seule condition inf-sup. L'idée est d’appliquer le Lemme de Fortin [7, p. 117] il suffit de
construire un opérateur d’approximati®yn € L(H, 1Q)3: Xo,») tel que pour toute fonctiod € H; 1)3,

Van € Qons (g, divV(Ph(®) = 1))g=0,  Van € Qo ||[Pa(@) |y < Cslivllx, (12)

avec une constani€s indépendante dé. On démontre d’abord une conditiamf-sup localesur chaque
hexaédreH de (7). Pour cela, on associeg € Qo la fonctionq;fm =qnH — \%ﬂ (gn, Do et on
introduit les espacesQ;} = {q;: qn € Qo,n}, Xj = {v) € Xp: (divyy, o =0, VT € 7;}. On construit
vy € X; comme dans le Lemme 2.1. Mais en s |nsp|rant de [7], du fang;ijeL (H), on remplace cette
fois les inégalités de (10) par

(q;;’ div BZ)O,’H = C§||l]h||(2),7-p |Uh 1LH C4||‘]h||0 H- (13)
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En sommant (13) sur tous les hexaédreon trouve :

illx =ll < Cillaill (14
Au passage, on vient de démontrer la conditidrsupsur (X}, Q).

En se servant du nceud au milieu de l'aréte dans chaque fagg demme pour la correction de
ci-dessus, on construit ensuite un opérateur de régularis&toa £(H01(Q)3; Xo,n) de type Scott et
Zhang [9] qui a les mémes propriétés d’approximation qu’un opérateur usuel d’interpolation et qui vérifie
en plus

Vg € 0}, 3} € X} tel que(q], divi}) > C3 g |2,

(Ra(@) — 7, 1)0’F =0, sur toutes les faceB des hexaédres dg,. (15)

Puis, on définitP, en corrigeanRR;, : P, (v) = Ry (V) + Cp(v), 0UC, (V) € X} est solution de :
Vqr € 05, (q;;, diVCh(ﬁ))0 = (q;';, div(ﬁ — Rh(ﬁ)))o. (16)
Grace a (14) (cf. [7, p. 118]), le systeme linéaire (16) admet une solgiah € X qui satisfait a :

_ Ci 1y B,
[r@ 1 < G lldv(E = Ru@) o (17)

Avec les propriétés d'approximation &,, (17) entraine qué@;, vérifie (12b); enfin, les conditions sur les
fonctions deQ; et X} entrainent que (16) a lieu pour tous lgsde Qg ; ; doncP;, satisfait (12a). On a de
nouveau prouvé le Théoréme 2.2. Il permet de conclure & I'existence de la coiditsupdiscrete pour
le champ magnétique, et bien sar pour le systéme de Stokes en vitesse-pression. Et, en conclusion

THEOREME 2.3. — Sous les hypothéses du Théoréhida paire d’espacesX;,, Q) Vérifie(8).

Démonstration. -On reprend la preuve de la Proposition 1.2 : pgprappartenant &, on écrit

qn = q,9+éh, comme en (5). Puis on choiéﬁ € Xo,» qui satisfasse a la conditiam-supdu Théoréme 2.2 ;
ou, ce qui est équivalent [7, p. 118f e Xq 5 tel que(g?, divid)o = llg21I3, 0011x < ﬁ—10||q}?||0. Enfin, on

poseu;, = a 19 + guon, et on conclut ensuite avec= K2, O
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