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Résumé. On étudie I'équivalence des norm&E" et H(rot,div) pour des champs de vecteurs
vérifiant une condition aux limites électrique ou magnétique, dans un ouvert axisymétrique.
On utilise deux méthodes, I'une fondée sur des outils élémentaires, l'autre sur les
résultats connus pour le Laplacien. Ce résultat, valable pour presque tous les domaines
axisymétriques, est utilisé pour la résolution numérique des équations de Max\2600
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A result of closedness for Maxwell’s equations in an axisymmetric
domain

Abstract. We study the equivalence H* and H(curl,div) norms for vector fields satisfying an
electric or magnetic boundary condition in an axially symmetric domain. We present two
approaches, one based on elementary analytic tools, the other on the results known for the
Laplacian. This result, valid for almost all axisymmetric domains, is used in the numerical
resolution of Maxwell’s equationsl 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

Abridged English version

The spaces associated with the weak (standard) and strong (regularized) formulations of Maxwe
equations in a domaif are X = Hy(curl, Q) N H(div,Q) and Xz = {u e HY(Q)? : u x n|p =0} =
X NH(Q)3 for the electric boundary conditio; = H(curl, Q) N Hy(div,) andYg =Y N H (Q)? =
{ue H'(Q)3: u-n|p =0} for the magnetic boundary condition.

The strong formulation is well posed X or Yy are closed inX or Y, and equivalent to the weak
formulation if Xz = X or Yz =Y. Itis known that one has equality for regular and convex domains, and
closedness for curved polyhedra. This Note addresses the issue for axisymmetric domains.

Note présentée par Evariste SNCHEZ -PALENCIA .

S0764-4442(00)01617-7/FLA
0 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS. Tous droits réservés. 293



P. Ciarlet, Jr. et al.

We consider the surface of revolutibhgenerated by the rotation around #{@z) axis of a polygonal
line v, whose extremities are qi®z), and2 the volume limited by". n is the outgoing unit normal vector
to I'. The corners ofy, which are not on the axis generate circular edgds, iwhereas the extremities are
conical vertices of .

We denote byL2(Q), H'(Q), V = ﬁ(curl div,Q), X, Y, Xg, Yy the respective subspaces of
axisymmetric vector fields if?(Q)*, H' ()3, V = H(curl,div,Q), X, Y, Xg, Yg; by || - ||s.o the H®
norm, by|| - ||v.o theH(curl, div) norm.

The closedness of i in X is equivalent td|u||1.o < C |lul|v,q, for all u € Xg; and similarly forYz
andY, X and X, etc. This issue is investigated by two approaches. The first parallels that of Costab
et al. [5], with extra technical points. It is based on a formula of integration by parts proved in [4], and 0
Hardy inequalities. We obtain the closednes¥gfin Y and, if the aperture angles at the conical points are
not too large, that o  in X.

The second approach is based on the decomposgee[§]) X = X + grad {ng eHYQ) : Ap €

2 Q)} and on the study of weak solutions of the Laplacian by Kondrat’ev [7] and Dauge [6]. We obtail
the closedness of  in X for all angles at the conical points except one.

1
These results may serve to prove finer decompositions Xike X p @ X g, which can develop into an
effective method for solving Maxwell’s equations [1].

1. Position du probléme

Les espaces associés aux formulations faible (standard) et forte (régularisée) des équations de Max
sontX = Ho(rot, ) NH(div, Q) et Xp = X NH'(Q)? = {u € H'(?)? : uAn|r =0} pour la condition
aux limites électriqueY” = H(rot, Q) NHy(div, Q) etYz =Y NH'(Q)? = {u e H(Q)® : u-n|r =0}
pour la condition aux limites magnétique.

La formulation forte est bien posée &ir est fermé dansX, équivalente a la formulation faible si
Xgr =X, et de méme poury etY. L'égalité est connue pour des domaines réguliers ou convexes, e
la fermeture pour des polyédres courbes. Cette Note étudie le cas des domaines axisymétriques, pou
champs axisymétriques ou non.

Soit Q2 le volume limité par la surface de révolutidh) engendrée par la rotation autour de I'axe vertical
(Oz) d’'une ligne briséey,, dont les extrémités sont s(Dz). On désigne pav l'intersection de? et d'un
demi-plan méridien et = ~, U+, sa frontiere;, étantla partie de 'ax€Dz) comprise entre les extrémités
de~,. On a donc deux types de singularités géométriques : les arétes circulaires et les points coniques.

On adopte les coordonnées cylindriques d'éXe), (r,6, z), ou parfois les coordonnées sphériques
(p,0,¢) centrées sur un point conigu@. Pour les deux systemes de coordonnéegst I'azimut
cylindrique ; un demi-plan méridiefi = cte est rapporté aux coordonnées cartésierfnes) ou polaires
(p, ¢). n est la normale unitaire sortantd'dorsqu’elle existe.

On appelle respectivemeht (), H(2), V = H(rot, div,2), X, X, Y, Vi les sous-espaces des
champs de vecteurs axisymétriquesid¢?)?, H' (Q)3, V = H(rot, div,Q), X, Xg, Y, Yr; | - |s.0 la
norme det*(2) ouH*(Q)3; || - |v, celle deH(rot, div, ).

Pour tout champ de vecteuts on noteu,, = u, e, + u,e. et up = upey S€s composantes méri-
dienne et azimutale. Si € V (resp.H!()), rot u,, etrotuy (resp.Vu,, et Vuy) sont orthogonaux
ponctuellement —i.e. on a p.ot u,, - rot uy = 0 (resp.Vu,, : Vu = 0) — donc orthogonaux au sehs.

LEMME 1. -Les assertions suivantes sont équivalejyes Banach—Steinhayis
— Xp estfermé dang ;
= [[ufli.o < Cllullv.o, pour toutu € X,

et de méme pour” etYxg, X et Xg, etc.
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Pour démontrer ces inégalités, on présente deux méthodes. La méthode constructive, semblable
repose sur des intégrations par parties et des inégalités de Hardy ; la méthode inductive, sur la décomy
tion X = Xr +grad {¢ € H}(Q) : A¢p € L?(Q) } [3] et I'étude desLsqution faibles du Laplacien [6,7]. On

peut ainsi obtenir des décompositions plus fines, du fype Xr & X5, qui conduisent a des méthodes
effectives de résolution des équations de Maxwell [1].
Dansw, on aura besoin des espaces a poids

Li(w):{f:/w|f|2radrdz<+oo} (e €R)

et
Hcl,é(w) = {f IS Li(w) 10 f € Li(w)}
On note|| - ||s,a,. la norme dei? (w).
2. Méthode constructive

THEOREME 2. —Dans Xy (si 'ouverture aux points coniques n’est pas trop graneledansyy, on a
I'estimation suivante

IK, Vue Xg (resp.Yr), |[Vull2 < K(|rotu|3 + ||divulf). 1)

Ceci entraine que les normgs||; o et|| - ||v.o sont équivalentes sur ces espaces. Par consédugnt,

et YR sont fermés respectivement dakisty.

La preuve suit celle de [5] pour les polyédres courbes : elle est fondée sur la formule d’intégration p
parties de Costabetf, infra). On vérifie la densité des cham® avec condition aux limites électrique
(resp. magnétique) dadéy (resp.Yx). Puis on démontre (1) pour toute Y5, puis Xz (pour des angles
d’ouverture aux points coniques légérement supérieurQalansX ).

2.1. Formule d'intégration par parties de Costabel
Soit un domaine dont la frontiéré estC? par morceaux ; on a poifn, v) € [H?(Q)?] 141
(Vu|Vv)p=(rotu|rotv)y+ (divu|divv)y — b(u,v) + d(u,v). 2
Le termed(u,v) s’annule lorsquen et v sont tous deux dan¥ N H?(Q)? (resp.Y N H2(Q)?). Si ces

espaces sont denses dang (resp.Yr), on prolongel par0 & X etYx.
La formule (2) est donc valable po(u, v) € [Xz]? ou[Yz]?, puisque tous ses autres termes ont un sens

pour (u,v) € [Hl(Q)3]2. En effet, la forme bilinéairé(u, v) s’obtient en fonction de la seconde forme
fondamental® = Vn de la surfacé’ par :

V(u,v) e [Hl(Q)g}Q, b(u, v) / {ur-B-vr + (trB)u, v, } dI.
Pour( tel que défini au paragraphe 1, cette forme se réduit a :
b(u,v) = //F % (ugvg + uy,v,)dl. 3)
On n’a jamais qu'un seul terme a la foigy Siu-n|r =0, u, SiuAn|p =0
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Dans les deux cas, I'inégalité (1) est équivalente par (2) a
k<1, —b(u,u) <k|Vulfg. (4)

2.2. Densité des champs tres réguliers

PROPOSITION 3. — L'espace
{uec> (ﬁ)3 :u/An|. =0 etu=0auvoisinage des arétes et somnjets

est dense dan¥  ; et de méme pour la condition aux limitas n|r = 0.

La démonstration suit pas a pas celle de [5], valable dans le cas d’un polyedre.

2.3. Cas magnétique

LEMME 4. — L'espacet!  (w) s'injecte continiment daris’ ;(w), i.e. il existeK; telle que
VueH(w), ||U||%773,w < Ky ||gradu||%771’w.
Il s’agit d'une extension bi-dimensionnelle (par localisation et Fubini) de I'inégalité de Hardy. Elle utilise
le fait que, lorsque: € H} (w) N L% (w), ul,, = 0 dansL?(v,) [2].
PROPOSITION 5. — L'inégalité (1) est satisfaite pour tout € ﬂl(Q) vérifiantu - n|pr = 0.

Démonstration. Vu,, et Vuy étant orthogonales, éi{u,u) ne dépendant que dey, il suffit de
vérifier (1) pouru € Ej = {uec H'(Q) : u || es}. Soitu € Ej etv =ruy; il résulte des expressions
en coordonnées cylindriques get u, divu et Vu et du lemme 4 que :

[rotulf§ o + [|divull§ o = 27 |grad v|[§ _; .:

IVull§ .o =2n [llgradug|§ 1 ., + l[uollf 1]
~ ngadU”(?),—l,w + ||UH(%,—3,W
~ |lgrad v|g,

—1,w>

le symbole~ désignant des normes équivalentes. Ceci montre l'inégalité (1), ainsi que I'appartenan
aH!(Q) desu € V paralléles &y : il N’y a pas de «singularités » dans la directtbn O

2.4. Cas électrique

On appelle domaine «en coeur » un domadindéfini en coordonnées sphériques par
Q={(p,0,¢):0<p<poetd<¢<F(p)}, F décroissantel(p)= ¢ sip<pi< po.
Sa frontiére se compose d’une face conifjyel’ouvertures; et d’'une face convexg,. Cette fois, on se

raméne par orthogonalitég = 0 et, par localisation, & «en coeur» etac V! = {v € fll(Q) tvg =0
et’U¢|p2 =0 etvp|p = O}.

LEMME 6. — Soitv =v, e, + vy e4 =V, + v, € V,.. On a les majorations suivantes
2 2 2 2
[Vol1 <9IVIT, [Voli <16]v]i.

Il s’agit la encore d’inégalités de Hardy bi-dimensionnelles.
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LEMME 7.— Il existeg} > /2 tel que, sip1 < ¢}, 'inégalité (4) est vraie poum € V.

Démonstration. -Dans le cas intéressant n’est pas convexey > 7/2), u € V,} impliqueb(u,u) =
b(ug,ue) < 0. En coordonnées sphériques, la formule (3) donne :

P1

—b(u,u) = —277/ vy luy |2 dy = —271'/ cos ¢y |ug|? dp,
Yo P

=0

oru, =0 surv, car elle y est égale @, qui est dandi}(w) N L2, (w) [2]; d’ou
2

|c05¢1| pi| ré

b ol
(u,u)= sin? oy . 08¢ (singug)de| dp
P1

|C05¢1| / / sm¢u¢) dngdp

sin? ¢y =

|cos¢1|¢1 2 . >

sin® ¢y w psinqS a¢(51n¢“¢) p* sin? pdpde.

On reconnait I'expression div u,, d’otl en majorangin® ¢ parsin ¢ :

|C05¢1| o1

||divu¢||(2),ﬂ;
sin? ¢y

—b(u,u) <

orb(ue, uy) < 0 entraine par (2) quidivuy||3 < || Vuy||3, et d’aprés le lemme précédent :

| COS QZ51| (bl
—b(u,u) < [Vul3.
sin? ¢y
La constante est strictement inférieurepour¢; < 92°... O

3. Méthode inductive, cas électrique

THEOREME 8. —Soit{2 un ouvert borné lipschitzien. Les inégalités suivantes sont équivalentes

[ull,e<Cillullve,  Vu€ Xg; (5)
el <CallApllon, VeeH(Q)NH(Q). (6)
Démonstration. Elle est fondée sur la représentation [3], Th. 4.1 :
VueX, JueXgr, 3Tpe{peHj():A¢ecL?*(Q)},
u=ug+ grad p, (7
Clullfq = [uollf o + 1A¢]5 o + lgrad¢|§ o- 8
Supposons (6) vraie; si € Xy, alorsy de (7) appartient &%(92) ; on contr()IeHuHiQ par le second
membre de (8), donc padul|3, . Réciproquement, sb € H*(Q2) N Hy(Q2), (5) appliquée a1 = grad ¢
donne (6). O

Dans [6], pp. 162-164, il est démontré que pour les arétes I'estimation (6) est vraie; pour le cd
circulaire elle est vraie sauf 8i/4 est localement une valeur propre du Laplacien, ce qui a lieu pour une
ouverture et une seule, qui vaut environ 1.3Dans ce dernier cak g n’estpasfermé.
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